Pucro Manueckn, Ckomje
Karepuna AneBcka, Ckomje

KOHI'PYEHIIM BO MHOKECTBOTO HA LHEJIUTE BPOEBM |

1. TIOUM 3A KOHTPYEHIIMJA

Heka ce a,qeZ, beN, b#0 ce takeu na a=hbq . Toram 3a 6pojoT a BenuMme
Jieka e aenuB co opojor b m b|a. Axo, mak a He e genus co b, Toram moxe nma ce
JIOKaxe JIeKa TI0CTOjaT SAMHCTBEHH el OPOeBH ( U I TaKBH IITO

a=bqg+r, 0<r<b.
BpojoT r ro HapekyBame ocmamox O] AenemeTo Ha OpojoT a co 6pojor b . Cmopen
TOa, NPH JICNICHe Ha MPOM3BOJIEM Iied Opoj a co 6pojor b e N MoxHH ocTaToim ce
0,1,2,...,b—1, ma 3aroa neaure 6GpoeBU MOKEME J1a TH MOJEIUME BO KAACU, TIPH LITO BO
CeKoja Kjlaca ce COApXaT OpOoeBHTE KOHM IPU JeNierhe co OpojoT b naBaaT emHakBu

ocraronu. OBue Kiacu OPOEBH, CO eIHAKIIM OCTATOIM MPUJ eJlemke co aaaeH opoj b, ce
OCHOBATA HA HAIIUTE HATAMOIIIHHU Pa3riie/yBamba.

Hedununuja 1. Heka a,beZ u meN. Ako m|(a—b), roram ke Bequme neka
Opojot a e kouepyenmen co 6pojotr b 1o MOmyT M U Ke nuiryBame
a=b(mod m).
Axo m [ (a—Db), Toram ke Benmume nexa OpojoT @ me e Komwepyenmen co 6pojot b
10 MOIYJI M ¥ Ke MUIIyBaMe
a#b (mod m).

Mpumep 1. a) [a ru pasriename OpoeBute a=750b=89 u m=7. Buznejiu
a-b=75-89=-14=-7-2, on nebununuja 1 robusame
78=85(mod 7) .
0) 3a Opoeure a=121b=95 Baxun a—-b=121-95=26 wu Ouncjku 3} 26
3akiaydyBame jeka 12397 (mod 3) . m

Teopema 1. Heka a,beZ u me N . Toram:
a) a=b (mod m) ako u camo ako moctou 1en Opoj K Takos, mro a=b+km.
6) a=b(modm) ako u camo ako Ipu Jeliewme co M, GpoeBuTe a W b wmaar

€THaKBU OCTATOLIH.
Hoka3s. a) Ox mepununujata 1 cnenyBa aeka a=b(modm) ako u camMo ako

m|(a—b). Ionaramy, m|(a—b) ako u camo ako mocrou mem Opoj K TakoB mTO

a—b=km, T.e. nocrou uen 6poj Kk takos, mro a="b+km.



6) Hexka a=mp+r, b=mg+s, p,qr,seZ u 0<r,s<m. Toram
a=b(modm) ako u camo ako m|(a—b), mro 3Haum ako W camo aKo
m|[(mp+r)—(mqg+s)]. Cnopen Toa, a=Db (mod m) ako u camo ako

m{[m(p—a)+(r-s)],
nma 3atoa a=b(modm) ako u camo ako m|(r—s). Ho, -m<r—s<m, oxHocHO

a=b (mod m) ako u camo ako r—S=0, T.e. aKO 1 CaM0 aKO I =S. m

Hpumep 2. a) [Ipu neneme Ha OpoeBure 56, 57, 58, 59, 60, 61 u 62 co 6pojot 7 ce
nobmBa xonmmgHUK 8 U ocratomu 0, 1, 2, 3, 4, 5 u 6, coonerHo. Ox Teopemara 1 6)

clielyBa Jieka
56=0(mod 7); 57=1(mod 7), 58=2 (mod 7), 59=3 (mod 7),

60=4(mod 7); 61=5(mod7) u 62=6(mod 7).
6) On Teopemarta 1 6) umame nexa 38 =26 (mod 12) . HaBuctuHa, IpH AeNICHETO Ha
371 25 co 12 ce mobuBa 0CTaTOK 2. W

2. OCHOBHH CBOJCTBA HA KOHI'PYEHIIMUTE

Bo ciennuTe TeopeMu ke JOKaKeMe HEKOJIKY BaXKHH CBOjCTBA HA KOHTPYEHIMHUTE.
[Ipuroa ke cmerame fieka OPOjoT M ¢ MpPHUPOCH OPoj.

Teopema 2. a) 3a cexoj a € Z axu a=a (mod m).

6) Ako a=b (mod m), roram b=a (mod m).

B) Ako a=b (modm) u b=c (modm), roram a=c (mod m)

Jokas. a) On a—a=0,3acekoj aeZ crenyBa a=a(modm), 3acekoj acZ.

06) Axo a=b(modm), rtoramt m|(a—-b). On b-a=(-1)(a—-b) crenysa
m|(b—a), na ox nepunuimjata 7 3aknyuyBame nexka b =a (mod m).

B) Ako a=b(modm) u b=c(modm), toramx m|(a—b) u m|(b—c). Cnopen
toa, m|[(a—b)+(b—c)]=a—c,na3atoa a=c(modm). m

Teopema 3. Axo a=b (mod m) u c=d (mod m), Toram
a+c=b+d (modm), a—c=b—-d (modm) u ac=bd (mod m).
Joka3. Heka a=b(modm) u c=d (mod m). Ox nedununmjata 7 umame neka
m|(a—b) u m|(c—d). Cnopex Toa
m|(a—-b)+(c—d)=(a+c)—(b+d),
m|(a-b)-(c—-d)=(a-c)—-(b—d)

m|[c(a—b)+b(c—d)]=ac—-bd

IITO 3HAYH ACKA
a+c=b+d (modm), a—c=b—-d (modm) u ac=bd (modm). m



Mocaenuua 1. a) Ako a=b (mod m), Toram
a+c=b+c(modm), a—c=b—-c(modm) u ac=bc (mod m),
3acekoj ce”Z.
6) Ako a=b (mod m), roram a" =b" (mod m), 3a cexoj neN.
Hoxka3. Henocpenno cnenyBa o TeopemMute 1 u 2. m

Hpumep 3. Komkas € 0CTaTOKOT O IEJICHETO Ha OPOjOT
1.2-3-4-5-6-8-9-10-11-12-13

co 7.
Pewenune. Imame
1.2.3-4.5-6=720=-1(mod 7) . (1)
ITonatamy
8=1(mod7), 9=2(mod7), 10=3(mod7), 11=4(mod7), 12=5(mod7) u
13=6(mod7) ,

ma oJl Teopema 3 cieayBa
8-9-10-11-12-13=1-2-3-4-5-6(mod 7). 2)
Koneuno, ox (1), (2) u mocnenuna 1 6) noduBame
1.2.3-4.5-6-8-9-10-11-12-13 =~ (1-2-3-4~5-6)2 E(—l)2 =1(mod7). m

Mpumep 4. a) Jokaxu aexa 10| 31988 1.

4% 009,

0) Haju ro ocTaToKOT 011 AeTIemeTo Ha OpojoT
Pemenne. a) On 3*=81 creyBa 3P*=1 (mod10). Cera onm mocneauiia 0)
nobusame
M%7 =1%7 (mod 10), r.e. 3'°% =1(mod 10),

rro 3uaun 10| 31988 1.

6) Ke ro mobapame 0HOj cTeneH Ha 6pojoT 4 Koj € KOHrpyeHTeH co 1 1o Moy 9.
HNmame
4=4(mod9),

42 =7 (mod 9) , Gunejin 16=9-1+7,

43 =1(mod 9) , 6unejin 64=9-7+1.
bunejku 56 =18-3+ 2, mocnenHara KOHTpyeHIMja ja cTeneHyBaMe Ha 18 u mobuBame
44 =1 (mod 9) . ITonaramy, ako 'l IOMHOXUME KOHIPYCHI[UUTE
4% =7 (mod 9) n 4°* =1(mod 9)
no6usame 4°*.4% =1.7 (mod9), t.c. 4% =1 (mod 9).

3Ha4u, OCTAaTOKOT OJ1 ICJICHETO Ha OpojoT 4% c09¢7.m

IIpumep 5. Ako ne N, roram N2 =0wm 1l (mod3).
Pemrenune. Hexka NeN. Toramm n=3k, n=3k +1 wim n=3k+ 2, na 3atoa



n? =9k2 =0(mod3)
n? =9k +6k +1=1(mod3) ,
n? =9k2 +12k + 4 =1(mod3)

coozaBeTHO. KoHewHoO, n? =0 wm 1 (mod3),3acexkoj NneN.m

[pumep 6. Bo MHOXKECTBOTO IpHpOAHN OPOEBH eI ja paBeHKaTa
Xl4 + X24 +...+ X104 =2011. (3)
Pemenne. Axo Hekoj X; e mapeH Opoj, X; =2k, Toram Xi4 =16k* =0 (mod 16) .

Axo X; e HemapeH Opoj, Toram X; —1 u X; +1 ce mocienoBarenHy HapHU OPOEBH, IITO

3HAYM CTHUOT € JEITUB CO 2, a IPYTHOT co 4 u OpojoT Xi2 +1 e mapes, T.e. IeNUB CO 2,
Ia 3aToa

X% —1= (% —1)(x +1)(xZ +1) =0 (mod 16)

OJ1 KaJie ClieIyBa JeKa Xi4 =1(mod 16) . Criopen Toa,

x14+x24+...+x104 =k (mod16) , k <10.

On nmpyra ctpana, 2011=11(mod 16) , mTo 3Ha4M aeKa JecHAaTa CTpaHa Ha paBeHKATa

(3) mpu nmeneme co 16 maBa ocratok 11, a jJeBaTa cTpaHa OCTaTOK KOj € MOMall MIIH
emHakoB Ha 10, mro He e MoxHO. Koneuno, paBenka (3) Hema peIliCHHE BO
MHOXKECTBOTO MPUPOIHHU OpOEBU. W

Hpumep 7. Jlokaxxku aeka 3a CEKOU MPOCTH OpoeBH P u (|, P,J >3, BaXxu Win
p=q(mod6) wm p+q=0(modB6).
Pemelm?. Kako mro 3Haeme, cexoj mpoct Opoj moronem o 3 € ox Bugor 6K +1
wm 6t —1. Ke pasrnename Tpu ciryvau:
a)ako p=6k+1u q=6t+1, roram oxn reopema 1 6) cienysa gexka p=( (mod 6),
6) ako p=6Kk—1 u q=6t—1, Toram ox Teopemara 1 6) cienysa gexka p = (mod 6)

B) ako p=6k+1 m q=6t—1, toramm p=1(mod6) m g=-1(mod6) u ox
TeopeMa 3 clieayBa jJeKa
p+q=1+(-1) (mod 6),T.e. p+g=0(Mmod6).m

Hpumep 8. Hajou ru cute mpoctu O6poeBu P 3a KOH p6 —6p2 +1 e xBagpar Ha
MIPUPOJICH OPOj.
Pemenne. Ako p =3, Toram

p® —6p2+1=3%—-6.3% +1=729-54+1=676=26.
Heka p # 3, Toram p =+1(mod3), na 3atoa p2 =1(mod3) . Cnopex Toa,
p® —6p2 +1=(p?)®-6p® +1=1—6-1+1=—4=2(mod3) . (4)



Ho, criopen mpumep 5 umame n% =0 wm 1 (mod3), 3a cexoj Nne N, ma ox (4) cienysa
JIeKa He TIOCTOU MPOCT Opoj P # 3 TaKOB IITO p6 —6p2 +1 ¢ xBajgpaT Ha TPUPOJICH

6poj.
KoneuHo, equHCTBEHO pemeHne e P=3. W

Ja 3a0enexume neka TeopeMa 3 BCYIIHOCT MOKaXKyBa JieKa pelialyjara = 1o JaacH
MOJIyJI € COTJIaCHA CO ONEpalUUTe COOUpare, OJ3eMakbe U MHOXKCHE Ha KOHTPYCHIIUH.
Merytoa, penaimjata = HE € COIJIaCHA CO pealnyjara Jelickhe Ha 1eNd OpoeBH (Iypu U
Kora mocieaHara e jgepunupana). MMeHo, Bo KoHrpyeHimjara 8=—4 (mod12)
OpoeBute 8§ m —4 ce memuBH co 2 U co 4, MeryToa aKo MOJENUME O 2, OMHOCHO co 4
nobusame 4=-2(mod12) oanocHo 2=-1(mod12) , mto He € TouHo. Bo ciemHara

TeopeMa ke JOKakeMe KOra JIBeTe CTPaHM BO elHa KOHIPYCHIMja MOXeE Jja ce MOAeNaT
€O HEeKoj 0poj.

Teopema 4. a) Ako NZD(a,m)=1 u ab=ac (mod m) , Toram b=c (mod m).
0) Axo NZD(a,m)=d u ab=ac (mod m), roram b=c (mod q) xaxe wrTo q= %

B) Ako NZD(a,m)=d, q :% u b=c (mod q), roram ab=ac (mod m).
Ioka3s. 6) Heka NZD(a,m)=d u ab =ac (mod m) . ITocrojar uenu 6poeBu P u (
TakBH, mTo M=dq u a=dp u Baxu NZD(p,q)=1. On ab=ac(mod m) crenysa

neka mocton KeZ TakoB, mro ab=ac+mK. AKO MOCIEIHOTO PaBEHCTBO TO
nogeaume co d ro mobuBame pasencrBoto Pb=pc+gk om mro crexysa

p(b—c)=qgk. Ho, NZD(p,q)=1, ma 3aroa 0a MOCICIHOTO PABEHCTBO CIeIyBa
q|(b-c), Te. b=c (mod q), xage mro q =% .

a) CrnenyBa o1 TBpaemeTo moja 0) 3a d =1.

B) buzejku NZD(a,m) =d, nobusame a=dp u m=dq, 3a HeKou Lenu OpoeBu P
u (. [onaramy, ox b=c (mod q) crenysa neka mocron k € Z takos, mro b=c+0K.
IMocneqHOTO PaBEHCTBO TO MHOKHME CO @ W noOumBame neka ab=ac+agk u ako
3aMeHnMe 3a @ =dp goOuBame jeka

ab = ac+(dq)(pk) =ac+m(pk),

omrocHo ab—ac =m(pk) . Cmopex toa, m|(ab—ac), r.e. ab=ac (modm) . m

Teopema 5. Axo a=b(modm) m a=b(modn) u NZS(m,n)=k, Ttoram
a=b (mod k).

Joxka3z. Heka NZD(m,n) =t. Toramr n=pt u m=qt, kage mro NZD(p,q)=1 u
NZS(m,n) = pat . Ox n|(a—b) u m|(a—b) crenysa nexa pt|(a—b) u qt|(a—b),
Te. a-b=ptr u a-b=qts. 3nauu, ptr=qts, t.e. pPr=0s u Ouzgejku
NZD(p,q) =1 mo6uBame p|s, T.e. S=pu. Co 3amena Bo a—b=qts moGuame
a—-b=qtpu, t.e. pgt|(a—b).Ho, NZS(m,n) = pgt =k, ma 3aroa a=b (mod k) . m



Ha xpajoT oz 0BOj [1en B mpeaaraMe caMOCTOjHO Ja TH PEIINTE CIICAHNUBE 3a/1aUH:

8.

9.

Axo m=1(mod?2) uwim m=-1(mod?2), nokaxere aeKxa m? = 1(mod8).

Axo ae€Z, nokaxere jeka a’= 0(mod 2) unu a’= 1(mod 2) .

Jlokaxwu nteka KBapaToT Ha ceKoj Ien Opoj e KoHrpyeHTeH co 0 wiu 1 mo Momyn
4.

Axo ae€Z, nokaxere jeka a’= 0(mod8) mnu a’= 1(mod8) wu

a’= 4(mod8) .

AKko @ e e Opoj Koj He e AETHB CO 7, JOKaXeTe JeKa

a) a® =1(mod7) wiu a’= —1(mod?7) .

0) a =1(mod7) wnu at= 2(mod7) wnm at= 4(mod7) .

Axo a e men Opoj KOj HE € JAeNuB cO 8, JOKAKETe JIeKa a’ =0(mod8) wunu
at= 1(mod0) .

JokaxeTe aeka 30MPOT Ha KBaJpaTHTE Ha JBa IeJNH Opoja e JACNUB CO 7 aKo H
caMo aKo  JiBaTa Opoja ce JenuBH co 7.

OKa)KeTe JeKa 3a CEKOj MPUpoeH Opoj N Gpojor n-ne JIETIUB CO 6.
) IPUP poj poj

2200

Hajau ro ocTaToKoT 0] IeNICHETO Ha OPOjOT co 6pojot 13.

10. Ha koja mmudpa 3aBprryBa O6pojot:

a) 6811 : 6) 21000 : B) 3333
11. Hajau ro ocTaToKOT IPH JIENICHETO Ha:

a) (5% +55)1%0 o 24; 6) 177 +116)% co 8



