
Matematika 2 

Diferencijalni ravenki. Diferencijalni rav enki kaj koi promenlivite se razdvojuvaat 

 Diferencijalni ravenki so razdvoivi promenlivi 
 

 1.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

     0)()( 22  dyyxydxxxy . 

 Re{enie. Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik  

 dyxydxyx )1()1( 22  , t.e. dy
y

y

x

xdx

11 22 



.  

Ako integrirame, dobivame  

  



dy

y

y

x

xdx

11 22 , t.e. ])1(ln[
2

1
)1ln(

2

1
22 Cyx  .  

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e )1(1 22  yCx .  

 2.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka: 

  
y

x
yy

21
'


 . 

 Re{enie.Diferencijalnata ravenka }e ja zapi{eme vo oblik: 

  x
dx

dy
y 212     dxxdyy )21(2  . 

Ako integrirame, dobivame: 

   dxxdyy )21(2 , t.e. Cxxy  23
3

1
. 

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

 3 2 333 Cxxy   

 3.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka: 

  21' xxyy  . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na oblikot na ravenkata: 

 21 x
dx

dy
xy     dx

x

x
ydy

21
 .  

Ako integrirame dobivame: 

  
 dx

x

x
ydy

21
, t.e. Cxxdxx

x
y ln

2

1
ln

1

2

1
22 








   

 Zna~i, op{to re{enie na diferencijalnata ravenka e  

 222 )ln(Cxyx   

 4.Za diferencijalnata ravenka  

  aytgxy ' ,  

opredeli go op{toto re{enie. 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: axCy  sin  

 5.Najdi go op{toto re{enie, 0),,( Cvu  na diferencijalnata ravenka  

  11 








dv

du
e u . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na diferencijalnata ravenka. Pri toa  

 ue
dv

du
1 , t.e. 1 ue

dv

du
.  

Zna~i, dv
e

du
u 
1

 i ako integrirame dobivame: 

  


dv
e

du
u 1

, t.e. Cv
ee

due
uu

u



)1(

 

 Bidej}i 

 C
t

t
dt

tttt

dt
duedtet

ee

due
uu

uu

u



















  1

ln
1

1

1

)1(
][

)1(
,  

op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

 Cv
e

e
u

u


1

ln .  

 6.Opredeli go ona re{enie na diferencijalnata ravenka 

  yyxy lnsin'  ,  

koe go zadovoluva uslovot ey 







2


.  

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik yyx
dx

dy
lnsin  , t.e. 

x

dx

yy

dy

sinln
 . Spored toa, ako integrirame dobivame: 
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2

lnlntgln
costg

1

cossin
]2,[

cossin2sinln 22
22

x
CtgCt

t

dt

ttt

dt
dtdxt

dx

x

dx

yy

dy x
xx   .  

Zna~i, op{to re{enie na diferencijalnata ravenka e 
2

tglnln
x

Cy  , t.e. 
2

tg
x

Cy  .  

 Ako vo op{toto re{enie zamenime ey   i 
2


x  dobivame: 

 
4

tg


Ce  , t.e. eC  .  

 Baranoto partikularno re{enie e 
2

tg
x

ey  .  

 7.Opredeli go re{enieto na diferencijalnata ravenka  

  )'1(' 2 yxbxyy  ,  

koe gi zadovoluva po~etnite uslovi 1)1( y . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 
bx

xb
y





1

 

 8.Za diferencijalnata ravenka  

  0)(  ydxdyxxy ,  

opredeli go ona re{enie koe gi ispolnuva po~etnite uslovi 1y  za 1x . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na oblikot na diferencijalnata ravenka: 

 ydxdyyx  )1( , t.e. 
x

dx
dy

y

y


1
.  

Ako integrirame, dobivame: 

  











x

dx
dy

yy

11
, t.e. Cxyy ln2ln2  . 

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

  )ln(22 Cyxy  .  

Ako vo op{toto re{enie zamenime 1x  i 1y  dobivame Cln4  , t.e. 4eC  .  

 Baranoto partikularno re{enie e  

  yxy ln422  . 

 9. Opredeli go re{enieto na diferencijalnata ravenka  

  xyxyyx  22 1')1(  

koe gi ispolnuva po~etnite uslovi 1y  za 0x . 
 Re{enie./ 
 

 10.Opredeli go re{enieto na ravenkata 0)1( 2  xydydxy  koe go zadovoluva uslovot 1y  za 2x . 

 Re{enie./ 
 

 11.Najdi gi krivite kaj koi subtangentata e ednakva na dvojnata apscisa.  

 Re{enie./ 
 

 12.Opredeli ja ravenkata na krivite kaj koi subnormalata ima konstantna golemina p . 

 Re{enie./ 
 

 13.Opredeli ja ravenkata na krivata koja minuva niz to~kata )1,1( , ako koeficientot na pravecot vo koja i da e nejzina to~ka e ednakov 

na kvadratot na ordinatata na dopirnata to~ka.  

 Re{enie./ 
 

 14.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  0)1)(1()1)(1( 22  dyxxydxyyx .  

 Re{enie./ 
 

 15.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  0))(())(( 22222222  dybyaxdxbyax .  

 Re{enie./ 
 

 16.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka: 

  )1(')4( 2  yxyx  
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 Re{enie./ 
                     

 17.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  1'  yy . 

 Re{enie.Diferencijalnata ravenka e so razdvoivi promenlivi dx
y

dy


1
. Ako integrirame, dobivame: 

  


dx
y

dy

1
, t.e. Cxy lnln)1ln(  .  

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

  Cxy 1  

 

 18.Opredeli go ona re{enie na diferencijalnata ravenka  

  
)1(

1
'




yx
y . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: Cxy  22 ln)1(  

 19.Najdi go re{enieto na diferencijalnata ravenka  

  xyyy  2)(' 2  

koe minuva niz to~kata )1,2( . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 5)2(332 223  xyy  

 20.a)Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka  

  1)(' 3

2

 xyy . 

 b)Dali dadenata ravenka ima re{enija koi ne mo`at da se dobijat od op{toto re{enie.  

 Re{enie./ 

                    Rezultat: a) xC
x

y 








3

3
,  b) xxy )(  

 21. So eliminacija na parametarot C  opredeli ja diferencijalnata ravenka na familijata krivi xCexy  1 . 

 Re{enie.Bidej}i xCey  1' , od sistemot 







x

x

Cey
Cexy

1'
1

. Ako od vtorata ravenka ja odzememe prvata ravenka, dobivame: 

 xyy '  

 Zna~i, diferencijalna ravenka na familijata krivi e xyy ' , koja sekako mo`e da se svede na diferencijalna ravenka kaj koja 

promenlivite se razdvojuvaat.  

 22.Opredeli go re{enieto na diferencijalnata ravenka 

  yx eyye  ')1(  

za koe 0y  koga 0x .  

 Re{enie./ 

                    Rezultat:  x
e

ey
x

y 


  1
2

1
ln)1(  

 

 23.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  
x

y
y

1
'


 . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 1 Cxy  

 24.Re{i ja diferencijalnata ravenka 

  
)1(

1
' 2

2

xxy

y
y




 .  

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 222 )1)(1( Cxyx   

 25.Re{i ja diferencijalnata ravenka 

  yexy 1' .  

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 1)1(  yeCx . 

 26.Opredeli gi krivite kaj koi otse~kata od tangentata {to se nao|a me|u koordinatnite oski se deli na polovina so dopirnata to~ka. 

Potoa opredeli ja onaa kriva koj minuva niz to~kata )3,2(A . 
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 Re{enie.Ako ),(  yx  e dopiranata to~ka i )('  xxyyy   e ravenkata na tangentata, toga{ prese~nite to~ki na tangentata so 

koordinatnite oski se 







 0,

'


 y

y
x  i )',0(  xyy  . Od uslovot na zada~ata imame  

 222

2

)'()0(
' 



 xyyyxy

y

y
xx 








 . 

Poslednoto ravenstvo mo`e da se transformira vo oblik 



 x

y
y ' . Zna~i, baranata ravenka e  

 
x

y
y ' . 

 a)Za ravenkata 
x

y
y ' , dobivame deka 

x

dx

y

dy
 . Ako integrirame dobivame: 

   
x

dx

y

dy
, t.e. Cxy lnlnln  .  

Baranite re{enija se Cxy  . 

 b)Za ravenkata 
x

y
y ' , imame 

x

dx

y

dy
 . Ako integrirame dobivame  

   
x

dx

y

dy
, t.e. Cxy lnlnln  . 

Vo ovoj slu~aj baranite re{enija se Cxy  .  

                          Rezultat:
x

y

dx

dy
 , Cxy  , 6xy . 

 27.Opredeli gi krivite kaj koi agolot   od polarnata oska do radius vektorot na dopirnata to~ka e ednakov na agolot   od 

prodol`enieto na radius vektorot na dopirnata to~ka do tangentata.  

 Re{enie./ 

                          Rezultat: 


ctgr
d

dr
 , sinCr  . 

 28.Opredeli ja familijata krivi  za koi otse~kata od tangentata od dopirnata to~ka do apscisnata oska se polovi so to~kata na presek na 

tangentata so ordinatnata oska.  

 Re{enie./  
                          Rezultat:Familija paraboli Cxy 2  

 29.Opredeli gi site krivi za koi otse~kata od normalata od to~kata na krivata do apscisnata oska ima konstantna dol`ina a . 

 Re{enie./ 
                          Rezultat: 222)( ayCx  . 

 30. Najdi gi site krivi za koi subtangentata e proporcionalna na apscisata na dopirnata to~ka(koeficient na proporcionalnost e k ). 

 Re{enie.Bidej}i dol`inata na subtangentata e 



'y

y
d  , od uslovot na zada~ata dobivame:  

  kx
y

y




 :
'

.  

Ovoj uslov e diferencijalnata ravenka 
kx

y
y ' . Taa e so razdvoivi promenlivi, t.e. 

x

dx

y

dy
k  . Ako integrirame, dobivame: 

  
x

dx

y

dy
k , t.e. Cxyk lnlnln  . 

Zna~i, baranata familija krivi e Cxyk  .  

                          Rezultat: Cxyk  . 
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 Homogena diferencijalna ravenka 
 

 1.Najdi op{to re{enie na diferencijalnata ravenka 

  2' 2

2


x

y
y . 

 Re{enie./Diferencijalnata ravenka e od oblik 








x

y
fy' , kade 2)( 2  ttf , t.e. taa e homogena. Voveduvame smena u

x

y
 , t.e. uxy  , kade 

{to )( xuu   e nova nepoznata funkcija koja }e ja opredelime. Pri toa, uxuy  ''  i  

 2' 2  uuxu .  

Poslednata diferencijalnat ravenka 22  uu
dx

du
x  }e ja zapi{eme vo oblik  

 
x

dx

uu

du


 22 . 

Ako integrirame dobivame  

  
 x

dx

uu

du

22 , t.e. Cxdu
uu

lnln
1

1

2

1

3

1












 . 

Spored toa Cx
u

u
ln

1

2
ln

3

1





. Zna~i, op{toto re{enie e Cx

x
y
x
y





3

1

2
, t.e. Cx

xy

xy





3
2

.   

 

                    Rezultat: Cx
xy

xy





3
2

. 

 2.Najdi op{to re{enie na diferencijalnata ravenka 

  
yx

yx
y




' . 

 Re{enie.Diferencijalnata ravenka e od oblik 








x

y
fy'   kade 

1

1
)(





t

t
tf , t.e. taa e homogena. Voveduvame smena u

x

y
 , t.e. uxy  , 

uxuy  ''  kade )( xuu   e nova nepoznata funkcija koja }e ja opredelime. Pri toa  

 
1

1
'





u

u
uxu , t.e. 

1

12

1

1 2









u

uu
u

u

u

dx

du
x .  

Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik  

 
x

dx
du

uu

u






12

1
2 .  

Ako integrirame dobivame: 

  





x

dx
du

uu

u

12

1
2 , t.e. Cxuu ln)12ln(

2

1
2  . 

 Baranoto op{to re{enie e 2
22

1
2

C
xyxy   

 3.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka: 

  22

2
'

yx

xy
y


 . 

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik 2

1

2
'













x

y

x

y

y , pa spored toa taa e homogena, t.e. od oblik 








x

y
fy' , kade 21

2
)(

t

t
tf


 . Zaradi 

toa voveduvame smena u
x

y
 , t.e. uxy  , uxuy  '' , kade {to )( xuu   e nova nepoznata funkcija koja }e ja opredelime. Diferencijalnata 

ravenka go dobiva oblikot  

 21

2
'

u

u
uxu


  , t.e. 2

3

1 u

uu

dx

du
x




 .  

Dobivme diferencijalna ravenka kaj koja promenlivite se razdvojuvaat. Pri toa  

 
x

dx
du

uu

u





)1(

1
2

2
.  

Ako integrirame dobivame:  

  



x

dx
du

uu

u

)1(

1
2

2
.  

Bidej}i  

 
1

ln)1ln(ln
2

1

1

21

2

1

)1(

1

2

1
]2,[2

)1(

1

2

1

)1(

1
2

2
22

2

2

2























 

u

u
ttdt

tt
dt

tt

t
dtudutuudu

uu

u
du

uu

u
,  
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od kade dobivame Cx
u

u
ln

1
ln 2 


,t.e. Cx

x

y
x

y


12

2 .  

 Zna~i, op{to re{enie na diferencijalnata ravenka e C
xy

y


 22 . 

                    Rezultat: C
xy

y


 22 .  

 4.Za diferencijalnata ravenka  

  
x

y

y

x
y ' ,  

opredeli go op{toto re{enie. 

 Re{enie.Diferencijalnata ravenka }e ja zapi{eme vo oblik 
x

y
y

x
y 
1

' , od kade gledame deka taa e od oblik 








x

y
fy' , kade t

t
tf 

1
)( . 

Voveduvame smena u
x

y
 , uxy  , uxuy  '' , kade )( xuu   e nova nepoznata funkcija koja }e ja opredelime. Pri toa, ravenkata go dobiva 

oblikot  

 u
u

uxu 
1

' , t.e. 
udx

du
x

1
 .  

Dobivme diferencijalna ravenka kaj koja promenlivite se razdvojuvaat: 

 
x

dx
udu  . 

Ako integrirame dobivame  
x

dx
udu , t.e. Cxu ln

2

1
2  .  

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e 222 )ln(Cxxy  .  

                    Rezultat:  222 )ln(Cxxy   

 5.Njadi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  22' yxyxy  . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: CyCx 222  .  

 6.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  
xy

yx
y

22
'


 . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 2lnCxxy   

 7.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  x
y

y
yx 

'
22 . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 22 2 CCxy   

 8.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  
x

y
ey x

y

' .  

 Re{enie.Voveduvame smena u
x

y
 , uxy  , uxuy  '' . Ako zamenime vo ravenkata dobivame  

 ueuxu u ' , t.e. ue
dx

du
x  .  

Dobienata diferencijalna ravenka e so razdvoivi promenlivi 
x

dx
due u  . Ako integrirame  

x

dx
due u  dobivame Cxe u ln  . Zna~i, 

op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

 Cxe x

y

ln


 

                    Rezultat: Cxe x

y

ln


.  

 9.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka: 

   )lnln(' xyyxy  . 
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 Re{enie.Diferencijalnata ravenka }e ja transformirame vo ravenkata 
x

y

x

y
y ln' . O~igledno taa e od oblik 









x

y
fy' , kade tttf ln)(  . 

Voveduvame smena u
x

y
 , uxy  , uxuy  '' , kade )( xuu   e nova nepoznata funkcija koja }e ja opredelime. Pri toa  

 uuuxu ln'  , t.e. uuu
dx

du
x  ln . 

Dobienata diferencijalna ravenka e so razdvoivi promenlivi,  

 
x

dx

uu

du


 )1ln(
. 

Ako integrirame, dobivame 

  
 x

dx

uu

du

)1ln(
, t.e. Cxu ln)1lnln(  . 

 Zna~i, op{toto re{enie na ravenkata e 1 Cxxey  

 10.Za diferencijalnata ravenka  

  x
x

y
yxy  arctg)'( ,  

opredeli go re{enieto za koe 0y  koga 1x .  

 Re{enie./ 

                    Rezultat: x

y

x

y

eyx
arctg22  . 

 11.Opredeli ja familijata krivi koi pod prav agol ja se~at familijata krugovi  

  222)( CyCx  . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 

 12.Opredeli ja familijata krivi pri koi kvadratot od otse~kata {to ja otsekuva tangentata od ordinatnata oska e ednakov na proizvodot 

od apscisata i ordinatata na dopirnata to~ka.  

 Re{enie./ 

                    Rezultat: Cxe x

y


2

. 

 13.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  
)1(2

'
2





xy

xy
y . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
1

ln)1(2



x

C
xxy  

 14.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  dyyxdxyx )122()1(  . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: Cyxyx  ||ln2  

 15.Re{i ja ravenkata 

  

2

122

1
' 













yx

yx
y . 

 Re{enie./Ravenkata mo`eme da ja pretstavime vo oblik  

 

2

1)(2

1
' 













yx

yx
y .  

Zaradi toa voveduvame smena uyx  , od kade '1' uy  , )( xuu   e nova nepoznata funkcija, pa spored toa  

 

2

12

1
'1 












u

u
u .  

Poslednata ravenka mo`eme da ja zapi{eme vo oblik  

 dxdu
uu

uu





63

144
2

2
.  

Ako integrirame dobivame  

 )2ln(
6

9
ln

6

1

3

4

2

1

2

91

2

1

3

1

3

4

2

14

3

1

2

2

3

4

63

1484

63

144
22

2

2

2

2

2




























  uuudu
uu

udu
uu

u
du

uu

uu
du

uu

uuu
du

uu

uu
dx  

 Zna~i, Cyxyxyxx  )2ln(
6

9
)ln(

6

1
)(

3

4
 e op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka.  

                    Rezultat: Cyxyxxy  )2ln(9)ln(28 . 

 16.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 
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2

1

2
2' 













yx

y
y . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: )2(3-x

2y
arctg2





yCe . 

 17.Re{i ja ravenkata 

  0)423(')132( 22  xyyxy . 

 Re{enie./  

                    Rezultat: )355()94()64( 55  xyCxyxy  

 18.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata nravenka  

  















x
y

x
y

xyxy
'

'



. 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 








x

y
Cx  .   

 19.Re{enieto na ravenkata  

  








x

y

x

y
y '  

pretstavi go vo integralen oblik. Opredeli ja funkcijata   taka da 
||ln Cx

x
y   e re{enie na dadenata ravenka.  

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 










u

du
x

1
||ln


, 2

1
u

u









  ili 2

2

x

y

y

x









 .  

 20.Za diferencijalnata ravenka  

  0)3( 22  xydxdyxy ,  

opredeli go re{enieto koe gi zadovoluva uslovite 1y , za 0x . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 

 21.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka  

  ''22 xyyyxy  . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: Cye x

y

 .  

 22.Opredeli go op{toto re{enie na diferecijalnata ravenka 

  2

22

'
x

yxyx
y


 . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: x

y

Cex
arctg

 .  

 23.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka  

  
xyy

dy

yxyx

dx




 222 2
. 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 23 )()2( xyCxyy   

 24.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka  

  
x

y
tg

x

yxy


'
. 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: Cx
x

y
sin  

 25.Za diferencijalnata ravenka  

  
42

52
'





yx

xy
y  

opredeli go op{toto re{enie. 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: )3()1( 3  yxCyx .  
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 26.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  
12

12
'





yx

yx
y . 

 Re{enie.Voveduvame smeni  Xx ,  Yy , kade   i   se koeficienti koi }e gi opredelime. Pri toa dXdx   i dYdy   pa spored 

toa, ravenkata 
12

12





yx

yx

dx

dy
, go dobiva oblikot 

122

122








YX

YX

dX

dY
. Nepoznatite koeficienti   i   }e gi opredelime od sistemot 








012
012




. Negovo re{enie e 
3

1
 , 

3

1
 . Ravenkata go dobi oblikot 

YX

YX

dX

dY

2

2




 , t.e. 

X
Y
X
Y

dX

dY

21

2




 . Voveduvame smena U

X

Y
 , t.e. 

UXY  , UXUY  '' , kade )( XUU   e nepoznata funkcija koja }e ja opredelime. Spored toa  

 
U

U
UXU

21

2
'




 , t.e. 
U

UU

dX

dU
X

21

1
2

2




 . 

Dobienata diferencijalna ravenka e so razdvoivi promenlivi , t.e. dXdU
UU

U
2

1

12
2 




  Ako integrirame dobivame: 

  



 dXdU

UU

U
2

1

12
2 , t.e. )1ln(ln])12(,1[

1

12
2 22

2 



  UUCCt

t

dt
dUUdtUUtdU

UU

U
X .  

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

  C
X

XXYY
X 


 2

22
ln2 , kade 

3

1
 xX , 

3

1
 yY .  

 27.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  

222
' 







 


x

yx
xyy .                              (1) 

 Re{enie.Voveduvame smena 22 yxz  , kade )( xzz   e nova nepoznata funkcija. Ako vo (1) zamenime '
2

1
' zyyx   i 22 yxz   dobivame  

 

2

'
2

1









x

z
z .                                (2) 

Ravenkata (2) e homogena diferencijalna ravenka. Voveduvame smena p
x

z
 , pxz  , kade )( xpp   e nova nepoznata funkcija koja }e ja 

opredelime. Ako vo (2) zamenime, dobivame  

 22' pxpp  .  

Poslednata ravenka e so razdvoivi promenlivi 
x

dx

pp

dp


22
. Ako integrirame  

 x

dx

pp

dp
22

, dobivame: 

 Cxpp lnln)12ln(  , t.e. Cx
p

p


12
. 

Bidej}i 
x

yx
p

22 
 , op{toto re{enie na ravenkata e  Cx

yx

xyx





22

22 22
.  

                    Rezultat: Cx
yx

xyx





22

22 22
 

 28.Opredeli gi krivite kaj koi dol`inata na subtangentata vo proizvolna to~ka a aritmeti~ka sredina na koordinatite na dopirnata 

to~ka. 

 Re{enie./Subtangenta e dol`inata na proekcijata na otse~kata od tangentata )('  xxyyy   od dopirnata to~ka ),(  yx  od baranata 

kriva )( xyy   do presekot so Ox -oskata, vrz Ox  oskata. Bidej}i pres~na to~ka na tangentata so Ox  oskata e 







 0,

'


 y

y
x , dol`inata na 

subtangentata e 







 '' y

y

y

y
xxl 








 . Spored uslovite od zada~ata baranata diferencijalna ravenka e  

 
2'





 yx

y

y 
 , t.e. 

2'

yx

y

y 
 .  

 Istata mo`eme da ja zapi{eme vo oblik 
yx

y
y




2
' , t.e. 

x
yx

y
y




1

2
' . Zna~i, taa e od oblik 









x

y
fy' ,kade 

t

t
tf




1

2
)( , t.e. homogena. 

Voveduvame smena u
x

y
 , uxy  , uxuy  ''  kade )( xuu   e nova nepoznata funkcija koja }e ja opredelime. Pri toa  

 
u

u
uxu




1

2
' , t.e. 

u

uu

dx

du
x





1

2
. 

Poslednata ravenka e diferencijalna ravenka kaj koja promenlivite se razdvojuvaat,  

 
x

dx
du

uu

u





2

1
. 
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Ako integrirame, dobivame 22 )1(
ln)1ln(2ln

1

1

21

u

u
uudu

uu
du

uu

u

x

dx


















  , odnosno 2)1( u

u
Cx


 . Neposredno se dobiva deka 

familijata krivi e 0)( 2  Cyyx .  

                    Rezultat:
2'

yx

y

y 
 , 0)( 2  Cyyx  

 

 29.Opredeli gi krivite kaj koi koli~nikot na dol`inata na otse~kata od Oy -oskata {to go otsekuva tangentata i dol`inata na 

otse~kata od Ox  oskata {to go otsekuva normalata na krivata vo edna ista to~ka e konstanta k . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: k
xyy

xyy




'

'
, x

y
arctg

kCeyx
1

22 
  ili kCer




 . 

 30.Opredeli ja ravenkata na krivite kaj koi dol`inata na subtangentata e ednakva na zbirot od apscisata i ordinatata na dopirnata 

to~ka.  

 Re{enie./                      

                    Rezultat: y

x

Cey  .  
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 Linearna diferencijalna ravenka od prv red 
 

 1.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  
22' xxexyy  . 

 Re{enie.Diferencijalnata ravenka e od oblik )()(' xgyxfy  , t.e. linearna diferencijalna ravenka od prv red, kade  xxf 2)(  , 

2)( xxexg  . Voveduvame smena uvy  , kade )( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati funkcii koi }e gi opredelime. Bidej}i uvvuy '''   

dobivame: 

 
22'' xxexuvuvvu  , t.e. 

2)2'(' xxexvvuvu  .  

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od ravenkata 02'  xvv , t.e. xdx
v

dv
2  koja e diferencijalna ravenka so razdvoivi 

promenlivi. Pri toa, ako integrirame dobivame: 

   xdx
v

dv
2 , t.e. 2ln xv  . 

Zna~i, nepoznatata funkcija )( xvv   e 
2xev  . Spored toa 

22 0' xx xeueu   , t.e. xu ' . Jasno e deka Cxu  2
2

1
, i re{enieto na 

diferencijalnata ravenka e  

 
22

2

1
xeCxuvy 








 .  

 2.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  0'  xeyxy . 

Potoa opredeli go ona re{enie koe minuva niz to~kata ),( ba . 

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik 
x

e
y

x
y

x


1
' , pa spored toa taa e linearna diferencijalna ravenka od prv red. Nejzinoto 

re{enie }e go opredelime vo oblik uvy  , kade )( xuu   i )( xvv   se nepoznati funkcii koi }e gi opredelime.Bidej}i uvvuy '''  , dobivame: 

 xe
xx

uvuvvu
11

''  , t.e. xe
x

v
x

vuvu
11

'' 







 . 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od diferencijalnata ravenka 0
1

'  v
x

v , koja mo`e da se zapi{e vo oblik 
x

v
dx

dv 1
  i toa e 

diferencijalna ravenka kaj koja promenlivite se razdvojuvaat. Ako integrirame, dobivame: 

  
x

dx

v

dv
, t.e. xv lnln  .  

 Zna~i, nepoznatata funkcija )( xvv   e 
x

v
1

 . Spored toa, xe
xx

u
11

'  , t.e. xeu ' . O~igledno Ceu x   i  re{enieto na diferencijalnata 

ravenka e  

 )(
1

Ce
x

uvy x  .  

 Ako vo op{toto re{enie na ravenkata zamenime ax   i by   dobivame: 

 )(
1

Ce
a

b a  .  

Baranata vrednost na C  e aeabC  . Kone~no, baranoto partikularno re{enie e  

 )(
1

ax eabe
x

y  . 

 3.Re{i ja diferencijalnata ravenka 

  1)1(')1(  nx xenyyx . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat:  nx xeCy )1]([   

 4.Opredeli go ona re{enie na diferencijalnata ravenka  

  x
x

y
xy 




1
' ,  

koe minuva niz to~kata )0,1( . 

 Re{enie.Vo ravenkata  

  1
)1(

' 



xx

y
y                               (1) 

voveduvame smena uvy   kade {to )( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati funkcii. Ako vo (1) zamenime uvy   i uvvuy '''   dobivame: 

 1
)1(

1
'' 










 v

xx
vvu .                             (2) 
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Funkcijata v  }e ja opredelime od ravenkata 0
)1(

1
' 


 v

xx
v  koja e so razdvoivi promenlivi 

)1( 


xx

dx

v

dv
. Ako integrirame  


)1( xx

dx

v

dv
, 

dobivame 
1

lnln



x

x
v , t.e. 

1


x

x
v . Ako zamenime vo (1) dobivame: 

 1
1

' 
x

x
u , t.e. 

x

x
u

1
'


 , Cxxu  ln .  

Op{toto re{enie na ravenkata e  

 ]ln[
1

Cxx
x

x
y 


 . 

Ako vo op{toto re{enie zamenime 1x  i 0y , dobivame ]||ln1[
1

xx
x

x
y 


 . 

                    Rezultat: ]||ln1[
1

xx
x

x
y 


  

 5.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  0)(')()(''  xxxyy . 

 Re{enie.Diferencijalnata ravenka e linearna diferencijalna ravenka od prv red so )(')( xxf   i )(')()( xxxg  . Voveduvame smena, 

t.e. nejzinoto re{enie }e go opredelime vo oblik uvy  , kade )( xuu   i )( xvv   se nepoznati funkcii koi }e gi opredelime. Pri toa 

uvvuy '''   od kade dobivame: 

 )(')()(''' xxxuvuvvu  , t.e. )(')())(''(' xxxvvuvu  . 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od diferencijalnata ravenka 0)(''  xvv , t.e. )(' xv
dx

dv
  koja e diferencijalna ravenka so 

razdvoivi promenlivi. Ako nejze ja integrirame dobivame 

   dxx
v

dv
)(' , t.e. )(ln xv  . 

 Zna~i, nepoznatata funkcija )( xvv   e )( xev  . Spored toa, nepoznata funkcija )( xuu   }e ja opredelime od ravenkata 

 )(')(' )( xxeu x  , t.e. )()(')(' xexxu  . 

 Ako integrirame dobivame: 

 CeexCetedttedxxdtxtdxexxu xxtttx    )()()( )(])('),([)(')( .  

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

    )()()()( xxx eCeexy   .  

 6.Re{i ja ravenkata   

  1
21

' 2 


 y
x

x
y . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 2
1

2 xeCxy x      

 7.Najdi go op{toto re{enie na ravenkata  

  
xyyy

y
y




ln2
' .  

 Re{enie.]e napravime transformacija na oblikot na diferencijalnata ravenka. Pri toa, od 
xyyy

y

dx

dy




ln2
, dobivame 

y

xyyy

dy

dx 


ln2
, t.e. 1ln2

1
'  yx

y
x . Poslednata diferencijalna ravenka e linearna diferencijalna ravenka od prv red, so 

y
yf

1
)(   i 

1ln2)(  yyg , kade )( yxx   e nepoznata funkcija koja }e ja opredelime. Voveduvame smena, t.e. re{enieto na ravenkata }e go pobarame vo 

oblik uvx  , kade {to )( yuu  , )( yvv   se nepoznati funkcii koi }e gi opredelime. Pri toa uvvux '''   i  

 1ln2
1

''  yuv
y

uvvu , t.e. 1ln2
1

'' 







 yv

y
vuvu .                    (1) 

Novata nepoznata funkcija )( yvv   }e ja opredelime od diferencijalnata ravenka 0
1

'  v
y

v , t.e. v
ydy

dv 1
  koja e so razdvoivi promenlivi 

dy
yv

dv 1
 . Ako integrirame, dobivame 

   dy
yv

dv 1
, t.e. yv lnln  .  

Spored toa, 
y

v
1

 . Ako zamenime vo (1) dobivame 1ln2
1

'  y
y

u , t.e. yyyu  ln2' . Ako integrirame dobivame: 

 Cyyyydyyydyyyyu   ln
2

1
ln)ln2( 222 . 

 Spored toa, re{enie na diferencijalnata ravenka e 
y

Cyy
x




ln2
. 
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 8.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

   mxeayy ' . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:  Ako am  , 
am

e
Cey

mx
ax


  ;  

                       Ako am  , mxexCy )(  .  

 9.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka  

  yeey xx  2' . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 1  xe eCey x
 

 10.Opredeli go re{enieto na diferencijalnata ravenka  

  x
x

y
y 


 1

1
' 2  

koe minuva niz to~kata )1,0( .  

 Re{enie.Bidej}i ravenkata e linearna diferencijalna ravenka od prv red so 21

1
)(

x
xf


  i xxg 1)( , re{enieto }e go barame vo 

oblik uvy   kade {to )( xuu   i )( xvv   se funkcii koi }e gi opredelime. Pri toa uvvuy '''   i  

 xuv
x

uvvu 


 1
1

1
'' 2 , t.e. xuv

x
vvu 









 1

1

1
'' 2 .                    (1) 

Novata nepoznata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od ravenkata 0
1

1
' 2 


 v

x
v , t.e. v

xdx

dv
21

1


  koja e so razdvoivi promenlivi 

 dx
xv

dv
21

1


 . 

Ako integrirame dobivame 
x

x
dx

xv

dv







 
1

1
ln

2

1

1

1
2 , t.e. 

x

x
v





1

1
lnln . Ako zamenime vo (1) imame 

 x
x

x
u 




1
1

1
' , t.e. 21' xu  . 

Od poslednata ravenka }e ja opredelime nepoznatata funkcija )( xuu  . Ako ja integrirame, dobivame: 

 CxxxCttdtttdtdxtxdxxu   222 1
2

1
arcsin

2

1
2sin

4

1

2

1
cos]cos,sin[1 . 

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

  











 Cxxx
x

x
y 21

2

1
arcsin

2

1

1

1
. 

 11.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  xeaxyyx
1

22 '  . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: )(
1

Caxey x   

 12.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  xyxy ctg)tg('  . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
x

C
y

x

cos

tgln
1 2  

 13.Re{i ja diferencijalnata ravenka 

  nxayy cos'  . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 22

)sin()cos(

na

nxnnxa
Cey ax




   

 14.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka: 

  xyxy 2sin)tg('  . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: xxCy 2cos2cos   

 

 15.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  
)1(

1

1
' 22 xx

y
x

x
y





 . 

 Re{enie./ 
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                    Rezultat: 








 





x

x
C

x
y

11
ln

1

1 2

2
 

 16.Re{i ja diferencijalnata ravenka 

  xxyxy cossin)cos('  .  

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 1sinsin   xCey x  

 

 17.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  0' 3  xyxy . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
2

3x
Cxy   

 18.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  22 1

1

1

4
'

x
y

x

x
y





 . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 22

3

)1(3

33





x

Cxx
y  

 19.Re{i ja diferencijalnata ravenka  

  dxexdxxydy x )1( . 

Potoa opredeli go ona re{enie koe {to minuva niz to~kata )0,0( . 

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik xexxyy  )1('  i taa e linearna so xxf )(  i xexxg  )1()( . Re{enieto }e go barame vo 

oblik uvy  , kade )( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati funkcii koi treba da gi opredelime. Pri toa uvvuy '''   i  

 xexxuvuvvu  )1('' , t.e. xexxvvuvu  )1()'(' .                     (1) 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od diferencijalnata ravenka 0' xvv , t.e. xv
dx

dv
 , koja e so razdvoivi promenlivi: 

 xdx
v

dv
  

Ako integrirame   xdx
v

dv
, dobivame 2

2

1
ln xv  , t.e. 

2
2

1
x

ev


 . Ako zamenime vo (1), dobivame: 

 xx
exeu 

 )1('
2

2

1

, t.e. 
xx

exu



2

2

1

)1(' .  

Ako integrirame dobivame  

 CeCedtedtdxxtxxdxexu
xxttxx







  22

2

1
22

1

)1(,
2

1
)1( . 

 Zna~i, op{toto re{enie e  

  












Ceey

xxx 22
2

1

2

1

.  

Ako vo poslednata ravenka zamenime 0x  i 0y  dobivame 01C , t.e. 1C . Zna~i, baranoto partikularno re{enie e  

  












1

22
2

1

2

1
xxx

eey .  

 20.Neka )(1 xy  i )(2 xy  se dve re{enija na diferencijalnata ravenka  

  )()(' xQyxPy  .  

 a)Doka`i deka funkcijata ))()(()( 121 xyxyCxyy   e op{to re{enie na diferencijalnata ravenka. 

 b)Opredeli ja vrskata me|u konstantite   i   za da linearnata kombinacija )()( 21 xyxy    e re{enie na diferencijalnata ravenka.  

 v)Doka`i deka ako funkcijata )(3 xy  e treto re{enie na ravenkata, toga{ koli~nikot 
)()(

)()(

13

12

xyxy

xyxy




 e konstanta.  

 Re{enie.b)Neka )(11 xyy   i )(22 xyy   se dve re{enija na diferencijalnata rav enka )()(' xQyxPy  , t.e.  

 )()(' 11 xQyxPy   i )()(' 22 xQyxPy  .  

Ako   i   se realni mkonstanti za koi )()( 21 xyxyy    e re{enie na diferencijalnata ravenka, toga{  

 )())()()(()(')(' 2121 xQxyxyxPxyxy      )())()()('())()()('( 2211 xQxyxPxyxyxPxy     

 )()()( xQxQxQ     1  .  

 To~no e i obratnoto, t.e. ako 1  , toga{ )()( 21 xyxyy    e re{enie na ravenkata )()(' xQyxPy  . 

 

 21.Da se najdat krivite za koi povr{inata na triagolnikot ograni~en so apscisnata oska, tangentata na krivata i radiusot na dopirnata 

to~ka e postojana golemina 2a . 
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 Re{enie./ 
  

 22.Najdi gi site krivi za koi dol`inata na otse~kata {to ja otsekuva tangentata od ordinatnata oska e za dve edinici pomala od 

apscisata na dopirnata to~ka na tangentata.  

 Re{enie./  

                         Rezultat: 2||ln  xxCxy . 

 23.Opredeli gi krivite kaj koi tangentata vo proizvolna nejzina to~ka od Oy -oskata otsekuva otse~ka ednakva na n -ti del od zbirot na 

koordinatite na dopirnata to~ka.  

 Re{enie.Odse~kata {to ja otsekuva tangentata od Oy -oskata ima dol`ina  'yxyd  . Od uslovot na zada~ata ja dobivame ravenkata 

 
n

yx
yxy 



 ' , t.e. 

x

y

nnx

y
y

11
'  .  

Dobienata ravenka e homogena, pa zatoa voveduvame smena u
x

y
 , uxy  , uxuy  ''  i dobivame: 

 u
nn

uuxu
11

'  , t.e. )1(
1

u
ndx

du
x  .  

Poslednata ravenka e so razdvoivi promenlivi, 
x

dx

nu

du 1

1



, i ako integrirame dobivame 

  
 x

dx

nu

du 1

1
, t.e. Cx

n
u lnln

1
)1ln(   

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e xCxy n

n


1

. 

                     Rezultat: 
n

yx
yxy


 ' , xCxy n

n


1

.  

 24.Opredeli gi krivite kaj koi agolot {to go zafa}a tangentata vo bilo koja nejzina to~ka so Ox -oskata e dva pati pogolem od agolot 

{to go zafa}a radius vektorot na dopirnata to~ka so istata oska. 

 Re{enie./ 
                     Rezultat: 222 )( CCyx   

 25.Opredeli gi krivite kaj koi povr{inata na triagolnikot ~ii strani se apscisata na bilo koja to~ka M  od krivata i odse~kata {to ja 

otsekuva tangentata kon krivata vo to~kata M  od y  oskata ima konstantna vrednost.  

 Re{enie./ 

                     Rezultat: 
x

a
Cxy

2

2

     

 26.Diferencijalnata ravenka  

  myexQxPy )()('  , 0m  

voveduvaj}i soodvetna smena, svedi ja na linearna ravenka.  

 Re{enie./ 
                     Rezultat:Vovedi smena ze my  . 

 27.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka  

  3

23
'

x
y

x
y  . 

Potoa opredeli go ona re{enie za koe 1y  koga 1x . 

 Re{enie.Dadenata ravenka e linearna diferencijalna ravenka od prv red so 
x

xf
3

)(   i 3

2
)(

x
xg   

                     Rezultat: 23

21

xx
y  . 

 28.Opredeli go ona re{enie na diferencijalnata ravenka  

  12'  xyy ,  

za koe 0y , koga 0x . 

 Re{enie./ 

                     Rezultat:  
x

xx dxeey
0

22
 

 29.Opredeli go op{toto re{enie na diferecnijalnata ravenka: 

  
y

x
yy

cos
tg'  . 

 Re{enie./ 
                     Rezultat: 1sin   xCey x . 

 30.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  xexyyx )1()'( 2 . 
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 Re{enie./ 

                     Rezultat: xx Ce
x

xey 









2
||ln

2
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 Bernulieva diferencijalna ravenka 
 

 1.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  3322' yxxyy  . 

 Re{enie.Ravenkata e Bernulieva so xxf 2)(  , 32)( xxg   i 3n . Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik  

 3
23 2

1
2

'
x

y
x

y

y
 .  

Voveduvame smena 2

1

y
z  , kade )( xzz   e nova nepoznata funkcija. Pri toa '

'
2 z

y

y
  i dobivame 

 322' xxzz  , t.e. 322' xxzz  .  

Nepoznatata funkcija )( xzz   }e ja opredelime vo oblik uvz   kade )( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati funkcii koi }e gi opredelime. 

Bidej}i uvvuz '''  , dobivame: 

 322'' xxuvuvvu  , t.e. 32)2'(' xxvvuvu  .                       (1) 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od diferencijalnata ravenka 02'  xvv , t.e. xv
dx

dv
2 , koja e so razdvoivi promenlivi 

xdx
v

dv
2 . Ako integrirame, dobivame 

   xdx
v

dv
2 , t.e. 2ln xv  . 

Zna~i, 
2xev  i ako zamenime vo (1), dobivame 32' 2 xeu x  , t.e. xexu x 2' 22 . Ako integrirame, dobivame: 

 
222 222 )(]2,[2 xxtttx eexCCetedttexdxdttxxdxexu   .  

 Spored toa 
222 )( 2 xxx eeexCz  . Kone~no, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

 1
1

2
2

2   xCe
y

x .  

                     Rezultat: 1
1

2
2

2   xCe
y

x  

 2.Najdi go re{enieto na diferencijalnata ravenka  

  xyyxy ln' 2 . 

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik 
x

x
yy

x
y

ln1
' 2 . O~igledno e deka taa e Bernulieva so 

x
xf

1
)(  , 

x

x
xg

ln
)(   i 2n . 

Voveduvame smena 
y

z
1

 , 2

'
'

y

y
z  , kade )( xzz   e nova nepoznata funkcija, i ako zamenime vo  

 
x

x

yxy

y ln11'
2  ,  

dobivame  

 
x

x
z

x
z

ln1
'  , t.e. 

x

x
z

x
z

ln1
'  .  

Dobienata ravenka e linearna i nejzinoto re{enie }e go opredelime vo oblik uvz  , uvvuz '''   kade )( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati 

funkcii koi }e gi opredelime. Pri toa  

 
x

x
uv

x
uvvu

ln1
''  , t.e. 

x

x
uv

x
vvu

ln1
'' 







 .                      (1) 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od ravenkata 0
1

'  v
x

v , v
xdx

dv 1
 , koja e so razdvoivi promenlivi dx

xv

dv 1
 . Ako integrirame, 

dobivame  

   dx
xv

dv 1
, t.e. xv lnln   .  

Zna~i, xv   i ako zamenime vo (1) dobivame 

 
x

x
xu

ln
'  , t.e. 2

ln
'

x

x
u  .  

Ako integrirame, dobivame  

 C
xx

x
dx

xx

x
dx

x

x
u   1ln1lnln

22 .  

 Zna~i, 







 C
xx

x
xz

1ln
 i op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

 Cxx
y

 1ln
1

. 
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                   Rezultat: Cxx
y

 1ln
1

 

 3.Re{i ja ravenkata  

  
)(

)('
'

2

x

yxy
y


 

 ,  

kade   e dadena funkcija. 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
Cx

x
y




)(
 

 4.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  0
1

' 2 


 y
x

y
y . 

 Re{enie.O~igledno zadadenata ravenka e Bernulieva so 
1

1
)(




x
xf , 1)( xg  i 2n . Ako ravenkata ja zapi{eme vo oblik  

 1
1

1

1'
2 




yxy

y
,  

i vovedeme smena 
y

z
1

 , '
'
2 z

y

y
 , kade )( xzz   e nova nepoznata funkcija, dobivame  

 1
1

1
' 


 z

x
z , t.e. 1

1

1
' 


 z

x
z .                          (1) 

Poslednata ravenka e linearna diferencijalna ravenka od prv red. Za da go najdeme op{toto re{enie na (1) voveduvame smena uvz  , 

uvvuz '''   kade )( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati funkcii. Ako zamenime vo (1) dobivame  

 1
1

1
'' 


 uv

x
uvvu , t.e. 1

1

1
'' 









 uv

x
vvu                      (2) 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od ravenkata 0
1

1
' 


 v

x
v , t.e. v

xdx

dv

1

1


  koja e so razdvoivi promenlivi dx

xv

dv

1

1


 . Ako 

integrirame dobivame  

  
 dx

xv

dv

1

1
, t.e. )1ln(ln  xv .  

Zna~i, 1 xv  i ako zamenime vo (2) dobivame: 

 1)1(' xu , t.e. 
1

1
'




x
u . 

Ako integrirame 

 Cxdx
x

u 


  )1ln(
1

1
.  

 Kone~no, ))1ln()(1( Cxxz   i op{toto re{enie na ravenkata e  

 )1)()1ln((
1

 xCx
y

.  

                    Rezultat: )1)()1ln((
1

 xCx
y

 

 5.Opredeli go op{toto re{enie: 

  
x

y

x

y
y 2cos

22
'  . 

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik 
x

y
xy

y
2cos

22'
 . Voveduvame smena yz   kade {to )( xzz   e nova nepoznata funkcija. 

Bidej}i 
y

y
z

'
'2  , dobivame: 

 
x

z
x

z 2cos

22
'2  , t.e. 

x
z

x
z 2cos

11
'  .                          (1) 

Dobienata diferencijalna ravenka e linearna diferencijalna ravenka od prv red. Nejzinoto re{enie }e go opredelime vo oblik uvz   kade 

)( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati funkcii. Ako vo ravenkata (1) zamenime uvz   i uvvuz '''   dobivame: 

 
x

uv
x

uvvu 2cos

11
''  , t.e. 

x
uv

x
vvu 2cos

11
'' 








 .                     (2) 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od ravenkata 0
1

'  v
x

v , t.e. v
xdx

dv 1
 , koja e so razdvoivi promenlivi dx

xv

dv 1
 . Ako 

integrirame dobivame 

   dx
xv

dv 1
, xv lnln  .  
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 Zna~i, 
x

v
1

  i ako zamenime vo (2) dobivame  

 
xx

u 2cos

11
'  , t.e. 

x

x
u 2cos
' .  

Ako integrirme, dobivame  

 Cxxxdx
x

x
u   |cos|lntg

cos2 .  

 Kone~no )|cos|lntg(
1

Cxxx
x

z  , i op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e 2
2 )|cos|lntg(

1
Cxxx

x
y   

                    Rezultat: 2
2 )|cos|lntg(

1
Cxxx

x
y   

 6.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  04' 2  yxyxy . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: ||ln
4

2
4

Cx
x

y   

 7.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka: 

  0cos' 2  xyyy . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
)sincos(

2

xxeC

e
y x

x


 . 

 8.Najdi go op{toto re{enie na diferenmcijalnata ravenka 

  0cos'  xyyy . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 

 9.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  0cos' 2  xyytgxy . 

 Re{enie.Vo ravenkata  

  xx
yy

y
costg

1'
2                                (1) 

voveduvame smena 
y

z
1

  kade )( xzz   e nova nepoznata funkicija. Ako vo (1) zamenime 
y

z
1

  i '
'
2 z

y

y
  dobivame: 

 xxzz costg'                                  (2) 

Voveduvame smena uvz   kade )( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati funkcii. Ako vo (2) zamenime uvz   i uvvuz '''   dobivame: 

 xvtgxvuvu cos)'('  .                               (3) 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od ravenkata 0' vtgxv , koja e so razdvoivi promenlivi xdx
v

dv
tg . Ako integrirame 

  xdx
v

dv
tg , dobivame xv cos .Ako zamenime vo (3) dobivame 

 xxu coscos'  , t.e. Cxuu  ,1'  

 Kone~no, xCxuvz cos)(  . Zna~i, op{to re{enie na diferencijalnata ravenka e  

  xCx
y

cos)(
1

 . 

                    Rezultat: xCx
y

cos)(
1

  

 10.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  0' 44  yxyxy . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
3 7

7

3
Cx

x
y


 . 

 11.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  222 ')1( yxxyyx  . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
yx

xxx

x

C 1

12

)1ln(

21 2

2

2








.  

 12.Re{i ja diferencijalnata ravenka 
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   2
2)1(2

' xyy
x

x
y 


 . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
y

xCx
3

13)1(2 4 22   

 13.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  3' xyxyy  .  

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 2

1
1 2

y
Cex  .  

 14.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  xxyyxy ln' 2 . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
y

x
Cx

1

2

ln2









 .  

 15.Opredeli go re{enieto na ravenkata  

  22 ')1( xyxyyx  ,  

za koe 
2

1
y , koga 0x .  

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
y

x
1

113 2   

 16.Najdi go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  1')( 32  yxyyx . 

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik '32 xxyyx  . Zna~i, toa e Bernulieva diferencijalna ravenka so yyp )(  i 3)( yyq  . Vo 

transformiranata ravenka  

 3
2

1'
y

x
y

x

x
 ,                                (1) 

voveduvame smena z
x


1
. Ako vo (1) zamenime z

x


1
 i '

'
2 z

x

x
 , dobivame 

 3' yzyz  .                                 (2) 

Dobienata diferencijalna ravenka e linearna diferencijalna ravenka od prv red. Nepoznatata funkcija )( yzz   }e ja opredelime vo oblik  

uvz   kade )( yuu   i )( yvv   se novi nepoznati funkcii koi }e gi opredelime. Ako vo (2) zamenime uvz   i uvvuz '''   dobivame  

 3)'(' yyvvvu  .                              (3) 

Nepoznatata funkcija )( yvv   }e ja opredelime od diferencijalnata ravenka 0' vyv  koja e so razdvoivi promenlivi ydy
v

dv
 . Ako 

integrirme dobivame  

   ydy
v

dv
, t.e. 2

2

1
ln yv  . 

Ako vo (3) zamenime 
2

2

1
y

ev


  dobivame 
2

2

1
3'

y
eyu  . Ako poslednata ravenka ja integrirmae dobivame: 

 CeyeCetedttedzydyzyydyeyu
yyttty







  222
2

1
22

1
22

1
2 2)(22,

2

1

2

1
2 .  

Spored toa 
x

yCez
y 1

222

1 2




.  

 Zna~i, op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e 

2

1

22

1 2






yCe

x
y

. 

  

                    Rezultat: 

2

1

22

1 2






yCe

x
y

. 

 17.Najdi go partikularnoto re{enie na diferencijalnata ravenka  

  22)1(' yexyxxy x ,  

koe go ispolnuva po~etniot uslov ey   za 1x . 

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik  

 xxe
yx

x

y

y 



11'

2 . 



Matematika 2                                                                                                                                                                     Ma{inski fakultet_Skopje 

Diferencijalni ravenki.                                                                                                                        Bernulieva diferencijalna ravenka 

Voveduvame smena 
y

z
1

 , kade )( xzz   e nova nepoznata funkcija. Bidej}i '
'
2 z

y

y
 , dobivame: 

 xxez
x

x
z 




1
' , t.e. xxez

x

x
z 




1
' .                         (1) 

Nepoznata funkcija )( xzz   }e ja opredelime vo oblik uvz  , kade )( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati funkcii. Ako vo ravenkata (1) 

zamenime uvz   i uvvuz '''   dobivame: 

 xxeuv
x

x
uvvu 




1
'' , t.e. xxeuv

x

x
vvu 






 


1

'' .                      (2) 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od ravenkata 0
1

' 


 v
x

x
v , t.e. v

x

x

dx

dv 1
  koja e so razdvoivi promenlivi dx

x

x

v

dv 1
 . 

Ako integrirame dobivame: 

  
 dx

x

x

v

dv 1
, t.e. xxv lnln  .  

Spored toa xxev   i ako zamenime vo imame  

 xx xexeu  ' , t.e. 1'u . 

Ako poslednata ravenka ja integrirame, dobivame Cxu  .  

 Zna~i, )( Cxxez x   , a op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka e  

 
)(

1

Cxxe
y x 
  .  

 Vo op{toto re{enie zamenuvame 1x  i ey   i dobivame 1C . Partikularnoto re{enie koe minuva niz to~kata ),1( e  e  

  
)1(

1


  xxe

y x .  

                     Rezultat: 
)1(

1


  xxe

y x  

 18.Opredeli go re{enieto na diferencijalnata ravenka  

  252' yxyxy  ,  

{to minuva niz to~kata 







3

1
,3 . 

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik  

 3
2

12'
x

yxy

y
 .                               (1) 

Voveduvame smena 
y

z
1

 , kade )( xzz   e nova nepoznata funkcija. Ako vo (1) zamenime 
y

z
1

  i '
'
2 z

y

y
 , dobivame: 

 3
2

' xz
x

z  .                                (2) 

Dobienata diferencijalna ravenka e linearna diferencijalna ravenka od prv red. Nepoznatata funkcija )( xzz   }e ja opredelime vo oblik 

uvz   kade )( xuu   i )( xvv   se novi nepoznati funkcii. Ako vo (2) zamenime uvz   i uvvuz '''   dobivame: 

 3
2

'' xuv
x

vvu 







 .                              (3) 

Nepoznatata funkcija )( xvv   }e ja opredelime od ravenkata 0
2

'  v
x

v  koja e so razdvoivi promenlivi dx
xv

dv 2
 . Ako integrirame dobivame: 

   dx
xv

dv 2
, t.e. xv ln2ln  .  

Ako vo (3) zamenime 2xv  , dobivame 32' xxu  , t.e. xu ' . Poslednata ravenka }e ja integrirame pri {to  

 2
2

1
xCxdxu   .  

Zna~i, 







 22
2

1
xCxz , i op{toto re{enie na ravenkata e 








 22
2

11
xCx

y
. Ako vo op{toto re{enie zamenime 3x , 

3

1
y  dobivame 

6

29
C .  

 Re{enieto na diferencijalnata ravenka {to minuva niz to~kata 







3

1
,3  e 








 22
2

1

6

291
xx

y
.  

                    Rezultat: 







 22
2

1

6

291
xx

y
 

 19.Opredeli go partikularnoto re{enie na diferencijalnata ravenka  

  22 ')1( xyxyyx  ,  

za koe 
2

1
y  koga 0x . 



Matematika 2                                                                                                                                                                     Ma{inski fakultet_Skopje 

Diferencijalni ravenki.                                                                                                                        Bernulieva diferencijalna ravenka 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 

 20.Opredeli go ona re{enie na diferencijalnata ravenka  

  xxyy sectg'  ,  

za koe 0)0( y . 

 Re{enie./ 
                    Rezultat: 

 21.Opredeli gi krivite kaj koi podnormalata vo bilo koja to~ka e aritmeti~ka sredina na kvadratite od koordinatite na taa to~ka.  

 Re{enie./   

                        Rezultat:
2

'
22 yx

yy


 , 2222  xxCey x , 0C . 

 22.Najdi gi krivite kaj koi dol`inata na otse~kata {to ja otsekuva tangentata od ordinatnata oska e ednakov na kvadratot od ordinatata 

na dopirnata to~ka.  

 Re{enie.Ravenkata na tangentata vo to~ka ),(  yx  od baranata kriva e )('  xxyyy  .Dol`inata na otse~kata {to ja otsekuva od Oy  

oskata e  xyyd ' . Od uslovot na zada~ata dobivame 2'  yxyy  . Spored toa, diferencijalnata ravenka na baranata familija krivi e  

 2
11

' y
x

y
x

y  ,  

koja }e ja zapi{eme vo oblik   

 
xyxy

y 111'
2   .                               (1) 

Voveduvame smena 
y

z
1

 , kade {to )( xzz   e nova nepoznata funkcija.Ako vo (1) zamenime 
y

z
1

  i 2

'
'

y

y
z  , dobivame: 

 
x

z
x

z
11

'  .                                (2) 

Dobienata ravenka e linearna diferencijalna ravenka od prv red. Voveduvame smena uvz  . Ako vo (2) zamenime uvz   i uvvuz '''   dobivame: 

 
x

uv
x

vvu
11

'' 






 .                              (3) 

Nepoznatata funkicija )( xvv   }e ja opredelime od ravenkata 0
1

'  v
x

v , koja e so razdvoivi promenlivi dx
xv

dv 1
 . Ako integrirame 

dobivame  

   dx
xv

dv 1
, t.e. xv lnln  . 

Ako vo (3) zamenime 
x

v
1

 , dobivame 1'u , t.e. Cxu  . Zna~i, )(
1

Cx
x

z   i baranata familija krivi e 
Cx

x
y


 .  

                        Rezultat: 2' yxyy  , 
Cx

x
y


 . 

 23.Opredeli gi krivite kaj koi dol`inata na otse~kata {to ja otsekuva normalata, povle~ena vo to~kata ),( yx  od krivata, od Ox -oskata 

e ednakov na 
x

y2
.  

 Re{enie./ 

                        Rezultat:
x

y
xyy

2
'  ; )||ln(2 22 xCxy  .  

 24.Opredeli gi krivite kaj koi dol`inata na otse~kata {to go otsekuva normalata, povle~ena vo to~kata ),( yx  od krivata, od Oy -oskata 

e ednakov na 
y

x2
. 

 Re{enie./ 

                        Rezultat:
y

x

y

x
y

2

'
 ; Cey y

x

2

2

2  

 25.Opredeli gi krivite kaj koi dol`inata na otse~kata {to ja otsekuva tangentata povle~ena vo proizvolna to~ka na krivata e 

proporcionalna so kvadratot na ordinatata na dopirnata to~ka.  

 Re{enie./  

                        Rezultat: 1
y

b

x

a
 

 26.Opredeli gi krivite kaj koi dol`inata na otse~kata {to ja otsekuva tangentata povle~ena vo proizvolna to~ka na krivata e 

proporcionalna so kubot na ordinatata na dopirnata to~ka. 

 Re{enie./ 

                        Rezultat: 122 
y

b

x

a
. 

 27.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 
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y

y
x

y
2

11
'  .  

 Re{enie./ 
                        Rezultat: xCxy  22 . 

 28.Opredeli go op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 

  yxy
x

x
y 


 21
' . 

 Re{enie./ 

                        Rezultat: )1(
3

1
1 24 2 xxCy   

 29.Opredeli go op{toto re{enie na ravenkata 

  
yayx

x
y

2sincos

2
' 2 
 . 

 Re{enie.Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik 
yayx

x

dx

dy

2sincos

2
2 

 , t.e. 
x

yayx
x

2

2sincos
'

2 
 . Ravenkata  

 
x

yay
xx

1

2

2sin

2

cos
'  ,  

e Bernulieva diferencijalna ravenka so 
2

cos
)(

y
yp  , 

2

2sin
)(

ya
yq   i 1n . Vo transformiranata ravenka  

 yayxxx 2sincos'2 2  ,                             (1) 

voveduvame smena zx 2 , kade )( yzz   e nova nepoznata funkcija. Vo (1) zamenuvame 2xz   i '2' xxz   i dobivame: 

 yayzz 2sincos'  .                             (2) 

Ravenkata (2) e linearna diferencijalna ravenka. Nejzinoto re{enie }e go opredelime vo oblik uvz  , kade )( yuu   i )( yvv   se novi 

nepoznati funkcii koi }e gi opredelime. Ako vo (2) zamenime uvz   i uvvuz '''   dobivame  

 yayuvuvvu 2sincos''  , t.e. yayvvuvu 2sin)cos2'('  .                   (3) 

Nepoznatata funkcija )( yvv   }e ja opredelime od ravenkata 0cos'  yvv  koja e so razdvoivi promenlivi ydy
v

dv
cos . Ako integrirame 

dobivame  
 

   ydy
v

dv
cos , t.e. yv sinln   

 Ako vo (3) zamenime  yev sin dobivame yyaeu y cossin2' sin  , t.e. yyeyau sincossin2'  . Ako integrirame dobivame  

 CeyeaCeteadtteadtydytydyyeyau yyttty    )sin(2)(2]cos,sin[)cos()sin(2 sinsinsin . 

Kone~no dobivame )1sin(2sin  yaCez y , t.e. )1sin(2sin  yaCez y  

                        Rezultat: )1sin(2sin2  yaCex y . 

 30.Opredeli go ona re{enie na diferencijalnata ravenka  

  2' xyyxy  ,  

koe {to minuva niz to~kata )0,0( . 

 Re{enie./ 

                        Re{enie. )||ln(
1

xCx
y

 . 
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