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Mirjana Dokoska, Struga  
 

PRINCIP NA DIRIHLE  
 

Vo matematikata postojat golem broj na logi~ko-kombinatorni zada~i 
~ie re{avawe se temeli na koristewe na razli~ni logi~ki principi. Eden od 
najpoznatite metodi za re{avawe na ovie zada~i e principot na Dirihle, koj e 
predmet na ovaa statija. Vo na{ite razgleduvawa prvo }e se osvrneme na naj-
ednostavniot oblik na principot na Dirihle, koj glasi:  
 

Neka n  e priroden broj. Ako 1n  predmeti na proizvolen na~in  
se rasporedeni vo n  kutii, toga{ barem vo edna kutija ima najmalku dva 
predmeti.  

Dokaz. Neka  vo sekoja od n - te kutii ima samo po eden predmet. Toa 
zna~i deka vo kutiite ima to~no n  predmeti, {to protivre~i na pretpostav-
kata deka vo kutiite ima 1n predmeti, pa zatoa vo edna kutija da ima najmalku 
dva predmeti.  
 

Zabele{ka. Principot na Dirihle ka`uva deka postoi kutija vo koja 
ima barem dva predmeti, no ne dava na~in, t.e. algoritam kako taa kutija da se 
najde.  
 

Zada~a 1. Me|u koi bilo 100 prirodni broevi mo`e da se izberat ne-
kolku (mo`no e samo eden) ~ij zbir e deliv so 100. 

Re{enie. Neka 10021 ,...,, aaa  se dadenite broevi. Da gi razgledame broe-
vite  

10021100321321211 ...,...,,, aaaSaaaSaaSaS   

Ako nekoj od broevite  
100,...,2,1, iSi  

e deliv so 100, toga{ tvrdeweto e doka`ano. Vo sprotivno site sto broevi pri 
delewe so 100 mo`at da dadat ostatok 1,2,...,99. Bidej}i ima 100 broevi iS , a 

deveeset i devet mo`ni ostatoci sleduva deka postojat dva broja iS  i kiSk ,  
koi pri delewe so brojot 100 davaat ist ostatok. Toga{,  





i

kj
jki aSS

1
)(|100 , 

{to i treba{e da se doka`e.  
 

Zada~a 2 (Ruska olimpijada 81). Dali mo`e vo tablica so n - redici i 
n - koloni da se zapi{at broevite 1, -1 i 0, taka {to site zbirovi vo kolonite, 
redicite i  dvete dijagonali da bidat razli~ni.  

Re{enie. Zbirot na n  broevi od mno`estvoto {1,0,-1} mo`e da gi primi 
vrednostite:  

nnnn ,1...,,1,0,1...,),1(,  , 

t.e. vkupno 12 n  vrednost. Bidej}i ima vkupno 22 n  redici, koloni i dijagonali, 
od principot na Dirihle sleduva deka baraniot raspored na broevite -1,0 i 1 ne e 
mo`en.  
 
 
 
 

Principot na Dirihle mo`e da se iska`e i na sledniot na~in: 
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Ako M  i N  se kone~ni mno`estva takvi {to mM ||  i 

,|| nN  nm  ,toga{ ne postoi injekcija NMf : , t.e. postojat 

yxNyx  ,,  za koi va`i )()( yfxf  , (so || X e ozna~en brojot na elemen-

tite na mno`estvoto || X ). 
Zada~a 3. Da se doka`e deka me|u 367 lu|e sekoga{ ima barem dvajca {to 

imaat zaedni~ki  rodenden. 
Re{enie. Neka M  e dadeno mno`estvo od 367 lu|e i neka N  e mno-

`estvo denovi vo godinata. Jasno, 366|| N . Definirame preslikuvawe 

NMf :  so koe na sekoj element od M  mu go pridru`uvame negoviot roden-

den. Bidej}i |||| NM  , od principot na Dirhle sleduva deka f  ne e injekcija 

t.e. postojat  dvajca lu|e koi {to imaat zaedni~ki rodenden.  
 

Zada~a 4. Da se poka`e deka me|u proizvolni 1n  celi broevi mo`at 
da se izberat dva broja ~ija razlika e deliva so n .  

Re{enie. Neka 121 ,...,, nbbb  se proizvilni celi broevi. Od teoremata 

za delewe so ostatok sleduva deka 1,...,2,1,  nirncb iii , kade nri 0 . 

Bidej}i ima 1n  ostatoci 121 ,...,, nrrr , a tie mo`at da primaat n  vrednosti, od 
principot na Dirihle sleduva deka barem dva me|u niv se ednakvi, postojat p  i 

q , qp   takvi {to qp rr  . Spored toa,  

)( pqpq ccnbb   t.e. )(| pq bbn  .  
 

Zada~a 5. Da se doka`e deka postoi stepen na brojot 3 ~ij zapis vo 
dekaden sistem zavr{uva na 0001. 

Re{enie. Da gi razgledame broevite ,...3,2,1,3  ia i
i . Spored zada~a 4 

postojat p  i q , qp   takvi {to )33(|104 qp  , t.e. )13(3|104 qpq . 

No, q3|104   , pa zatoa )13(|104 qp . Zna~i deka postoi priroden broj n   takov 

{to nqp 41013   odnosno 1103 4  nqp . Spored toa, brojot  qp3  zavr{uva 
na cifrite 0001.   
 

Zada~a 6. Da se doka`e deka vo proizvolno mno`estvo na lu|e postojat 
barem dvajca koi imaat ist broj poznanici vo toa mno`estvo na lu|e.  

Re{enie. Neka pretpostavime deka toa mno`estvo se sostoi od n  luge. 
Mo`en e samo eden od slednite dva slu~ai:  

1) Sekoj ~ovek od toa mno`estvo ima barem eden poznanik;  
2) Postoi barem eden ~ovek koj nikogo ne poznava.  
Ako va`i 1), toga{ sekoj ~ovek ima 1,2,3,... ili 1n  poznanici, a bidej-

}i ima n , }e postojat dvajca koi imaat ist broj poznanici.  
Neka va`i 2). Ako postojat barem dvajca koi nemaat poznanici, toga{ 

postojat dvajca koi imaat ist broj (0) poznanici. Zatoa da pretpostavime deka 
postoi samo eden ~ovek koj nikogo ne poznava. Toga{ ostanatite 1n  imaat 
1,2,3,... ili 2n , pa zatoa me|u niv postojat dvajca koi imaat ist broj pozna-
nici.  
 

Edna od najpoznatite zada~i povrzana za principot na Dirihle e sled-
nata zada~a:  
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Zada~a 7. Me|u prvite n2  prirodni  broevi n2,...,3,2,1  izbrani se 1n  
od niv na proizvolen na~in. Toga{, me|u izbranite broevi sigurno mo`at da se 
najdat dva takvi za koi va`i eden od slednite uslovi: 

1) edniot e delitel na drugiot  
2) nemaat zaedni~ki delitel  
3) nivniot zbir e ednakov na n2  ili me|u izbranite broevi se nao|a 

brojot n .  
Re{enie.  
1) Neka izbranite broevi gi ozna~ime so  121 ,...,, nbbb . Sekoj od niv 

mo`e da se zapi{e vo oblikot k2 , 0 ,   e cel broj i 
}12,...,5,3,1{  nk , t.e. k  mo`e da primi vkupno n  vrednosti. Toga{  

vo mno`estvoto },...,,{ 121 nbbb  postojat dva broja ib  i jb  takvi {to 

kbi
2  i kb j

2 . O~igledno e deka edniot od ovie broevi e 

delitel na drugiot.  
2) Me|u 1n prirodni broevi koi se pomali ili ednakvi na n2  mora 

da postojat dva sosedni. Ovie dva broja se zaemno prosti.  
3) Gi razgleduvame parovite  )12,1( n , )22,2( n  , ..., )1,1(  nn .  

Ako me|u izbranite broevi dva broja se od ist par, toga{ tvrdeweto na 
zada~a e o~igledno. Vo sprotivno, kako i da go izvr{ime izborot na 1n  
broevi od mno`estvoto }2,...,3,2,1{ n  me|u izbranite broevi sekoga{ se nao|a 

brojot n , {to i treba{e da se doka`e.  

 

Za principot na Dirihle postoi i takanare~en op{t oblik, koj glasi:  

 

Ako 1kn  top~e se rasporedeni vo n  kutii, toga{ postoi barem 
edna kutija vo koja se nao|aat barem 1k  top~e. 
 

Zada~a 8. Vo edna oddelenie 40 u~enici pravele po tri pismeni zada~i. 
Nikoj ne dobil ocenka pomala od 3 i sekoj dobil po tri razli~ni ocenki. 
Aleksandar zabele`al deka vo oddelenieto ima najmalku 7 u~enici koi imaat 
ista ocenka na sekoja od trite poismeni zada~i.  

Dali Aleksandar e vo pravo?  
Upatstvo. Iskoristete go principot na Dirihle za 1kn  predmeti i n  

kutii.  
Vo nekoi problemi potrebno e da se izvr{i podelba, grupirawe na poj-

dovnata struktura (mno`estvo broevi, geometriska figura tablici...) na pogo-
den na~in, posle {to primenata na principot na Dirihle stanuva o~idledna, 
kako vo sledniov primer. 
 

Zada~a 9. Kolkav e maksimalniot  broj kra-
lovi koi mo`at da se stavat na {ahovska tabla taka 
{to nikoi dva od niv me|usebno da ne se napa|aat. 

Re{enie. [ahovskata tabla mo`e da se pode-
li na 16 kvadradrati 2h2. Jasno, vo sekoj od ovie mo`e 
da se stavi ne pove}e od eden kral taka da uslovot na 
zada~ata bide ispolnet. Zna~i, maksimalniot broj kra-
lovi koi go zadovoluvaat uslovot na zada~ata e 16.  
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Da zabele`ime deka principot na Dirihle mo`e da se sretne i vo nego-
vata takanare~ena beskone~na forma koja glasi :   

 
 

Ako M  e beskone~no mno`estvo takvo {to kAAM  ...1 , toga{ 

barem edno od mno`estvata iA  e beskone~no.  
 

 

Zada~a (XXVI  Moskovska olimpijada). Me|u 11 proizvolni beskone~ni 
decimalni broevi sekoga{ mo`at da se najdat dva koi se poklopuvaat na beskone~-
no mnogu mesta  

Re{enie. Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da pretpostavime 
deka ovie decimalni broevi se nao|aat vo intervalot (0,1). Neka izbranite 
broevi se: 

                                                                                ......,0 )1()1(
3

)1(
2

)1(
11 kaaaax   

                                                                               ......,0 )2()2(
3

)2(
2

)2(
12 kaaaax   

                                                                                 ........................................................................... 

                                                                             ......,0 )11()11(
3

)11(
2

)11(
111 kaaaax   

Gi razgleduvame cifrite posle decimalnata zapirka )11(
1

)1(
1 ,...,aa  koi 

primaat vrednosti od mno`estvoto 0,1,2,...,9, pa zatoa barem dve od niv se 

ednakvi. Sli~no se zaklu~uvame deka nekoi dve me|u cifrite )11()2()1( ,...,, kkk aaa  

se me|u sebe ednakvi, kade k  e proizvolen priroden broj.  
Neka  

  11,...,2,1,,|N )()(  jijiaanS j
n

i
nij  

 

Jasno, ijSN . Spored principot na Dirlihe edno od mno`estvata ijS  e bes-

kone~no. Ova zna~i deka ix  i jx  se sovpa|aat na beskone~no mnogu mesta.  
 

Zaradi potpolnost na izlo`uvaweto }e spomneme dva logi~ki princi-
pi koi po svojata forma se mnogu bliski (no ne se identi~ni) do principot na 
Dirihle.  

 

I. Ako zbirot na n  realni broevi nbbb ,...,, 21  e ednakov na a  t.e. 

ab
n

i
i 

1
, toga{ barem eden od broevite nibi ,...,2,1,   e pogolem (pomal) ili 

ednakov na 
n
a .  

 
 

II. Ako zbirot na plo{tinite na figurite nFFF ,...,, 21  e pomal od 
plo{tinata na figurata F , toga{ tie potpolno ne ja pokrivaat figu-
rata F . 

 
 

Na ~itatelot mu prepora~uvame, koristej}i go tvrdeweto II samostojno 
da ja re{i slednata zada~a.  

 
 

Zada~a (VI ruska olimpijada). Vo konveksen mnoguagolnik so plo{tina 
P  i perimetar S  mo`e da se smesti krug so radius 

S
P .   
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ZADA^I SAMOSTOJNA RABOTA 
 

Na krajot od ovaa statija vi predlagame samostojno da gi re{ite sled-
nite zada~i.  

 

1. Vo klas od 31 u~enik, zbirot na godinite na u~enicite e 423 godini. 
Dali vo klasot ima 20 u~enici, ~ij zbir na godini e pogole ili ednakov na 280.  
 

2. Vo krug so plo{tina 1 se nao|aat 1992 razli~ni to~ki od koi nikoi 
tri ne se kolinearni. Doka`i deka postojat tri me|u niv koi obrazuvaat tria-
golnik ~ija plo{tina e pomala od 0,0011. 
 

3. Da se doka`e deka me|u 53 razli~ni prirodni broevi, ~ij zbir e 
pomal ili ednakov na  1990 sekoga{ mo`at da se najdat dva ~ija zbir e 
ednakov na 53.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P.MONTEL ZA NAU^NOTO ISTRA@UVAWE 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Dolgoto trpenie ne e dovolno da se bide genijalec, no na genijalecot mu 
e potrebno trpenie za da go do~eka momentot na nenadejna svetlost koja 
blesnuva posle izvesen period na razmisluvawe i svesni ili nesvesni idejni 
asocijacii.  
 
 
 

* 
 
 
 
 

 Matemati~koto istra`uvawe ne e tolku spektakularno kako drugite 
istra`uvawa za koi se potrebni laboratorii, aparati itn. Matemati~koto 
istra`uvawe e misloven proces koj te{ko mo`e da se opipa. 
  
 

* 
            
 
 
 
 

 Za fakultetski profesor mo`e da se ka`e deka navistina e dostoen na 
svojata funkcija samo ako vo naukata koja ja predava dava nov doprines.  
 
 
 
 
 
 
 

* 
 
 
 

 Kolku pove}e se zgolemuvaat na{ite znaewa, tolku se pobrojni na{ite 
dopirni to~ki so nepoznatoto. So sekoj re{en problem se postavuvaat novi koi 
se pobrojni. Vo matematikata, kako i vo site nauki, kako lu|eto gi re{avaat 
problemite, novi problemi se pojavuvaat pred niv i se nametnuvaat novi 
pra{awa za istra`uvawe. Vo sekoe vreme imalo lu|e koi izjavuvale deka 
naukata ja izvr{ila svojata zada~a, deka pove}e nema {to da se raboti, deka se e 
otkrieno, se videno, i spored toa treba samo od otkrienite zakoni da se 
izvlekuvaat prigodni primeni. Istorijata sekoga{ gi opovrgnuvala vakvite 
proro{tva. Naprotiv, brojot na problemite samo se zgolemuva, i nema nade` 
deka vo nekoja epoha se }e bide re{eno; osobeno vo matematikata, kade 
pra{awata se mno`at i se razvivaat do beskraj. 


