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 ELEMENTARNI FUNKCII I FUNKCIONALNI RAVENKI 
 
 Poimot funkcija e eden od osnovnite poimi vo matematikata.Vo ovoj napis nema da se 
zadr`ime na objasnuvaweto na ovoj poim, tuku funkciite }e gi razgledame preku nekolku 
grupi na zada~i.Pritoa posebno vnimanie }e obrneme na nekoi elementarni funkcionalni 
ravenki.  
 1.VOVEDNI ZADA^I 
 
 Zada~a 1.Dadeni se funkciite ( ) 2 3f x x   i ( ) 2g x x  .  
 a)presmetajte (1), (2), (1), (2), ( (1))f f g g f g  i ( (1))g f .  
 b)Presmetajte (2 ), (3 ), ( ( ))f x g x g f x  i ( ( ))f g x . 
 v)Re{ete gi ravenkite: )i  ( ) 17f x  , )ii ( ) ( )f x g x , )iii  ( ( )) 10g g x  .  
 Re{enie.Imame  
 (1) 2 3 1 5f     , (2) 2 3 2 8f     , (1) 2 1 3g    ,  ( (1)) (3) 2 3 3 11f g f     ,  ( (1)) (3) 2 3 5g f g    .  
 b)Imame:  (2 ) 2 3 2 2 6f x x x     ,  ( ( )) (2 3 ) 2 (2 3 ) 4 3g f x g x x x       ,  
      ( ( )) (2 ) (2 ) 2 3(2 ) 8 3f g x f x g x x x         .  
 v) )i  Ravenkata ( ) 17f x  e ekvivalentna na ravenkata 2 3 17x  . Re{enie na poslednata 
ravenka e 5x  . Zna~i, re{enie na dadenata ravenka e 5x  .  
 )ii Ravenkata ( ) ( )f x g x  e ekvivalentna na ravenkata 2 3 2x x    ~ie re{enie e 0x  . 
Zna~i, re{enie na dadenata ravenka e 0x  .  
 )iii Od ( ( )) (2 ) 4g g x g x x     dobivame deka dadenata ravenka e ekvivalentna na 
ravenkata 4 10x  . Re{enie na poslednata ravenka e 6x  , pa zna~i, re{enie na dadenata 
ravenka e 6x  .  

 Zada~a 2.Dadena e funkcijata 2
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 Re{enie.Funkcijata ( )f x  e definirana za 0x   i 1x   . Imame  
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 Zada~a 3.Dadena e funkcijata 
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 Re{enie.Funkcijata ( )f x  e definirana za 33 2 0x  , t.e. 3 3
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 Zada~a 4. Presmetajte gi vrednostite na funkciite  

 a) 2
2

1
( )f x x

x
  ,   b) 4

4

1
( )f x x

x
  ,  

za onie vrednosti na promenlivata x  za koi 1
4x

x
  .  

 Re{enie.a)Od 
2

2
2

1 1
( ) 2f x x x

xx

      
 

, dobivame deka to~ka x  za koja va`i 1
4x

x
 



 

imame  
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 Zada~a 5. Funkcijata ( )f x  ja zadovoluva relacijata  
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Presmetajte (1)f  i (2)f .  
 Re{enie.Od relacijata (1), za 1x   dobivame (1) 2 (1) 3f f  . Zna~i, (1) 1f  .  
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 Zabele{ka. Poslednata zada~a mo`eme da ja re{ime i ako vo (1) stavime x t  i 1
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 Zada~a 6.Dadena e funkcijata  
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t.e. tvrdeweto va`i i za 1k n  , pa spored principot na matemati~ka indukcija 
zaklu~uvame deka va`i za sekoj k .  
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 Zada~a 7. Dadeni se funkciite 
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 2.ELEMENTARNI FUNKCIONALNI RAVENKI 
 
 Vo zada~a 7 doka`avme deka funkciite ( )f x  i ( )x  zadovoluvaat opredeleni 
relacii.Prirodno e da se zapra{ame dali mo`e da se re{i obratnata zada~a, t.e. dali ako 
za nekoi funkcii 1 2( ), ( ),..., ( )kf x f x f x  znaeme deka zadovoluvaat opredeleni relacii mo`eme 

da gi opredelime ovie funkcii. Re{avaweto na ovaa zada~a po pravilo e zna~itelno 
pokomplicirano, no nie vo ovoj del }e se zadr`ime na nekolku najednostavni zada~i od ovoj 
vid.  
 Zada~a 8.Najdete ja funkcijata ( )f x  ako: 
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 Re{enie.a)So smenata 3x t  , t.e. 3x t   od dadenata ravenka dobivame ( ) 2( 3) 5f t t   , 
t.e. ( ) 2 11f t t  . Zna~i, baranata funkcija e ( ) 2 11f x x  .  
 b)Stavame 1x t  , t.e. 1x t   i dobivame  

  2 2( ) ( 1) 5( 1) 6 3 2f t t t t t        ,  

t.e. baranata funkcija e 2( ) 3 2f x x x   .  
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Zna~i, baranata funkcija e  
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 d)Od 0x   i 2x t , 0t   dobivame x t , 0t  . Spored toa, 1
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t
 , 0t   odnosno 
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  1
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x
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 Zada~a 9.Dadena e funkcijata ( ) 2f x x  . Najdete funkcija ( )g x , taka {to ( ( )) 3f g x x .  
 Re{enie.Imame, ( ( )) ( ) 2f g x g x  . So zamena vo dadenata relacija dobivame ( ) 2 3g x x  , 
t.e. baranata funkcija e ( ) 3 2g x x  .  
 Zada~a 10.Dadena e funkcijata ( ) 2f x x  . Najdete ja funkcijata ( )g x , takva {to 

( ( ( ))) 5 1f g f x x  .  
 Re{enie.Imame,  
  ( ( ( ))) ( ( )) 2 ( 2) 2f g f x g f x g x     .  
So zamena vo dadenata relacija dobivame ( 2) 2 5 1g x x    , t.e.  
  ( 2) 5 3g x x   .  
Stavame 2x t  , t.e. 2x t   i dobivame ( ) 5( 2) 3 5 13g t t t     . Zna~i, baranata funkcija e 

( ) 5 13g x x  .  
3.HOMOGENI DIFERENCNI RAVENKI OD II RED SO KONSTANTNI 

KOEFICIENTI 
   
 Neka ( )P x , ( )Q x  i ( )R x  se dadeni realni funkcii. Funkcionalnata ravenka  
  ( 2) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )f x P x f x Q x f x R x                    (1) 
ja narekovme linearna diferncna ravenka od II red. Ako ( ) 0R x  , toga{ za ravenkata (1) 
velime deka e homogena. Za ravenkata (1) }e velime deka e so konstantni koeficienti ako 

1( )P x a , 2( )Q x a , 1 2,a a  .  

 Za funkcijata ( )f x  }e velime deka e re{enie na diferencnata ravenka (2) ako  

  ( 2) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )f x P x f x Q x f x R x       ,  

 za sekoj x .  



 Zada~a 11. Neka 1( )x  i 2 ( )x  se proizvolni partikularni re{enija na linearnata 

homogena diferencna ravenka (1). Toga{ funkcijata  
  1 1 2 2( ) ( ) ( )f x C x C x   ,  

kade 1 2,C C  se proizvolni kompleksni broevi e re{enie na dadenata ravenka. Doka`ete! 

 Re{enie.So zamena vo (1) dobivame: 
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bidej}i 1( )x  i 2( )x  se partikularni re{enija na razgleduvanata homogena ravenka.  

 Da ja razgledame homogenate diferencijalna ravenka od II red so konstantni 
koeficienti:  
  1 2( 2) ( 1) ( ) 0f x a f x a f x     , 2 0a  .               (2) 

 Relacijata so koja mo`at da se dobijat re{enijata  na ravenkata (2), dokolku postoi }e 
ja nare~eme nejzino op{to re{enie, a funkcijata od koja ne mo`e da se izvedi op{toto 
re{enie na dadenata ravenka }e ja narekuvame partikularno re{enie na istata.  
 Za ravenkata (2) ja formirame kvadratnata ravenka  

  2
1 2 0r a r a                        (3) 

koja ja narekuvame karakteristi~na ravenka na ravenkata (2). Neka 1 2,r r  se re{enija na 

ravenkata (3). Mo`e da se doka`e deka op{toto re{enie na ravenkata (2) zavisi od 
re{enijata na ravenkata (3) i pritoa  

  1 1 2 2( ) x xf x C r C r  , ako 1 2 1 2; ,r r r r                 (4) 

  1 1 2 1( ) x xf x C r C xr  , ako 1 2 1 2; ,r r r r  ,              (5) 

  1 2( ) cos( ) cos( )x xf x C x C x     , ako 2 2
1 2| | | |r r a b     , tg b

a
  , kade 1/ 2r a ib  .  (6) 

 Zada~a 12. Re{ete ja diferencnata ravenka ( 2) 7 ( 1) 12 ( ) 0f x f x f x     .  

 Re{enie.Soodvetnata karakteristi~na ravenka e 2 7 12 0r r   , ~ii re{enija se  
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1/ 2
7 ( 7) 4 1 12 7 1

2 1 2
r

     
 


,  

t.e. 1 4r  , 2 3r  . Spored toa, op{toto re{enie na ravenkata e 1 2( ) 3 4x xf x C C  , kade 1 2,C C  se 

proizvolni kompleksni broevi.  
 Zada~a 13.Re{ete ja diferencnata ravenka ( 2) 6 ( 1) 9 ( ) 0f x f x f x     .  

 Re{enie.Soodvetnata karakteristi~na ravenka e 2 6 9 0r r   , t.e. 2( 3) 0r   . Od 1/ 2 3r  , 

spored (5) dobivame deka op{toto re{enie na dadenata ravenka e 1 2( ) ( )3xf x C C x  .  

 Zada~a 14.Re{ete ja diferencnata ravenka ( 2) 2 ( 1) 2 ( ) 0f n f n f n     . 

 Re{enie.Za karakteristi~nata ravenka imame 2 2 2 0r r   . Nejzini re{enija se 1 1r i  , 

2 1r i  . Spored (6) dobivame deka op{toto re{enie na dadenata ravenka e  

  1 2( ) [ cos( ) sin( )]xf x C x C x    ,  

kade 2 21 1 2    , 1
tg 1

1
   , t.e. 2  , 

4

  . Zna~i, op{toto re{enie na dadenata 

ravenka e  

  1 2( ) ( 2 ) cos sin
4 4

x x x
f x C C

  
  

 
.  

 Od dosega iznesenoto mo`eme da zabele`ime deka op{toto re{enie na ravenkata (2) e 
mno`estvoto funikcii, pri {to sekoj element f  od ova mno`estvo se dobiva za soodveten 

izbor na konstantite 1C  i 2C . Jasno, ako za funkcijata , koja e re{enie na ravenkata (2) se 

poznati nejzinite vrednosti vo dve razli~ni to~ki x  i 1x , toga{ od sistemot  



  
1 1

( ) ( )

( ) ( )

f x f x

f x f x


 

  



,  

mo`eme da gi opredelime konstantite 1C  i 2C , so ~ija pomo{ funkcijata f  se dobiva od 

op{toto re{enie na ravenkata (2). Vrednostite ( )f x   i 1( )f x  gi narekuvame po~etni 

uslovi za ravenkata (2).  
 Zada~a 15.Re{ete ja diferencnata ravenka ( 2) ( 1) ( ) 0f x f x f x     , pri po~etni uslovi 

(0) 0f   i (1) 1f  .  

 Re{enie. Soodvetnata karakteristi~na ravenka e 2 1 0r r    i taa ima re{enija 

1/ 2
1 5

2
r


 . Zna~i, op{toto re{enie na dadenata ravenka e  

  1 2
1 5 1 5

( )
2 2

x x

f x C C
    

       
   

.  

Ako gi iskoristime po~etnite uslovi, dobivame  

  
1 2

1 1

1 1

1 5 1 5
0

2 2

1 5 1 5
1

2 2

C C

C C

                 

     

            

 

,  

t.e.  

  
1 2

1 1

0

1 5 1 5
1

2 2

C C

C C

 

  

 


.  

Re{enie na sistemot e  

  1
1

5
C  , 2

1

5
C   .  

 Zna~i, re{enie na dadenata ravenka e  

  1 1 5 1 1 5
( )

2 25 5

x x

f x
    

       
   

.  

 Zabele{ka. So (0) 0f  , (1) 1f  , ( 2) ( 1) ( )f n f n f n    , vsu{nost e dadena nizata na 
Fibona~i. Spored toa, Fibona~ievite bnroevi mo`eme da gi dobieme ako ja iskoristime 
formulata  

  1 1 5 1 1 5
( )

2 25 5

n n

f n
    

       
   

, 0,1,...n  .  

 
 4.NEKOI ISTORISKI FUNKCIONALNI RAVENKI 
 
 Vo ovoj del }e razgledame nekolku osnovni funkcionalni ravenki, za koi smatame deka 
}e go privle~at va{eto vnimanie.  
 Zada~a 16.(Ravenka na Ko{i, 1821)Vo mno`estvoto na racionalnite re{ete ja ravenkata  
  ( ) ( ) ( )f x y f x f y                     (1) 
 Re{enie.Ako vo (1) stavime 1x  , 0y   dobivame (1) (1) (0)f f f   od {to sleduva (0) 0f  . 
Za y x  , od (1) sleduva (0) ( ) ( )f f x f x   , t.e.  
  ( ) ( )f x f x                       (2) 
 Jasno (2 ) 2 ( )f x f x . Neka pretpostavime deka ( ) ( )f nx nf x . Za 1n   dobivame  
  (( 1) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )f n x f nx x f nx f x nf x f x n f x         ,  
t.e. (( 1) ) ( 1) ( )f n x n f x   . Zna~i,  
  ( ) ( )f mx mf x , za sekoj m ,  



{to zaedno so  (0) 0f   i (2) dava  
  ( ) ( )f nx nf x , za sekoj n , x .              (3) 

 Neka x . Toga{ p
x

q
 , ,p q , 0q  . Imame  

  1 1 1 1
( ) (1) (1)

p p p p
f qf f q f p pf f

q q q q q q q q

      
                 

.         (4) 

Ako stavime (1)f c , toga{ dobivame deka ( )f x cx , x  e re{enie na (1).  
 Zada~a 17.(Ravenka na Jensen, 1906) Vo mno`estvoto racionalni broevi re{ete ja 
ravenkata  

  2 ( ) ( )
2

x y
f f x f y

 
  

 
                 (5) 

 Re{enie.Neka (0)f a . Ako vo (5) stavime 0y  , dobivame 2 ( )
2

x
f f x a
 

  
 

. Ja voveduvame 

smenata ( ) ( )f x g x a   i dobivame  

  ( ) ( ) 2 [ ( ) ] [ ( ) ] ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2
2

x y
g x g y a g x a g y a f x f y f f x y a g x y a

 
               

 
.  

Spored toa, re{enieto na ravenkata (5) ima oblik ( ) ( )f x g x a  , kade ( )g x  e re{enie na 
ravenkata  
  ( ) ( ) ( )g x y g x g y   , ,x y .                (6) 
 Od prethodnata zada~a dobivame ( ) (1)g x xg , x . Ako stavime (1)b f , dobivame 

(1) (1)g f a b a    , pa zna~i  
  ( ) ( ) (1) ( )f x g x a g x a b a x a       , x ,  
e op{to re{enie na (5).  
 Zada~a 18.(Ravenka na Peksider, re{ena 1900,1903 godina). Vo mno`estvoto racionalni 
broevi re{ete ja ravenkata  
  ( ) ( ) ( )f x y g x h y   .                   (7) 
 Re{enie.Neka (0)a h  , (0)b g  . Ako vo (7) stavime 0y   dobivame ( ) ( )g x f x a  , a za 

0x   dobivame ( ) ( )h y f y b  . Spored toa 
  ( ) ( ) ( )f x y f x a f y b      
odnosno  
  ( ) [ ( ) ] [ ( ) ]f x y a b f x a b f y a b         .  
Stavame ( ) ( )F x f x a b   , i dobivame  
  ( ) ( ) ( )F x y F x F y                     (8) 
Spored zada~a 16 ( )F x x ,   , x .  
 Zna~i, ( ) ( )x F x a b x a b      ; ( )g x x b  ; ( )h x x a  ; x , , ,a b  .  
 Zada~a 19.(Modificirana Jensenova ravenka). Vo mno`estvoto racionalni broevi 
re{ete ja ravenkata: 

  ( ) ( )

2 2

x y g x g y
f

  
 

 
.  

 Upatstvo. Vovedete gi smenite ( ) (2 )f t r t , ( ) 2 ( )g t s t  i ( ) 2 ( )h t u t , a potoa iskoristete ja 
prethodnata zada~a.  
 
 5.ZADA^I ZA SAMOSTOJNA RABOTA 
 
 Na krajot na ovaa rabota vi predlagame nekolku zada~i za ve`bawe. Smetame deka, 
dokolku ste gi razrabotile prethodnite ~etiri dela, nema da vi pretstavuva te{kotija 
samostojno da gi re{ite slednite zada~i.  
 1. Dadena e funkcijata ( ) 2f x x  . Da se opredeli funkcija ( )g x  takva {to 

(2 ( )) 3 1f g x x   .  



 2.Najdete funkcija ( )g x  takva {to za funkcijata ( ) 3 2f x x   va`i  

  2 2( ( )) 3 6 5f x xg x x x    .  
 3.Re{ete gi ravenkite: 
  a) ( 2) 4 ( 1) 3 ( ) 0f x f x f x      
  b) ( 2) 3 ( ) 0f x f x   .  
  v) ( 2) ( ) 0f x f x    
  g) ( 2) 10 ( 1) 25 ( )f x f x f x    .  
 4.Vo mno`estvoto racionalni broevi re{ete ja ravenkata  
  ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )f x y f x y f x f y     .  
 5.Najdete gi site polinomi ( )f x  za koi {to va`i  
  ( 1) ( 1) ( 2) ( ) 0x f x x f x     , x  .  
 


