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Sava Grozdev, BAN, Sofija 
 

MINIMALEN PROST DELITEL 
 
 Soglasno osnovnata teorema na aritmetikata, sekoj priroden broj n  

mo`e da se pretstavi vo oblik: 

 k
kpppn  ...21

21     (1) 
 

kade {to kppp ,...,, 21  se site razli~ni prosti deliteli na brojot n , a i  e 

najvisokiot stepen na ip  taka {to i
ip  go deli n . Izrazot (1) se narekuva 

kanoni~no razlo`uvawe na brojot n . Vo teorijata na delivosta na prirodnite 

broevi, koja {to popularno ja narekuvame elementarna teorija na broevi, ~esto 
se bara brzo nao|awe na ostatokot od deleweto na visoki stepeni na priroden 
broj so drug priroden broj. Vo takvi slu~ai korisna e taka nare~enata mala 
teorema na Ferma (Pjer Ferma (1601-1665)), spored koja  
 

 )mod(11 pa p  ,     (2) 
 

kade {to p  e prost broj, a brojot  a  ne se deli so p .  
 

 I pokraj toa {to malata teorema na Ferma e korisna vo mnogu konkret-
ni situacii, taa e nedovolna za re{avawe na problemi od takov tip. Poop{to 
tvrdewe od nea e taka nare~enata teorema na Ojler (Leonard Ojler (1707-
1783)). Ojler zabele`al, deka stepenot 1p  vo (2) e to~no brojkata na broevi, 

koi se pomali od p  i se zaemno prosti so p . Ojler za proizvolen priroden 

broj n  toj broj go ozna~il so )( n  , t.e. )( n  e brojkata na broevi koi {to se 

pomali od n  i se  zaemno prosti so n . Ako n  ne e prost broj, toga{ jasno e deka 

1)(  nn . Jasno e isto taka deka 1)1(  . Na toj na~in,   stanuva funkcija 

opredelena na mno`estvoto prirodni broevi i koja prima vrednosti isto taka 
vo mno`estvoto prirodni broevi. Op{to prifateno e taa funkcija da se 
narekuva Ojlerova funkcija, spored imeto na nejziniot tvorec. So pomo{ na 
ovaa funkcija, Ojler ja obop{til malata teorema na Ferma, i obop{tenata 
teorema se narekuva teorema na Ojler. Spored taa teorema 
 

 )mod(1)( na n                 (3) 
 

kade {to a  i n  se zaemno prosti prirodni broevi.  
 

 Ojlerovata funkcija ima mnogu interesni i va`ni svojstva. Nekoi od 
niv }e gi spomeneme vo naredniot del.  
 

 Teorema 1. Ojlerovata funkcija e multiplikativna, t.e.  
 

)()()( nmnm   
 

za proizvolni zaemno prosti prirodni broevi n  i m .  
 

 Dokazot na ova tvrdewe nema da go razgleduvame, no }e ja zabele`ime 
slednata posledica od nea, koja lesno se doka`uva so indukcija: 
 

 Posledica 1. Ako kmmm ,...,, 21  se poparno zaemno prosti broevi, 

toga{ 

 )()...()()...( 2121 kk mmmmmm     (4) 
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 Teorema 2. Ako n  e priroden broj i k
kpppn  ...21

21  e negovoto kano-

ni~no razlo`uvawe (1), toga{ 

 




 





 




 

kppp
nn 111 1...11)(

21
.    (5) 

 

 Dokaz. Vo slu~ajot  pn , kade {to p  e prost broj, broevite 

ppppp  1,...,3,2,  se edinstvenite koi ne se vzaemno prosti so p  i ne se 

pogolemi od nego. Nivniot broj e 1p . Spored toa vzaemno prostite broevi so 

brojot p  i koi se pomali od nego gi ima 1  pp . Spored toa, vo ovoj slu~aj 






 





  

pp
nppppn 111 11)()( . 

So toa vo ovoj slu~aj tvrdeweto od teoremata e doka`ano.  
 

 Za dokazot na op{tiot slu~aj }e ja iskoristime posledicata od teorema 1.  
 

Spored nea: 






 





 




 






 





 





 











k

k

k

kk

kk

ppp

pkpp

kk

kk

n

ppp

pppppp

ppppppn

111

11
2

1
1

11
22

1
11

2121

1...11

1...11

))...()((

)()...()()...()(

21

2

2

1

1

2211

2121

 

 

So toa (5) e doka`ano.  
 

 Vo natamo{niot tek na izlo`uvawata }e imame potreba od slednata de-
finicija.  
 

 Definicija 1. Ako a  i n  se zaemno prosti broevi, toga{ najmaliot 

priroden broj k  za koj )mod(1 nak  , se narekuva stepen na a  po modul n .  

 Da zabele`ime deka mno`estvoto od broevi m  za koi )mod(1 nam   ne 

e prazno. Od teoremata na Ojler sleduva deka brojot )( n  pripa|a na toa mno-

`estvo. Spored toa definicijata 1 e opravdana i korektna. Vo specijalen 
slu~aj, koga n  e prost broj, korektnosta sleduva od malata teorema na Ferma.  
 

 Teorema 3. Ako a  i n  se  zaemno prosti prirodni broevi i k  e stepen 

na a  po modul n , toga{ )mod(1 nam  za nekoj priroden broj toga{ i samo 

toga{ koga k  go deli m .  
 

 Dokaz. Ako k  go deli m , toga{ qkm   za nekoj priroden broj q . 

Bidej}i )mod(1 nak  , dobivame )mod(1 na qqk  pa spored toa )mod(1 nam  . 

Obratno, neka )mod(1 nam   i rqkm  , kade {to r  e ostatokot od deleweto 

na m  so k . Spored toa 10  kr . Bidej}i )mod(1 na rqk  , dobivame 

)mod(1 naa rqk  . Od uslovot na teoremata )mod(1 nak  , t.e. )mod(1 naqk  . 
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Spored toa )mod(1 nar  . Kone~no dobivame 0r , bidej}i vo sprotiven 

slu~aj dobivame kontradikcija so minimalnosta na k . Zna~i, brojot k  go deli 

brojot m .  
 

 Dosega{nite razgleduvawa se dovolni za re{avawe na niza sodr`ajni 
zada~i.  
 

 Zada~a 1. Da se najdat site prirodni broevi n , za koi brojot 
)(n

n


 e 

isto taka priroden broj.  
 

 Re{enie. Neka k
kpppn  ...21

21 e kanoni~nata reprezentacija (1) na 

n . Od (5) zaklu~uvame deka  

)1)...(1)(1(

...

)( 21

21




k

k

ppp

ppp

n
n . 

 

Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da pretpostavime deka kppp  ...21 . 

Ako 3k , toga{ 22 p  pa spored toa brojot 12 p  e paren broj. Bidej}i 

kppp ,...,, 43  se prosti broevi, sekoj od broevite 1,...,1,1 43  kppp  se parni 

broevi. Zna~i imenitelot na 
)(n

n


 se deli so 12 k  i spored toa i so 22  bidej}i 

3k . Od druga strana broitelot se deli najmnogu so 2, i toa vo slu~aj koga 

21 p . Spored toa, za baranite broevi n  od zada~ata, 1k  ili 2k .  
 

Pri 1k  mora da e ispolnet uslovot 21 p , bidej}i vo sprotivno ime-

nitelot na 
11

1

p

p
 se deli so 2, a broitelot bi bil neparen broj. Spored toa 

11

1

p

p
 

ne e cel broj. Re{enie na zada~ata vo slu~ajot 1k  se site celi broevi n  od 

oblik  2n , kade   e proizvolen priroden broj.  
 

Pri 2k , so analogni razgleduvawa kako i vo prethodniot del, se 

poka`uva deka 21 p . ]e poka`eme deka 32 p . Da pretpostavime sprotivno, 

t.e. deka 32 p . Toga{ 122  qp , kade 1q . Za koli~nikot 
)(n

n


 dobivame  

q

p

q

p

n
n 22

21

2

)(






. 

Za da brojot 
q

p2  bide cel broj, mora da e ispolnet 1q  bidej}i 2p  e prost broj 

pogolem od 3  a 1q . Vo toj slu~aj 32 p  {to e vo sprotivnost so po~etnata 

pretpostavka. Zna~i 32 p .  

 Kone~no, baranite broevi imaat oblik   32n , kade   i   se proiz-

volni prirodni broevi. Da napomeneme deka   mo`e da prima vrednost 0 . 
 

 Vo re{enieto na prethodnata zada~a su{tinski e toa {to brojot 2  e 
minimalen prost delitel na brojot n . Vo natamo{nite primeri se koristi 

idejata za minimalen prost delitel, od kade {to doa|a i naslovot na ovaa 
statija.  
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 Zada~a 2. (Romanska olimpijada). Da se najdat site prirodni broevi n , 

za koi {to 
n

n 12   e isto taka priroden.  
 

 Re{enie. O~igledno e deka 1n  ne e re{enie. Neka 2n . Slu~ajot 

koga 2  go deli n  ne e mo`en, bidej}i broevite 2  i 12 n  se vzaemno prosti. 

Namesto 2 , kako {to napravivme vo prethodnata zada~a, neka p  e minimalni-

ot prost delitel na n . Vo toj slu~aj, za da brojot 
n

n 12   e cel broj, potrebno e 

brojot p  da go deli brojot 12 n . Neka k  e stepenot na 2  po modul p . Od 

teorema 3 dobivame deka k  go deli n . Spored malata teorema na Ferma, 

)mod(12 1 pp   i toga{ povtorno spored teorema 3, dobivame deka k  go deli 

1p . Zna~i zaklu~ivme deka k  gi deli broevite n  i 1p , pa spored toa i 

nivniot najgolem zaedni~ki delitel.  
 

 Definicija 2. Ako ba ,  i n  se prirodni broevi, za koi kako a  i n , 

taka i b  i n  se zaemno prosti, toga{ najmaliot priroden broj k  za koj 

)mod( nba kk   se narekuva stepen na a  i b  po modul n .  
 

 Da zabele`ime deka, soglasno teoremata na Ojler )mod(1)( na n   i 

)mod(1)( nb n  , pa spored toa )mod(0)()( nba nn   . Zna~i, gornata defi-

nicija e korektna. Na analogen na~in se opredeluva stepen na pove}e 
broevi,koi se vzaemno prosti so daden priroden broj n .  
 

 Teorema 4. Ako ba ,  i  n  se prirodni broevi, za koi kako a  i n  taka i 

b  i n  se vzaemno prosti, k  e stepenot na a  i b  po modul n , toga{ 

)mod( nba mm   za nekoe m  ako i samo ako k  go deli m .  
 

 Dokazot e ist kako vo teorema 3.  
 

 Zada~a 3. Da se najdat site prirodni broevi n  za koi brojot 
n

nn 23   e 

priroden broj.  
 

 Re{enie. O~igledno e deka 1n  e re{enie. Vo naredniot del }e gi 

gledame prirodnite broevi koi pogolemi ili ednakvi na 2 . Neka p  e 

minimalniot prost delitel na n . Ako 
n

nn 23   e cel broj, toga{ p  go deli 

nn 23  , pa spored toa 2p  i 3p . Neka k  e stepenot na 2  i 3  po modul p . 

Spored teorema 4 k  go deli n . Od druga strana, spored malata teorema na 

Ferma )mod(13 1 pp   i )mod(12 1 pp  . Odnovo, so pomo{ na teorema 4 

dobivame deka k  go deli 1p . Spored toa 1 pk  i k  istovremeno gi deli n  

i 1p . Od minimalnosta na p , dobivame 1k . Zna~i )mod(23 11 p , {to ne 

e mo`no.  
 

 Zna~i, edinstveno re{enie na zada~ata e 1n .  
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 Zada~a 4. Da se najdat site prirodni broevi m  i n , za koi brojot 

n

mm nn  )1(
 e isto taka priroden.  

 

 Re{enie. Jasno e deka 1n  e re{enie na zada~ata, i zaradi toa }e 

razgleduvame slu~aj 2n . Neka p  e minimalniot prost delitel na brojot n . 

Brojot nn mm  )1(  e neparen kako razlika na dva broja so razli~na parnost i 

ako brojot 
n

mm nn )1(
 e cel, toga{ 2p . Osven toa broevite 1m   i m  ne se 

delat so p . Neka k  e stepenot na 1m  i m  po modul p . Od teorema 4 dobivame 

deka k  go deli n . Spored malata teorema na Ferma )mod(1)1( 1 pm p    i 

)mod(11 pm p  , od kade {to )mod()1( 11 pmm pp    i povtorno spored 

teorema 4 dobivame deka k  go deli 1p . Kako i vo zada~a 3 dobivame deka k  e 

delitel na n  i na 1p . Spored toa 1 pk  i od minimalnosta na p  dobivame 

1k . Spored toa )mod(1 pmm  , koe {to e nevozmo`no zaradi 

pretpostavkata za p .  
 

 Zna~i, edinstveno re{enie na zada~ata e 1n .  
 

 Prirodno obop{tuvawe na gornata zada~a e da se najdat site prirodni 

broevi lm ,  i n  za koi brojot 
n

mlm nn )(
 e priroden. Brojot 

n
mlm nn )(

 o~igled-

no e priroden pri 1n  i proizvolni broevi m  i l . Ako 1n  toa o~igledno ne 

e to~no. Vo narednata zada~a }e go razgledame slu~ajot 1n .  
 

 Zada~a 5. Da se doka`e deka ako 1, nm  i l  se prirodni broevi za koi 

brojot 
n

mlm nn  )(
 e priroden, toga{ minimalniot prost delitel na n  go deli l . 

 

 Re{enie. Neka p  e minimalniot prost delitel na n  i da pretposta-

vime deka p  ne go deli l . Spored uslovot na zada~ata 
n

mlm nn )(
 e priroden. 

Zna~i, p  ne go deli m , bidej}i vo sprotiven slu~aj p  }e go deli 
 

nnnnnnnn llmnlmlmnmlm   122
2

)1(1 ...)( , 
 

od kade sleduva deka p  go deli nl , pa spored toa p  go deli l , {to e vo 

sprotivnost so pretpostavkata. Zna~i p  ne go deli m . Od istite pri~ini p  ne 

go deli ni lm  . Zna~i, kone~no p  ne e delitel ni na m  ni na lm  . Neka k  e 

stepenot na lm   i m  po modul p . Kako i vo prethodnata zada~a so pomo{ na 

teorema 4 i malata teorema na Ferma zaklu~uvame deka 1k . Toga{ 

)mod( lmlm  , t.e. )mod(0 ll  , koe protivre~i na pretpostavkata.  

 

 Zada~a 6. (Materijali na `irito od Me|unarodnata olimpijada od 1990) 

Da se najdat site prirodni broevi n , za koi 
2

12

n

n   e isto taka priroden broj.  
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 Re{enie. Zada~ata e romanski predlog i nejzin avtor e rakovoditelot 
na Romanskiot nacionalen komitet za Me|unarodnata olimpijada vo Kina vo 
1990  g., prof. Joan Tomesku.  
 

 Jasno e deka 1n  e re{enie na zada~ata. Neka n  e priroden broj 

pogolem od eden i neka toj e re{enie na zada~ata. Ako p  e minimalniot prost 

delitel na n , toga{ 2p , bidej}i vo sprotiven slu~aj 2
12

p

n  e priroden broj 

{to ne e to~no. Zna~i 3p . Ako 2
12

n

n  e priroden broj, toga{ brojot 
n

n 12   e 

isto taka priroden broj. Zna~i, prirodniot broj n  go deli brojot 12 n . Vo toj 

slu~aj brojot n  go deli i brojot 14)12)(12(  nnn , t.e. brojot 
n

n 1)31( 
 e 

priroden broj. Od zada~a 5 dobivame deka p  e delitel na 3 . Bidej}i p  e prost 

broj, dobivame 3p . Neka ln m  3 , kade m  i l  se prirodni broevi i 3  ne go 

deli l . Jasno e deka 1m . ]e poka`eme deka 1m .  
 

 Neka pretpostavime sprotivno, t.e. deka 2m . Toga{  
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i ako prodol`ime na istiot na~in }e dobieme deka 
 

  




 




 

1

0

332 122)12(12
m

j

llln jj
   (6) 

 

 No )9mod(1133...333)13(42 1333332   ll jljllll jjjjj
 

za sekoj 1,...,2,1  mj . Osven toa, za sekoj 1,...,2,1  mj  imame 
 

 )9mod(1133...333)13(2 13333   ll jljlll jjjj
 

 

bidej}i l  e neparen. Zna~i )9mod(3122 332   ll jj
. 

 

 Analogno kako i prethodno, za 0j  , dobivame )9mod(31222  ll . 

Toga{ najvisok stepen na 3  vo proizvodot 




 




 

1

0

332 122
m

j

ll jj
 e m . Zna~i, za 

da 2)3( lm  go deli 12 n , potrebno e m3  da go deli 12 l . Ako 2m , toga{ 

)9mod(14 l . No stepenot na 4  po modul 9  e 3 , i spored teorema 3 dobivame 

deka 3  go deli l . No toa ne e mo`no spored po~etnata pretpostavka od ovoj del. 
 

Zna~i 1m .  
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 Neka ln 3  i 3  ne e delitel na l . Najmaliot prost delitel q  na l , 

bidej}i 2
12

n

n  e priroden broj  e delitel i na 12 n , pa spored toa e delitel i na 

14 n . Ako s  e stepenot na 4  po modul q , t.e. )mod(14 qs  , toga{ spored 

teorema 3 dobivame deka s  go deli n . Od druga strana, spored malata teorema 

na Ferma )mod(14 1 qq   i povtorno spored teorema 3 dobivame deka s  go 

deli 1q , 1 qs . Od minimalnosta na q  dobivame deka s  go deli 3 . Spored 

toa za s  imame dve mo`nosti i toa 1s  ili 3s .  
 

 Ako 3s , toga{ )mod(143 q . Za prostite broevi koi se pogolemi od 

64, o~igledno poslednoto ne e mo`no. Za prostite broevi koi se pomali od 64 i 

se razli~ni od 3, samo za 7q  e ispolneto )7mod(164  . No so dierektna 

proverka dobivame deka 7 ne go deli 1221 i .Neposredno se dobiva deka za sekoj 

priroden broj i , )7mod(21221 i . Zna~i edinstvena mo`nost e 1s . No 

)mod(141 q  e ispolneto samo pri 3q . Toa ne e mo`no bidej}i l  ne se deli 

so 3 . Kone~no 1l .  
 

 Zna~i re{enija na zada~ata se 1n  i 3n . 
 

 
 

23 - ti TURNIR NA GRADOVI 
 

 OSNOVNA VARIJANTA 

 
 1. Dali postojat prirodni broevi 10021 ... aaa  , takvi {to 
  

NZD ),( 21 aa  NZD ),( 21 aa ... NZD ),( 21 aa . 
 

 Re{enie. Edna niza koja gi zadovoluva uslovite od zada~ata e 
 

n
na  100100 22 . 

O~igledno e deka ovaa niza e raste~ka. ]e poka`eme deka 
 

NZD n
nn aa 
  99

1 2),( . 

Jasno e deka  

)12(2100   nn
na    i   )12(2 1100

1  


nn
na  

 se delivi so n992 .  

Od druga strana broevite 12 n  i 12 1 n  se vzaemno prosti. 
  

 2. Na kru`nica se postaveni n  crveni i n  plavi to~ki, koi se ras-

poredeni naizmeni~no(na sekoja crvena to~ka sosedni i se dve plavi to~ki i 
obratno, na sekoja plava to~ka sosedni i se dve crveni to~ki). Tie ja delat 
kru`nicata na n2  laci, pri {to dol`inite na dva sosedni laci se razli~ni. 

Sekoj od n2 te laci ima dol`ina ednakva na eden od trite broevi ba ,  i c . 

Doka`i  deka n agolnikot so temiwa vo crvenite to~ki i n agolnikot so 

temiwa vo plavite to~ki imaat ednakvi plo{tini i perimetri. 
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 Re{enie. Neka pretpostavime deka od n2 te laci, na koi e razdelena 

kru`nicata, k  se so dol`ina a , l  se so dol`ina b , a m  se so dol`ina c . 

Lacite na koi e razdelena kru`nicata so crvenite to~ki imaat dol`ini 

caba  ,  i cb  . ]e gi ozna~ime brojot nalaci so tie dol`ini so zyx ,,  

soodvetno. O~igledno e deka  

kyx  ,    lzx     i   mzy  . 

Zna~i, broevite zyx ,,  mo`eme da gi izrazime preku mlk ,, .  

Potpolno analogno, lacite na koi e razdelena kru`nicata, {to se 

nao|aat me|u dve sosedni plavi to~ki, a koi imaat dol`ini caba  , , cb   gi 

ima zyx ,,  na broj soodvetno. Zna~i, n agolnikot so temiwa vo crvenite to~-

ki i n agolnikot so temiwa vo plavite to~ki imaat isti dol`ini na strani, 

samo vo razli~en redosled. Od tuka sleduva deka tie imaat isti perimetri i 
isti plo{tini.  

 

 3. Dadena e pravoagolna {ema so dimenzii nn  )2( , 2n . Vo sekoe 

nejzino kvadrat~e e zapi{an eden cel broj od mno`estvoto },...,3,2,1{ n , pri 

{to vo sekoja kolona broevite se me|u sebe razli~ni i vo sekoja redica 
broevite se me|u sebe isto taka razli~ni. Doka`i deka pravoagolnata {ema 
mo`e da se dopolni do kvadratna {ema nn  so dopi{uvawe vo sekoe novo pole 

na eden od broevite od mno`estvoto },...,3,2,1{ n , pri {to broevite vo sekoja 

kolona se me|u sebe razli~ni i isto taka broevite vo sekoja redica se me|u sebe 
razli~ni.  
 

 Re{enie. Vo sekoja kolona na pravoagolnata {ema se pojavuvaat po 

2n  elementi. Gi formirame mno`estvata iA  ),,..2,1( ni   na toj na~in {to 

vo iA  se nao|aat onie dva elementi koi ne se vo i tata kolona. Da zabele`ime 

deka sekoj od broevite n,...,3,2,1  se pojavuva to~no vo dve od formiranite 

mno`estva. Potoa formirame nizi  
 
 

}},...,2,1{/{ niai     i   }},...,2,1{/{ nibi   
 

i toa: 11 b  i 1a  e indeksot na na bilo koe od dvete mno`estva iA  vo koi se 

javuva brojot 1 , 2b  e drugiot element od 
1aA ,a 2a  e indeksot na drugoto 

mno`estvo vo koe se javuva 2b  kako element i.t.n. Zna~i, mno`estvoto 
iaA  gi 

sodr`i elementite ib  i 1ib nA(  gi sodr`i elementite nb  i 1b ). Kone~no, 

 )1( n ta redica ja popolnuvame na toj na~in {to vo ia toto pole go 

zapi{uvame brojot ib  a n tata redica ja popolnuvame na toj na~in {to vo 

ia toto pole go zapi{uvame brojot 1ib .  
 

Zabele{ka. Ova e samo specijalen slu~aj na teoremata na Hol. (Kom-
binatorika, M.Holl, IzdatelÝstvo “Mir“, Moskva 1970.) Imeno, sistem na 

razli~ni pretstavnici na familijata mno`estva },...,,{ 21 nAAA  go nareku-

vame mno`estvoto },...,,{ 21 neee  od n  razli~ni elementi takvi {to ii Ae  , 

ni ,,..2,1 . Teoremata na Hol veli deka familijata },...,,{ 21 nAAA  ima sis-

tem na razli~ni pretstavnici ako i samo ako unijata na bilo koi k  mno`estva 

od taa familija ima barem k  elementi. Primenuvaj}i ja prvo taa teorema 
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najprvo na mno`estvata nAAA ,...,, 21  od zada~ata, a potoa i na mno`estvata iB  

koi gi formirame otfrlaj}i go od iA  elementot vpi{an vo i toto pole od 

 )1( n ta redica, direktno go dobivame dokazot.  
 

4. Pravilen  )12( n agolnik e razbien so dijagonali na 12 n  triagol-

nici. Doka`i deka me|u niv ima barem tri ramokraki triagolnici.  
 

 Re{enie. Sekoj od )12( n -te delbeni triagolnici  na koj e razdelen 

)12( n -agolnikot, mo`e da ima najmnogu dve strani koi vo isto vreme se i 

strani na )12( n -agolnikot. Postojat najmalku dva takvi triagolnici (to~-

no dva postojat samo vo slu~ajot koga site dijagonali po~nuvaat od isto teme na 

 )12( n agolnikot). Neka pretpostavime deka tie triagolnici se 11  iii AAA  i 

11  jjj AAA . Tie dva triagolnici se ramnokraki. Da pretpostavime deka site 

ostanati triagolnici imaat to~no edna strana koja e strana na  )12( n agol-

nikot, a ostanatite dve negovi strani se dijagonali na  )12( n agolnikot. 

Site triagolnici gi podreduvame vo niza: 1T  e triagolnikot 11  iii AAA , 2T  e 

triagolnikot koj ima so 1T  ima zaedni~ka strana; op{to 1kT  e triagolnik koj 

so kT  ima zaedni~ka strana i e razli~en od 1kT . 12 nT  e triagolnikot 

11  jjj AAA .So id  )22,....,2,1(  ni  ja ozna~uvame zaedni~kata strana na tria-

golnicite iT  i 1iT . O~igledno e deka nizata dol`ini 121 ,...,, nddd  e strogo 

raste~ka, pa 1nd  e najgolema dijagonala na  )12( n agolnikot. Nizata dol-

`ini 221,...,,  nnn ddd  e strogo opa|a~ka, i nd  e dol`ina na najdolgata dijago-

nala na  )12( n agolnikot. Zna~i 1 nn dd , pa spored toa nT  e ramnokrak 

triagolnik.  
 

 5. Petar postavuva topovi na {ahovska tabla na sledniot na~in: prviot 
top go postavuva kade saka, a potoa sekoj nareden top go postavuva na tablata taka 
{to toj da napa|a neparen broj od prethodno postavenite topovi. Odredi go 
maksimalniot broj na topovi koi mo`e Petar da gi postavi na tablata na 
prethodno opi{aniot na~in.  
 

 Re{enie. Site 64  topovi ne mo`at da se postavat. Navistina, ako 

pretpostavime sprotivno, toga{ vo sekoj od aglite na tablata bi bil postaven 
top. Me|utoa, posledniot od tie topovi koj treba da se postavi }e napa|a to~no 
dva topa, {to e vo kontradikcija so baraweto od zada~ata. ]e poka`eme deka 
mo`e da se postavat 63  topa. Najprvo treba da se postavat topovi na poliwata 

1a , 8a  i 8h , potoa da se postavuvaat topovi na prvata horizontala od poleto 1b  

do poleto 1g  redosledno, potoa vo poslednata vertikala od poleto 2h  do 

poleto 7h . Potoa gi popolnuvame vertikalite od prvata do sedmata, od dolu 

nagore: od pole 2a  do pole 7a , od pole 2b  do pole 8b , i taka natamu.  
 

 6. Vo redica se zapi{ani nekolku broevi. Sekoja sekunda robot bira 
par sosedni broevi od redicata takov {to leviot broj e pogolem od desniot 
broj vo izbraniot par, im gi menuva mestata i gi mno`i so dva. Doka`i deka pos-
le nekoe vreme robotot nema da e vo sostojba da ja pravi opi{anata operacija.  
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 Re{enie. ]e poka`eme deka dva elementi od redicata koi edna{ si gi 
zamenile mestata, povtorno ne mo`e da si gi zamenat mestata i posle kone~en 
broj naredni ~ekori {to bi se izvr{ile. Da pretpostavime sprotivno, i neka 
toa prv pat se slu~ilo so broevite A   i B , t.e. A  bil pogolem od B  i bil od 
negova leva strana. Potoa brojot B  neka stanal pogolem od brojot A , nekolku 
pati menuvaj}i go mestoto so broevi koi vo nekoj posledovatelen ~ekor se 
nao|ale od negova leva strana i bile pogolemi od nego, pri toa mno`ej}i se so 
dva. Vo daden moment, ako dojde do situacija izmenetiot broj B  i brojot A , koj 
stanal pogolem od brojot A , da si gi smenat mestata, toga{  me|u niv ne bi 
imalo broevi.  
 

Broevi koi edna{ so brojot B  si go promenile mestoto ne bi mo`ele 
so nego u{te edna{ da si go promenat mestoto, tie morale i so brojot A  da si 
go promenat mestoto. Spored toa, brojot A , dodeka da stigne od desnata strana 
na brojot B  i me|u niv da nema drugi broevi, }e se duplira najmalku onolku 
pati kolku {to se dupliral i brojot B .  

 

Zna~i brojot A  e dupliran barem onolku pati kolku i brojot B , pa 
spored toa brojot B  ne mo`e da stane pogolem od brojot A , posle kone~en broj 
~ekori za da tie se sretnat.  
 

 Bidej}i dva broja od redicata mo`at najmnogu edna{ da si gi zamenat 
mestata, brojot na proemni bi bil kone~en, i robotot bez razlika na dol-
`inata na redicata posle kone~en broj na sekundi mora da prestane da raboti.  
 

 7. Poznato e deka brojot 3332  ima 101  cifra i negova prva cifra e 1 . 

Kolku broevi vo nizata 3332,...,6,4,2  imaat prva cifra 4 ? 
 

 Re{enie. O~igledno e deka za sekoj priroden broj N  postoi edinstven 

priroden broj k  takov {to NN k 22  . Primenuvaj}i go poslednoto na 

broevite 110 n , 1102  n , 1105  n  zakul~uvame deka za sekoj priroden broj n : 
 

   postoi to~no eden stepen na brojot 2  koj ima n  cifri i koj po~nuva 

so cifrata eden 
  

   postoi to~no eden stepen na brojot 2   koj ima n  cifri i po~nuva so 

cifrata dva ili tri.  
  

   postoi to~no eden stepen na brojot 2  koj ima n  cifri i koj po~nuva 

so cifrata 8,7,6,5  ili 9 .  
   

 Spored toa, to~no 100  od dadenite broevi po~nuvaat so cifrata 1 , to~no 

100  po~nuvaat so cifrata 2  ili 3 , i 100 od niv po~nuvaat so edna od cifrite 

8,7,6,5  ili 9 . Zna~i, preostanuvaat to~no 33  broja koi po~nuvaat so cifrata 

~etiri.  
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