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R. Mal~eski, A. Mal~eski, Skopje  
  

PRESLIKUVAWA VO RAM-
NINA PREKU KOMPLEK-

SNI BROEVI IV 
 

(Prodol`enie!) 
 

 

8.6. Teorema. Sekoja vnatre{na to~-
ka na kru`nicata na inverzijata se pre-
slikuva vo nadvore{na to~ka, i obrat-
no.  

Dokaz. Ako A  e vnatrer{na to~ka 

na kru`nicata na inverzija ),(0 mOK  i 

')( AA  , toga{ mOA   i od (2) sle-

duva deka mOA ' , {to zna~i deka 'A  e 
nadvore{na to~ka za 0K .  

Obratnoto tvrdewe se doka`uva ana-
logno.  

 
 

8.7. Da vidime kako }e ja konstruira-
me slikata 'A  na proizvolna to~ka A  
pri inverzijata (1). Neka A , so afiks 

0z , e vnatre{na to~ka na kru`nicata na 

inverzija ),(0 mOK . Toga{,  

maz  2
0 || . 

Ravenkata na pravata OA  e  

)(
0

0 azaz
az

az 



. 

Vo to~kata A  povlekuvame prava )(q  
normalna na pravata OA . Nejzinata ra-
venka e 

)( 00
0

0 zzzz
az

az 



. 

Prese~nite to~ki na pravata )(q  i 

kru`nicata ),(0 mOK  gi nao|ame kako 

re{enija na sistemot  
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Edna od niv e to~kata T  ~ij afiks e 
  

)( 0||

||
01

0

2
0 azizz
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azm
 


. 

Vo to~kata T  povlekuvame tangenta )(t  

na kru`nicata ),(0 mOK , ~ija ravenka 

glasi  

)( 11
1

1 zzzz
az

az 


 . 

Nao|ame presek na pravite )(t  i OA  i ja 

dobivame to~kata B  ~ij afiks e  

az
maz



0

. 

Zna~i, ')( ABA  .  

Neka A  e nadvore{na to~ka na kru`-

nicata ),(0 mOK . Spored teorema 8.4 

imame E2 , od {to sleduva slednata 
konstrukcija na to~kata ')( AA  . Niz 

to~kata A  ja povlekuvame tangentata 
)(t  na 0K  i ortogonalnata proekcija od 

dopirnata to~ka T  na )(t  i 0K  vrz pra-

vata OA  }e bide to~kata ')( AA  . 
8.8. Neka to~kite A  i B  imaat 

afiksi c i b . Afiksite na nivnite 

sliki pri inverzijata (1) se 
ac

mac


'  

O A B

T
t
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i 
ab

mab


' , soodvetno. Kompleksnite 

aglovi koeficienti na pravite ,OA  
',',, OBOAABOB  i ''BA  se 
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soodvetno. Od 
4

6

3

2




   i 

5

6

3

1




   i od 

teorema 1.7 sleduva deka (crt. 9):  
OABOBA ''  i OBAOAB '' . 

 

So toa ja doka`avme slednata teore-
ma.  

 

Teorema.  Neka O  e centar na inver-
zijata (1), A  i B  se proizvolni to~ki i 

'A  i 'B  se nivni sliki pri inverzijata 
(1). Toga{,  

OABOBA ''  i OBAOAB '' .  
 

 

8.9. Pravata )( p  ~ija avtokowugira-
na ravenka e  

ABCCzBAz  ,,0 R  

so inverzijata (1) se preslikuva vo 
kriva ~ija ravenka e  

0  aw
Bm

aw
AmCaBAa .  (3) 

Mo`ni se dva slu~ai:  

i) Ako 0 CaBAa , t.e. pravata 
minuva niz centarot na inverzijata, 
toga{ od (3) sleduva deka slikata na 

)( p  e prava ~ija ravenka e  

ABCCwBAw  ,,0 R ,  

a toa e pravata )( p .  

ii) Ako 0 CaBAa , t.e. pravata 
ne minuva niz centarot na inverzijata, 
toga{ od (3) sleduva deka slikata na 

)( p  e kru`nica ~ija ravenka e 

0111  BwAwAww , 

kade 
CaBAa
aBmAam

CaBAa
Bm aaBaA





 11 , . 

So neposredna proverka dobivame deka 

0111  BaAaAaa , {to zna~i deka sli-

kata na pravata )( p  koja ne minuva niz 
centarot na inverzijata (1) e kru`nica 
koja minuva niz centarot na inverzjata.  

Od dosega iznesenoto neposredno 
sleduva to~nosta na slednata teorema.  

 

Teorema. Sekoja prava {to minuva 
niz centarot O  na inverzijata   se pre-
slikuva vo samata sebe, a sekoja prava 
koja ne minuva niz O  se preslikuva vo 
kru`nica koja {to minuva niz O .  

 

8.10. Ako pravata )( p  ne minuva niz 

centarot na inverzijata O , toga{ od 
dokazot na teorema 8.9 sleduva deka 
centarot 1O  na kru`nicata vo koja se 

preslikuva ima afiks  

CaBAa
BmaAz


 11 .  

Neka P  e ortogonalnata proekcija na 
centarot O  vrz pravata )( p . Spored 2.3 

afiksot na to~kata P  e ,
20 A

CaBAaz   

pa zatoa afiksot na nejzinata slika 

)(' PP   }e bide 
CaBAa

Bmaz


 2* . Od 

12
* za

CaBAa
Bmaz 


  zaklu~uvame deka 

1O  e sredina na 'OP .  

Od dosega iznesenoto ja imame sled-
nata konstrukcija na kru`nicata )( p  
koga pravata )( p  ne minuva niz centa-

rot O  na inverzijata  . Ja opredeluva-

10  Crt.
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me ortogonalnata proekcija P  na cen-
tarot na inverzijata O  vrz pravata )( p  
i nao|ame )(' PP  , (crt. 10 i 11). Kon-

struirame kru`nica so dijametar 'OP , 
so {to ja dobivame kru`nicata )( p .  
 

8.11. Primer. Dadeni se pravite )( p  
i )(q . Dali postoi inverzija   takva 
{to qp  )( ?  

 

Re{enie. Spored teorema 8.9 takva 
inverzija postoi ako i samo ako pravite 

)( p  i )(q  se sovpa|aat. Pritoa, za seko-
ja inverzija ~ij centar pripa|a na )( p  i 

proizvolen koeficient va`i qp  )( .  
 

8.12. Teorema. Ako kru`nicata 1K  

minuva niz centarot O  na inverzijata 
 , toga{ )( 1K  e prava {to ne minuva 

niz O . 
  

Dokaz. Neposredno sleduva od teore-
mite 8.4 i 8.9.  

 

8.13. Primer. Dadeni se prava )( p  i 
kru`nica ),( 11 ROK . Dali postoi inver-

zija   takva {to 1)( Kp  ?  
 

Re{enie. Spored teorema 8.9 ako ba-
ranata inverzija   postoi, toga{ nejzi-
niot centar O  le`i na kru`nicata 

),( 11 ROK  i pravata 1OO  e normalna na 

pravata )( p .  
Mo`ni se slednite tri slu~ai.  
 

i) Pravata )( p  i kru`nicata 1K  se 

se~at vo to~kite M  i N . Od centarot 

1O  na kru`nicata 1K  povlekuvame 

prava )(q  normalna na pravata )( p  i vo 
presekot na )(q  i 1K  gi nao|ame to~ki-

te O  i 'O . Od diskusijata vo 8.10 sledu-
va deka inverziite   i 1  opredeleni so 

kru`nicite ),( OMOK  i )','(' MOOK  gi 
zadovoluvaat uslovite na zada~ata.  

 

ii) Pravata )( p  i kru`nicata 1K  se 

dopiraat vo to~kata M . Od centarot 

1O  na kru`nicata 1K  povlekuvame pra-

va )(q  normalna na pravata )( p  i vo 
presekot na )(q  i 1K  ja nao|ame drugata 

prese~na to~ka O . Od diskusijata vo 
8.10 sleduva deka inverzijata   oprede-

lena so kru`nicata ),( OMOK  gi zado-
voluva uslovite na zada~ata.  

 

iii) Pravata )( p  i kru`nicata 1K  

nemaat zaedni~ki to~ki. Od centarot 

1O  na kru`nicata 1K  povlekuvame pra-

va )(q  normalna na pravata )( p  i vo 
presekot na )(q  i )( p  ja nao|ame to~ka-
ta P , a vo presekot na )(q  i 1K  gi nao-

|ame to~kite O  i 'P , taka {to 'P  e me-
|u 1O  i P , (crt. 12). Nad OP , kako nad 

dijametar konstruirame kru`nica, vo 
'P  povlekuvame prava normalna na OP  

i vo nivniot presek nao|ame to~ka T . 
Od diskusijata vo 8.10 sleduva deka 
inverzijata   opredelena so kru`nica-

ta ),( OTOK  gi zadovoluva uslovite na 

zada~ata.  
 

 

8.14. Ostanuva da vidime vo {to }e se 
preslikuva kru`nicata ),( 11 ROK  pri 

inverzija   ako 1K  ne minuva niz centa-

rot O  na  .  
Neka e dadena kru`nicata 1K : 

Rbz  || , koja ne minuva niz centarot 
na inverzijata (1), t.e. Rba  || . Ako 
vo ravenkata na kru`nicata 1K  zameni-

me 
aw

maz


  posle ekvivalentni tran-

sformacii dobivame deka kru`nicata 

1K  se preslikuva vo kru`nica )( 1K  ~i- 

OP
P

k
1k




1O


T

12  Crt.
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ja ravenka e 0111  BwAwAww , kade  
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So neposredna proverka dobivame deka 

0111  BaAaAaa , od {to sleduva 

to~nosta na slednata teorema.  
 

Teorema. Ako kru`nicata 1K  ne mi-

nuva niz centarot O  na inverzijata  , 
toga{ )( 1K  e kru`nica koja {to ne 

minuva niz O .  
 

8.15. Ako kru`nicata 1K  ne minuva 

niz centarot na inverzijata O , toga{ 
od dokazot na teorema 8.14 sleduva deka 

centarot '
1O  na kru`nicata )( 1K  ima 

afiks 
22 ||

)(
11

abR

abmaAz


 . Za afiksi-

te az ,1  i b  na to~kite OO ,'1  i 1O  va`i 

R



22

1

|| Rab

m
ab
az , {to spored posledi-

ca 1.4 zna~i deka tie se kolinearni. No, 
pravata 1OO  e fiksna za inverzijata  , 

pa zatoa od diskusijata vo 8.5 zaklu~uva-
me deka dijametarot na 1K  koj le`i na 

ovaa prava se preslikuva vo dijametar 
na )( 1K  koj le`i na 1OO .  

Od dosega iznesenoto sleduva sled-
nata konstrukcija na kru`nicata )( 1K  

koga kru`nicata 1K  ne minuva niz cen-

tarot O  na inverzijata  . Ja povlekuva-
me pravata 1OO , gi opredeluvame pre-

se~nite to~ki NM ,  na 1K  i 1OO  i nao-

|ame )(' MM   i )(' NN  . Konstruira-

me kru`nica nad '' NM  kako nad dijame-

tar, so {to ja dobivame kru`nicata 
)( 1K , (crt. 13).  

 

8.16. Primer. Dadeni se kru`nicite 
),( 11 ROK  i ),( 22 ROK . Dali postoi in-

verzija   takva {to 21)( KK  ?  
 

Re{enie. Neka ravenkite na kru`-
nicite 1K  i 2K  se 11 || Rcz   i 

22 || Rcz  , soodvetno. ]e razgledame 

pet slu~ai.  
 

i) Ako 21 cc  , t.e. kru`nicite se 

koncentri~ni, toga{ preslikuvaweto 

1

21
1)(

cz

RR
cz


  e inverzija takva {to 

21)( KK  . Jasno, 1c  e centarot na in-

verzijata, 21RR e koeficientot na in-

verzijata. Kru`nicata na inverzija mo-
`eme da ja konstruirame ako niz cen-
tarot povle~eme proizvolna poluprava 
i iskoristime deka prese~nite to~ki so 
kru`nicite 1K  i 2K  se inverzibilni.  

 

ii) Ako  

21 cc  , 21 RR   i |||| 2121 RRcc   

toga{ preslikuvaweto  

12
1221

2)12(

|2|21|2)12(|21

12

1221)(

RR
RcRc

RR

ccRRRR

z
RR

RcRc
z










   

e inverzija takva {to 21)( KK  . Zabe-

le`uvame deka centarot na inverzijata 
se sovpa|a so nadvore{niot centar na 
homotetija, to~ka 6.6, koj mo`eme da go 
konstruirame na na~in opi{an vo zabe-
le{ka 6.7. Za da ja konstruirame kru`-
nicata na inverzija potrebno e da posta-
pime kako vo primer 8.13.  
 

iii) Ako  

21 cc  , 21 RR   i |||| 2121 RRcc   

toga{ preslikuvaweto  

12
1221

2)12(

|2|21|2)12(|21

12

1221)(

RR
RcRc

RR

ccRRRR

z
RR

RcRc
z










   

 

e inverzija takva {to 21)( KK  . Zabe-

le`uvame deka centarot na inverzijata 
se sovpa|a so vnatre{niot centar na 
homotetija, to~ka 6.6, koj mo`eme da go 
konstruirame na na~in opi{an vo zabe-

13  Crt.
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le{ka 6.7. Za da ja konstruirame kru`-
nicata na inverzija potrebno e da posta-
pime kako vo primer 8.13.  
 

iv) Ako  

21 cc  , RRR  21  i Rcc 2|| 21   

toga{ preslikuvaweto  

2
21

4
|2|21|2

21
2

)(
cc

cc

z

Rcc
z







   

e inverzija takva {to 21)( KK  . Zabe-

le`uvame deka centarot na inverzijata 
e sredina na otse~kata 21OO , a pre-

se~nite to~ki na kru`nicite 1K  i 2K  

se nepodvi`ni, {to zna~i povtorno mo-
`eme da ja konstruirame kru`nicata na 
inverzija.  
 

iv) Ako  

21 cc  , RRR  21  i Rcc 2|| 21   

toga{ od teorema 8.4 sleduva deka ne 
postoi inverzija so sakanoto svojstvo.  
 

 

8.17. Od toa {to inverzijata e biek-
cija sleduva to~nosta na slednata teore-
ma.  

Teorema. Ako dve pravi, odnosno 
prava i kru`nica, odnosno dve kru`ni-
ci nemaat zaedni~ki to~ki ili se dopi-
raat ili se se~at vo dve to~ki, toga{ i 
nivnite sliki pri inverzija   nemaat 
zaedni~ki to~ki ili se dopiraat ili se 
se~at vo dve to~ki, soodvetno.  

 
 

8.18. Neka pravata )( p  i kru`nicata 
K  se se~at vo to~kite M  i N . Ako vo 
to~kata M  povle~eme tangenta )(t  na 
kru`nicata K  i so   go ozna~ime 
pomaliot agol me|u pravite )( p  i )(t , 

toga{ }e velime deka kru`nicata K  i 
pravata )( p  se se~at pod agol  .  

Neka kru`nicite K  i *K  se se~at 
vo to~kite M  i N . Ako vo to~kata M  
povle~eme tangenti )( 1t  i )( 2t  na kru`-

nicite K  i *K  i so   go ozna~ime 
pomaliot agol me|u pravite )( 1t  i )( 2t  

toga{ }e velime deka kru`nicite K  i 
*K  se se~at pod agol  .  
Za kru`nicata K  }e velime deka 

ortogonalno ja se~e kru`nicata *K  

ako K  i *K  se se~at pod agol od 090 .  

 

Vo teorema  8.2 doka`avme deka ne-
podvi`ni to~ki pri inverzijata   so 
kru`nica 0K  se samo to~kite od 0K , 

{to zna~i deka kru`nicata 0K  e to~ka-

sto nepodvi`na za  . Od teorema 8.8 
sleduva deka ne postoi to~kasto nepo-
dvi`na prava za  , no sekoja prava koja 
minuva niz centarot na inverzijata e 
nepodvi`na za  . Se postavuva pra{awe 
dali postojat i drugi kru`nici, raz-
li~ni od 0K , koi se nepodvi`ni pri in-

verzijata  .  
 

Od teorema 8.6 sleduva deka ako tak-
va kru`nica RbzK  |:|1  postoi, to-

ga{ taa mora da ja se~e kru`nicata na 
inverzija 0K , pa zatoa taa }e ima dve 

nepodvi`ni to~ki. Ednata od ovie to~-
ki da ja ozna~ime so T  i neka nejziniot 
afiks e 1z  (crt. 14). Sega, od dokazot na 

teorema 8.14 sleduva deka RbzK  |:|1  

e nepodvi`na za inverzijata (1) ako i 

samo ako 
22 ||

)(

abR

abmab


 , odnosno ako i 

samo ako 22 || abRm  . Poslednoto 
ravenstvo e ekvivalentno na ravenstvo-

to 
bz

bz

az

az







 
1

1

1

1 , pa zatoa 1K  e nepod-

vi`na za inverzijata (1) ako i samo ako 
tangentite na 1K  i 0K  povle~eni vo 

to~kata T  se zaemno normalni.  
So toa ja doka`avme slednata teore-

ma.  
 

Teorema. Kru`nicata 1K , razli~na 

od  0K  e nepodvi`na za inverzijata   

ako i samo ako 1K  ortogonalno ja se~e 

0K .  

14  Crt.
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8.19. Teorema. Agol me|u dve pravi, 
me|u prava i kru`nica ili me|u dve 
kru`nici se zapazuva pri sekoja inver-
zija. 

 

Dokaz. Neka inverzijata e dadena so 
(1) i neka )( p  i )(q  se dve pravi ~ii av-
tokowugirani ravenki se  

R CABCzBAz ,,0  i 

R 111111 ,,0 CABCzBzA  
 

soodvetno. Mo`ni se slednite slu~ai.  
 

i) Pravite )( p  i )(q  minuvaat niz 
centarot na inverzijata. Od dokazot na 
teorema 8.9 sleduva deka )( p  i )(q  se 
nepodvi`ni, pa zatoa agolot me|u niv se 
zapazuva.  

 

ii) Edna od pravite, na primer )( p , 
minuva niz centarot na inverzijata, a 
drugata, vo slu~ajot )(q , ne minuva niz 
centarot na inverzijata. Od dokazot na 
teortema 8.9 sleduva deka pravata )( p  e 
nepodvi`na, a pravata )(q  se presliku-
va vo kru`nica  

||

||

111

1

111

1 |:|)(
CaBaA

Am

CaBaA

mB
azq


 . 

 

Pritoa pravata )( p  i kru`nicata )(q  
se se~at vo centarot na inverzijata ~ij 
afiks e a . Ravenkata na tangentata 

)( 1q  na kru`nicata )(q  povle~ena vo 

to~kata a  e 011111  BaaACzBzA . 

Neposredno se proveruva deka za kom-
pleksnite aglovi koeficienti 321 ,,   

na pravite )( p , )(q , )( 1q  va`i 
3

1

2

1




  . 

Sega tvrdeweto na teoremata sleduva od 
teorema 1.7.  
 

iii) Pravite )( p  i )(q  ne minuvaat 
niz centarot na inverzijata. Od dokazot 
na teorema 8.9 sleduva deka slikite na 
pravite )( p  i )(q  se kru`nici ~ii ra-

venki se 
||

||||
CaBAa

Am

CaBAa
Bmaz


  i 

||

||

111

1

111

1 ||
CaBaA

Am

CaBaA

mB
az


 , i kru`-

nicite )( p  i )(q se se~at vo centarot 
na inverzijata ~ij afiks e a . Ravenkite 
na tangentite )( 1p  i )( 1q  na kru`nici-

te )( p  i )(q  povle~ena vo to~kata a  
se  

0 BaaACzBAz   i  
 

011111  BaaACzBzA , 
 

soodvetno. Neposredno se proveruva de-
ka za kompleksnite aglovi koeficienti 

4321 ,,,   na pravite )( p , )(q , )( 1p , 

)( 1q  va`i 
4

3

2

1




  . Sega tvrdeweto na 

teoremata sleduva od teorema 1.7.  
 

Ostanatiot del od teoremata se 
doka`uva analogno, pri {to pokraj 
teorema 8.9 se koristat i teoremite 8.12 
i 8.14.  
 

8.20. Primer. Neka pravata )( p  i 
kru`nicata ),( ROK  nemaat zaedni~ki 
to~ki. Doka`ete deka postoi inverzija 
  takva {to )( p  i )(K  se dve koncen-
tri~ni kru`nici.  

 

Re{enie. Niz centarot O  na kru`-
nicata K  povlekuvame prava )(q  normal-
na na pravata )( p  i neka )()( qpP  . 
Neka T  e proizvolna to~ka od K , koja ne 
pripa|a na )(q , i S  e edna od prese~nite 

to~ki na kru`nicata ),(1 PTPK  so prava-

ta )(q .  
 

 

Zemame inverzija I  so centar vo S  
i proizvolen koeficient. Spored teo-
remite 8.9 i 8.14 slikite )( p  i )(K  se 
kru`nici. Da gi opredelime nivnite 
centri.  
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Pravata )( p  ortogonalno gi se~e 
pravata )(q  i kru`nicata 1K , pa od 

teorema 8.19 sleduva deka )( p  ortogo-
nalno gi se~e )(q  i )( 1K . Od teorema 

8.9 sleduva deka qq  )( , a od teorema 
8.12 sleduva deka )( 1K  e prava. Bidej}i 

pravite )(q  i )( 1K  ortogonalno ja se-

~at kru`nicata )( p  nejziniot centar 

''O  se nao|a vo presekot na ovie pravi. 
Zna~i, )()('' 1KqO  .  

 

Kru`nicata K  ortogonalno gi se~e 
pravata )(q  i kru`nicata 1K , pa od 

teorema 8.19 sleduva deka )(K  orto-
gonalno gi se~e )(q  i )( 1K , {to zna~i 

deka )(K  ortogonalno gi se~e )(q  i 

)( 1K . Spored toa, za centarot 'O  na 

kru`nicata )(K  va`i )()(' 1KqO  .  

Kone~no, ''' OO  , {to zna~i deka 
)( p  i )(K  se dve koncentri~ni kru`-

nici.  
 
 

8.21. Primer. Slednata zada~a pret-
hodno go re{ivme so pomo{ na homote-
tija, primer 7.18. Ovde istata zada~a }e 
ja re{ime so pomo{ na inverzija.  

 
 

Primer. Da se konstruira kru`nica, 
koja{to minuva niz dve dadeni to~ki i 
dopira dadena prava.  

 

Re{enie. Neka se dadeni to~kte A  i 
B  i pravata c . Pretpostavuvame deka 
to~kite A  i B  le`at vo ista poluram-
nina vo odnos na pravata c  i deka pra-
vata AB  ne e paralelna so pravata c .  

Neka   e inverzija so centar vo A  i 

koeficient 
2

AB . Toga{, BB  )(  i 
)(c  e kru`nica 1K  koja {to minuva niz 

to~kata A . Baranata kru`nica K  mi-
nuva niz to~kata A , pa zatoa )(K  }e 
bide prava koja minuva niz to~kata B  i 
ja dopira kru`nicata 1K , t.e. toa }e 

bide tangentata na kru`nicata  1K  pov-

le~ena od to~kata B . Od dosega izne-
senoto ja imame slednata konstrukcija 
(crt. 16).  

 

 

- Izbirame inverzija   so centar 

vo A  i koeficient 
2

AB .  
 

- Konstrirame kru`nica )(1 cK   
  

- Od to~kata B  povlekuvame tan-
genti )'(t  i )''(t  na kru`nicata 

1K .  
 

- Baranite kru`nici se kru`ni-
cite )'(' tK   i )''('' tK  .  
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