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1. INTRODUCTION  

The notion of stability is a component of the correctness of a 
mathematical problem and in the general case it points to a continuous 
dependence of its solution u on input data of the problem ϕ , i.e., there exists 
such a constant 0>ρ , independent of the solution and input data, that for all 

ϕϕ ~,  from a certain allowable admissible set the following estimate holds:  

             
21

~~ ϕϕρ −≤−uu ,                                             (1) 

where 
21

, ⋅⋅  are certain norms and ũ is the solution of the same problem 
with perturbed input data ϕ~ . The problem of stability becomes particularly 
urgent in the mathematical modelling of applied problems where input data can 
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be given roughly (as a result of experimental measurements, observations etc.). 
For linear operator equations, estimate (1) is equivalent to the a priori estimate:  

21
ϕρ≤u . 

In the case of differential equations ρ most commonly take the following 
magnitudes:  

,0;,, >==== − constCeCe tCtC ρρρ  
where t is variable. The problem is called globally stable (or stable for a long 
time) if constt →= )(ρρ  when +∞→t , and asymptotically stable if 

0)( →tρ  when +∞→t .   
Extensive literature is devoted to the construction of a priori estimates for 

linear evolutionary differential-operator equations (see e.g. [8-12]). In the 
present note we give a brief review of results obtained in [1-7].  

2. ABSTRACT FIRST ORDER LINEAR CAUCHY PROBLEM  

Let H be a real separable Hilbert space with an inner product ),( ⋅⋅  and a 

norm ⋅ , and A  — an unbounded self-adjoint positively defined linear 
operator with the domain  dense in H. The expression )(AD

),(, ),,(),( ADvuvAuvu A ∈=  satisfies the axioms of the inner product. The 

closure of  in the norm )(AD 2/1),( AA
uuu =  is so-called energy space  

. In an analogous way on obtains the space HH A ⊂ HH
A

⊃−1 .  Further, 

  is the adjoint space for , inner product  can be 

continuously extended on 

∗=− AA HH 1 AH ),( vu

AA
HH ×−1 , and the operator A  can be extended to 

the mapping . Spaces  1: −→
AA HHA ,AH H  and  form a Gelfand 

triple: .   
1−A

H

1−⊂⊂
AA HHH

We also introduce Lebesgue space  of functions  that map 
the segment  to 

);,0(2 HTL )(tu
Rba ⊂),( H  [10,12], with inner product and norm:  

∫=
b

a
HbaL dttvtuvu ))(),((),( );,(2

,   ( ) 2/1
);,();,( 22

, HbaLHbaL
uuu =  . 

Consider the abstract Cauchy problem:  

                 )()(;)0(;0),()()( 0 ⋅=′⋅=>=+′
dt
duuttftAutuB    ,         (2)  

where B  is self-adjoint positively defined linear operator in H  and A  is an 
unbounded self-adjoint positively defined linear operator in .  BH

 14



 

 
2.1. Global Stability  

Taking inner product of (2) with  we obtain:   u2
),(2),(2),(2 ufuAuuuB =+′ . 

From here, using Cauchy-Schwarz inequality follows:   

               ( ) ( ) 2222
1)()()(),(2)(2)( −+≤=+

′
AAAB

tftututftutu .          (2)  
Integrating (2) we finally obtain well known energy estimate:  

                 dssfudssutu
t

AB

t

AB ∫∫ −+≤+
0

22
0

0

22
1)()()( .                      (3) 

Using obvious relations  

( ) ( )
BAABBB

tutututututu )()()(,)()(2)( 22 ≥′=
′

 
and Cauchy-Schwarz inequality  

( ) 1)()()(),( −≤
BB

tftututf . 
from (2) also follows:  

                dssfudssutu
t

BB

t

AB ∫∫ −+≤+
0

0
0

1)()()( .                        (4) 

By Fourier methods one obtains a priori estimates (see [4,7]):  

         ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤

−

−
∫∫∫ − dssfudsds

ss

susu t

AB

t
B

t

0

22
0

0
2

2

0
1)(4'

'

)'()(
π .                (5)  

From (3) and (5) one easily obtains the following scale of a priori 
estimates (see [4,7]):  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤+ ∫∫ −

∈
−− dssfABudssusBu

t

BA

t

BAts 0

212
0

0

22

],0[
)(2)()(max 11 ,  

( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∫ −++≤∫

−

−
∫+∫+

∈
ds

t

A
sf

B
udsds

t

ss
Bsusut

ds
t

AsuBsu
ts 0

2
1)(

2
024'

0 2'

2)'()(

00

2)(2)(
],0[

max π

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤++ ∫∫∫ −−

∈
dssfudssudssAusu

t

BA

t

B

t

BAts 0

22
0

0

2

0

22

],0[
11 )(3)(')()(max ,           (6)  

≤∫
−

−
∫+∫ −+−∈

'
0 2'

2)'(')('

00

2
)(12

1)(
],0[

max dsds
t

ss
Bsusut

ds
t

A
sAuB

B
sAu

ts
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( )
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
+++≤ ∫∫∫

−

−
− '

'

)'()(
)(28

0
2

2

00

212
0

1

1 dsds
ss

sfsf
dssfBAu

t
B

tt

AB
π ,  

etc.  
Analogously, from (4) one obtains [7]:  

   dssfBudssAutu
t

AA

t

BA ∫∫ −+≤+ −

0

1
0

0
)()()( 1 ,  

            dssfABAudssAuBtAu
t

BB

t

AB ∫∫ −−−
−− +≤+

0

1
0

0

1
111 )()()( ,        (7)  

       dssfABBAuBdssAuABtAuB
t

AA

t

BA ∫∫ −−−−− +≤+
−

0

11
0

1

0

11 )()()( 1 ,  

etc.  
 
2.2. Asymptotic Stability  

Using inequality  
                                              2

1
2

BA
uu λ≥  ,                                            (8)  

where 1λ  is the minimal eigenvalue of the spectral problem BuAu λ= , from 
(2) follows:  

                             ( ) 22
1

2
1)()()( −≤+

′
ABB

tftutu λ                                     (9)  
and  

                              ( ) 1)()()( 1 −≤+′
BBB

tftutu λ .                                 (10)  
From (9), similarly as in the previous case one obtains (see [7]):  

                          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ ∫ −−

−− dssfAeBuetBu
t

B

s
A

t
A

0

212
0

2 )()( 1
1

1
1

λλ ,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ ∫ −

− dssfeuetu
t

A
s

B
t

B
0

22
0

2
1

11 )()( λλ ,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ ∫ −

− dssfeuetu
t

B
s

A
t

A
0

22
0

2
1

11 )()( λλ ,                   (11)  

                          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ ∫ −−

−− dssfBeAuetAu
t

A

s
B

t
B

0

212
0

2 )()( 1
1

1
1

λλ ,   

etc.  
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From (10) one obtains (see [7]):  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ ∫ −

− dssfeuetu
t

B
s

B
t

B
0

0 1
11 )()( λλ ,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ ∫ −− dssfBeuetu

t

A

s
A

t
A

0

1
0 )()( 11 λλ ,  

                   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ ∫ −−−

−− dssfABeAuetAu
t

B

s
B

t
B

0

1
0 1

1
1

1
1 )()( λλ ,                (12) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤ ∫ −−−−− dssfABBeAuBetAuB

t

A

s

A

t

A
0

11
0

11 )()( 11 λλ ,  

etc.  
 

3. ABSTRACT SECOND ORDER LINEAR CAUCHY PROBLEM  

Consider the abstract Cauchy problem:  
     10 )0(;)0(;0),()()()( uuuuttftAutuBtuD =′=>=+′+′′ ,    (13)  
where  is self-adjoint positively defined linear operator in D H , A  is 
unbounded self-adjoint positively defined linear operator in  and DH B  is 
nonnegative linear operator in H . Using energy method and Gronwall lemma 
one obtains the following standard a priori estimate [12]:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++≤′+ ∫ − dssfuuetutu

t

DAD
t

AD
0

22
0

2
1

22
1)()()( .  

 
3.1. Global Stability  

Taking inner product of (13) with 2u' and using Cauchy-Schwarz 
inequality we obtain:  

( ) ( ) 11

2/122222 2),(22 −− +′≤′≤=′+
′

+′
DADDDBAD

fuufuufuuu
 . 

After integration one obtains [2,7]:      

( ) ( ) dssfuututu
t

DADAD ∫ −++≤′+
0

2/12
0

2
1

2/122
1)()()( .          (14)  

If  from (14) one obtains the following scale of a priori estimates 
[7]:  

0=B
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∫ −− ++≤
∈

t

AADDts
dssfDuusu

0
10],0[

11 )()(max ,  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++≤+′ ∫ −

∈
dssfuususu

t

DADADts 0
01],0[

1)(2)()(max ,  

( )≤+′+′′ −
∈

1)()()(max
],0[ DADts

sAususu  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′++++≤ ∫∫ −

−−− dssfDdssffAuu
t

A

t

DDDA
0

1

0
01 )()()0(12 111 ,  (15)  

( )≤+′+′′+′′′ −

∈
−

ADADts
sAuDsuAsusu )()()()(max 1

],0[
1  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′′++′++≤ ∫∫ −−−−

−−− dssfADdssffDfAuDAu
t

D

t

DADAD
0

1

0

1
0

1
1 1111 )()()0()0(22  

etc.  
 
3.2. Asymptotic Stability  

Consider the homogeneous Cauchy problem:  
              10 )0(;)0(;0,0)()()( uuuuttAutuBtu =′=>=+′+′′ ,       (16)  
where A  and  are unbounded linear positive self-adjoint operators in B H . 
Assume also that BAAB =  where this product is defined.  

Let the operator inequality , is satisfied. 
Taking inner product of (16) with 2u' one obtains:  

10,25.0 00
2 <<≥− cAcBA

                       ( ) 02 222 =′+
′

+′
BA

uuu .                                        (17)  
Identity (17) can be rearranged in the following manner  

              0
2
1

2
1 2

)(

2
2

2

2
4
12

4
1 =++′+

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++′

−− BAB
B

BA
uBuuuBuu  .     (18) 

Using inequality  
2

1
2 uu
B

λ≥ ,  

where 1λ  is the minimal eigenvalue of the spectral problem uBu λ= , and 
integrating (18) we obtain a priori estimate:  

                     

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++≤++

−
−

−

2
0

2

01
2

2

2
4
1

1
2

4
1 2

1)()(
2
1)('

BA
t

BA
uBuuetutButu λ  .    (19) 
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Similarly, from (17) follows  

0
2
1

2
1 2

2

)(

2
2

)( 12
4
112

4
1

=′+′++

′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
′+′+

−− −−
B

BABBA

uuBAuuuBAu , 

and after integration:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++≤′+′+
−−

−

−−

22

1)2
4
1(

1
2

1)2
4
1( 112

1
0

2)()(
2
1)( uBuAuetutuBtAu

BA

t

BA

λ
 

                                                                                                                         (20) 
 

From (19) and (20) one obtains the following estimate of the asymptotic 
stability [7,2]: 

                         ( )2
0

2
1

0

22
1

4)()(
A

t
A

uue
c

tutu +≤+′ −μ  .                      (21)  

In the case when the operator inequality , 
is fulfilled an analogous a priori estimate holds [7,2]:  

25.00,25.0 1
2

1
2 <<≥− cBcAB

                    ( )2
0

2
1

1

22
1

2)()( Buue
c

tButu t +≤+′ −ν .                       (22) 

Here  01 >ν  is the first eigenvalue of the operator .  2/12 )4( ABB −−
 

4. OPERATOR-DIFFERENCE SCHEMES   

Analogous results hold for two- and three-level operator-difference 
schemes in a Hilbert space H  (see [1-4]).  
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ZA KOMPLEKSNITE POLINOMI  ORTOGONALNI NA 

KRU@EN LAK 
 

Boro Piperevski 
Elektrotehni~ki fakultet, Skopje, e_mail: borom@etf.ukim.edu.mk  , 

 
Apstrakt: 

Se poka`uva deka nekoi potklasi kompleksni polinomi ortogonalni 
na kru`en lak vo odnos na skalaren proizvod koj ne e pozitivno definiten,  
definirani i prou~uvani od W. Gautschi., G.V.Milovanovic  i  M.G. de Bruin ,  
se re{enija na linearna diferencijalna ravenka od vtor red so polinomni 
koeficienti koja mo`e da se svede na sistem linearni diferencijalni 
ravenki od prv red. Pri toa e dobiena formula za tie polinomi i se 
dobivaat nekoi relacii me|u tie polinomi i klasi~nite ortogonalni 
polinomi. 
 

Neka e dadena diferencijalna ravenka od vid: 
 

(z2+Qz+R)(Sz+T)w” + (β2z2+β1z+β0)w’ + (γ1z+γ0)w = 0.        (1) 
 
Za ravenkata (1) e poka`ano 1983 godina [1]deka ima edno polinomno 
re{enie od stepen n ako se zadovoleni relaciite 
 

n2S + (β2 – S)n + γ1 = 0, 
                       S2(β0 +SR – QT) + T2(S +β2 ) – Tβ1S = 0,                   (2) 

                    S2( γ0 β1 +  γ0
2
  -  γ1β0)  + T(γ1+ β2)(Tγ1  - 2Sγ0 ) =0 

 
kade n e pomaliot, ako se dva, priroden broj  koj ja zadovoluva prvata 
relacija. Pri toa e dobiena i formulata za polinomnoto re{enie 
 

            ]))([( 12
1

1
Fn

n

n
F eRQzzKz

dx
dew −

−

−
− +++=  ,                   (3) 

 

kade  ∫ ++
+

= dz
RQzz

NMzF 2 , 2
212 ,

S
T

S
TN

S
SM βββ

−
−

=
−

= , 

1

01211 )2(
γ

γγββγ
S

STTSnT
K

+−−−
= . 
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 Vo istiot trud se poka`uva deka ravenkata (1), koja gi 
zadovoluva uslovite (2), mo`e da se svede na sistem diferencijalni 
ravenki od prv red od vid: 
 

     (a1z+a2)y’ + (b1z+b2)w’ + Ay = 0, 
 

       (c1z+c2)y’ + (d1z+d2)w’ + Bw = 0,        (4) 
 
kade  w=w(z), y=y(z),  a1, a2, b1, b2, c1, c2, d1, d2, A, B   se konstanti i va`i 
b1=0, nd1+B=0, ra1+A≠0 za r∈N, 0≤ r <n. Pri toa sistemot }e ima edno 
re{enie w=Pn(z), y=Qn-1(z) , kade Pn(z) e polinom od n ti stepen i Qn-1(z) 
polinom od n-1 vi stepen.  

Vo trudot na G.Milovanovic, W.Gautschi, H.Landau, objaven 1987 
godina [2], se definirani kompleksni polinomi ortogonalni na 
polukru`nica G = {z∈C | |z|=1, Imz > 0} vo odnos na skalaren proizvod 
definiran so (f, g) = , kade te`inska funkcija 

e w(z) = 

∫
Γ

− dzizzwzgzf 1))(()()(

2
1

2 )1(
−

−
λ

z  ,λ> 
2
1

−  i se poka`ani pove}e nivni svojstva. Vo 

istiot trud e poka`ano deka edna potklasa kompleksni polinomi , 
definirani so klasi~nite moni~ni ortogonalni polinomi na 
Gegenbauer, ortogonalni vo odnos  na te`inskata funkcija p(z) = 

2
1

2 )1(
−

−
λ

z , λ> 
2
1

−  ,  zadovoluva linearna diferencijalna ravenka 

od vtor red od vid (1), kade:  
 

  S = 2(2n+2λ–1)(n+ λ-1)iθn-1 , T = 4(n+ λ-1)2 θn-1
2  - n(n+2λ –1), 

     R= -1, Q = 0, β2 =2 λS, β1 = (2 λ+1)T,  β0 = S,  γ1 = -n(n+2λ –1)S,  
                  γ0 = (n+2λ –1)[n(2n+2λ –1) – (n-1)T], 
 
i kade θn  e dadena so rekuretnata vrska: 

1)1)((4
)12(

−−++
−+

=
n

n nn
nn

θλλ
λ

θ  , n∈N, i 
)1(

)
2
1(

0
+Γ

+Γ
=

λπ

λ
θ , 

G(x) e Gama funkcija. 
 Mo`e da se poka`e deka ovaa diferencijalna ravenka gi 
zadovoluva relaciite (2) i spored toa , vo soglasnost so formulata 
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(3), kompleksnite ortogonalni polinomi mo`at da se dobijat so 
formulata: 

                      
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

−+
−×

×−−+=

−+−
−

−

+−

2
3

21
1

1

2
1

22

1
)12(

)1(2

)1()12()(

λ

λλ

λ
θλ

λ

nn
n

n

n

zi
n
n

z
dz
d

znzw
                (5) 

 
Isto taka ovaa diferencijalna ravenka, vo soglasnost so 

sistemot (4), mo`e da se svede na sistemot: 
 

0)12(
)12(

1)1(2 1 =−++′
−+

−′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

− − ynw
nn

yi
n

n
z n λ

λ
λθ

, 

 

                      0
)12(

)1(2
)( 1 =−′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+
−+

−+′+ − nwwi
n

n
zyTSz n

λ
λθ

.                 (6) 

 
Pri toa sistemot ima edno re{enie dadeno so formulata (5) i so 
formulata:  
 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−=≡

−+

−

−+−

−
2
3

2
1

1
2
1

2
1 1)1()( λλλ n

n

n

n z
dz
dzPzy . 

 
so koja se dadeni polinomite na Gegenbauer  od n-1 –vi stepen. 
Soodvetnata diferencijalna ravenka vo odnos na y e 
diferencijalnata ravenka na Gegenbauer 
 

(z2-1)y” + (2λ+1)zy’ – (n-1)(n-1+2λ)y = 0,  
 

~ii re{enija se polinomite na Gegenbauer, ortogonalni na segmentot 

[-1, 1] vo odnos  na te`inskata funkcija p(z) = 2
1

2 )1(
−

−
λ

z  ,λ>
2
1

−  i 

spored definicijata va`i . )()()( 11 zPizPzw nnnn
λλλ θ −−−=

 
 Vo trudot na G.Milovanovic i P.Rajkovic, objaven 1992 godina 
[3], se razgledani kompleksni polinomi, ortogonalni na kru`en  lak 
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},,1|{ 2 RtgReiRzCz i
R =−≤≤++−=∈=Γ ϕϕπθϕθ vo odnos na 

skalaren proizvod definiran so (f, g) = , 

kade te`inska funkcija e w(z) = , α>-1, β>-1, 
definirani od M.G.de Bruin 1990 godina. Vo istiot trud e poka`ano 
deka edna takva potklasa kompleksni polinomi, definirani so 
klasi~nite moni~ni ortogonalni polinomi na Jacobi ,ortogonalni 
vo odnos  na te`inskata funkcija p(z) =  ,α > - 1, β > - 1,  
zadovoluva isto taka diferencijalna ravenka od vid (1) so 
relaciite (2), kade 

∫
Γ

−−
R

dzRizzwzgzf 1))(()()(

βα )1()1( zz +−

βα )1()1( zz +−

 
S = (2n+ α+β )(2n+α + β -1)i θn-1 ,  

 

1
22

1
22

2

)12(

2
12)(

)2(
))()((4

−

−

−+++

+
++
−++

−−
++

++++
−=

n

n

n

n
ni

n
nnnnT

θβα

θ
βα

βααβ
βα

βαβα

 

Q=0, R= -1, β2 =(α+β+1)S, β1= -(β - α)S+(α+β+2)T,  
 

 β0 = -(β - α )T + S,  γ1 = - n(n+α + β)S, 
 

                 γ0 = - n(n+α +β +1)T + 2

2
1

2
)( S

n
S

n
n

βαβα
αβ

++
−

++
−

 ,       (7) 

 

i kade  θn e dadena so 
)(

)(1

1
1 iR

iR
i n

n
n −

−
=

−
− ρ

ρ
θ , n∈N,  

∫
−

+−
−

=
1

1

),(

)1()1(
)(

)( dxxx
xz
xP

z n
n

βα
βα

ρ , 

 
a  ),( βα

nP  (x) e polinom na Jacobi od n –ti stepen. 

 Vo toj slu~aj, vo soglasnost so formulata (3), kompleksnite 
ortogonalni polinomi mo`at da se dobijat so formulata 
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 1

1
),( )1()1(

2 −

−
−− +−

++
++

= n

n

n dz
dzz

n
nw βαβα

βα
βα

{[(n+α +β )(2n+α+ β)z – 

- (β- α)(n+α + β ) – S](z-1)n+ α -1 (z+1)n+β -1 } ,                (8) 
 
kade S e daden so edna od relaciite (7) . 

Vo soglasnost so sistemot (4) soodvetniot sistem na koj ovaa 
diferencijalna ravenka mo`e da se svede e 

 

0)(
)(

1
)2(

)(
=+++′

++
−′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
−−

+ ynw
nn

y
nn

Snz βα
βαβα

αβ
, 

 

             0
)2)((

))(()( =−′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++
+++−

−+′+ nww
nn

SnzyTSz
βαβα

βααβ
.           (9) 

 
Soodvetnata diferencijalna ravenka koja se dobiva od ovoj sistem 
vo odnos na y e diferencijalnata ravenka na Jacobi   
 

(z2-1)y” + [(α+ β+2)z - (β- α)] y’ – (n-1)(n+α + β)y = 0. 
 
~ii re{enija se polinomite na Jacobi od stepen n-1 dadeni so 
formulata 

y(z) = (z) = ),(
1
βα

−nP 1

1

)1()1(
−

−
−− +− n

n

dz
dzz βα [(z-1)n+α - 1 (z+1)n+β -1 ] , 

ortogonalni na segmentot [-1, 1] vo odnos  na te`inskata funkcija  
p(z) =  ,α > - 1, β > - 1.  Pri toa va`i  βα )1()1( zz +−

)()()( ),(
11

),(),( zPizPzw nnnn
βαβαβα θ −−−= . 

Za  α = β = λ 
2
1

−  , λ > 
2
1

− ,  so ortogonalnost definirana na 

polukru`nica, se dobiva prviot slu~aj. 
Od soodvetnite sistemi (9) odnosno (6) mo`at da se dobijat i 

soodvetni relacii me|u kompleksnite ortogonalni polinomi i 
klasi~nite moni~ni ortogonalni polinomi na Jacobi odnosno 
Gegenbauer. Isto taka mo`e da se poka`e deka soodvetnite 
diferencijalni ravenki ~ii re{enija se kompleksnite ortogonalni 
polinomi nemaat vtoro partikularno re{enie polinom bidej}i 
potrebniot uslov stepenot na vtoroto polinomno re{enie da e 
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koren na karakteristi~nata ravenka ne e zadovolen. Imeno vtoriot 
koren na karakteristi~nata ravenka e   - (n+2λ-1)<0 (∉N) vo prviot 
slu~aj, i e - (n+α+β)<0 (∉N) vo vtoriot slu~aj. 
 

ON COMPLEX POLYNOMIALS ORTHOGONAL TO CIRCLE ARC 
 

Boro Piperevski 
  

Abstract 
It is shown that some subclasses of complex polynomials, orthogonal to circle arc are 
solutions of linear differential equation of second order which can be reduced to a 
system of linear differential equations of first order. A formula for this polynomials is 
also obtained, 
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EGZISTENCIJA I KONSTRUKCIJA NA OP[TO RE[ENIE 

NA EDNA KLASA LINEARNI DIFERENCIJALNI RAVENKI 
OD VTOR RED SO POLINOMNI KOEFICIENTI 

 
Boro Piperevski1 , Nevena Serafimova2

1Elektrotehni~ki fakultet - Skopje 
 2Voena Akademija”General Mihajlo Apostolski” - Skopje 
 
Apstrakt: 

Vo ovoj trud se razgleduva edna klasa linearni diferencijalni ravenki 
od vtor red so polinomni koeficienti. So smena na funkcijata i so 
koristewe na egzistencijalen uslov za polinomno re{enie se dobieni 
egzistencijalni uslovi za integrabilnost vo koi e sodr`an priroden broj. 
Pri toa e dobiena i formula za op{to re{enie na ravenkata i na kraj se 
dadeni pove}e primeri. 
 
 

1. Neka e dadena diferencijalna ravenka od vid 
 

                                       (1) ,0')(")( 00101
2

2 =+++++ ycybxbyaxaxa
   

odnosno od vid  
Ay” + By’ + Cy = 0, 

kade .  00101
2

2 ,, cCbxbBaxaxaA =+=++=
 

Neka diferencijalnata ravenka (1) ima polinomno re{enie 
od stepen n i nema drugo polinomno re{enie od stepen pomal od n. 
Toga{ n e koren na karakteristi~nata ravenka: 
 

                            0'"
2

)1(
=++

− CnBAnn
.                                           (2) 

Diferencijalnata ravenka:  
 

      Av” + (B+nA’)v’ = 0,                                               (3) 

 
ima dve linearno nezavisni partikularni re{enija 
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v1 = 1,    v2 = ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n . 

So smenata  

v = weA
dx

A
B

n ∫−−1 , 
 
ravenkata (3) se transformira vo ravenkata:  
 

                          Aw” – [(n-2)A’+B]w’ – [(n-1)A” + B’]w = 0,              (4) 

 

koja, soglasno smenata ima dve linearno nezavisni partikularni 
re{enija: 
 

w1 = ∫− dx
A
B

n eA 1  , w2 = ∫− dx
A
B

n eA 1 ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n . 

 
Po n posledovatelni diferencirawa na ravenkata (4) se 

dobiva ravenkata:  
 

Aw(n+2) + (2A’-B)w(n+1) + [A” - B’- ( '"
2

)1( nBAnn
+

−
)]w(n) = 0, 

 
ili , vo soglasnost so uslovot (2), ravenkata:  
 

Aw(n+2) + (2A’-B)w(n+1)  + (A” - B’+ C)w(n) = 0, 
 

Vo soglasnost so soodvetnata smena poslednata ravenka ima 
dve partikularni re{enija w1 i w2 za koi va`i 
 

w1
(n) = ( ∫− dx

A
B

n eA 1 )(n) , w2
(n) = ( ∫− dx

A
B

n eA 1 ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n )(n) , 

 
a, o~igledno, ostanatite n partikularni re{enija so koi zaedno se 
formira eden fundamentalen sistem, se stepenskite funkcii 1, x, x2, 
..., xn-1 . 
Ako vo poslednata diferencijalna ravenka se stavi w(n) = z, }e se 
dobie ravenkata:  

Az” + (2A’-B)z’  + (A” - B’+ C)z = 0, 
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koja ima op{to re{enie  

z = C1 (
∫− dx

A
B

n eA 1 )(n) + C2 (
∫− dx

A
B

n eA 1 ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n )(n) . 

So smenata  

z = yeA
dx

A
B
∫−1  

 
definitivno se dobiva ravenkata (1) i nejzinoto op{to re{enie }e 
bide dadeno so formulata 
 

        y = C1 
∫− dx

A
B

Ae  ( ∫− dx
A
B

n eA 1 )(n) +  

+C2 
∫− dx

A
B

Ae ( ∫− dx
A
B

n eA 1 ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n )(n) ,           (5) 

kade C1,C2  se proizvolni konstanti. 
Polinomnoto  re{enie od stepen n e dadeno so formula 

Pn = ∫− dx
A
B

Ae  ( ∫− dx
A
B

n eA 1 )(n) , 
 

nare~ena formula na Rodrigez. 
 

So standardna procedura koga e poznato edno partikularno 
re{enie y = F(x) za op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka 
(1) se dobiva druga, razli~na od formulata (5), formula: 

            y = C2F + C1F ∫ ∫− A
B

e
F 2

1
.                  (5*) 

  
2. Neka e dadena diferencijalna ravenka od vid (1) i neka x1, x2  

se realni razli~ni koreni na kvadratnata ravenka a2x2 + a1x + a0 = 0, 
pri {to a2 ≠ 0. Neka diferencijalnata ravenka (1) ja zapi{eme vo 
vid: 
 

                0
))((

'"
2121

=
−−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−

+ y
xxxx

ry
xx

q
xx

p
y ,                     (6) 

 

kade 
21

011

xx
bxb

p
−
+

= , 
12

021

xx
bxb

q
−
+

= , r = c0 . 
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So transformaciite 

y = (x-x1)1-p z1 , 
      y = (x-x2)1-q z2 ,             (7) 
y = (x-x1)1-p (x-x2)1-q z3 , 

 
ravenkata (6) se transformira vo najmnogu tri drugi ravenki od ista 
forma [1,2], dadeni so  
 

0
))((

'
2

" 1
21

1
21

1 =
−−
+−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−
−

+ z
xxxx

qpqr
z

xx
q

xx
p

z , 

                       0
))((

'
2

" 2
21

2
21

2 =
−−
+−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+
−

+ z
xxxx
ppqr

z
xx
q

xx
p

z ,                   (8) 

0
))((

2
'

22
" 3

21
3

21
3 =

−−
+−−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+
−
−

+ z
xxxx

qpr
z

xx
q

xx
p

z . 

 
Uslovot karakteristi~nata ravenka   t2 + (p+q-1)t + r = 0  da 

ima koren priroden broj n ,pomaliot ako i dvata korena se prirodni 
broevi, e potreben i dovolen uslov  diferencijalnata ravenka  (6) 
da ima edno polinomno re{enie od stepen n i da nema drugo 
polinomno re{enie od stepen pomal od n. Ovoj uslov primenet na 
ravenkata (6) i ravenkite (8), }e bide daden soodvetno so relaciite          
 

n2 + (p+q-1)n + r = 0, 
           n2 + (q-p+1)n + r-pq +q = 0,                     (9) 

n2 + (p-q+1)n + r-pq +p = 0, 
n2 + (3-p-q)n + r-p-q+2 = 0, 

 
kade vo sekoja od relaciite n  e priroden broj (pomaliot ako 
soodvetnata karakteristi~na ravenka ima koreni dva prirodni 
broja). 
 Ako diferencijalnata ravenka od vid (6) ima edno polinomno 
re{enie od stepen n i nema drugo polinomno re{enie od stepen 
pomal od n, toga{ vo soglasnost so formulata (5), nejzinoto op{to 
re{enie }e bide dadeno so formulata:  
  

[{ +−−−−= −+−+−−
1

1
2

1
1

1
2

1
1 )()()()( Cxxxxxxxxy qnpnqp

] }∫ −−−− −−+ )(
212 )()( nqnpn dxxxxxC , C1,C2 - konstanti. 
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TEOREMA: Neka e dadena diferencijalna ravenka (6). Neka 
t=a e koren na karakteristi~nata ravenka  t2 + (p+q-1)t + r = 0. Ako 
korenot a zadovoluva eden od uslovite: 
 
10     a ∈ N , pomaliot koren ako se dvata prirodni broevi, 
 
20     a + p-1∈ N  ili –(a+q) ∈ N , pomaliot koren ako se dvata 
prirodni broevi, 
 
30     a + q-1∈ N  ili –(a+p) ∈ N , pomaliot koren ako se dvata 
prirodni broevi, 
 
40     a + p+q-2∈ N  ili –(a+1) ∈ N , pomaliot koren ako se dvata 
prirodni   broevi, 
 
toga{ ravenkata (6) e integrabilna vo zatvoren vid i pri toa vo 
soglasnost so formulata (5) ima op{to re{enie  , soodvetno za sekoj 
slu~aj,  dadeno so formulata: 
 

 10   [{ +−−−−= −+−+−−
1

1
2

1
1

1
2

1
1 )()()()( Cxxxxxxxxy qnpnqp  

] }∫ −−−− −−+ )(
212 )()( nqnpn dxxxxxC  , kade  n = a. 

 
20 [{ +−−−= −++−−

1
1

2
1

1
1

2 )()()( Cxxxxxxy qnpnq  

] }∫ −−−+− −−+ )(
2

2
12 )()( nqnpn dxxxxxC , kade n = a + p-1 ili  

n = –(a+q), 
30 [{ +−−−= +−−+−

1
1

2
1

1
1

1 )()()( Cxxxxxxy qnpnp  

] }∫ −+−−− −−+ )(2
212 )()( nqnpn dxxxxxC , kade n = a + q-1  ili  

n= –(a+p). 
 
40 [{ +−−= +−+−

1
1

2
1

1 )()( Cxxxxy qnpn  

] }∫ −+−−+− −−+ )(2
2

2
12 )()( nqnpn dxxxxxC , kade n=a + p+q-2  ili 

n = –(a+1) ,  
pri {to  C1,C2 se proizvolni konstanti. 
 

Uslovite 10 , 20, 30 i 40 se dobieni od relaciite (9) vo 
soglasnost so uslovot (2) primenet na diferencijalnite ravenki (6) 
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i (8) soodvetno. Formulite 10, 20, 30 i 40 za op{to re{enie se 
dobieni vrz osnova na formulata (5) i soodvetnite transformacii 
(7). 

Vo slu~ajot 10 diferencijalnata ravenka (6) ima edno 
polinomno re{enie dadeno so formulata na Rodriges. Vo soglasnost 
so dadenite formuli diferencijalnata ravenka (6) }e ima edno 
racionalno re{enie ako barem eden od broevite p i  q   e cel broj. 
 
Primer 1:     

Neka e dadena diferencijalnata ravenka od vtor red 
        .                    (1.1) 08')43(")23( 2 =−++++ yyxyxx

Korenite na polinomot od vtor red se 11 −=x   i 22 −=x  . 

Zemaj}i   2,1 == qp   i 8−=r ,   ravenkata (1.1)   mo`e da se zapi{e 
vo oblikot 

      0
)2)(1(

8'
2

2
1

1" =
++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
+ y

xx
y

xx
y   ,                   (1.1’)  

a nejzinata karakteristi~na ravenka glasi      .083)1( =−+− ttt  
Bidej}i poslednata ravenka ima eden edinstven priroden 

koren  , spored slu~ajot 12=a 0, ravenkata (1.1) }e ima polinomno 
re{enie od stepen 2.  Nejzinoto op{to re{enie spored formulata 10 
e dadeno so: 
 

y = (x+2)-1 {(x+1)2(x+2)3 [C1 + C2 ∫(x+1)-3(x+2)-4dx]}” = 
= C1(20x2+56x+38) + 

C2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
+++

++
++−

∫ 43
2

32

2

)2()1(
)385620(

)2()1(
3

xx
dxxx

xx
xx

.

 
 Vo soglasnost so formulata (5*) op{toto re{enie e dadeno i so 
  

 ∫ ++
⋅+= dx

xxF
FCFCy 2221 )2)(1(

11
 ,   

kade .  192810 2 ++= xxF
So smenite , , ,  

,i=1,2,3    vo (1) , se dobivaat ravenkite: 
1

11)2( zxy −+= 2
1)2( zxy −+= 3

1)2( zxy −+=
)(xzz ii =
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08')43(")23( 111
2 =−++++ zzxzxx , 

09')2(")23( 222
2 =−++++ zzxzxx ,   

09')2(")23( 333
2 =−++++ zzxzxx , 

odnosno ravenkite 

0
)2)(1(

8'
2

2
1

1" 111 =
++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
+ z

xx
z

xx
z , 

0
)2)(1(

9'
2

0
1

1" 222 =
++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
+ z

xx
z

xx
z , 

0
)2)(1(

9'
2

0
1

1" 333 =
++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
+ z

xx
z

xx
z , 

 
koi vo soglasnost so smenite imaat op{ti re{enija:  
 

z1 = y =  C1(20x2+56x+38) + 

C2 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
+++

++
++−

∫ 43
2

32

2

)2()1(
)385620(

)2()1(
3

xx
dxxx

xx
xx

, 

 
z2 =z3 =C1(x+2)(20x2+56x+38) + 

C2 (x+2) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

++
+++

++
++−

∫ 43
2

32

2

)2()1(
)385620(

)2()1(
3

xx
dxxx

xx
xx

. 

 
Primer 2: 

Neka e dadena diferencijalnata ravenka od vtor red: 
 

03')28(")844( 2 =−++−− yyxyxx .               (2.1) 

Nulite na polinomot pred "y  se 11 −=x   i  22 =x , i taa mo`e da se 
zapi{e vo oblikot: 

       0
)2)(1(4

3'
)2(2

3
)1(2

1" =
−+

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

+ y
xx

y
xx

y .        (2.1’) 

 

Ottuka, gi dobivame vrednostite  
2
3,

2
1

== qp   i   
4
3

−=r    . 
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Karakteristi~nata ravenka na (2.1)  glasi 0
4
32)1( =−+− ttt  ,   i ima 

koreni  
2
3

1 −=a   i 
2
1

2 =a   .  Jasno e deka (2.1)  nema da ima 

polinomni re{enija. Za 
2
1

2 =a  se dobiva Ν∈=−+ 11qa , slu~aj 

30,  i so smenata  2
2
1

)2( zxy
−

−= ,  ,  se dobiva edinstvenata 
transformirana ravenka:  

)(22 xzz =

 

  02')12(")422( 222
2 =−−+−− zzxzxx ,                   (2.2)  

odnosno 

0
)2)(1(

1'
)2(2

1
)1(2

1" 222 =
−+

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

+ z
xx

z
xx

z , 

koja ima polinomno re{enie. 
Spored formulata 30 op{toto re{enie na ravenkata (2.1)  e 

 
′

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−++−++= ∫
−−

])2()1([)2()1()1( 2
3

2
3

21
2
1

2
1

2
1

dxxxCCxxxy = 

= 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−++−

−
2
1

2
1

1 )2)(1()2(
2
1 xxxC  + 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−++−+−+ ∫

−−−− dxxxxxxxxC 2
3

2
3

2
1

2
1

12
1

2 )2()1(])2)(1()2[(
2
1)2()1(

 
Vo soglasnost so smenata op{toto re{enie na ravenkata (2.2) }e 
bide dadeno so formulata  

yxz 2
1

2 )2( −=  = )12(
2
1

1 −xC  + 

+ 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+−+−+ ∫

−−−
dxxxxxxC 2

3
2
3

2
1

2
1

2 )2()1()12(
2
1)2()1( . 
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So smenite  1
2
1

)1( zxy +=     i   3
2
1

2
1

)2()1( zxxy
−

−+=  , se dobivaat 

sodvetno ravenkite: 
 

0')36(")422( 11
2 =−+−− zxzxx ,                        

03')108(")844( 333
2 =−−+−− zzxzxx  ,            

 
odnosno  

0'
)2(2

3
)1(2

3" 11 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

+ z
xx

z , 

0
)2)(1(4

3'
)2(2

1
)1(2

3" 333 =
−+

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
+

+ z
xx

z
xx

z , 

 
~ii op{ti re{enija  mo`e da se dobijat koristej}i gi soodvetnite 
smeni na transformacija. 
 
Primer 3:     

Neka e dadena diferencijalnata ravenka od vtor red: 
 

     07')107(")23( 2 =−++++ yyxyxx .                   (3.1) 
 

Korenite na polinomot 232 ++ xx   se 11 =x   i  22 =x ,  i taa mo`e 
da se zapi{e vo oblikot: 
 

0
)2)(1(

7'
2

4
1

3" =
++

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
+ y

xx
y

xx
y .            (3.1’) 

 
Karakteristi~nata ravenka na (3.1)  e  077)1( =−+− ttt   ,  so 

re{enija  Ν∈= 1a    i  71 −=a . Od (3.1’) gi dobivame  4,3 == qp    

i  7−=r ,    od kade sledi ,41,31 Ν∈=−+Ν∈=−+ qapa  

Ν∈=−++ 62qpa . Spored toa  zaklu~uvame deka (3.1),  zaedno so 
transformiranite ravenki: 
 

         ,   (3.2) 015')23(")23( 111
2 =−++++ zzxzxx
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         ,       (3.3) 016')4(")23( 222
2 =−++++ zzxzxx

      ,                             (3.4) 012')43(")23( 333
2 =−+−++ zzxzxx

 
koi se dobieni so soodvetnite smeni 
 

 ,3
32

2
3

1
2 )2()1(,)2(,)1( zxxyzxyzxy −−−− ++=+=+=  

 
}e imaat polinomni re{enija.   

So koristewe na formulata 10 se dobiva op{toto re{enie na 
ravenkata (3.1): 
y = (x+1)-2 (x+2)-3 {C1[(x+1)3(x+2)4]’ + C2[(x+1)3(x+2)4∫(x+1)-4(x+2)-5dx]’} =  

 
= [ ]∫ −−−− ++++++++ dxxxxxxCxC 5443

21 )2()1()107()2()1()107( . 
 

Op{tite re{enija na (3.2), (3.3) i (3.4) , mo`e da se dobijat 
koristej}i gi soodvetnite smeni na transformacija: 
 

[ ],)2()1()107()1()2()1(

)107()1(
54241

2

2
11

∫ −−−− ++++++++

+++=

dxxxxxxxC

xxCz
 

[ ],)2()1()107()2()2()1(

)107()2(
54313

2

3
12

∫ −−−− ++++++++

+++=

dxxxxxxxC

xxCz
 

z3 =  [ +++++++ −− 11
2

32
1 )2()1()107()2()1( xxCxxxC  

]∫ −− ++++++ dxxxxxx 5432 )2()1()107()2()1( . 
 
Op{toto re{enie na ravenkata (3.1),  spored formulata (5*), mo`e 
da bide dadeno i so formulata : 
 

 ∫
∫ ++

+
−

+
+++= dxe

x
xCxCy

dx
xx

x
)2)(1(

107

221 )107(
1)107()107( . 

 
Primer 4: 

Neka e dadena diferencijalnata ravenka od vtor red 
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        0
)2)(1(

4'
2

4
1

3" =
−−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
−+

xx
y

xx
y                        (4.1) 

Nejzinata karakteristi~na ravenka e dadena so   04)1( =−+− ttt  ,  

~ie edinstveno pozitivno celobrojno re{enie e 2=a  . Ottuka, 
ravenkata (4.1) ima polinomno re{enie od stepen 2. 
Bidej}i  ,4,4,3 −==−= rqp   dobivame  
  Ν∈=−++Ν∈=−+ 12,51 qpaqa   
         
od kade zaklu~uvame deka i ravenkite: 
 

     0
)2)(1(

5'
2

2
1

3" 222 =
−−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
−
−

+ z
xx

z
xx

z  ,                  (4.2) 

     0
)2)(1(

3'
2

2
1

5" 333 =
−−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
−

+ z
xx

z
xx

z ,                 (4.3) 

 

dobieni od (4.1) so smenite    , , 

imaat polinomni re{enija. 
2

3)2( zxy −−= 3
34 )2()1( zxxy −−−=

Vo soglasnost so formulata 10  op{toto re{enie na 
ravenkata (4.1) e dadeno so formulata: 
 

y = (x-1)4 (x-2)-3 {C1[(x-1)-2(x-2)5]” + C2[(x-1)-2(x-2)5∫(x-1) (x-2)-6dx]”}= 

= 32
2

1 )2(10
85)446(

−
+−

++−
x
xCxxC . 

 
Vo soglasnost so smenite op{tite re{enija na ravenkite 

(4.2) i (4.3) se dadeni so formulite 

z2 = (x-2)3y = 
10

85)446()2( 2
23

1
+−

++−−
xCxxxC , 

yxxz 34
3 )2()1( −−= −  = 424

23

1 )1(10
85

)1(
)446()2(

−
+−

+
−

+−−
x
xC

x
xxxC . 

 
O~igledno od op{toto re{enie na ravenkata (4.3) 

neposredno ne se sogleduva deka taa ima edno partikularno re{enie 
polinom od prv stepen. Sepak so linearnata kombinacija od dvete 
partikularni re{enija koi go formiraat op{toto re{enie, se 
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dobiva  i polinomnoto re{enie t.e. 
 

83
)1(
85

)1(
)223()2(

44

23
−=

−
+−

+
−

+−− x
x

x
x

xxx
. 

Ravenkata 

      0
)2)(1(

12'
2

4
1

5" 111 =
−−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

−
+ z

xx
z

xx
z ,                  (4.4) 

koja ja dobivame od (4.1) so smenata    ,  za op{to 
re{enie ima racionalna funkcija, dadena so: 

1
4)1( zxy −=
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2

11 )2(
83

)1(
)223(

−
−

+
−

+−
=

x
xC

x
xxCz     . 

Formulata na op{toto re{enie na ravenkata (4.1), spored (5*) , e 
dadena i so  

  3

4

2
2

1 )2(
)1)(83()223(

−
−−

++−=
x

xxCxxCy . 

 
EXISTENCE AND CONSTRUCTION OF THE GENERAL SOLUTION  

OF A CLASS OF SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS  
WITH POLYNOMIAL COEFFICIENTS 

 
Boro Piperevski, Nevena Serafimova 

Abstract: 
In this work we observe a class of linear differential equations of second order 

with polynomial coefficients. Some substitutions for the given equation are introduced 
using the coefficient in front of y”, and with their help the existential conditions for the 
integrability of the new equations are obtained, containing natural number. In addition, 
the formula of the general solution is obtained, and at the end some examples are given. 
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Sedmi Makedonski Simpozium po diferencijalni ravenki,  
Ohrid, 26-29.09.2002, Zbornik na trudovi 

 
 
 
 
ZA EDNA KLASA LINEARNI DIFERENCIJALNI RAVENKI 

OD VTOR RED ^IE OP[TO RE[ENIE E POLINOM 
 

 Ilija [apkarev1,  Boro Piperevski2, Elena Haxieva3, Nevena 
Serafimova4, Katerina Mitkovska - Trendova5

 
Apstrakt:  Vo ovoj trud se razgleduva edna klasa linearni diferencijalni 
ravenki od vtor red ~ie op{to re{enie e polinom i se poka`uva deka taa e 
reduktibilna na sistem diferencijalni ravenki od prv red. Pri toa e 
dobien sistemot diferencijalni ravenki i formulata za op{to re{enie 
polinom. 
 
 

1.  Neka e dadena diferencijalna ravenka od vid 
 

           (1) ,0')(")( 00101
2

2 =+++++ ycybxbyaxaxa
odnosno od vid     

Ay” + By’ + Cy = 0, 
 
 kade A = a2x2 + a1x + a0 , B = b1x + b0 , C = c0 , y=y(x) i a2 , a1 , a0 ,  b1, b0 ,  
c0 se konstanti.  

Neka F=F(h)  e bilo koe partikularno re{enie na 
diferencijalnata ravenka (1). Toga{ va`i 

 

0'"
0'"
=Φ+Φ+Φ

=Φ+Φ+Φ
yCyByA

yCyByA
   . 

 

                                                 
1 redoven profesor na Elektrotehni~kiot fakultet vo Skopje ,  
2 redoven profesor na Elektrotehni~kiot fakultet vo Skopje , 
3 pomlad asistent na Elektrotehni~kiot fakultet vo Skopje 
4  stru~en sorabotnik na Voenata Akademija”General Mihajlo Apostolski” 
vo Skopje 
5 stru~en sorabotnik na Voenata Akademija ”General Mihajlo Apostolski” 
vo Skopje 
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Od dvete posledni ravenki se dobiva ravenkata 
 
         0'')"''''"( =Φ−Φ+Φ−Φ+Φ−Φ−Φ+Φ yCyCyBByyyyyA   , 

 
odnosno ravenkata 

0)''()'''( =Φ−Φ+Φ−Φ yyByyA  . 
 
Ako stavime yyz '' Φ−Φ= , mo`eme da zaklu~ime deka ravenkata (1) 
mo`e da se svede na sistemot 

0'
''
=+
=Φ−Φ

zBzA
zyy

 .   (2) 

      
 Neka sega razgledame sistem od vid (2) kade A i B se polinomi 
od vtor odnosno prv stepen i F=F(h)  . So eliminacija na z od 
sistemot (2) se dobiva ravenkata  
 

AFy” + BFy’ – (AF” + BF’)y = 0. 
Ako stavime  

                                        CF = - (AF”+BF’),    (*) 
 
kade C e polinom od nulti stepen, se dobiva ravenkata (1) pri {to od 
(*) mo`eme da zaklu~ime deka F e edno nejzino partikularno 
re{enie . 

Neka F e partikularno re{enie na ravenkata (1). Vo toj slu~aj so 
re{avawe na sistemot (2) se dobiva  

     Fy’ – Fy = ∫− dx
A
B

eC2 , 
 
i kone~no op{toto re{enie na diferencijalnata ravenka (1) }e bide 
dadeno so  formulata  

                        y = C1F + C2F ∫ ∫− A
B

e2

1
F

.   (3) 

 
Formulata (3) se dobiva i so klasi~niot metod za re{avawe 

linearna homogena diferencijalna ravenka od vid (1), koga e poznato 
edno nejzino partikularno re{enie. 
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2.   Neka diferencijalnata ravenka (1) ima polinomno re{enie od 
stepen  n i nema drugo polinomno re{enie od stepen pomal od n. 
Toga{ n e koren na karakteristi~nata ravenka 

 

    0'"
2

)1(
=++

− CnBAnn
.                              (4) 

 
Diferencijalnata ravenka  

 
                     Av” + (B+nA’)v’ = 0,             (5) 

 
ima dve linearno nezavisni partikularni re{enija  

v1 = 1,    v2 = ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n  

So smenata  v = weA
dx

A
B

n ∫−−1  ,  ravenkata (5) se transformira vo 
ravenkata  
 

Aw” – [(n-2)A’+B]w’ – [(n-1)A” + B’]w = 0, 
 

koja, soglasno smenata ima dve linearno nezavisni partikularni 
re{enija 

w1 = ∫− dx
A
B

n eA 1  , w2 = ∫− dx
A
B

n eA 1 ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n . 

 
Po n posledovatelni diferencirawa na poslednata ravenka  se 
dobiva ravenkata  

Aw(n+2) + (2A’-B)w(n+1) + [A” - B’- ( '"
2

)1( nBAnn
+

−
)]w(n) = 0, 

ili , vo soglasnost so uslovot (4), ravenkata 
  

Aw(n+2) + (2A’-B)w(n+1)  + (A” - B’+ C)w(n) = 0. 
 
Vo soglasnost so soodvetnata smena poslednata ravenka ima dve 
partikularni re{enija w1 i w2,  za koi va`i 

w1
(n) = ( ∫− dx

A
B

n eA 1 )(n) , w2
(n) = ( ∫− dx

A
B

n eA 1 ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n )(n) , 
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a, o~igledno, ostanatite n partikularni re{enija so koi zaedno se 
formira eden fundamentalen sistem, se stepenskite funkcii 1, x, x2, 
..., xn-1 . 

Ako vo poslednata diferencijalna ravenka se stavi w(n) = z, 
}e se dobie ravenkata   

 
Az” + (2A’-B)z’  + (A” - B’+ C)z = 0, 

 
koja ima op{to re{enie  

z = C1 (
∫− dx

A
B

n eA 1 )(n) + C2 (
∫− dx

A
B

n eA 1 ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n )(n) ,  

C1,C2 - konstanti. 

So smenata  z = yeA
dx

A
B
∫−1 ,  definitivno se dobiva ravenkata (1) i vo 

toj slu~aj nejzinoto op{to re{enie  }e bide dadeno so formulata 
 

y = C1
∫− dx

A
B

Ae ( ∫− dx
A
B

n eA 1 )(n) + C2
∫− dx

A
B

Ae ( ∫− dx
A
B

n eA 1 ∫ ∫−− dxeA
dx

A
B

n )(n)     (6) 

C1,C2 - konstanti. 
 

Pri toa polinomnoto  re{enie e dadeno so formula nare~ena 
formula na Rodrigez. 

Vo toj slu~aj ravenkata (1) e i reduktibilna i mo`e da se 
svede na sistemot: 

Fy’ – F’y = z,    (2*) 
Az’ + Bz = 0. 

 
kade  F e polinomnoto re{enie dadeno so formulata na Rodriges: 

F = ∫− dx
A
B

Ae  ( ∫− dx
A
B

n eA 1 )(n) . 
 

Da zabele`ime deka vo toj slu~aj vo soglasnost so formulata 
(3) za op{toto re{enie na ravenkata (1)  se dobiva druga formula 
razli~na od formulata (6)  od vid 

y = C2F + C1F ∫ ∫− A
B

e
F 2

1
  .   (3*) 

 
3.  Neka e dadena diferencijalna ravenka (1) i neka x1 , x2  se realni 
koreni na kvadratnata ravenka a2x2 + a1x + a0 = 0, pri {to a2 ≠ 0.  
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Vo [  e poka`ano deka ravenkata (1)  ima op{to re{enie polinom 
ako i samo ako postojat prirodni broevi n, m koi gi zadovoluvaat 
uslovite:  

]2,1

                          n(n-1)a2  + nb1 + c0 = 0, 
      (2n+m-1)a2 + b1 = 0,                       (7) 

                         [rx2 + (m-r-1)x1]a2 – (na1 + b0) = 0, 
za nekoe r∈{0,1,...,m-1}  . 

Od prvite dve relacii od uslovite (7) se dobiva b1 = - (2n +  
+m-1)a2 ,  c0 = n(n+m)a2 . Bidej}i x1 i x2  se koreni na ravenkata a2x2 + 

+a1x + a0 = 0, od Vietovite formuli se dobiva x1 + x2 = -
2

1

a
a

 i so 

zamena vo tretata relacija od uslovite (7) se dobiva b0 = [(n+r)x2 + 
+(n+m-r-1)x1]a2 . 

So zamena na taka dobienite koeficienti b1, b0, c0 vo 
ravenkata (1), se dobiva klasata ravenki: 
 

,0)('])1(
)()12[("))((

1

221

=++−−+−
−+−−+−−−

ymnnyxrmn
xrnxmnyxxxx

    (8) 

 
od vid (1) koi imaat op{to re{enie polinom, kade  r∈{0,1,...,m-1}  . 

So primena na formulata (6) za klasata diferencijalni ravenki 
(8),  se dobiva formulata za nejzino op{to re{enie:  

 
y = C1(x-x1)n+r+1(x-x2)n+m-r [(x-x1)-r-1(x-x2)-m+r ](n) + 

 
+ C2(x-x1)n+r+1(x-x2)n+m-r [(x-x1)-r-1(x-x2)-m+r ∫(x-x1)r(x-x2)m-r-1 dx](n)     (9) 

C1,C2 - konstanti. 
 

Vo soglasnost so sistemot (2) odnosno (2*), diferencijalnata 
ravenka (8) e reduktibilna i mo`e da se svede na sistemot  
 

Fy’ – F’y = z,     

  
,0])1(

)()12[('))((

1

221

=−−+−
−+−−+−−−

zxrmn
xrnxmnzxxxx

                (2**) 

 
kade F = (x-x1)n+r+1(x-x2)n+m-r [(x-x1)-r-1(x-x2)-m+r ](n) .     
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Vo toj slu~aj za diferencijalnata ravenka (8) od formulata (3*) 
mo`e da se dobie i druga formula za op{toto re{enie, razli~na od 
formulata (9).    

 
]e razgledame nekolku specijalni slu~ai. 

 
Za x1 = x2 ,  ravenkata (8) se sveduva na ravenkata 
  

,0)(')])(12[(")( 1
2

1 =++−−+−− ymnnyxxmnyxx       (8’) 
 

odnosno na ravenkata 
 

      ,0])(')[(]')('))[(( 111 =+−−−+−−− ymnyxxnymnyxxxx  
 

koja e reduktibilna na sistemot  
 

,)(')( 1 zymnyxx =+−−  

.0')( 1 =−− nzzxx  
 

So eliminacija na z se dobiva ravenkata 
 

,)()(')( 111
nxxCymnyxx −=+−−  

 
~ie  re{enie se dobiva so formulata 
 

∫ =
−
−

+−= ++
+ )

)(
)(()( 1

1

1
121 mn

n
mn

xx
dxxxCCxxy   

  ))(()( 1
121 m

xxCCxx
m

mn
−

+ −
−−= . 

Zna~i vo toj slu~aj diferencijalnata ravenka (8’) ima op{to 
re{enie 
 

nmn xxAxxAy )()( 1211 −+−= + ,   
A1 ,  A2 se proizvolni konstanti. 

 
Primer 1: 
Diferencijalnata ravenka: 
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03)2(3)2( 2 =+′−−′′− yyxyx , 
 

 kade {to 2,1,221 ==== mnxx , e  reduktibilna na sistemot 
  

(x-2)y’ - 3y = z, 
(x-2)z’ - z = 0, 

 i ima op{to re{enie: 
 

)2()2( 2
3

1 −+−= xAxAy ,  
A1,A2 se proizvolni konstanti. 

Ako napravime proverka koristej}i ja formulata (9) }e go dobieme 
istoto op{to re{enie:  
 

Za r = 0  diferencijalnata ravenka (8) se sveduva na ravenkata 
  

                            
,0)(')](

))(1[("))((

2

121

=++−+
+−−+−−−

ymnnyxxn
xxmnyxxxx

                 (8”) 

odnosno na ravenkata  
 

,0])(')[(]')('))[(( 221 =+−−−+−−− ymnyxxnymnyxxxx  
 

koja e reduktibilna na sistemot  
 

,)(')( 2 zymnyxx =+−−  

0')( 1 =−− nzzxx . 

Od ravenkata  
,)()(')( 112

nxxCymnyxx −=+−−  
se dobiva re{enieto  

.))()(()( 212
122 ∑

=

−−
+

−−
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

n

ok

kmk
mn

km
xxxx

k
n

CCxxy  

 
Zna~i vo toj slu~aj diferencijalnata ravenka (8”) ima op{to 

re{enie dadeno so formulata 
 

.))()(()( 212
221 ∑

=

−
+

+
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

n

ok

knk
mn

km
xxxx

k
n

AxxAy   
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A1,A2 se proizvolni konstanti. 
 

Primer 2: 
Diferencijalnata ravenka: 
 

03)43()6( 2 =+′+−′′−+ yyxyxx , 
 

kade {to 0,2,1,22,31 ====−= rmnxx ,  e reduktibilna na 

sistemot 
(x-2)y’ - 3y = z, 
(x+3)z’ - z = 0. 

 
Op{toto re{enie na ovaa diferencijalna ravenka spored 
poslednata formula }e bide: 
 

)43()2( 2
3

1 ++−= xAxAy  .  
A1,A2 se proizvolni konstanti. 
 
Za r = m-1 diferencijalnata ravenka (8) se sveduva na ravenkata  

 

       (8’’’) 
,0)(

')])(1()(["))(( 2121

=++
+−−++−−−−

ymnn
yxxmnxxnyxxxx

 
odnosno na ravenkata  
 

,0])(')[(]')('))[(( 112 =+−−−+−−− ymnyxxnymnyxxxx  
 

koja e reduktibilna na sistemot  
 

,)(')( 1 zymnyxx =+−−  

.0')( 2 =−− nzzxx  
 

Po eliminacijata na z ,  ravenkata 
,)()(')( 211

nxxCymnyxx −=+−−  
 

ima  re{enie dadeno so formulata 
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∫ ++
+

−
−

+−= )
)(
)(

()( 1
1

2
121 mn

n
mn

xx
dxxx

CCxxy

.])()([)( 121
121 ∑

=

−−
+

−−
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

n

ok

kmk
mn

km
xxxx

k
n

CCxx  

 
Zna~i vo toj slu~aj diferencijalnata ravenka (8’’’) ima op{to 
re{enie 
 

.))()(()( 121
211 ∑

=

−
+

+
−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

n

ok

knk
mn

km
xxxx

k
n

AxxAy   

A1,A2 se proizvolni konstanti. 
 

Primer 3: 
Diferencijalnata ravenka: 

04)74()6( 2 =+′−−′′−− yyxyxx  

kade {to 2,3,1,3,2 21 ====−= rmnxx   e reduktibilna na 
sistemot 

(x+2)y’ - 4y = z, 
(x-3)z’ - z = 0. 

 
Spored poslednata formula nejzinoto op{to re{enie }e bide: 
 

).74()2( 2
4

1 −+−= xAxAy   
A1,A2 se proizvolni konstanti. 
 
  Vo site ovie specijalni slu~ai (8’), (8’’) i (8’’’) se dobivaat sistemi 
od vid (2) i op{ti re{enija na ravenkata (8) koi se dadeni i so 
formulata (9). Ova }e go poka`eme samo kaj prviot specijalen 
slu~aj, dodeka kaj ostanatite se poka`uva so ista postapka.  

So direktna zamena kaj ovoj slu~aj mo`eme vedna{ da 
konstatirame deka op{toto re{enie dobieno so (9) e isto so ve}e 
dobienoto. Ponatamu, ako vo sistemot (2) go zamenime polinomnoto 
re{enie F=(x-x1)n+m  i konkretnite koeficienti A i B od ravenkata 
(8) , za x1 = x2  se dobiva sistemot 

 
(x-x1)n+my’ – (n+m) (x-x1)n+m-1y = z, 

(x-x1)z’ – (2n+m-1)z = 0. 
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Stavaj}i z1 = (x-x1)1-n-m z ,  }e go dobieme sistemot  

,)(')( 11 zymnyxx =+−−  

,0')( 111 =−− nzzxx  
koj e ekvivalenten so ve}e dobieniot. 
 Ako za F se zeme polinomnoto re{enie F = (x-x1)n , toga{ se 
dobiva sistemot  

,')( 11 zyyxx =−−  

,0)(')( 111 =+−− zmnzxx  
kade z1 = (x-x1)1-n z  . 
 
 Vo  e poka`ano deka diferencijalnata ravenka (8) mo`e da se 
svede na sistemot 

[ ]3

0)1()1)(1)(/1(')(
0)1(')(

2

1

=−−+−−−++−
=+++−−

zrmnyrmrBzxx
Bzyrnyxx

 

kade r∈{0,1,...,m-2}, B-konstanta, 0≠B  . 
 

Bidej}i postapkata za sveduvawe na ravenkata (8) na sistem 
diferencijalni ravenki od vid  

        
0')(
0')(

2

1

=++−
=++−

DzCyzxx
BzAyyxx

,                    (**) 

kade A,B,C i D se konstanti, vsu{nost gi bara uslovite 
 

 

0)1)(1(
01

01

=−−+−
=−−++

=+++

rmrBC
rmnD

rnA
 ,              kade r∈{0,1,...,m-2},   

 
slu~ajot B = 0, C = 0  doveduva do  r = m-1 i do reduktibilnost na 
ravenkata (8) na sistemi od vid (2), t.e. na sistemite 
 

0')(
0)(')(

2

1

=−−
=+−−

nzzxx
ymnyxx

   , 

odnosno 
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0)(')(
0')(

2

1

=+−−
=−−

zmnzxx
nyyxx

    . 

Da zabele`ime deka slu~ajot 21 xx =  e vsu{nost podslu~ajot r 
= 0  na koj se sveduva ve}e razgleduvaniot slu~aj koga r = m-1  so 
ednostavna zamena na  so . Navistina, ako vo dobienata ravenka 

(8) za r = m-1,  i  si gi smenat mestata, }e se dobie to~no 
ravenkata (8) za r = 0. Spored toa, za r = 0 ravenkata (8) e 
reduktibilna na sistemite 

1x 2x

1x 2x

 

0')(
0)(')(

1

2

=−−
=+−−

nzzxx
ymnyxx

  , 

odnosno 

0)(')(
0')(

1

2

=+−−
=−−

zmnzxx
nyyxx

   . 

 
Na kraj, da zabele`ime deka slu~ajot r = 0, za , 

implicira diferencijalnata ravenka (8) da mo`e da se svede  i na 
sistemot 

0≠B

0)1(1')(

0)1(')(

2

1

=−+−⋅
−

+−

=++−−

zmny
B

mzxx

Bzynyxx
   , 

{to zna~i deka sveduvaweto na ravenkata (8) na sistemi od vid (**) 
odnosno (2), ne e edinstveno. 
 
4.  Postapkata primeneta kaj prviot specijalen slu~aj mo`e da se 
obop{ti i za sistemot (2**) odnosno za ravenkata (8). Pritoa se 
dobiva sistem vo koj vtorata ravenka }e bide od vid 

0'))(( 121 =−− zxxxx  , taka {to vsu{nost re{avaweto na 
homogenata linearna diferencijalna ravenka od vtor red (8) se 
sveduva na re{avawe na nehomogena linearna diferencijalna 
ravenka od prv red. 

Neka povtorno go razgledame slu~ajot koga ravenkata (8) 
mo`e da se svede na sistem od vid (2**), t.e. na sistemot 
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[ ] ,0)1()()12('))((
,''

1221 =−−+−+−−+−−−
=−

zxrmnxrnxmnzxxxx
zyFFy

        

 

kade [ ] )(
2

1
12

1
1 )()()()( nrmrrmnrn xxxxxxxxF +−−−−+++ −−−−=  .  

 
So direktna zamena na F i F’ se dobiva sistemot 
 

[ ] ')()()()(
)(

2
1

12
1

1 yxxxxxxxx
nrmrrmnrn +−−−−+++ −−−− -     

- {1
21 )()( −−++ −− rmnrn xxxx ))(1( 2xxrn −++ [ ] )(

2
1

1 )()( nrmr xxxx +−−− −− +  

+ ))(( 1xxrmn −−+ [ ] )(
2

1
1 )()( nrmr xxxx +−−− −−  +        

+ ))(( 21 xxxx −− [ ] )1(
2

1
1 )()( ++−−− −−

nrmr xxxx }y = z, 
 

[ ] 0)1()()12('))(( 1221 =−−+−+−−+−−− zxrmnxrnxmnzxxxx   . 
 

Stavaj}i  se dobiva sistemot 1
1

21 )()( zxxxxz rmnrn −−++ −−=
 

[ ] ')()())(( )(
2

1
121 yxxxxxxxx nrmr +−−− −−−− -     

- { ))(1( 2xxrn −++ [ ] )(
2

1
1 )()( nrmr xxxx +−−− −− +   

+  ))(( 1xxrmn −−+ [ ] )(
2

1
1 )()( nrmr xxxx +−−− −−  +     

 + ))(( 21 xxxx −− [ ] 1(
2

1
1 )()( ++−−− −−

nrmr xxxx }y = z1 , 
 

+−−+−− −−+−+
1

1
2

1
121 )())(())(( [ zxxxxrnxxxx rmnrn  

+−−−−++ −−++
1

2
21 )())(1( zxxxxrmn rmnrn −−− −−++ ]')()( 1

1
2 zxxxx rmnrn  

[ ] 0)()()1()()12( 1
1

2112 =−−−−+−+−−+− −−++ zxxxxxrmnxrnxmn rmnrn , 
 
odnosno sistemot 

[ ] ')()())(( )(
2

1
121 yxxxxxxxx nrmr +−−− −−−− -     

- { ))(1( 2xxrn −++ [ ] )(
2

1
1 )()( nrmr xxxx +−−− −− +   

+  ))(( 1xxrmn −−+ [ ] )(
2

1
1 )()( nrmr xxxx +−−− −−  +     

 + ))(( 21 xxxx −− [ ] 1(
2

1
1 )()( ++−−− −−

nrmr xxxx }y = z1 , 
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))(( 21 xxxx −− '1z = 0. 
  
Od posledniot sistem se dobiva nehomogenata linearna 
diferencijalna ravenka od prv red 

[ ]
[ ]{ +−−−++−

−−−−−
+−−−

+−−−

)(
2

1
12

)(
2

1
121

)()())(1(

')()())((
nrmr

nrmr

xxxxxxrn

yxxxxxxxx  

+  ))(( 1xxrmn −−+ [ ] )(
2

1
1 )()( nrmr xxxx +−−− −−  +     

[ ] } 2
)1(

2
1

121 )()())(( Cyxxxxxxxx nrmr =−−−−+
++−−− , 

 
i op{toto re{enie na ravenkata (8), osven so formulata (9), }e bide 
dadeno i so formulata 
 

   
[ ] {

[ ][ ] }dxxxxxxxxxC

Cxxxxxxxxy
nrmrrmnrn

nrmrrmnrn

∫ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−−+

+−−−−=
−

+−−−−+−++−

+−−−−+++

1)(
2

1
1

)(
2

)1(
12

1
)(

2
1

12
1

1

)()()()(

)()()()(
              

C1,C2 se proizvolni konstanti. 
 
 

ABOUT A CLASS OF SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS,  
WHOSE GENERAL SOLUTION IS POLYNOMIAL 

 
Ilija Sapkarev,  Boro Piperevski, Elena Hadzieva, Nevena Serafimova, Katerina 

Mitkovska - Trendova 
 

Abstract: 
We observe a class of linear differential equations of second order, whose 

general solution is polynomial. We prove that it is reducible to a system of differential 
equations of first order. In addition, we obtain the system of differential equations and 
the formula for the general polynomial solution, and we observe some special cases of 
this type of equations. 
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OPREDELUVAWE ANALITI^NOST NA FUNKCII SO 

POMO[ NA DISTRIBUCII 
 

Nikola Re~koski, Vasko Re~koski 
Univerzitet  “Sv. Kliment Ohridski” , Bitola, Fakultet za turizam i 

ugostitelstvo,  Ohrid 
 

Rezime  
     Vo ovaa rabota poka`uvame na primeri kako se opredeluva oblasta 
na analiti~nost na kompleksna funkcija zadadena vo integralen vid , so 
pomo{ na distribucii. 
 
I.  Neka X e merliv prostor so kompleksna mera  Ω,μ   e otvoreno 
mno`estvo vo kompleksnata ramnina  C. Na    xXΩ  e definirana 
funkcija ),( tzϕ koja e: ograni~ena , za sekoe Xt∈  e analiti~na na 

 i za sekoe Ω Xz∈  e merliva na X,  toga{ funkcijata 
     
(1)                                                ( ) ( ) ( )∫=

X
tdtzzf μϕ ,   

e analiti~na na Ω  i   ( ) ( ) (∫ ∂
∂

=
X

tdtz
z

zf μ
ϕ ,' )  . [4.str.220 zad15] 

Vo ovaa rabota se razgleduvaat funkcii od vidot (1) od aspekt 
na analiti~nata reprezentacija na distribuciite 

 
II.  Oznaki i osnovni fakti za distribucija 
          Bukvata  e op{to prifatena oznaka za prostorot od 
osnovnite funkcii ,vo ovoj slu~aj opredeleni na mno`estvoto od 
realnite broevi R. Vo prostorot  D nizata (

D

nϕ ) konvergira  kon 0 , 

ako:  
  nosa~ot  )(i npϕsup  na sekoja  funkcija se sodr`i vo edno 

kompaktno mno`estvo K  i 
  nizata ()(ii nϕ ) konvergira ramnomerno za sekoj 

nenegativen cel broj j .  
 Prostorot od neprekinatite linearni funkcionali ili 
distribucii na [varc e D'. 
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               , αO α realen broj, e prostor od site beskone~no 

diferencijabilni funkcii na  R so osobinata  ( ) ( ) ( )αϕ tOtm = . 

           Konvergencijata  vo    se definira vaka:   αO
Nizata funkcii  ( nϕ ) konvergira kon 0  ako  

(  ) konvergira ramnomerno na bilo koe kompaktno 
mno`estvo od bilo koj red  i  

i

( ) za sekoe j postoi >0 taka {to ii jc αϕ tctD jn
j ≤)(  za site t. 

Prostorot od site linearni neprekinati funkcionali  na  e . αO '
αO

             O~igledno, deka  i konvergentna niza vo D e 

konvergentna i vo  zatoa . Vo op{t slu~aj va`i  

 za

αOD ⊂

αO ''
αOD ⊃

'', βαβα OOOO ⊃⊂ βα ≤ . 

              Nosa~ot na distribucija 'DT ∈  se obele`uva so  i e 
zatvoreno mno`estvo od R taka {to na 

pTsup
pTR sup\=Ω  distribucijata 

se anulira. Prostorot od site distribucii so kompakten nosa~ se 
obele`uva so 'E .   

Za sekoja distribucija 'DT ∈  postoi kompleksna 
funkcija koja e analiti~na na )(zf pTC sup\=Ω i va`i                                           

(2)                               .           [ ]∫
∞

∞−→
∈=−−+ DTdxxixfixf ϕϕϕεε

ε
),()()()(lim

0

 Se veli u{te deka regularnite distribucii 
)()( εε ixfixf −−+  konvergiraat kon T  vo smisol na distribucii 

koga . Funkcijata se vika analiti~na reprezentacija za 

distribucijata T, pri {to ako i 

+→ 0ε )(zf
( )zg e analiti~na reprezentacija , 

toga{ ( ) ( )zgzf −  e cela funkcija. Sekoja cela funkcija e 
analiti~na reprezentacija na nula distribucijata. 
            Opredeluvaweto na analiti~kata reprezentacija za dadenata 
distribucija  vo op{t slu~aj , ne e lesna rabota, me|utoa ako  

ima kompakten nosa~ toga{ funkcijata 

T 'T

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=
zt

T
i

zT 1
2
1^

π
 e nejzina 

analiti~na reprezentacija koja u{te se vika Ko{ieva 

reprezentacija za{to se dobiva od jadroto na Ko{i ( )
zti

thz −
=

1
2
1
π

. 
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     Elementite od prostorot  za '
αO 1−≥α  imaat Ko{ieva 

reprezentacija [1 str. 80] i vsu{nost so taa cel se vovedeni 
prostorite . αO
 
III.   Sodr`ina na rabotata 

Najnapred ja davame slednata  lema. 
Lema. Sekoja kompleksna barelova mera μ  na R , opredeluva 

neprekinat  linearen funkcional na  za αO 0<α . 

Dokaz. Definirame funkcional  so:     μT

(3)                                              . ( ) ( ) 0,,)( <∈= ∫
∞

∞−

αϕμϕϕ αμ OtdtT

Od neprekinatosta na ( )tϕ  sledi merlivosta , a od 

ograni~enosta na ( )tϕ  zaradi uslovot 0<α  sledi integrabilnosta 
na funkcijata. Spored toa funkcionalot  (3) e dobro definiran na 

. Linearnosta na funkcionalot e o~igledna , ostanuva da ja 

doka`eme u{te neprekinatosta . Neka nizata  
αO

( )( )tnϕ  konvergira vo 

.  αO

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫
>≤

∞

∞−

+==
Mt

t
Mt

nnn tdttdttdtT μϕμϕμϕϕμ .    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )RMCtdttdttdttT
Mt

n
Mt

n
Tt

nn μμϕμϕμϕϕ α
μ 0+≤+≤ ∫∫∫

≤>≤

 

kade  ( ) αϕ tCtn 0≤  za sekoe . Za dovolno golemo M od n 0,<α  

vtoriot sobirok e pomal od 
2
ε

 za dadeno 0>ε . Prviot sobirok 

zaradi ramnomerna konvergencija na nizata na kompaktnoto 

mno`estvo Mt ≤  za  isto taka mo`e da se napravi pomal od 0nn ≥

2
ε

 so toa poka`avme deka  ( ) εϕμ <nT  za , {to zna~i 

funkcionalot e neprekinat.   

0nn ≥

Ako 1− 0<≤α  distribucijata  ima Ko{ieva reprezentacija μT
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( ) ( ) ( ) 0Im,
2
1^

≠
−

== ∫
∞

∞−

z
zt
td

i
zzT μ

π
μμ  

koja e analiti~ka  na μpTC sup\=Ω  . 

Zabele{ka: Analiti~nosta na  sledi i od I.,  bidej}i funkcijata ( )z
^
μ

( ) 0Im,1
2
1, ≠

−
= z

zti
tzh

π
gi ispolnuva uslovite za(1). 

Primer 1. Da se opredeli oblasata na analiti~nost za funkcijata 

 ( ) ( )
∫
∞

∞− −
=

zt
dttgzf  , kade ( )∫

∞

∞−

∞<dttg . 

Od uslovot imame, deka funkcijata  e Lebeg integrabilna, zatoa )(tg

( ) ( )∫=
E

dttgEμ  e kompleksna Borelova mera so ( ) ( )∫
∞

∞−

∞<= dttgRμ  . 

Kako  sledi , deka    e 

element od  spored lemata analiti~kata reprezentacija e 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫
∞

∞−

∞

∞−

= dttgttdt ϕμϕ ( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

= dttgtT ϕϕ

'
αO ( )

i
zf
π2

 

{to poka`uva deka  e analiti~na na )(tf .sup/ gC=Ω  

Primer2. Da se ispita  analiti~nosta na funkcijata  ( ) ∫
∞

−
=

0 ze
dtzf

t
. 

 So smenata  dobivame teu = ( ) ∫
∞

−
=

1

1

zu

du
uzf  . Ja razgleduvame 

regularnata distribucija  [ ]
( )u

u
T ∞= ,1

1 χ    ,  [ )( )u∞,1χ =
[ )
[ )∞∈

∞∉
,1,1
,1,0

u
u

. 

Za distribucijata T asimptotska granka e  
1−u , zatoa od 

uslovot ( ) 011 <−++α  imame za T,0<α  e funkcional od  

[1.str82]. Sledovatelno  

αO
( )
i
zf
π2

 e analiti~ka reprezentacija za T  toa 

zna~i e analiti~na na  [ )∞=Ω ,1\C .Skokot na 
( )
i
zf
π2

 za e ( )∞∈ ,1u

u
1

,za  e . 1<u 0
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  So re{avawe na integralot se dobiva reprezentacijata vo 

ekspliciten vid : ( ) ( z
z

zf −−= 1log1 ) , logaritamot e glavna vrednost 

.  
Od dobieniot izraz za ( )zf  lesno se poka`uva , deka  

iπ2
1 ( ) ( ) =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−

−
+−−

+
−

+→
ε

ε
ε

εε
ix

ix
ix

ix
1log11log1lim

0

( )

1,0

1,
2
1

,1,1

<

=

∞∈

x

x

x
x

. 

Posledniot limes ne e ednakov so funkcijata [ ) ( )x
x ∞,1
1 χ  , no 

vo smisol na distribucii tie se ednakvi . 
So presmetuvawe na limesot na ( )zf  koga  se pribli`uva 

kon 
z

x -oskata od gornata poluramnina se dobiva funkcijata  

( ) ( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

+
−=

+→
+ ε

ε
ix

ix
xh

x
1log1lim

0

( )

( )[ ] 11log1
0,1

1,1log1

>−−−

=−

<−−

xix
x

x

xx
x

π

    . 

Bidej}i ( )xh+  e lokalno integrabilna , lesno se proveruva so 
teoremata na Lebeg za dominantna konvergencija , deka  

( ) xhix
i

( )
x +→−−
+

− ε
ε

1log1
 

vo smisol na distribucii, pa spored toa ( ) =xF ( ) 0Im,1log1

0Im,0{ >−−

<

zz
z

z  e 

analiti~na reprezentacija za regularnata distribucija  +h
Na ist na~in se dobiva  

 ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−
−=

+→
− ε

εε
ix

ix
xh 1log1lim

0
=  

( )

( )[ ] 11log1
0,1

1,1log1

>+−−

=−

<−−

xix
x

x

xx
x

π

 . 
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Sledovatelno ( ) =zH
( )

0,0

0Im,1log1{ >

<−

Iimz

zz
z

 e analiti~na reprezentacija 

za regularnata distribucija .  +h
 Razgleduvanata distribucija od primerot 2 e ednakva na 

, a reprezentacijata e  . −+ − hh ( ) ( ) ( )zHzFzT −=
^

   
DETERMINING THE ANALYTICITY OF FUNCTIONS 

 
Nikola Reckoski, Vasko Reckoski 

 
Abstract 
In this work, on examples, we show haw the area of analyticity of complex function 
given in integral form can be determined by means of analytic representation of 
distributions. 
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ZA RE[AVAWETO NA DVE KLASI LINARNI 
DIFERENCIJALNI RAVENKI OD VTOR RED 

 
Lazo  Dimov 

Ma{inski Fakultet, Skopje 
 
Apstrakt: 
Vo trudot se dobivaat uslovi pri koi mo`e da se re{at navedenite 
klasi linearni diferencijalni ravenki, a  voedno se dobivaat i 
nivnite egzaktni re{enija. 

 
Za diferencijalnite ravenki: 

                              ,                     (1) 0]['][" =++++ yDCeeyBAey axaxax

                              ,                (2) 0]['][" =++++ −−− yDCeeyBAey axaxax

so funkcionalni koeficienti, kade ,se realni konstanti, }e  
primenime postapka za nivno sveduvawe na diferencijalni ravenki so 
konstantni koeficienti, a so toa i nivno re{avawe. Odnosno }e gi 
dobieme uslovite {to gi zadovoluvaat figurira~kite koeficienti za 
ravenkite (1) i (2) da mo`e da se svedat na diferencijalni ravenki so 
konstantni koeficienti.   

DCBAa .,,,

Za diferencijalnata ravenka (1) matemati~ka intuicija ne vodi do 
voveduvawe na nova funkcija i nova nezavisno promenliva veli~ina t  
so relacijata  

)(tu

                                          
t
tuxy )()( = .                                               (1.1) 

 Po voveduvawe na smenata na funkcijata i promenlivata ravenkata 
(1) stanuva  

           0][']["
2

22 =
−

++−+−++ u
t

aBaDaACtuaaBaAttua .     (1.2) 

Ravenkata (1.2) }e bide diferencijalnata ravenka so konstantni 
koeficienti 

                                 ,                               (1.3) 0'"2 =++ CuaAuua
ako se zadovoleni uslovite: 

                                        .                            (1.4) 0,02 =−=− aADaaB
 Da zabele`ime deka ravenkata (1) gi sodr`i kako potslu~ai 
ravenkite 

2.33: , 0'" 2 =++ − yaeyy x

2.34: , 0'" 2 =+− yaeyy x

2.37b: , 0)('" =+++ ycbeayy x
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dadeni vo  na strana 375. ]1[
 Za diferencijalnata ravenka (2) ako vovedeme smena na nezavisno 
promenlivata so relacijata  

                                                                                                        (2.1) axet −=
taa se transformira vo ravenkata  

                               .                (2.3) 0]['][" 22 =++−−+ yDCtyaAtaBatya
Od ravenkata (2.3) e o~igledno : ako va`i  
                                              0, == DaB                                                     (2.4) 

toga{ ravenkata (2.3) e zapravo diferencijalnata ravenka  

                                                                                     (2.5) 0'"2 =+− CyaAyya
so konstantni koeficienti. 
 Ako pak aB ≠  i ako postoi realen broj koj e re{enie na sistemot  
ravenki  

k

                                   ,022 =+− CaAkka 0)( =+− DkBaa ,               (2.6) 
toga{ ravenkata (2.3) ima partikularen integral od oblik  

     ,                                                          (2.7) ktey =
pa ponatamo{noto re{avawe na diferencijalnata ravenka (2) e vo 
soglasnost so poznatata teorija na linearnite diverencijalni ravenki. 
 Da zabele`ime deka ravenkata  

2.90:  , 0')2(" 2222 =+−+ −− yebybeaaya axax

dadena vo  na strana 385 e potslu~aj od ravenkata (2) i se dobiva za  ]1[

0,2

2
,,

2
===−= D

a

b
CaB

a

b
A . 

 

On solving two classes linear differential equations of second order 
 

Lazo Dimov  
 

Abstract 
A sufficient conditions for solving given classes differential equations as well as their 
exact solutions are obtained in this work. 
 

LITERATURA 
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MATEMATI^KI PRIOD ZA BRZO PROCENUVAWE  

NA KINETI^KITE PARAMETRI VO OSNOVNATA   

DIFERENCIJALNA RAVENKA 

 
Liljana Stefanovska 

Tehnolo{ko-metalur{ki fakultet, Skopje 
liljana@ereb1.mf.ukim.edu.mk 

 
Dragan Dimitrovski 

Institut za matematika, Prirodno-matemati~ki fakultet, Skopje  

 
Apstrakt. Za brza procenka na koli~estvoto na produkt, koj se 

formira za vreme na odvivaweto na edna hemiska reakcija, se koristi 
teoremata na ^apligin za diferencijalni neednakvosti. 
 

1. VOVED 

Osnovniot zakon na hemiskata kinetika, koj e eden od 
osnovnite zakoni vo fizi~kata hemija voop{to, e zakonot koj ja 
iska`uva brzinata na odvivawe na hemiskata reakcija:  

                         (1) p
C

n
B

m
Ajar CCCkv L⋅=−

kade {to: 

v  - e brzina na hemiskata reakcija, 

k   - e konstanta na brzinata, 

CA, CB, …, CB C  - se koncentracii na reaktantite A, B, …, C  za 
vreme t,  

m, n, …, p  - se parcijalni redovi na hemiskata reakcija po 
komponenti. 

Bidej}i 

                               
dt
dxv jar =−              (2) 
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t.e. brzinata na hemiskata reakcija vsu{nost pretstavuva brzina so 
koja se formira produktot x za vreme t, ravenkata (1) mo`e da se 
zapi{e vo oblik na nelinearna diferencijalna ravenka od I red: 

                    pnm xcxbxak
dt
dx )...()()( −−−=                  (3) 

kade {to a, b, …, c se po~etni koncentracii (koli~estva) na 
reaktantite A, B, …, C. Vo praksa, vo industriskite procesi, 
hemiskite reakcii te~at so kontinuiran ili diskontinuiran dotur 
(dodavawe) na reaktanti vo tekot na  odvivaweto na hemiskata 
reakcija. Vo ovoj slu~aj, ravenkata koja ja opi{uva vakvata reakcija 
se narekuva hemiska ili industriska diferencijalna ravenka i ima 
oblik: 

              γβα ϕϕϕ ])([])([])([ 21 xtcxtbxtak
dt
dx

n −+−+−+= L        (4) 

kade {to ϕi(t) se funkcii koi go izrazuvaat doturot na reaktantite. 
Tie se neprekinati funkcii, vo slu~aj koga doturot na reaktanti se 
vr{i kontinuirano vo tekot na odvivaweto na reakcijata, ili 
diskretni, koga doturot na reaktanti se vr{i vo odredeni 
vremenski intervali. 

Vo trudot [1] e poka`ano deka integracijata na ravenkata (3), 
koja e so konstantni koeficienti, ne pretstavuva matemati~ki 
problem, taa mo`e da se re{i pri {to se dobiva eksplicitna 
zavisnost na vremeto t na odvivawe na hemiskata reakcija od 
koli~estvoto na formiraniot produkt x, t.e. t = g(x). Od aspekt na 
primenata, od pogolemo zna~ewe e eksplicitnoto odreduvawe na 
inverznata funkcija x = g -1(t) od re{enieto na ravenkata (3), za da 
mo`e vo sekoe vreme t da se odredi koli~estvoto na formiraniot 
produkt x. Isto taka, bidej}i a>x, b>x, …, c>x (formiraniot produkt 
e pomal od bilo koe koli~estvo na reaktant), reakcijata }e zavr{i 
koga reaktantite }e ostanat vo mali koli~estva (na pr. ako a e 
najmaloto po~etno koli~estvo od reaktantot A) od redot na 
golemina a/10n, (n∈N), odnosno a − x = a/10n; x = a(1 − 1/10n). Od ovaa 
ravenka mo`e da se presmeta vremeto na zavr{uvawe na reakcijata. 
Bidej}i asimptotski x→a, reakcijata mo`e da se smeta za zavr{ena 
ako na pr. 95% od aktivnata materija proreagirala. 
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Vo ovoj trud predmet na razgleduvawe }e bide hemiska 
ravenka (4) vo intervalot na svoeto hemisko zna~ewe. 

Mora da se napomene deka pod poimot red na hemiska reakcija 
se podrazbira zbirot od parcijalnite redovi na site reaktanti koi 
u~estvuvaat vo hemiskata reakcija. Toa e konstanta koja naj~esto e 
od redot na vrednosti od intervalot [0, 2]. Od druga strana, od aspekt 
na hemiskoto zna~ewe, hemiskata ravenka ima smisla ako vo nea 
u~estvuvaat do dva reaktanta  i toga{ nejzinata ravenka e:  

                 βα ϕϕ ])([])([ 21 xtbxtak
dt
dx

−+−+= .                  (5) 

Ravenkata (5) se narekuva osnovna ravenka, a nejzinoto re{enie x(t) e 
vkupnoto koli~estvoto na produkt formiran za vreme t. Za brza 
ocenka na re{enieto x(t) na ravenkata (5) }e primenime edna 
kvalitativna metoda za ocenka na site re{enija vo intervalot na 
svoeto hemisko zna~ewe, a toa e teoremata na ^apligin za 
diferencijalni neednakvosti. 

Problemot na re{avawe na diferencijalnite ravenki se 
sveduva na iznao|awe na postapka so koja preku kvadraturi }e se 
dobie op{toto re{enie na ravenkata. Me|utoa op{toto re{enie 
ponekoga{ ne e elementarna funkcija, toa ~esto  e slo`eno za 
integracija, pa kako nov problem se javuva negovoto prou~uvawe. Vo 
takvi slu~ai kvalitativnata analiza se javuva kako najpogoden 
na~in za prou~uvawe na osobinite na re{enieto vrz osnova na 
osobinite na funkciite koi se javuvaat vo samata ravenka, pri {to 
ne mora da se znae op{tiot integral, a se dobiva globalna slika za 
site re{enija na diferecijalnata ravenka, ne navleguvaj}i vo 
detali. Edna od metodite vo kvalitativnata analiza e iska`ana so 
^apliginovata teorema za diferencijalni neednakvosti, so koja 
formirame par na okvirni krivi koi go uokviruvaat (vramuvaat) 
re{enieto na dadenata diferencijalna ravenka. Ovaa teorema se 
primenuva na diferencijalni ravenki od prv red i na {iroki klasi 
ravenki od povisok red, samo {to toga{ se postavuva pra{aweto na 
granicata na nejzinata primenlivost. Taka za okvirni krivi 
izbirame ravenki koi se kvadraturno re{livi i polesni za 
prou~uvawe od dadenata ravenka, a nivnite re{enija go uokviruvaat 
re{enieto na dadenata ravenka. Vo taa nasoka, vo ovoj trud, se 
koristi teoremata na ^apligin za prou~uvawe na osnovnata 
diferencijalna ravenka vo hemiskata kinetika.    
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Teorema na ^apligin: Neka e zadadena diferencijalnata 
ravenka 

y′ = f(x, y) 

kade f(x, y) e neprekinata funkcija vo nekoja otvorena oblast Ω i 
u{te go zadovoluva uslovot na edinstvenost na re{enieto (Lipschitz-
ov uslov ili drug uslov). Neka  y(x)  e re{enie na dadenata 
diferencijalna ravenka koe go zadovoluva po~etniot uslov  y(x0) = y0 
, kade (x0, y0)∈Ω. Neka  v(x) e funkcija za koja  v(x0) = y0  i takva da 
va`i  

v′− f(x, v) > 0 

vo oblasta Ω. Toga{ za x0 ≤ x < x*  va`i neednakvosta  

v(x) > y(x). 

Isto taka  od neednakvosta  

u′− f(x, u) < 0 

vo oblasta Ω i ako u(x0) = y0 , sleduva deka  

u(x) < y(x) 

za x0 ≤ x < x* . 

Drug oblik na ovaa teorema, koj po~esto se sre}ava vo 
primenata, e sledniov: 

 

Teorema: Neka se  f1(x, y),  f(x, y),  f2(x, y) tri neprekinati 
funkcii vo Ω takvi da va`i      

f1(x, y) < f(x, y) < f2(x, y) 

vo Ω. Toga{ va`i i  

u(x) < y(x) < v(x) 

vo Ω, kade u(x), y(x), v(x) se respektivno re{enijata na slednite 
diferencijalni ravenki 
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u′ = f1(x, u) 
y′ = f(x, y) 
v′ = f2(x, v) 

so po~eten uslov u(x0) = y(x0) = v(x0).  
 
 

2. PROCENKI NA KOLI^ESTVOTO FORMIRAN 
PRODUKT 

]e gi razgledame poedine~no mo`nite slu~ai na hemiska 
reakcija vo koja u~estvuvaat do dva reaktanta, izrazeni preku 
osnovnata ravenka (5). 
 
 

2.1. Reakcija od 0-ti red 

Reakcijata e od 0-ti red ako nejzinata reakcija e od vidot 

    0kC
dt
dx

=                   (6) 

kade C0 e koncentracija na reaktantot koja ne se menuva vo tekot na 
odvivawe na reakcijata (ili promenata na koncentracijata e 
zanemarliva). Re{enieto na (6) e 

    x = k C0t ,                  (7) 

a bidej}i toa e eksplicitno i vo odnos na koli~estvoto na formiran 
produkt x, vo sekoj moment t mo`e lesno da se opredeli koli~estvoto 
na formiraniot produkt. 
 
 

2.2. Reakcija od I - red 

Hemiska reakcija od prv red nastapuva koga od eden reaktant 
A se dobiva produkt B i se ozna~uva so: A → B. Brzinata na vakvata 
hemiskata reakcija se izrazuva so diferencijalnata ravenka: 

                               ])([ 1 xtak
dt
dx

−+= ϕ .                  (8) 

Ravenkata (8) e linearna ravenka po x i taa mo`e kvadraturno da se 
re{i. Nejzinoto op{to re{enie e od oblikot: 
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[ ]dtetkkaCex ktkt ∫ ++= − )]([ 1ϕ  . 

Po~etniot uslov e: t = 0, x = 0, {to ozna~uva deka na po~etok na 
reakcijata nema formirano produkt. Ovaa ravenka go opredeluva 
koli~estvoto na formiraniot predukt i vo nea se javuvaat 
kvadraturi koi ~esto pati se nere{livi i zatoa mo`eme da gi 
napravime i slednive procenki: za desnata strana na ravenkata (8) 
va`at neravenstvata 

k (a – x) ≤  k [a + ϕ1(t) – x ] ≤ k a. 

Funkciite ka i k(a – x) koi gi zemame kako ograni~uvawa na desnata 
strana od ravenkata (8), soglasno na teoremata na ^apligin, gi 
zemame za desni strani na dve diferencijalni ravenki: 

ka
dt
dx

=  

i 

)( xak
dt
dx

−=  . 

Prvata diferencijalna ravenka na desnata strana ima funkcija koja 
e dobiena od (8) za ϕ1(t) = x (doturot na reaktantot e ednakov na 
koli~estvoto na formiraniot produkt) i ima re{enie 

. Vtorata diferencijalna ravenka za desna strana ima 

funkcija koja e dobiena pak od (8), no za ϕ
)1( kteax −−=

1(t) = 0 (nema dotur na novo 
koli~estvo na reaktant) i ima re{enie katx = . Dvete re{enija 
zadovoluvaat ist grani~en uslov za t = 0, x = 0. Ovie dva slu~ai se 
grani~ni slu~ai, a site slu~ai koi mo`e da nastanat se me|u niv. 
Spored teoremata na ^apligin, vo intervalot na svoeto hemisko 
zna~ewe:  

             0 ≤ x ≤ a + ϕ1(t),                    (9) 

za re{enieto na ravenkata (8) }e va`at slednive procenki za 
koli~estvoto na formiran produkt: 

                     (10) kattxea kt ≤≤− − )()1(

vo vreme 0 ≤ t < t1. Vremeto t1 se presmetuva od ravenkata kat1 = a + 
ϕ1(t).  
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Grafi~kiot prikaz na okvirnite neravenstava (10) e 
pretstaven na Sl.1. Gledame deka sekoga{ mo`e da se napravi brza 
procenka na formiraniot produkt vo vreme  t, (0 ≤ t < t1), pri {to 
koli~estvo produkt sekoga{ e pomalo od vrednosta na linearnata 
funkcija x = kat, a pogolemo od vrednosta na nelinearnata funkcija 
x = a(1 − e− k t). 
  

Slika 1. Uokviruvawe na koli~estvoto formiran produkt 
za  hemiska reakcija od I red  (ravenka (8)) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3. Reakcija od II- red so dva reaktanta  
      so ednakvi po~etni koncentracii 
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Neka vo ravenkata (5) po~etnite koli~estva (koncentracii) 
na reaktanti a i b se ednakvi i neka α = β = 1, t.e. sekoj reaktant ima 
parcijalen red na reakcija ednakov na 1. Vo ovoj slu~aj osnovnata 
diferencijalna ravenka }e bide od oblikot: 

      2
1 ])([ xtak

dt
dx

−+= ϕ                                  (11) 

i pretstavuva hemiska reakcija od II red.  Za desnata strana na 
ravenkata (11) gi formirame slednive okvirni funkcii: 

      k (a – x)2 ≤  k [a + ϕ1(t) – x ]2 ≤ k a2                           (12) 

so istoto grani~no zna~ewe i po~etni uslovi kako kaj reakcijata od 
I red (to~ka 2.2). Toga{ za koli~estvoto na formiran produkt x(t) vo 
intervalot na svoeto hemisko zna~ewe (9), soglasno na teoremata na 
^apligin,  }e va`i slednava procenka: 

    tkatx
kat

tka 2
2

)(
1

≤≤
+

.                (13) 

Okvirnite funkcii vo (13) se dobivaat kako re{enija na 
diferencijalni ravenki i toa: funkcijata x = ka2t  e re{enie na 
diferencijalnata ravenka 

2ka
dt
dx

= , 

dodeka funkcijata 
kat

tkax
+

=
1

2

 e re{enie na diferencijalnata 

ravenka  

2)( xak
dt
dx

−= . 

Neravenstvata (13) davaat mo`nost za brzo procenuvawe na 
formiraniot produkt vo proizvolno vreme t ∈ [0, t1), kade t1 se 
odreduva od ravenkata a+ϕ1 =  ka2t1 . Grafi~kiot prikaz na okvirnite 
neravenstva (13) e pretstaven na Sl. 2. 
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Slika 2. Uokviruvawe na koli~estvoto formiran produkt za  

hemiska reakcija od II red (ravenka (11)) 
 

2.4. Reakcija od II- red so dva reaktanta so razli~ni po~etni 
       koncentracii 

Neka vo hemiskata reakcija od II red u~estvuvaat dva 
reaktanta a i b, no so razli~ni po~etni koncentracii (a ≠ b, a < b) i 
neka se tie so ist parcijalen red eden: α = β = 1. Vakvata hemiska 
reakcija se pretstavuva so diferencijalnata ravenka: 

   ])(][)([ 21 xtbxtak
dt
dx

−+−+= ϕϕ                 (14) 

za ~ija desna strana mo`e da se formiraat grani~nite neravenstva: 

         k (a – x)([b – x) ≤  k [a + ϕ1(t) – x ] [b + ϕ2(t) – x ] ≤ k ab.       (15) 

Za re{enieto na ravenkata (14) va`at slednite procenki: 

   kabttx
bae

eab
ktba

ktba

≤≤
−
−

−

−

)(]1[
)(

)(

               (16) 
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vo intervalot na svoeto hemisko zna~ewe (9) i za vreme t ∈ [0, t1), 
kade t1 se odreduva od ravenkata a+ϕ1 =  kabt1. I vo ovoj slu~aj, 
analogno kako vo prethodnite slu~ai i so isto zna~ewe, levata i 
desnata okvirna kriva vo (16) se re{enija respektivno na 
diferencijalnite ravenki 

))(( xbxak
dt
dx

−−=  

i 

kab
dt
dx

= . 

Grafi~kiot prikaz na okvirnite neravenstva (16) e  

prika`an na Sl. 3.  

 

Slika 3. Uokviruvawe na koli~estvoto formiran produkt za 
    hemiska reakcija od II red (ravenka (14)) 

 

 

2.5. Proizvolna reakcija od red pomal od dva 

Neka vo hemiskata reakcija od oblikot (5) u~estvuvaat dva 
reaktanta a i b so razli~ni po~etni koncentracii (a ≠ b, a < b) i 
neka se tie so razli~ni parcijalni redovi α ≠ β  i u{te neka α + β ≤ 
2. Neka  α >1, a β < 1.  Vakvata hemiska reakcija se pretstavuva so 
diferencijalnata ravenka 
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                βα ϕϕ ])([])([ 21 xtbxtak
dt
dx

−+−+= ,                 (17) 

za ~ija desna strana mo`e da se formiraat slednive neravenstva: 

k(a – x)2 ≤ k [a - x]α[b - x]β ≤  k [a + ϕ1(t) – x ]α[b + ϕ2(t) – x ]β ≤ 

      ≤ k aα bβ.                  (18) 

Soglasno na teoremata na ^apligin, za re{enieto na ravenkata (17) 
vo intervalot na svoeto hemisko zna~ewe (9) i za vreme t ∈ [0, t1), 
kade t1 se odreduva od ravenstvoto a+ϕ1 = kaαbβt1, va`i slednata brza 
i gruba procenka: 

  tbkatx
kat

tka βα≤≤
+

)(
1

2

.                   (19) 

Grafi~kiot prikaz na ovaa procenka e sli~en kako na Sl.2. 
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ÜBER EINE REDUZIERBARE HOMOGENE LINEARE 
DIFFERENTIALGLEICHUNG  DEREN ALLGEMEINES INTEGRAL  

EIN POLYNOM DARSTELLT 
 

Ilija A. Šapkarev 
 

Hier wollen wir die Differentialgleichung der Ordnung n 
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Wenn wir jetzt die Differentialgleichung (1)  m mal differenzieren,  

nach der Formel (2), erhalten wir die Differentialgleichung der Ordnung  m+n 
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kann die Differentialgleichung (3) in der folgenden Geftalt [3,6,7] 
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bezeihungsweise 
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aufgeschrieben werden. 
    Weiter machen wir die Voraussetzung, dass die Differentialgleichung (1)  n 
Polynome der Grade  m, m+1, ..., m+n-1 bezitzt. 
      Diesfalls ist es sehr leicht aus der Differentialgleichung (4) zu Konstatieren, 
dass die  folgenden Relationen [3,6,7] 
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ausgefüllt werden müssen. 
  Für m=1 von diesen Relationen folgen die Relationen die in der Arbeit [5] 
bekommen sind. 
   Von den letzten drei Gleichungen erhalten wir nacheinander 
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 Diesfalls wird die Differentialgleichung  (1) [1,4,6,7] 
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aufgeschrieben werden. 
 Wenn wir jetzt in dieser Differentialgleichung 
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kann die letzte Differentialgleichung (12) in der folgenden Form 
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 Auf diese Weise, haben wir mit der Anwendung der matematische 
Induktion beweisen dass die Differentialgleichung (9) auf die lineare 
Differentialgleichungssystem der esten Ordnung 
 

,)1(')( 1yynmyxx n =−+−−  
,)2(')( 2111 yynmyxx n =−+−− −  

............. 
,)1(')( 1+− =−−+−− kkkkn yyknmyxx        (19) 

............... 
,)1( ')( 1222 −−− =+−− nnn yymyxx  

0 ')( 111 =−− −− nn myyxx  
sich reduziert. 
 Wenn wir diese Differentialgleichungen (19) nacheinander lösen, 
erhalten wir die allgemeine Polynomlösung der Differentialgleichung (9) in der 
folgende Gestalt. 
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wo  beliebige Konstanten sind. niAi ,...,2,1, =
 
Beispiele: 1o Die Differentialgleichungen 
 

( ) ,01 ')2(''))(( 2121 =++−−−−− ymmyxxxmyxxxx  
( ) 01')(2'')( 1

2
1 =++−−− ymmyxxmyxx  

besitzen allgemeine Lösungen 
( ) ( ) ,1

22
1

11
++ −+−= mm xxCxxCy  

( ) ( ) .22
1

11
mm xxCxxCy −+−= +  
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Für m=1, ixix −== 21 ,  und 1,1 21 −== xx der ersten diesen 
Differentialgleichngen werden die zitirten Differentialgleichungen  in [2] 
erhalten. 
 2o Die Differentialgleichungen 
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besietzen allgemeine Lösungen 
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 Für m=1, 1,0 321 −=== xxx  der ersten diesen 
Differentialgleichungen wird die  zitirten Differentialgleichung in [2] erhalten. 
 

3o  Die Differentialgleichungen  
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    Ilija A. [apkarev 
 

ZA EDNA REDUKTIBILNA HOMOGENA LINEARNA 
 DIFERENCIJALNA RAVENKA ^IJ OP[T INTEGRAL E 

POLINOM. 
 
    Rezime 
 Vo trudot se razgleduva linearnata diferencijalna ravenka (1) ~ii 
koeficienti se polinomi. Stepenot na sekoj od ovie polinomni 
koeficienti e ednakov so izvodot na nepoznatata funkcija  pred koj toj se 
nao÷a. 
 So m posledovatelni diferencirawa od diferencijalnata ravenka 
(1) se dobiva diferencijalnata ravenka (3) od red m+n koja treba da se 
napi{e vo vid (4). 
 Potrebni i dovolni uslovi za diferencijalnata ravenka (1) da ima 
n polinomni re{enija od stepeni m,m+1,...,m+n-1 se relaciite (5) koi se 
dobivaat od diferencijalnata ravenka (4). So pomo{ na ovie relacii 
diferencijalnata ravenka (1) mo`e da se napi{e vo vid (7). Ponataka se 
poka`uva deka diferencijalnata ravenka (7) se sveduva na sistemot 
linearni diferencijalni ravenki od prv red (19). 
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 So posledovatelnoto re{avawe na ovoj sistem se dobiva op{toto 
polinomno re{enie na diferencijalnata ravenka (1) opredeleno so 
formulata (20). 

Na krajot se dadeni nekolku primeri.   
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