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 Edna zada~a na Ojler i problemot na Katalan 
 
 Vo 1752  godina {vajcarskiot matemati~ar Leonard Ojler (1707 1783 ) ja postavil slednata zada~a 
vo vrska so triangulacijata na konveksen mnoguagolnik: 
 Na kolku razli~ni na~ini eden konveksen n -agolnik mo`e da se podeli na triagolnici so pomo{ 
na negovite dijagonali, taka {to dijagonalite da ne se se~at? 
 (Za triangulacijata na konveksen mnoguagolnik potsetete se na napisot ”Mnoguagolnik vo 
kvadratna mre`a” vo Sigma br.29) 
 Vo 1751 godina, pak, francuskiot matemati~ar Katalan, postavil zada~a vo vrska so 
organizacijata na presmetuvaweto na proizvod na nekolku broja: 
 Na kolku razli~ni na~ini mo`e da se presmeta proizvodot na n  mno`iteli taka {to vo sekoj 
~ekor se mno`at to~no po dva broja i taka dobieniot me|uproizvod se zema za nov mno`itel vo 
naredniot ~ekor na presmetuvaweto? 
 Na prv pogled zada~ite nemaat ni{to zaedni~ko. No, procesot na nivnoto re{avawe }e ne ubedi vo 
sprotivnoto.  
 Najnapred }e ja razgledame zada~ata na Ojler.  
 Neka so ne  go ozna~ime brojot na site mo`ni podelbi na zadaden konveksen n -agolnik na 

triagolnici, akko vo uslovot na zada~ata. So proba i skici na list hartija lesno mo`at da se najdat 
prvite nekolku ~lena na nizata { }ne : 3 1e  , 4 2e  , 5 5e  , 6 14e  , no za 7n   u{ten a po~etokot i 

najupornite se otka`uvaat od metodot na prebrojuvawe za nao|awe na triangulaciite na 
sedumagolnikot.  
 Vo 1758  godina za postaveniot problem e sostavena slednata rekurentna relacija koja ovozmo`uva 

presmetuvawe na ~lenovite na nizata { }ne : 

 2 1 3 2 1 2....n n n ne e e e e e e      , 2n                  (1) 

pri {to po defincija se zema 2 1e  .  

 Da ja doka`eme relacijata (1).  
 Neka so iA ( 1, 2,...,i n ) e ozna~eno i -toto teme na n -agolnikot 1 2... nA A A . Pri proizvolna 

triangulacija otse~kata 1nA A  }e bide strana na nekoj od triagolnicite 1n kA A A ( 2 1k n   ). Na 

ednata strana na od triagolnikot }e go imame k -agolnikot 1 2... kA A A  a na drugata strana ( 1n k  )-

agolnikot 1...k k nA A A . Prviot mnoguagolnik mo`eme da go triangulirame na ke  na~ini, dodeka 

vtoriot na 1n ke    na~ini, {to zna~i deka pri fiksirawe na temeto kA  na triagolnikot 1n kA A A , 

mo`ni se 1k n ke e    podelbi na n -agolnikot 1 2... nA A A . Brojot k  mo`e da ja primi sekoja vrednost me|u 

2  i 1n  . Sega to~nosta na (1) e jasna, bidej}i za 2,3,..., 1k n   dobivame rzli~ni triangulacii na n -
agolnikot i so navedenata postapka site triangulacii se iscrpuvaat(zo{to?) 
 So dobienata rekurentna formula mo`at lesno da se presmetaat i u{te nekoi ~lenovi na nizata 
{ }ne : 7 42e  , 8 132e   itn. Sepak presmetuvaweto stanuva se podolgotrajno, pa spored toa i 

neefikasno, pa zatoa e dobro da se najde formula za presmetuvawe na broevite ne  kako funkcija od n . 

Za taa cel, prvo }e ja re{ime zada~ata na Katalan.  
 Za polesno razbirawe na postapkata za mno`ewe na koja se insistira vo vtorata zada~a, }e 
razgledame primer na premestuvaweto na proizvodot x y z t   . Vozmo`ni se pet na~ini da se  presmeta  

proizvodot i toa: [( ) ]x y z t   ,[ ( )]x y z t   , ( ) ( )x y z t   , [( ) ]x y z t    i [ ( )]x y z t   , pri {to go zapazuvame odnapred 

zadadeniot redosled na mno`itelite. No {to ako mo`eme da mno`ime i vaka: [ ( )]x z y t    ili 

( ) ( )x t z y   ? 
 Problemot na Katalan treba da se razgleduva kako dve tesno povrzani zada~i. Ednata e vo vrska  so 
brojot na razli~ni proizvodi vo slu~aj koga se zapazuva prethodno zadadeniot redosled na 
mno`itelite, a drugata koga istiot ne mora da e zapazen. Brojot na proizvodite na n  broevi vo koi se 
zapazuva redosledot na mno`itelite }e go nare~eme n -ti Katalanov broj od prv red i }e go 

ozna~uvame so nc , a brojot na proizvodite koga ne se zapazuva redosledot na mno`itelite }e velime 

deka  e od vtor red i }e go ozna~uvame so nr . Soodvetno i }e gi upotrebuvame terminate Katalanov 

proizvod od prv red i vtor red.  
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 Vrskata me|u Katalanovite broevi od prv i vtor red ednostavno se nao|a. Bidej}i broevite koi 
treba da se pomno`at mo`at da se rasporedat na  !n  razli~ni na~ini vo Katalanoviot proizvod od 

vtor red, va`i slednata realcija: !n nr c n  .  

 Da najdeme koi rekurentni relacii gi opi{uvaat nizite { }nr  i { }nc .  

 Da pretpostavime deka gi imame zapi{ano site nr  na~ini na mno`ewe na mno`itelite 1 2, ,..., nf f f . 

Za da go dobieme brojot 1nr   potreben ni e u{tee den mno`itel f .  

 Neka P  e Katalanoviot proizvod od vtor red na n  mno`iteli. O~igledno proizvodot sodr`i 
( 1)n   proizvodi od oblik A B , kade {to A  i B  se podproizvodi. Taka na primer, za 4n   i 

[( ) ]P z x y t     za A  i B  gi imame slednite mo`nosti A x , B y ; A x y   , B t  i A z , ( )B x y z   . 

Ako go upotrebime i mno`itelot f  edna{ vo pozicija pred A , potoa po nego, pred B  i po nego, od 

proizvodot A B  gi dobivame slednit Katalanovi proizvodi od vtor red: ( ) , ( ) , ( )f A B A f B A f B       i 

( )A B f  . Ako toa se napravi za site ( 1)n   podproizvodi od oblik A B  vo proizvodot P  dobivame 

4( 1)n   razli~ni Katalanovi proizvodi od vtor red na ( 1)n   mno`itel. Pokraj toa, treba da se zemat 

predvid i slednive dve mo`nosti: f P  i P f , pa ottamu zaklu~uvame deka va`i slednovo ravenstvo: 

2 (4 2)n nr n r    odnosno 2 6 10 ... (4 6)nr n      . Jasno e deka 2 2r  , zatoa }to dva broja a  i b  mo`eme da 

gi pomn o`ime na dva na~ina a b  i b a .  
 Kaj Katalanovite proizvodi od prv red se po~ituva odnapred zadadeniot redosled na mno`itelite 

1 2, ,..., nf f f ( 2n  ). Sekoj od nc -te takvi proizvodi e od oblik A B , kade {to proizvodot A  se 

sre}avaat prvite k -mno`iteli , a vo B  i preostanatite n k ( k  e proizvolen priroden broj pomal od 

n ). Pri zadadeno k  brojot na mo`ni proizvodi od prv red  e k n kc c  . Bidej}i k  e proizvolen priroden 

broj od 1  do 1n   ja dobivame rekurentnata relacija: 

  1 1 2 2 1....n n n n nc c c c c c c      .  

 So upotreba na rekurentnata vrska i znaej}i deka 1 1c   i 2 1c   mo`eme da dobieme nekolku od 

prvite ~lenovi na nizata { }nc : 3 42, 5c c  ,… 

 Koristej}i ja vrskata me|u Katalanovite broevi od prv i vtor red, se dobiva formula za 
presmetuvawe na op{tiot ~len nc :  

  
2 6 10 ... (4 6)

! !
n

n
r n

c
n n

    
  .                (3) 

 So toa problemot na Katalan e re{en, a ve}e se nasetuva i kako {e bide istiot iskoristen za 
re{avawe na Ojlerovata zada~a za triangulacija na konveksen mnoguagolnik. Od rekurentnite 
relacii (1) i (2) za nizite { }ne  i { }nc  lesno se gleda deka 1n ne c  , pa zatoa od (3) }e va`i  
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 Poslednovo ravenstvo mo`e da se transformira so {to }e dobieme poednostaven zapis: 
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od kade {to dobivame 
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.  

Brojot 2t n   e brojot na triagolnicite {to se dobivaat so triangulacija na mnoguagolnikot so 
dijagonali {to izleguvaat samo od edno teme, dodeka 2 3k n   e zbir na brojot na stranite na 
mnoguagolnikot i na brojot na dijagonalite koiizleguvaat od edno teme.  
 

 Neper i crniot petel 
 
 Poznatiot {kotski matemati~ar Xon Neper(John Napier, 1550-1617) poteknuval od zemjoposedni~ko 
poteklo i samo amaterski se zanimaval so matematika i astronomija. Vo negovo vreme durim i 
izveduvaweto na site ~etiri osnovni operacii so broevite pi{uvano na sovremen na~in, samo {to 
po~nalo da stanuva dostapno na site, a za smetaweto so golemite broevi bilo potrebno dosta vreme. 
Zatoa Neper go vovel poimot logaritam.  
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 Neper bil mnogu zatvoren ~ovek, zafaten so nau~na rabota. Zatoa sogra|anite se somnevale deka se 
zanimava so crna ma|ija i deka ima vrska so |avolot. No toa vo eden slu~aj, kako {to veli anegdotata 
mnogu mu pomognalo.  
 Edna{ od negovata ku}a bil ukraden skapocen predmet i nikoj od slugite ne priznaval deka e 
kradecot. Posle kratko razmisluvawe, Neper izjavil deka negoviot crn petel ima sposobnost da 
kukurika koga }e go dopre kradecot. Potoa go vnel petelot vo edna zamra~ena prostorija i naredil 
sekoj od slugite da vleze vo prostorijata i da go dopre petelot. Petelot se razbira niedna{ ne 
kukuriknal, no posle toa Neper otkril koj e kradecot. Imeno, toj prethodno go poturil petelot so 
pepel i samo kradecot veruvaj}i mu na Neper, ne go doprel petelot i izlegol so ~isti race.  
 
  
 


