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 HARMONISKA PROGRESIJA 
 
 Vo ovaa rabota e razgledan poimot harmoniska progresija, koj e vo tesna vrska 
so poimot harmoniska sredina. Pritoa se doka`ani osnovnite svojstva na 
harmoniskata progresija i e dadena vrskata me|u harmoniskata i aritmeti~kata, 
odnosno geometriskata progresija.  
 Vo natamo{nite razgleduvawa }e smetame deka ~itatelot e zapoznat so 
aritmeti~kata i geometriskata progresija i svojstvata na istite.  
 

1.DEFINICIJA I OSNOVNI SVOJSTVA NA HARMONISKATA 
PROGRESIJA 

 
 Defincija 1. Neka ,r c , 0c  . Nizata ic , 1,2,3,...i   definirana so  

  1c c , 1 1

1

k

k
c

c
r

 


, 1,2,3,...k                (1) 

ja narekuvame harmoniska progresija, a brojot r  go narekuvame nejzin parametar.  
 Prirodno se nametnuva pra{aweto dali postojat nizi koi ja zadovoluvaat 
dadenata defincija. Odgovorot na ova pra{awe e pozitiven {to mo`e da se vidi 
od slednive primeri.  
 Primer 1. Neka 1r  , 1c  . Od (1) dobivame  

  1 1c  , 2
1 1

1 1 2
c  


, 

1
2

3 1

1 1

31
c  


, 

1
3

4 1

1 1

41
c  


,… 

 Primer 2. Neka 2r  , 1c  . Od (1) dobivame  

  1 1c  , 2
1

3
c  , 3

1

5
c  , 4

1

7
c  ,… 

 Primer 3.Neka 2r  , 2c  . Od (1) dobivame  

  1 2c  , 2
2

5
c  , 3

2

9
c  , 4

2

13
c  ,… 

 Vo prethodnite razgleduvawa definiravme opredelen poim i se ubedivme, deka 
vo smisol na dadenata defincija postoi neprazno mno`estvo objekti. Da 
razgledame nekoi svojstva na harmoniskata progresija.  
 Teorema 1. Razlikata me|u recipro~nite vrednosti na sekoi dva sosedni 
~lenovi na harmoniskata progresija e konstantna veli~ina i e ednakva na 
parametarot na harmoniskata progresija, t.e. 

1

1 1
k kc c

r

  , za sekoj 1,2,3,...k  . 

 Dokaz. Od (1) dobivame 
1

1
1

1 1 1

ck
k kr

r
c c 

   , za sekoj 1,2,3,...k  , od {to sleduva 

1

1 1

k k
r

c c
  ,  za sekoj 1,2,3,...k  .  

 Teorema 2. Neka e dadena harmoniska progresija (1). Toga{ nejziniot op{t 
~len e daden so formulata  

  
1

1

1

( 1)
k

c

c
k r


 

, za sekoj 1,2,3,...k  .              (2) 

 Dokaz.Tvrdeweto }e go doka`eme so indukcija po k .  
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 )i Za 1k   imame 
1

1 1

1

0
c

c
r


 

, t.e.formulata (2) va`i.  

 )ii Neka pretpostavime deka formulata (2) va`i za k n . Za 1k n   od (1) i od 
induktivnata pretpostavka sleduva  

  
1 1

1 1 1 1

1 1 1

( 1)
n

n
c c c

c
r r n r nr

   
    

,  

t.e. va`i formulata (2).  
 Sega tvrdeweto na teoremata sleduva od principot na matemati~ka indukcija.  
 Zabele{ka 1. Spored prethodnata teorema op{tite ~lenovi na harmoniskite 
progresii od primer 1,2,3 se dadeni so formulite  

  
1 1

( 1) 1 1nc n n
 

  
,   

1 1

( 1) 2 1 2 1nc n n
 

   
,  

1
2

1 2

4 3( 1) 2
nc nn
 

  
.  

 Na po~etokot na statijata go “predvidovme” pra{aweto dali za sekoi ,r c , 
0c   so (1) mo`e da se definira harmoniska progresija. Odgovorot na ova 

pra{awe e daden vo slednata posledica, ~ij dokaz neposredno sleduva od 
prethodnata teorema.  
 Posledica 1. a) So formulite (1) mo`e da se definira kone~na harmoniska 
progresija ako i samo ako 1

rc
  .  

 b)Ako 
1

n
rc

   , toga{ so formulite (1) mo`e da se definira kone~na 

harmoniska progresija 1 2, ,..., nc c c . 
 Vo slednata teorema }e go doka`eme karakteristi~noto svojstvo na 
harmoniskata progrsija spored koe istata i ja imenuvame.  
 Teorema 3. Sekoj ~len na harmoniskata progresija, osven prviot i posledniot 
kaj kone~nite harmoniski progresii, e harmoniska sredina na negovite sosedni 
~lenovi, t.e.  

  
1 1

1 1

2

k k

k
c c

c

 




, za 2,3,4,...k  .                 (3) 

 Dokaz. Ako ja iskoristime formulata (2) dobivame  

  
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 2 1

( 2) ( 1)
k k

k
c c c c c

c
k r kr k r

 

  
      

, za sekoj 2,3,4,...k  .  

 Slednoto tvrdewe na prv pogled izgleda kako obop{tuvawe na teorema 3, no 
vsu{nost dvete tvrdewa se ekvivalentni.  
 Posledica 2. Sekoj ~len na harmoniska progresija e harmoniska sredina na na 
po broj ednakvo oddale~eni ~lenovi od nego, t.e.  

  
1 1

2

k i k i

k
c c

c

 




, za 1,2,..., 1i k  .  

 Dokaz. Postapete analogno kako vo dokazot na teorema 3.  
 Zabele{ka 2. Prethodno iska`anite svojstva na harmoniskata progresija 
va`at kako vo slu~aj koga taa e kone~na, taka i v o slu~aj koga e beskone~na. 
Slednoto svojstvo e sli~no na svojstvata iska`ani vo teorema 3 i posledica 2, no 
toa se odnesuva samo za kone~nite harmoniski progresii.  
 Teorema 4. Neka e dadena kone~na harmoniska progresija 1 2, ,..., nc c c . Toga{ 
harmoniskata sredina na sekoi dva ednakvo oddale~eni nejzini ~lenovi, po broj, 
od 1c  i nc  e konstanta i e ednakva na harmoniskata sredina na 1c  i nc , t.e.  
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1 1

1 1 1 1

2 2

k n k nc c c c 


 

, za 1,2,...,k n .  

 Dokaz. Neposredno od formulata (2) sleduva 

  
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2

( 1) ( ) ( 1)
k n k n nc c c c c c c c

k r n k r n r
 

  
         

, za 1,2,...,k n .  

 Neka e dadena harmoniska progresija (1), so nenulti parametar r . Toga{, za 
zbirot na prvite n  ~lenovi dobivame: 

 
1 1 1 1

1 1 1 1

1
1 1 1 1

1

1 1 1 1
0

1 1 1 1
...

2 3 ( 1)

1 1 1 1 1 1 1
...

1 2 1

c c c c

n

krc rc rc rc

rc
S

r r r r n r

r r k Dn





      
    

 
      
     
 


 

kade 
1

1
D

rc
 .  

 Od formulata za zbir na prvite n -~lenovi na harmoniskata progresija mo`e 
da se zaklu~i deka istata e dosta neprakti~na za opredeluvawe na istiot. Vo ova 
mo`e da se uverime i ako go razgledame sledniot primer.  
 Primer 4.Za zbirot na prvite pet ~lenovi na harmoniskata progresija od 
primer 3 imame: 

  5
2 2 2 2

2
5 9 13 17

S      .  

 Zabele{ka 3.Neposredno od formulata (2) sleduva deka ako parametarot r  e 
razli~en od 0 , toga{ za beskone~nata harmoniska progresija va`i lim 0n

n
c


 . Vo 

vrska so znakot na parametarot r  va`i slednata teorema.  
 Teorema 5. Nizata od recipro~nivrednosti na harmoniskata progresija so 
parametar r  e monotona i toa: 
 a)ako 0r  , toga{ taa strogo monotono opa|a, i  
 b)ako 0r  , toga{ taa strogo monotono raste.  
 Dokaz. Od formulata (2) neposredno sleduva  

  
1 1 1

1 1 1 1
( 1)

k k
kr k r

c c c c
      ,   koga 0r  , i  

  
1 1 1

1 1 1 1
( 1)

k k
kr k r

c c c c
        koga 0r  .  

 
2.VRSKATA ME\U HARMONISKA, ARITMETI^KA I GEOMETRISKA 

PROGRESIJA 
 
 Da ja razgledame harmoniskata progresija 1 2, ,..., ,...nc c c  so parametar r . Spored 
(2) za nizata recipro~ni vrednosti od ~lenovite na harmoniskata progresija va`i 

  
1

1 1
( 1)k

k
a k r

c c
    ,    za 1,2,3,...., ,...k n ,  

t.e. taa e aritmeti~ka progresija so razlika d r . Zna~i, zbirot na prvite n  
recipro~ni vrednosti na ~lenovite na harmoniskata progresija (1) e daden so  

  
11

1 1 1

2

n

kk

n
r n

c c

 
   
 

 .                  (4) 
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 Obratno, ako 1 2, ,..., ,...na a a  e aritmeti~ka progresija so razlika d , 0d   i ako 

0na  , za sekoj 1,2,3,....n  , toga{ nizata od recipro~ni vrednosti e harmoniska 
progresija so parametar r d . Jasno, zbirot na prvite n  recipro~ni vrednosti na 
razgleduvanata aritmeti~ka progresija e daden so  

  
1

1

1
1 0

1 1 1n n

kk k da
a d k



 


  .  

 Primer 5. Da ja razgledame harmoniskata progresija od primer 2 . Imame 2r  , 
1c  , t.e. 1

2 1n n
c  , 1,2,...n  . Nizata od nejzinite recipro~ni vrednosti e 1 2 1

nc
n  , 

1,2,...n   i taa e aritmeti~ka progresija zadadena so 1 1a  , 2d  . Spored toa, 
zbirot na prvite n  recipro~ni vrednosti na razgleduvanata harmoniska 
progresija e  

  
  2

1 1

2 2( 1)1

2

n n

k
kk k

n n
a n

c 

 
    .  

 Neka 1 2, ,..., ,...nc c c  e harmoniska progresija so parametar r  i neka \ {1}x  . Da 
ja razgledame nizata  

  
1
1

1
cb x , 

1
2

2
cb x ,…,

1
cn

nb x ,…               (5) 

 Spored (2) imame 
1
1 1( )c r k

kb x x  , za sekoj 1,2,3,...k  , t.e. nizata (5) e geometriska 

progresija so po~eten ~len 
1
1cx  i koli~nik rx . Jasno, zbirot na prvite n  ~lenovi 

na nizata (5) e daden so formulata  

  

11 1 1
1 11 1 1
1

1

1

1 1 1

cc c cn
c

rnn rn

k r r r
k

x x x x x
b x

x x x






  
  

  
 .  

 Neka ,b q  , 1q  . Nizata 1 2, ,..., ,...nb b b  definirana so 1k
kb bq  , za 1,2,3,...k   e 

geometriska progresija. Za sekoj \ {1}x   definirame niza 1 2, ,..., ,...nc c c  kade 
log

kk bc x , za 1,2,3,...k  . Stavame logxr q . Od  

  
11

1

1 1
log

1 1 1
log

log log log log (log ( 1)log )

1 1 1

log log log

k

b kk

k b
x k x x x x x

x x k x x c

c x
b b k q q b k q

q b q r




    
   

  
  

 

sleduva deka nizata 1 2, ,..., ,...nc c c  e harmoniska progresija so prv ~len 1 logbc x  i 
parametar logxr q .  
 Primer 6. Da ja razgledame harmoniskata progresija zadadena so 2r  , 2c  . Za 

2x  , so opi{anata postapka od ovaa harmoniska progresija ja dobivame 
geometriskata progresija 1 2b  , 4q  . Detalite gi ostavame na ~itatelot za 
ve`ba.  
 Da ja razgledame geometriskata progresija zadadena so 1 4b  , 2q  . Neka 

zememe 1
2

x  . Spored prethodno opi{anata postapka se dobiva harmoniska 

progresija zadadena so 1
1

2
c   , 1r   . Detalite gi ostavame za ve`ba.  

3.POTENCIJAL NA ARITMETI^KA, GEOMETRISKA I HARMONISKA 
PROGRESIJA 
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 Da ja razgledame kone~nata harmoniska progresija 1 2, ,..., nc c c . Od (2) i (3) 
dobivame  

  
1

1 1 1 1
1

1 2 2
1 1 1 1 1 1

( 1)
2k

n

c n
k

n
n

r n r
c c c c c



  


   
,  

{to zna~i deka harmoniskata sredina na site nejzini ~lenovi e ednakva na 
harmoniskata sredina na dvata krajni ~lenovi.  
 Da zabele`ime deka analogni relacii va`at i za kone~nite aritmeti~ki i 
geometriski progresii. Imeno, ako 1{ }ni ia   i 1{ }ni ib   se aritmeti~ka i geometriska 
progresija, soodvetno, toga{  

  1 1

2

n

k
k

a
n

n

a a
 

  i 11

nn
k nk
b b b


 .  

 Defincija 2. Neka 1{ }ni ia  , 1{ }ni ib   i 1{ }ni ic   se kone~ni aritmeti~ka, geometriska i 
harmoniska sredina, soodvetno. Broevite  

  
1

1 n

a k
k

p a
n 

  ,  

1

1

n n

b k
k

p b


 
   
 
   i  

1

1

n

ck
k

n
cp






 

gi narekuvame potencijal na progresiite 1{ }ni ia  , 1{ }ni ib   i 1{ }ni ic   soodvetno.  
 Neposredno od defincijata na potencijal, formulata (4) i svojstvata na 
aritmeti~kata i geometriskata progresija sleduva 

  1
1

2a
n

p a d


  , kade d  e razlikata na 1{ }ni ia  ,  

  
1

2
1

n

bp b q


 ,   kade q  e koli~nik na 1{ }ni ib  , i  

  
1

1 1
2

1
c n

c

p
r


, kade r  e parametarot na 1{ }ni ic  .  

 Jasno, ako n  e neparen broj, toga{ 1
2

nap a  , 1
2

nbp b   i 1
2
ncp c  , t.e. 

potencijalite se ednakvi na srednite ~lenovi na progresiite.  
 Teorema 6. Neka e dadena kone~na harmoniska progresija 1{ }ni ic  , so parametar 

r . Toga{ nizata '
1{ }ni ic   definirana so '

1i n ic c    za 1,2,....,i n  e kone~na harmoniska 
progresija so parametar r  i potencijalite na dvete progresii se ednakvi.  
 Dokaz. Jasno, 

  
'

1 1 1

'
1 1 1 1

1 1 1

( ) ( 1) ( 1)( ) ( 1)( )
k n k

c c c

c c
n k r n r k r k r

    
         

,  

{to zna~i deka '
1{ }ni ic   e harmoniska progresija so parametar r . Za potencijalite 

na nizite '
1{ }ni ic   i 1{ }ni ic   imame  

  
1 1 1
' 1

1 1 1

' n n n

c cn k kckk k k

n n n
c cp p

   

   
  

.  

 Zabele{ka 4. Na krajot na ovaa rabota da zabele`ime deka za aritmeti~kata i 
geometriskata progresija va`at svojstva analogni na svojstvata za harmoniskata 
progresija iska`ani vo teorema 6. Detalite gi ostavame na ~itatelot za ve`ba.  
 


