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NERAVENSTVO NA BERNOULI 
 
 Vo ovaa statija ]e go razgledame neravenstvoto na Bernuli i negovata 
primena pri doka`uvawe na neravenstva. 
 

 Teorema (Neravenstvo na Bernouli ): Ako nxxx ,...,, 21  se realni broevi so ist 

znak i pogolemi od )1( , toga[  

      nn xxxxxx  .....11.....11 2121 . 
 

       Dokaz: Za 1n  go dobivame to~noto neravenstvo 11 11 xx  . Pretposta-

vuvame deka tvrdeweto e to~no za kn  , t.e. za proizvolni realni broevi 

kxxx ,...,, 21 , so ist znak i pogolemi od )1( , va`i neravenstvoto  

      kk xxxxxx  .....11.....11 2121 . 

}e doka`eme deka neravenstvoto va`i i za prirodniot broj 1 kn . Neka 

121 ,...,, kxxx  se proizvolni realni broevi so ist znak i pogolemi od )1( . Toga[  

  0..... 121  kk xxxx  i .01 1  kx  

 Imaj]i ja vo predvid induktivnata pretpostavka, dobivame deka 

        121 11.....11 kk xxxx     121 1.....1 kk xxxx  

    121121 ..........1 kkkk xxxxxxxx

121 .....1  kk xxxx . 

Zna~i neravenstvoto va`i i za prirodniot broj 1 kn . Spored principot na 

matemati~ka indukcija, neravenstvoto va`i za sekoj Nn  i sekoi realni 

broevi nxxx ,...,, 21  so ist znak i pogolemi od )1( .  
 

 Zabele[ka 1: Ako xxxx n  .....21  i 1x , toga[ neravenstvoto na 

Bernouli glasi  

  nxx n  11  za sekoj Nn . 
 

    Zabele[ka 2: Neka 1x . Toga[: 

 a)   rxx r  11 , za sekoj Qr  , 1r ; 

 b)   rxx r  11 , za sekoj Qr  , 10  r , 

 Dokaz: a) Neka 
q

p
r  , qp  , Nqp , . Toga[ neravenstvoto glasi 

  x
q

p
x q

p

 11 . Ova neravenstvo e ekvivalentno so neravenstvoto 
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  p

q

x
q

p
x 








 11 , t.e. so p

patiqp

q

x
q

p
x 













)(

1.....1111 . 

}e go doka`eme ova neravenstvo. So toa ]e bide doka`ano i dadenoto. So 
primena na neravenstvoto me\u aritmeti~kata i geometriskata sredina 
dobivame deka 

x
p

xp

p

qpqx
q

p

x
q

p
p

patiqp

q




























1
)1(

)(1

1.....111
)(
 , 

[to treba[e da se doka`e. 

      b) Neka 
q

p
r   i qp  , Nqp , . Toga[  

        


q

patipq

p
q

p
r xxx 

)(

1.....11111 rx
q

pqpx



1

)()1(
. 

So toa i neravenstvoto b) e doka`ano. 
 

             
 

 № 1. Doka`i deka 8010010079 4324  . 
 

 Re[enie: Prvo ]e go doka`eme neravenstvoto 80100100 432  . Bidej]i 
100100100100100 323332  , dovolno e da doka`eme deka 10080 324  , t.e. 

2
3

4
20

5

4









, odnosno 2

243

256
20









. Bidej]i  

20

1
1

243

13
11

243

256
1

243

256
 , 

spored neravenstvoto na Bernouli imame deka 

2
20

1
201

20

1
1

243

256
2020







 








. 

Za dokaz na neravenstvoto 79100100 432  , dovolno e da doka`eme deka 
79100 43  , t.e. 80100 434  . Od  






























10102020

100

80

8

9

324

361

18
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243

256

3

4
4

16807

59049

7

9

64

81
55
















, 

dobivame deka 80100 434  . So toa neravenstvoto e doka`ano. 
 

 № 2. Neka  Rcba ,, , takvi [to 1 cba . Doka`i deka 

1111 333  bacacbcba . 
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 Re[enie: Bidej]i  1,0
3

1
r , spored neravenstvoto na Bernouli dobivame 

 333 111 bacacbcba

       3

1

3

1

3

1

111 bacacbcba  







  )(

3

1
1 cba 






  )(

3

1
1 acb 






  )(

3

1
1 bac 1 cba . 

Ednakvost va`i koga 13 cba . 
 
 № 3. Doka`i deka za proizvolni prirodni broevi m  i n  va`i neravenstvoto 

1
11


mn nm

. 

 

 Re[enie: Ako nekoj od broevite m  i n  e ednakov na 1, neravenstvoto e 

to~no. Zatoa pretpostavuvame deka 1m  i 1n . Toga[ va`i umn 1  i 

vnm 1 , za nekoi pozitivni realni broevi u  i v . Spored neravenstvoto na 
Bernouli imame deka 

  nuum n  11   i    mvvn m  11 , odnosno 
n

m
u

1
   i  

m

n
v

1
 . 

Ottuka sleduva deka 
n

nm
u

1
1


  i 

m

nm
v

1
1


 . Kone~no, 

1
1111

1

1

111


















nm

nm

nm

m

nm

n

vunm mn
. 

 
 № 4. Doka`i deka ako p  i q  se pozitivni realni broevi takvi [to 

2 qp , toga[ 

43  qppq qpqp . 
 

 Re[enie: Bidej]i  Rqp,  i 2 qp , mo`e da pretpostavime deka 

012  qp . So primena na neravenstvoto na Bernouli za 
q

p
x 1  i 

2

p
r   

dobivame deka 


















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2

1
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q
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q
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p
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2

)2(

2

2 22 



q
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2

22 
 . 

Ottuka 






 2

p

q

p
q

2

22 qp 
, odnosno  


p

p

q

p
q 2  

4

222 qp 
, t.e.  pp pq 2  

4

222 qp 
 . 
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No po uslov  pq  2 , pa qpqp
 

4

222 qp 
. 

      Sli~no, so primena na neravenstvoto na Bernouli za 
p

q
x 1  i 

2

p
r   

dobivame 


















22

11
2

1
2 pq

p

qp

p

q
p

q
pqqppq






22

2
. 

So kvadrirawe dobivame 2q
p

q
p

p

 , odnosno 

22
2

pq
p

pq
p

p

 ,   222 qppq pp  ,   t.e.   22qppq qp  . 

Sleduva deka 

 qppq qpqp3 223 qp
 

4

222 qp 





4

212 422422 qqppqp
 

       



4

14 4224 qqpp



4

)2(46 4224 pqpqqqpp
 

 





4

46 224224 qppqqqpp
 

=
 

4
44

464 4432234





 qpqpqqpqpp

. 

Vo neravenstvoto 222 qppq   ednakvost va`i ako i samo ako qp  , no 

poradi uslovot 2 qp , dobivame deka vo dadenoto neravenstvo ednakvost 

va`i koga 1 qp . 
 

 № 5. Neka  Ryx,  takvi [to xyyx xy  . Doka`i deka xyyx  1 . 
 

 Re[enie: Bez gubewe na op[tosta, neka yx  . Pretpostavuvame sprotivno, 

t.e. neka xyyx  1 . Toga[ 

0)1()1(  xyx , 

0)1()1(  xyx , 

0)1)(1(  yx , t.e. 

                                    0)1)(1(  yx       (*)  
 

Od (*)  sleduva deka 1x  i 10  y  (t.e. 01  yx ). Neravenstvoto na 

Bernouli glasi: 
 

 - Ako 1a  i 1b , toga[   abb a  11 ; 

     - Ako 10  a  i 0b , toga[   abb a  11 . 
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Spored toa 

                              )1(1)1(1  yxyy xx  i 

  )1(1)1(1  xyxx yy , t.e.   )1(1)1(1  xyx y
. 

 

Gi sobirame dvete neravenstva i dobivame 
 

     yx xy )1(1)1(1 )1(1)1(1  xyyx , 

   )1(1)1(1 xyy x   )1(1)1(1  yxx y
, 

xxyxyyxy yx  , 

xxyy yx  ,  

odnosno  

xyyx xy  , 

[to e vo sprotivnost so napravenata pretpostavka. Zna~i xyyx  1 . 
 

 № 6. Neka  Rba, , ba  , takvi [to 0)1)(1(  ba . Doka`i deka 

 abbaabba ab ,1min)1)(1(1  . 
 

 Re[enie: Pretpostavuvame deka 10  a . Toga[ i 10  b . Neka ra  1  

i sb  1 , kade [to 10  r  i 10  s . Bidej]i vo ovoj slu~aj 

  abab ,1min , desnata strana na neravenstvoto e 

 abbaab )1)(1(1    )1)(1(11 baab  

)1)(1)(1(1 rssr  . 

Spored neravenstvoto na Bernouli imame deka   rsr s  11  i   rss r  11 , 

pa  

      rsab srba 11 11
   









rs s

s

r

r

1

1

1

1
 















rs

sr

rs

s

rs

r

1

11

1

1

1

1





rs

srrsrs

1

11






rs

srrs

1

1
1  







rs

ssr

1

)1()1(
1 





rs

sr

1

)1)(1(
1 





rs

sr

1

)1)(1(
1  

 )1)(1)(1(1 rssr  rssrsr )1)(1()1)(1(1  

)1)(1(1 baabab  . 

Ovde go primenivme i neravenstvo rs
rs




1
1

1
, koe [to e ekvivalentno so 

to~noto neravenstvo 0rs . 
 

      Pretpostavuvame deka 1a . Toga[ i 1b . Stavame ra  1  i sb  1 , 

kade [to 0r  i 0s . Bidej]i vo ovoj slu~aj   1,1min ab , desnata strana na 

neravenstvoto e 
 

 1)1)(1(1 baab  rssr )1)(1(1 22  srrs . 
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Spored neravenstvoto na Bernouli imame deka 
  

  )1(11 1 srr s  
 i   )1(11 1 rss r  

. 
 

Gi sobirame poslednite dve neravenstva i dobivame  
 

rssrrsrssrba ab 22)1(1)1(1  , 

[to treba[e da se doka`e. 
 

     Vo dadenoto neravenstvo znakot za ednakvost va`i koga 1 ba . 
 

 № 7. Neka Rxxx n,...,, 21  i  1,0ix , ni ,...,2,1 . Doka`i deka 

nx
n

xx xxx 21.....11 132
21  . 

 

 Re[enie:  Bidej]i  1,0ix , imame deka 1
1


ix
, za sekoj ni ,...,2,1 . So pri-

mena na neravenstvoto na Bernouli i neravenstvoto me\u aritmeti~kata i 
geometriskata sredina dobivame 

       132

11

2

1

1 1.....11 xnxx xxx  



























13

2

2

1 1.....11
x

x

x

x

x

x n  

nn

x

x

x

x

x

x
22.....22

13

2

2

1  . 

 

 № 8. Neka nxxx ,...,, 21  se realni broevi pogolemi ili ednakvi na 
2

1
. Doka`i 

deka 

         





 






 






 

nx

n

xx
xxx

3

2
1.....

3

2
1

3

2
1

21

21  

                                                               4
113221

2
.....

3

4
xxxxxxxx nnn

n







  . 

 

 Re[enie:  Od 
2

1
ix  imame deka 12 ix , za sekoj ni ,...,2,1 . Spored near-

venstvoto na Bernouli za sekoj ni ,...,2,1  imame 

   





 

ix

ix
2

3
2

1 2

3

4
1

3

2
21 i

i
i x

x
x  






 

4
3

3
4 2

ix           (*)  

Od druga strana, spored neravenstvoto na Ko[i-Buwakovski-{varc, za broevite 
m  i n  imame deka 







 





 

4

3

4

3 22 nm 





 





 

2

1

4

1

2

1

4

1 22 nm 
2

1

2

1

2

1

2

1
nm  





2

1

22

1

22

nmnm
nm

nm





2

1

2
2 , 
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odnosno nmnm 




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