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R. Mal~eski, A. Mal~eski, Skopje  
  

PRESLIKUVAWA VO RAM-
NINA PREKU KOMPLEKSNI 

BROEVI II 
 

(Prodol`enie!) 
 
2.3. Neka e dadena prava )(p  so svojata 

avtokowugirana ravenka (1) i to~ka 0z . 

Ako ravenkata (1) ja zapi{eme vo oblikot 

A
C

A
B zz  , toga{ kompleksniot aglov 

koeficient na proizvolna prava, normal-

na na )(p , e 
A
B' . Zna~i, ravenkata na 

pravata )(q  koja minuva niz to~kata 0z  i 

e normalna na pravata )(p  e 

)( 00 zzzz
A
B  , 

odnosno  

000  BzAzzBAz .        (2) 

Ako gi sobereme ravenkite (1) i (2), to-
ga{ za prese~nata to~ka na pravite )(p  i 

)(q , t.e. za proekcijata na 0z  vrz pravata 

)(p  dobivame CzBAzAz  00'2 , odnos-

no 
A

CzBAz
z

2
00'
 . Spored toa,  

A
CzBAz

zz
20

00'
 , 

pa zatoa rastojanieto od to~kata 0z  do 

pravata )(p , zadadena so nejzinata avto-
kowugirana ravenka (1) e  

|2|
||

0
00))(,(

A
CzBAz

pzd
 . 

 
3. RAVENKA NA KRU@NICA  

 
3.1. Kako {to znaeme Rzz  || 0  e ra-

venka na kru`nica so centar vo to~kata 
S , so afiks 0z , i radius R . Vo ovoj 

paragraf podetalno }e se osvrneme na 
kru`nicata vo kompleksnata ramnina.  

 
3.2. Primer. Neka 1P  i 2P  se proiz-

volni to~ki vo kompleksnata ramnina so 
afiksi 1z  i 2z , soodvetno. Doka`ete deka 

kru`nicata opi{ana nad  otse~kata 21PP , 

kako nad dijametar ima ravenka  
|||2| 2121 zzzzz  .           (1) 

Re{enie. Bidej}i radiusot na kru`ni-
cata opi{ana nad 21PP , kako nad dijame-

tar, e 
2

|| 21 zz
R

 , a nejziniot centar 0P  e sre-

dina na otse~kata 21PP , so afiks 
20

21 zz
z

 , 

dobivame deka ravenkata na razgleduvanata 

kru`nica e 
2

||
2

2121 ||
zzzz

z
  . Ako posled-

nata ravenka ja pomno`ime so 2 ja dobi-
vame ekvivalentnata na nea ravenka (1).  

  
3.3. Primer. Neka BA,  i C  se tri 

razli~ni to~ki vo ramninata. Najdete go 
geometriskoto mesto na to~ki koi se ed-
nakvo oddale~eni od to~kite BA,  i C .  

 

Re{enie. Neka afiksite na to~kite 
BA,  i C  se ba,  i c , soodvetno. Spored 

primer 1.10 geometriskoto mesto na to~ki 
ednakvo oddale~eni od to~kite A  i B , B  
i C , A  i C , se simetralite na otse~kite 

BCAB,  i CA  ~ii ravenki se  
 

)(
22
ba

ab
abba zz 


    (2) 

 

)(
22
cb

cb
cbcb zz 


    (3) 

 

)(
22
ca

ca
caca zz 


    (4) 

soodvetno. ]e razgledame dva su~ai.  
 

a) Ako to~kite BA,  i C  se koline-
arni, toga{ od posledica 1.3 sleduva deka 
simetralite na otse~kite BCAB,  i CA  
imaat ednakvi kompleksni aglovi koefi-
cienti, a od posledica 1.8 sleduva deka 
tie se paralelni. No, to~kite BA,  i C  se 
razli~ni, pa zatoa i sredinite na otse~-
kite BCAB,  i CA  se razli~ni, {to zna~i 
deka ne postoi to~ka koja gi zadovoluva 
uslovite na zada~ata.  

 

b) Ako to~kite BA,  i C  ne se koline-
arni, toga{ simetralite na otse~kite ,AB  

BC  i CA  se se~at dve po dve. Ako od ra-
venkata (2) ja izvadime ravenkata (3) za 
afiksot o  na prese~nata to~ka O  na sim-
etralite na otse~kite AB  i BC  dobivame 

 

1

1

1

)()()(

cc

bb

aa

abcccabbbcaa
o

 . 
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So neposredna proverka se doka`uva deka 
to~kata O  le`i na pravata CA . Spored 
toa, baranoto geometrisko mesto e to~ka-
ta O  so afiks o .  

 
3.4. Zabele{ka. Vo prethodniot primer, 

vsu{nost doka`avme deka niz tri nekoline-
arni to~ki BA,  i C  minuva edna i samo ed-
na kru`nica so centar vo to~kata O  i radi-
us || oaR  , odnosno doka`avme deka okolu 
proizvolen triagolnik mo`e da se opi{e 
kru`nica ~ij centar se nao|a vo presekot na 
simetralite na negovite strani.  

 
3.5. Primer. Ako 4,3,2,1, jz j  se po-

sledovatelni temiwa na tetiven ~etiri-
agolnik, toga{  

0
))((
))((

3241

4321 


zzzz
zzzz

  (5) 

||||||||

||||

32414321

4231

zzzzzzzz

zzzz




     (6) 

 

Re{enie. Bez ograni~uvawe na op{to-
sta mo`eme da smetame deka centarot na 
opi{anata kru`nica se sovpa|a so koor-
dinatniot po~etok, a radiusot na kru`-
nicata e r .  (Zo{to?). Toga{,  

ji
j rez


 , 4,3,2,1j . 

Isto taka, mo`eme da pretpostavime deka 
posledovatelnosta na temiwata e ekviva-
lentna so uslovot  

 k214321  .       (7) 

Pri napravenite pretpostavki va`i:  
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bidej}i spored (7), sekoja veli~ina pod 
znakot na sinusot e od intervalot ),0(  . 
So toa e doka`ano neravenstvoto (5).  

Od neravenstvoto (5) sleduva 

|))((|

||

|))(())((|

|))((||))((|
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43213241
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t.e. ravenstvoto (6) e ispolneto.  
 

3.6. Zabele{ka. Ravenstvoto (6) vsu{-
nost e poznatata teorema na Ptolomej: 
Proizvodot na dol`inite na dijagona-
lite na tetiven ~etiriagolnik e edna-
kov na zbirot od proizvodite na dol`i-
nite na sprotivnite strani.  

 
3.7. Kako {to rekovme ravenkata na 

kru`nicata so centar vo to~kata 0z  i ra-

dius R  e Rzz  || 0 . Me|utoa, od prakti~-

ni pri~ini po`elno e da se znae oblikot 
na ravenkata na kru`nicata sli~en na 
onoj na avtokowugiranata ravenka na pr-
ava. ]e doka`eme deka  

0||,,,0 2  BAABBzAzAzz CR    (8) 

e ravenka na kru`nica.  
Navistina, ako zememe Az 0  i 

0|| 2
00

2  BABzzR , i ako zamenime 

vo ravenkata (8) ja dobivame ravenkata 
2

0000 Rzzzzzzzz  , 

t.e. ravenkata Rzz  || 0 , koja e ravenka 

na kru`nica so centar vo 0z  i radius R . 

Spored toa, ravenkata (8) e ravenka na 
kru`nica so centar vo 0z  i radius 

BAR  2|| .  
 

3.8. Zabele{ka. Vo sledniot primer }e 
dademe eden argument koj ni dava za pravo 
pravite i kru`nicite vo kompleksnata 
ramnina da gi narekuvame kru`nici, a 
kru`nicite da gi narekuvame vistinski 
kru`nici.  

 
3.9. Primer. (Apolonieva kru`nica). 

Neka A  i B  se proizvolni to~ki vo ra-
mninata. Geometriskoto mesto na to~kata 
M  so svojstvo  

)1,0(,:  kkkMBMA  

e kru`nica. Doka`ete!  
 

Re{enie. ]e go razgledame slu~ajot 
1k . Postavuvame koordinaten sistem 

xOy  takov {to x oskata se sovpa|a so 
pravata AB , a koordinatniot po~etok se 
sovpa|a so sredinata na otse~kata AB . 
Imame )0,(aA  i )0,( aB  , t.e. to~kite A  i 
B  imaat afiksi az 1  i az 2 , 

soodvetno. Ako to~kata M  od razgleduva-
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noto geometrisko mesto ima afiks z , to-
ga{ od uslovot na zada~ata sleduva deka 

||
||
az
azk 

 , odnosno  

0)( 2

1

1
2

2



 azzazz

k

k .           (9) 
 

Konstantite 2

1

1 ,
2

2
aBaA

k

k 

  go zadovo-

luvaat uslovot 0|| 2 BA , pa zatoa (9) e 
ravenka na kru`nica so centar vo 

1

1
0 2

2




k

kaz  i radius 
1

22
2||



k

akBAR .  
 

Slu~ajot 10  k  se razgleduva ana-
logno. Detalite gi ostavame na ~itatelot 
za ve`ba.  

 
3.10. Zaemen odnos na prava i kru`ni-

ca. Dadeni se prava )(p  i kru`nica )(K  
~ii ravenki se  

)( 00 zzzz     i  Rzz  || 1 , 
 

soodvetno. Vo centarot na kru`nicata ~ij 
afiks e 1z  povlekuvame prava )'(p  nor-

malna na pravata )(p . Nejzinata ravenka e 

)( 11 zzzz   . Ako gi sobereme raven-

kite na pravite )(p  i )'(p  go dobivame 
afiksot na prese~nata to~ka na ovie dve 

pravi 
2
)( 0101*

zzzz
z

  . Spored toa, za ras-

tojanieto od centarot na kru`nicata do 
pravata )(p  dobivame  

2
|)(|

00
0101|*|)*,(
zzzz

zzzzd
  . 

Od dosega iznesenoto sleduva:  
 

- ako R
zzzz 

2
|)(| 0101 , toga{ pravata 

)(p  e tangenta na kru`nicata )(K  i 

dopirnata to~ka ima afiks *z ;  
 

- ako R
zzzz 

2
|)(| 0101 , toga{ pravata 

)(p  i kru`nicata )(K  se se~at vo dve 
to~ki; i  

 

- ako R
zzzz 

2
|)(| 0101 , toga{ pravata 

)(p  i kru`nicata )(K  nemaat zaedni~ki 
to~ki.  

 
3.11. Primer. Opredelete go zaemniot 

odnos na pravata )(p  i kru`nicata )(K  
~ii ravenki se  

izz 3  i 3|24|  iz , 
soodvetno. 
  

Re{enie. Od ravenkata na pravata )( p  

dobivame 
2
3

0
iz  , a od ravenkata na kru`-

nicata )(K  nao|ame iz 241   i 3R . 

Zatoa  

R

d
ii iizzzz









34
2

|8|

2

|)24()24(|

2
|)(| 2

3
2
3

0101

 

{to spored 3.10 zna~i deka pravata pra-
vata )(p  i kru`nicata )(K  nemaat zaed-
ni~ki to~ki.  
 

3.12. Primer. Neka e dadena kru`nica 
)(K : Rzz  || 0  i to~ka 1z  na nea. Da se 

sostavi ravenkata na tangentata na kru`-
nicata )(K  koja minuva niz to~kata 1z .  

 

Re{enie. Ravenkata na pravata )(p  
koja minuva niz to~kite 0z  i 1z  glasi 

)( 00
01

01 zzzz
zz

zz 


 . Spored toa, raven-

kata na tangentata )'(p  na )(K  povle~ena 

vo to~kata 1z  e )( 11
01

01 zzzz
zz

zz 


 .  

 
3.13. Zabele{ka. a) Ako )(K : 1|| z  e 

edini~nata kru`nica i 1z  e to~ka na nea, 

toga{ ravenkata na tangentata na )(K  

povle~ena vo 1z  glasi 1
2
1 2zzzz  .  

 

b) Ako CBA ,,  i D  se to~ki od edi-

ni~nata kru`nica )(K : 1|| z , so afiksi 

cba ,,  i d , soodvetno, toga{ ,1 aa  
11,   ccbb  i 1 dd . Spored posle-

dica 1.8 tetivite AB  i CD  se paralelni 
ako i samo ako  

))(())(( cdabcdab  , 

{to zna~i ako i samo ako cdab  . Ana-
logno se dobiva deka tetivite AB  i CD  
se zaemno normalni ako i samo ako 

0 cdab .  
 

v) Ako CBA ,,  i D  se to~ki od edi-

ni~nata kru`nica )(K : 1|| z , so afiksi 
cba ,,  i d , soodvetno, i }{SCDAB  . 

Ravenkite na pravite AB  i CD  se  
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bazabz   i dczcdz  , 
soodvetno. Ako od poslednite dve ravenki 

go eliminirame z , za afiksot s  na pre-
se~nata to~ka S  dobivame  

abcd
abdccdbas 

 )()( . 
 

g) Neka A  i B , so afiksi a  i b , se 
to~ki od edini~nata kru`nica, takvi {to 
AB  ne e dijametar. Spored a) ravenkite 

na tangentite )( At  i )( Bt  se azaz 22   i 

bzbz 22  , soodvetno. Ako od posledni-

te dve ravenki go eliminirame z  za afik-
sot s  na prese~nata to~ka S  dobivame 

ba
abs  2 . 

 

d) Neka pravata )(p  ja se~e edine~nata 

kru`nica vo to~kite A  i B , so afiksi a  
i b , i neka M , so afiks m , e proizvolna 
to~ka od ramninata. Lesno se doka`uva 
deka afiksot c  na ortogonalnata proek-
cija C  na to~kata M  vrz pravata )(p  e 
zadaden so formulata  

2
mabmbac  . 

 
4. DIREKTNI SLI^NOSTI  

 
4.1. Definicija. Preslikuvaweto 

CC:S  definirano so  
0,,,)(  ababazzSw C  (1) 

go narekuvame direktna sli~nost. 
  

4.2. Teorema. Mno`estvoto direktni 
sli~nosti DS  vo odnos na operacijata 
kompozicija na preslikuvawe e grupa.  

 

Dokaz. Ako DS21,SS , toga{  

0,,,)(1  ababazzS C    i 

0,,,)(2  ddcdczzS C . 

Spored toa,  
 

0,,),()(

)()())(( 121



acbadacbadzac

bdczadczSzSS

C
 

 

t.e. DS21 SS  . Zna~i, mno`estvoto DS  

e zatvoreno vo odnos na kompozicijata na 
preslikuvawa.  

Neka DS321 , S,SS . So neposredna 

proverka se doka`uva deka  
 

))()())(( 321321 zSSSzSSS   , 

za sekoj Cz , pa zatoa  

))()( 321321 SSSSSS    

t.e. va`i asocijativniot zakon.  
Preslikuvaweto zzE )( , za sekoj 

Cz  pripa|a na DS  i pritoa  
 

SESSE   , za sekoj DSS . 
 

Neka 0,,,)(  ababazzS C  e pro-

izvolna direktna sli~nost. Preslikuva-

weto 
a
b

a
zzS  1

1 )(  e direktna sli~nost i 

pritoa va`i ))(())(( 11 zSSzSS  , za sekoj 

Cz , t.e. DS
1

1 SS . 
 

4.3. Teorema. Sekoja direktna sli~nost 
e ednozna~no opredelena so dva para pri-
dru`eni to~ki.  

 

Dokaz. Neka S  e proizvolna direktna 
sli~nost za koja va`i 11)( wzS   i 

22 )( wzS  . Toga{ ,)( bazzS   kade 

0,,  aba C  se nepoznati koeficienti 

koi treba da gi opredelime. Spored teore-
ma 4.2 sekoja direktna sli~nost e biek-
cija, pa zatoa od 21 zz   sleduva 11 ww  . 

So zamena vo bazzS )(  dobivame 
  







bazw

bazw

22

11   (2) 

 

Re{avaj}i go sistemot (2) po nepoznati a  

i b  dobivame 
21

21
zz
ww

a 
 , 

21

1221
zz
wzwz

a 
  i 

0a , t.e. koeficientite a  i b  na di-
rektnata sli~nost bazzS )(  se napolno 
opredeleni so dva para pridru`eni to~ki 

))(,( 11 zSz  i ))(,( 22 zSz .  
 

4.4. Teorema. a) Slika na prava )(p  
pri direktna sli~nost e prava )'(p .  

 

b) Paralelni pravi pri direktna sli~-
nost se preslikuvaat vo paralelni pravi.  

 

v) Normalni pravi pri direktna sli~-
nost se preslikuvaat vo normalni pravi. 

  

Dokaz. a) Neka e dadena direktnata 
sli~nost (1) i pravata )( p  so ravenka 

czz  . Od (1) imame 
a
bwz   i ako za-

menime vo ravenkata na pravata dobivame 


a
ba

a
a bacww  )( . Sega od 1|| 

a
a  

sleduva deka slika na prava )(p  pri di-
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rektna sli~nost e prava )'(p  ~ij komplek-

sen aglov koeficient e 
a
a .  

Tvrdewata pod b) i v) neposredno sle-
duvaat od a) i posledica 1.8.  

 
4.5. Teorema. Slika na kru`nica )(K  

pri direktna sli~nost e kru`nica )'(K . 
  

Dokaz. Neka e dadena direktnata sli~-
nost (1) i kru`nica )(K  ~ija ravenka e 

Rcz  || . Od (1) imame 
a
bwz   i ako 

zamenime vo ravenkata na kru`nicata do-
bivame Rabacw |||)(|  , {to zna~i deka 
slikata na kru`nicata )(K  pri dadenata 

sli~nost (1) e kru`nica )'(K , ~ij centar 
ima afiks bac   i istiot e slika na 
centarot na kru`nicata )(K , a nejziniot 

radius e ednakov na Ra || .  
 

4.6. Teorema. Ako BA,  se proizvolni 

razli~ni to~ki i ',' BA  se nivnite sliki 
pri direktnata sli~nost (1) i ako 

irea  , toga{ ABrBA ''  i pravite AB  
i ''BA  formiraat orientiran agol  .  

 

Dokaz. Neka 2121 ,,, wwzz  se afiksite 

na to~kite BA, , ',' BA , soodvetno. Toga{ 
ieABzz  12  i 1''12

ieBAww  , kade 

  i 1  se aglite koi gi zafa}a realnata 

oska so vektorite AB  i ''BA , soodvetno. 
Od ravenstvata bazw  11  i bazw  22  go 

dobivame ravenstvoto )( 2112 zzaww  , 

t.e. ravenstvoto )(1''   ii eABreBA , od 

{to sleduva ABrBA ''  i   1 .  
 

Realniot broj r  go narekuvame koe-
ficient na direktnata sli~nost (1), a 
agolot   go narekuvame agol na direkt-
nata sli~nost (1).  

 
4.7. Definicvija. Za dve figuri }e 

velime deka se direktno sli~ni ako po-
stoi direktna sli~nost koja ednata od niv 
ja preslikuva vo drugata. 

  
4.8. Posledica. Ako ABC  i ''' CBA  se 

direktno sli~ni triagolnici, toga{ 

ACABCABA :'':''   i ABCCBA  ''' .  

4.9. Teorema. Neka to~kite ',,, ACBA  
',' CB  imaat afiksi ,,, 321 zzz  ,,, 321 www  

soodvetno. Triagolnicite ABC  i ''' CBA  
se direktno sli~ni ako i samo ako  

 

0)()()( 213132321  wwzwwzwwz    (3) 
 

Dokaz. Triagolnicite ABC  i ''' CBA  
ako i samo ako postoi direktna sli~nost 
(1) za koja va`i bazw ii  , za 3,2,1i . Od 

poslednite ravenstva gi dobivame raven-
stvata  

 

)( 2121 zzaww  i )( 3131 zzaww  . 
 

Ako gi podelime ovie dve ravenstva go do-

bivame ravenstvoto 
31

21

31

21
zz
zz

ww
ww





   koe e ek-

vivalentno so ravenstvoto (3).  
 

4.10. Definicija. Za to~kata z  }e ve-
lime deka e nepodvi`na za direktnata 
sli~nost (1) ako go zadovoluva uslovot 

bazz  .  
 

Jasno, ako 1a , toga{ direktnata 
sli~nost (1) ima edinstvena nepodvi`na 

to~ka ~ij afiks e 
a
bz 

11 , a ako 1a , 

toga{ 0b , t.e. direktnata sli~nost (1) e 
identi~noto preslikuvawe i site to~ki 
od kompleksnata ramnina se nepodvi`ni. 

  

To~kata C  so afiks 
a
bc 

1
 ja nare-

kuvame centar na direktnata sli~nost 
bazzS )( .  

 
5. DVI@EWA  

 
5.1. Vo prethodnot paragraf gi razgle-

davme direktnite sli~nosti i doka`avme 
nekolku nivni svojstva. Vo ovoj paragraf 
}e se osvrneme naedna va`na klasa na di-
rektni sli~nosti i }e dademe klasifi-
kacija na ovie direktni sli~nosti.  

 
5.2. Definicija. Direktnata sli~nost 

1||,)(  abazzS  ja narekuvame dvi`ewe.  
 

5.3. Teorema. Mno`estvoto dvi`ewa 
D  vo odnos na operacijata kompozicija na 
preslikuvawa e podgrupa od grupata di-
rektni sli~nosti DS .  

 

Dokaz. Ako D21 , SS , toga{ 
  

1||||,)(,)( 21  dadczzSbazzS . 
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Spored toa,  
 

1||),()(

)()())(( 121




acbadzac

bdczadczSzSS
, 

 

pa zatoa D21 SS  . Zna~i mno`estvoto 

D  e zatvoreno vo odnos na kompozicijata 
na preslikuvawa. 

Ako D321 ,, SSS , toga{ DS321 ,, SSS , 

pa zatoa 321321 )()( SSSSSS   , t.e. va-

`i asocijativniot zakon.  
Ako stavime 0,1  ba  dobivame deka 

D )(01 zEz .  
Neka 1||,)(  abazzS  e proizvolno 

dvi`ewe. Preslikuvaweto  

a
b

a
zzS  1

1 )( , 1
||

11 
aa

 

e dvi`ewe i pritoa va`i  
 

zzSSzSS  ))(())(( 11 , za sekoj Cz ,  

t.e. D
1

1 SS . 
 

5.4. Definicija. Dvi`eweto 
  

bzzS )(  
go narekuvame translacija.  

 
5.5. Teorema. Translacija koja ne e 

identi~noto preslikuvawe nema nepod-
vi`ni to~ki. 

  

Dokaz. Neposredno sleduva od 4.10.  
 

5.6. Teorema. Mno`estvoto translacii 
T  vo odnos na operacijata kompozicija na 
na preslikuvawa e komutativna podgrupa 
od grupata dvi`ewa D .  

 

Dokaz. Ako T21 , SS , toga{  

dzzSbzzS  )(,)( 21 . 

Spored toa, 
 
  

),()()())(( 121 bdzbdzdzSzSS   

pa zatoa T21 SS  . Zna~i mno`estvoto 

T  e zatvoreno vo odnos na kompozicijata 
na preslikuvawa.  
 

Ako T321 ,, SSS , toga{ D321 ,, SSS , 

pa zatoa 321321 )()( SSSSSS   , t.e. va-

`i asocijativniot zakon.  
 

Neka T21 , SS , toga{ bzzS )(1  i  

dzzS )(2 . Spored toa,   
 

))(()(

)()()())((

122

121

zSSbzS

dbzbdzdzSzSS




 

za sekoj Cz , t.e. va`i komutativniot 
zakon.  

Ako stavime 0b  dobivame deka 

T )(01 zEz . 

Neka bzzS )(  e proizvolna tran-
slacija. Preslikuvaweto bzzS )(1  e 

translacija i pritoa va`i  
 

zzSSzSS  ))(())(( 11 , 

za sekoj Cz , t.e. D
1

1 SS . 
 

5.7. Definicija. Direktnata sli~nost 
so koeficient 1 i agol   ja narekuvame 
centralna simetrija. 

Spored toa,  
 

0,,,)(  ababazzS C  

e centralna simetrija ako 1a , {to 
zna~i deka centralnata simetrija ima 
oblik zbzS )( . Od 4.10 sleduva deka 
centralnata simetrija zbzS )(  ima 

centar so afiks 
2
bc  . Vo natamo{nite 

razgleduvawa mno`estvoto centralni si-
metrii }e go ozna~uvame so CS .  

 
5.8. Teorema. a) Kompozicija na dve 

centralni simetrii e translacija.  
b) Kompozicija na centralna simetri-

ja i i translacija e centralna simetrija. 
  

Dokaz. a) Neka  
zbzS )(1  i zdzS )(2 , Cdb,  

se proizvolni centralni simetrii.  
Toga{,  

)()()())(( 121 dbzzdbzdSzSS   

{to zna~i deka kompozicijata 21 SS   e 

translacija za vektor db  . 
 

b) Neka zbzS )(1  i dzzS )(2 , 

Cdb,  se proizvolna centralna sime-
trija i translacija, soodvetno. Toga{,  

zdbdzbdzSzSS  )()())(( 121   

zdbzbdzbSzSS  )()())(( 212  

t.e. 21 SS   i 12 SS   se centralni sime-

trii so centri 
2
db  i 

2
db , soodvetno.  

  
5.9. Definicija. Za preslikuvaweto 

CC:S  }e velime deka e involutorno 

ako toa e inverzibilno, t.e. postoi 1S  i 

ako SS 1 .  
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5.10. Teorema. Direktnata sli~nost, 
koja ne e identitet, e involutorna ako i 
samo ako taa e centralna simetrija.  

 

Dokaz. Od teorema 4.2 sleduva deka 
direktnata sli~nost e involutorna ako i 

samo ako 
a
bzbaz  , za sekoj Cz , od-

nosno ako i samo ako 
a

a 1  i 
a
bb  . Po-

slednite dve ravenstva se ispolneti ako i 
samo ako 1a , pa zatoa S  e involutorna 
ako i samo ako e centralna simetrija.  

 
5.11. Posledica. Mno`estvoto CST   

vo odnos na operacijata kompozicija na 
preslikuvawa e nekomutativna podgrupa 
od grupata dvi`ewa D .  

 

Dokaz. Neposredno sleduva od teore-
mite 4.2, 5.6 i 5.8.  

 
5.12. Definicija. Dvi`ewata koi ne se 

translacii gi narekuvame rotacii.  
 

Bidej}i za rotacijata ,)( bazzS   
1|| a  va`i 1a  zaklu~uvame deka sekoja 

rotacija ima centar C  so afiks 
a
bc 

1
. 

Ako rotacijata ima centar C  i agol  , 
toga{ }e velime deka toa e rotacija okolu 
C  za agol  . Vo natamo{nite razgledu-
vawa mno`estvoto rotacii }e go ozna~u-
vame so R . Jasno, centralnite simetrii 
se rotacii za agol  , pa zatoa RCS  .  

 

Neka 1||,)(  abazzS , 1a  e ro-

tacija okolu C  za agol  . Toga{, inver-

znoto preslikuvawe 1S  definirano so 

bazazS  )(1  e rotacija okolu C  za 
agol  .  

 
5.13. Teorema. a) Kompozicija na dve 

rotacii e rotacija ili translacija.  
 

b) Kompozicija na rotacija i tran-
slacija e rotacija. 

  

Dokaz. a) Neka 1||,)(1  abazzS , 

1a  i 1||,)(2  cdczzS , 1c  se dve 

rotacii. Toga{  

)()(

)()())(( 121

badzac

bdczadczSzSS




 

Jasno, ako 1ac , toga{ 21 SS   e transla-

cija, a ako 1ac  taa e rotacija okolu C  

~ij afiks e 
ac
bad




1
 za agol 21    kade 1  i 

2  se aglite na rotaciite 1S  i 2S .  
 

b) Neka bzzS )(1  i dczzS )(2  

1|| c , 1c  se proizvolna translacija i 
rotacija soodvetno. Toga{, od  

 

)()())(( 121 bdczdczSzSS   

sleduva deka 21 SS   e rotacija okolu C  

~ij afiks e 
c
bd




1
 za agol 2  na 2S .  

Ponatamu, od  
 

)()())(( 212 bcdczbzSzSS   

sleduva deka 12 SS   e rotacija okolu C  

~ij afiks e 
c
bcd



1
 za agol 2  na 2S .  

 
5.14. Posledica. Mno`estvoto RT   

vo odnos na operacijata kompozicija na 
preslikuvawa e nekomutativna podgrupa 
od grupata dvi`ewa D . 

 

Dokaz. Neposredno sleduva od 5.12 i 
teoremite 4.2, 5.6 i 5.13.  

 
5.15. Primer. Dadeni se to~kita 

4,3,2,1, kMk  so afiksi 4,3,2,1, kzk , sood-

vetno. Doka`ete deka  
)( 3412 zzizz         (1) 

ako i samo ako  

4321 MMMM   i 4321 MMMM     (2) 
 

Re{enie. Od uslovot (1) imame 
|||| 3412 zzzz  , {to zna~i deka  

4321 MMMM  . 

Isto taka  

)()( 343412
2 zzezzizz
i


 

, 
 

{to zna~i deka brojot 12 zz   se dobiva so 

rotacija na brojot 34 zz   okolu koordi-

natniot po~etok za agol 
2
 . Toa zna~i 

4321 MMMM  . Spored toa, uslovot (2) 

sleduva od uslovot (1).  
 

Obratno, od  
 

|| 1221 zzMM  , || 3443 zzMM   i 

4321 MMMM   

sleduva ,12
itrezz  isrezz  34 , t.e.  

)( 34
)(

12 zzezz sti   .         (3) 
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Sega od vtorata relacija vo (2) sleduva 

deka Z kkst ,2
2

 . So zamena vo 

(3) dobivame )( 3412 zzizz  . Spored 

toa, uslovot (1) sleduva od uslovot (2).  
 

6. HOMOTETIJA  
 

6.1. Definicija. Direktnata sli~nost 
so agol 0 ili  , koja ne e translacija ja 
narekuvame homotetija.  

 

Spored toa, direktnata sli~nost  
 

0,,,)(  ababazzS C  

e homotetija ako i samo ako }1,0{\Ra . 
Pod koeficient na homotetijata }e go 
podrazbirame realniot broj )1,0(, aa , a 

ne brojot a  kako kaj op{tite direktni 
sli~nosti. Jasno, centralnite simetrii se 
homotetii so koeficient 1 . Od teorema 
4.2 sleduva deka inverznoto preslikuvawe 
na homotetija so koeficient a  e homote-

tija so koeficient 
a
1 . Vo natamo{nite 

razgleduvawa mno`estvoto homotetii }e 
go ozna~uvame so H .  

 
6.2. Teorema. a) Kompozicija na dve 

homotetii e homotetija ili translacija. 
  

b) Kompozicija na homotetija i 
translacija e homotetija.  

 

Dokaz. a) Neka 
  

}1,0{\,)( 1111 R abzazS  i 

}1,0{\,)( 2222 R abzazS  

se dve homotetii. Toga{,  
 

2122112 ))(( bbazaazSS  . 

Jasno, ako 121 aa , toga{ 12 SS   e tran-

slacija za vektor 212 bba  , a ako 121 aa , 

toga{ 12 SS   e homotetija so centar C  

~ij afiks e 
21

212
1 aa

bba


  i koeficient 21aa . 
  

b) Neka se dadeni homotetijata 
}1,0{\,)( 1111 R abzazS  i translacijata 

22 )( bzzS  . Od 21112 ))(( bbzazSS  , 

}1,0{\1 Ra  sleduva deka 12 SS   e homote-

tija so centar C  ~ij afiks e 
1

21
1 a

bb

  i koe-

ficient 1a . Od 

211121 ))(( babzazSS  , }1,0{\1 Ra  

sleduva deka 21 SS   e homotetija so cen- 

tar C  ~ij afiks e 
1

121
1 a

bba

  i koeficient 

1a .  
 

6.3. Posledica. Mno`estvoto HT   vo 
odnos na operacijata kompozicija na 
preslikuvawa e nekomutativna podgrupa 
od grupata direktni sli~nosti DS .  

 

Dokaz. Neposredno sleduva od defi-
nicija 6.1 i teoremite 4.2, 5.6 i 6.2.  

 
6.4. Teorema. Bilo koi dve homotetii i 

nivnata kompozicija, ako taa ne e 
translacija, imaat kolinearni centri.  

 

Dokaz. a) Neka 
  

}1,0{\,)( 1111 R abzazS  i 

}1,0{\,)( 2222 R abzazS  

se dve homotetii ~ii centri se 1C  i 2C , 

so afiksi 
1

1
11 a
bc   i 

2

2
12 a
bc  , soodvetno, 

i neka 2122112 ))(( bbazaazSS   e homo-

tetija so centar C  ~ij afiks e 
21

212
1 aa

bba


 . 

Toga{,  

R 

















2

221

21

212

1

1

21

212

2

2

1

2
1

11

11
a
aaa

aa

bba

a

b
aa

bba

a

b

cc
cc  

{to spored posledica 1.4 zna~i deka 
to~kite 1C , 2C  i C  se kolinearni.  

 
6.5. Teorema. Direktnata sli~nost 

bazzS )(  pravata )(p  ja preslikuva vo 
paralelna prava )'(p  ako i samo ako taa e 
homotetija ili translacija. 

  

Dokaz. Ako pravata )(p  ima komplek-
sen aglov koeficient  , toga{ nejzinata 
slika )'(p  pri direktnata sli~nost 

bazzS )(  ima kompleksen aglov koefi-

cient 
a
a . Pravite )(p  i )'(p  se paralel-

ni ako i samo ako  
a
a , t.e. ako i samo 

ako aa  , {to zna~i ako i samo ako Ra . 
Zna~i, direktnata sli~nost bazzS )(  
pravata )(p  ja preslikuva vo paralelna 
prava )'(p  ako i samo ako taa e homotetija 

ili translacija.   
 

(Prodol`uva!) 


