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OBOP[TENA RAVENKA NA OJLER 
 
 1. Voved 

 
Vo ovaa rabota }e ja razgledame ravenkata 
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koja vsu{nost e generalizacija na dobro poznatata Ojlerova ravenka 
 

xy yx  .            (2) 
Za da ja re{ime ravenkata (1) vo mno`estvoto prirodni broevi ,N  

najprvo }e ja re{ime ravenkata (2) vo mno`estvoto .N  Pred da premineme 
na re{avawe na postavenite zada~i, }e gi vovedeme oznakite:  
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Jasno, pri vovedenite oznaki to~ni se ravenstvata 
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2. Ojlerova ravenka 
 
Za da ja re{ime ravenkata (2) }e doka`eme tri lemi. 
 

Lema 1. Ako ,3 yx  toga{ yx xy  . 

Dokaz. Da ja razgledame funkcijata  .,3,)(
ln
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ttf   sleduva 0)(  tf  za sekoj  ,,3 t {to zna~i deka funkcijata 

)(tf  monotono raste na razgleduvaniot interval. Spored toa, ako 3 yx  

toga{ )(xf > )(yf  t.e. .
lnln y
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x   Od poslednoto neravenstvo posledovatelno 

dobivame ,lnln xyyx   ,lnln yx xy   yx xy  , {to i treba{e da se doka`e.  
 

Lema 2. Za sekoj 5n  va`i .2 2nn   

Dokaz. Za 5n  imame .525322 25   Neka pretpostavime deka za 

5 kn  va`i .2 2kk   Za 1 kn  imame 

.)1(122222 2221  kkkkkk  
Sega to~nosta na tvrdeweto sleduva od principot na matemati~kata induk-
cija.  

 

 Lema 3. Vo mno`estvoto prirodni broevi edinstveni re{enija na 
ravenkata (2) se podredenite parovi ,)4,2(  )2,4(  i ,),( kk .Nk   



 

Dokaz. Jasno, sekoj podreden par ,),( kk ,Nk   e re{enie na raven-

kata (2). Neka .3 oo yx  Toga{ od lema 1 sleduva ,oo y
o

x
o xy  {to zna~i 

deka ravenkata (2) nema re{enie ,),( oo yx takvo {to .3 oo yx  Zaradi si-

metrija zaklu~uvame deka ravenkata (2) nema re{enie ,),( oo yx takvo {to 

.3 oo xy  

Neka .2oy  Toga{ od lema 2 sleduva ,2 2
o

x xo   za .5ox  So nepo-

sredna proverka se uveruvame deka podredenite parovi )4,2(  i )2,4(  se re-

{enija na ravenkata (2), a podredenite parovi ,)2,1( ,)1,2( ,)3,1( ),1,3( ,)4,1(  

)1,4(  i )2,3(  ne se re{enija na ravenkata (2). Kone~no, od dosega iznesenoto 

sleduva tvrdeweto na lemata.  
 
 3. Obop{tena ravenka na Ojler 
 

Analogno na postapkata so koja gi opredelivme re{enijata na ra-
venkata (2) }e prezentirame postapka za re{avawe na ravenkata (1), koja }e 
ja nare~eme obop{tena ravenka na Ojler. 
 

Teorema 1. Ako ,2 yx  toga{ .
yx xy yx   

Dokaz. Ako ,2 yx  toga{ od lema 1 yx xy  , pa zatoa .
yx xy yx   

Neka .2y  Toga{, ako 5x  od Lema 2 imame ,2 2xx   i zatoa .2
22 xx

x   

Ako ,3x  toga{ 656133 823
  i 51222 932

  {to zna~i .23
23 32   Ako 

,4x  toga{ ,2244
24 416162   pa i vo ovoj slu~aj .2

22 xx
x   

 

Vo dosega{nite izlagawa razgleduvavme dva parcijalni slu~ai na 
ravenkata (1), i toa 1 nm  i .2 nm  Sega }e go razgledame op{tiot 
slu~aj. Najprvo }e go razgledame slu~ajot koga .nm   Pritoa, bez ograni~u-
vawe na op{tosta mo`eme da smetame .mn    
 

Teorema 2. Ako 1 mn  i ,1x  ,1y  toga{ .),(),( xyfyxf mn    

Dokaz. Od 1 mn  sleduva .),(),( 1 yxfyxf mn   Bidej}i 
),(
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mxyxf   za 2x  
dobivame  
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pa zatoa .),(),( xyfyxf mn    
 

Posledica 1. Ako pmn   i ,2p  toga{ .),(),( xyfyxf mn   

Dokaz. Od Teorema 2 sleduva deka .),(),( 1 xyfyxf nn   Lesno se voo-

~uva deka za 2p  va`i neravenstvoto .),(),(1 xyfxyf mpm   Kone~no do-

bivame   ),(),( 1 xyfyxf nn ),(),(1 xyfxyf mpm  , {to treba{e da se doka-

`e.   
 



 

 Ostanuva da go razgledame slu~ajot .nm   Za taa cel }e ja doka`eme 
slednata teorema:  

 

Teorema 3. Ako ),(),( 22 yxfxyf nn    i ,1 yx  toga{ 

,),(),( 11 xyfyxf nn    ,),(),( yxfxyf nn   .),(),( 11 xyfyxf nn    

Dokaz. Gi voveduvame oznakite: ,
y
xk   ,),(2 xyfA n .),(2 yxfB n  

Od uslovot na teoremata sleduva deka .1 BAk    i   Pri ovie oznaki imame 
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{to zna~i ),(),( 11 xyfyxf nn    t.e. prvoto neravenstvo va`i. 
]e go doka`eme vtoroto neravenstvo. 
Neka .3y  Od dokazot na neravenstvo imame ),(),( 11 xyfkyxf nn   . 

Bidej}i za sekoj 3y  i sekoj 1k  e ispolneto neravenstvoto ,ykyk   
dobivame: 
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.5.2
2
5 k  Bidej}i 

2
5k  toga{ kk 12  pa zatoa ,2 xk   kx

1

2   i 

.)2,()(2),2( ),2()2,()2,( 11
1

1 xfxxxf n
xfxfxf

n
nnkn    

Ako ,4x  toga{ ,2)4,2( 4 A

nf   .4)2,4( 2B

nf   Bidej}i BA   dobivame 

,224 BA   pa zatoa .)2,4()4,2( nn ff   Ako ,3x  toga{ ,2)3,2( 3A
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nf   Bidej}i BA   dobivame ,223 BA   pa zatoa .)2,3()3,2( nn ff   

Kone~no, .),(),( yxfxyf nn   
Za da go doka`eme tretoto neravenstvo gi voveduvame slednite oz-

naki: ,),(1 xyfA n  .),(1 yxfB n  Toga{ zaradi to~nosta na vtoroto nera-
venstvo imame  
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{to zna~i .),(),( 11 xyfyxf nn    So toa teoremata e kompletno doka`ana.  
 
   

Od dosega iznesenoto sleduva deka:  
 

 

 i)  za nm   ravenkata (1) nema re{enie. 
 

ii)  za 1 nm  ravenkata (1) e ekvivalentna na ravenkata (2) i 
nejzinite re{enija se dadeni vo lema 3. 
 

iii) za 1 nm  edinstveni re{enija na ravenkata (1) se podredenite 
parovi .,),( Nkkk   

 


