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Slavica Grkovska, Skopje  
 

ZADA^I OD MINIMUM OD MAKSIMUM  
(MAKSIMUM OD MINIMUM) 

Vo eden od prethodnite broevi na SIGMA be{e razrabotuvan proble-
mot na minimax. Vo ovaa rabota }e se osvrneme na primeri koi se odnesuvaat na 
ovoj problem, no pritoa }e se koristime so poelementarni metodi za re{a-
vaweto na pooddelnite zada~i.  

 

Neka X  e neprazno podmno`estvo od mno`estvoto realni broevi. Ako 
po nekoe pravilo na sekoj element od mno`estvoto  

 niXxxxxX in
n ,...,2,1,|),...,,( 21   

na edinstven na~in mu se pridru`uva realen broj, toga{ velime deka e zadadena 

realna funkcija od n -promenlivi so definiciona oblast nX . 
 

Neka sega kixxxf ni ,..,2,1),,...,,( 21   se realni funkcii, i neka promen-

livite nxxxx ,...,,, 321   zadovoluvaat eden ili pove}e uslovi, pri {to pod uslov 

}e podrazbirame odredeno ravenstvo ili neravenstvo. Za sekoj fiksiran izbor 

na promenlivite nxxxx ,...,,, 321  so A  da go ozna~ime najgolemiot od broevite 
 

),...,(),...,,...,( 21211 nkn xxxfxxxf  t.e. 
 

A   ),...,(),...,,...,(max 111 nkn xxfxxf . 

Ako od site vrednosti {to mo`e da gi primi A , zavisno od uslovite {to gi 

zadovoluvaat promenlivite nxxxx ,...,,, 321 , ja izbereme najmalata toga{ sme go 

opredelile Amin ,i toa vsu{nost pretstavuva opredeluvawe minimum od 
maksimum, t.e.  

 ),...(),...,,...,(maxmin 111
)(

nkn
xfx

xxfxxf
i

. 

 

Ako  ),...,(),...,,...,(min 111 nkn xxfxxfB   i ako od site vrednosti {to 

mo`e da gi primi B , zavisno od uslovite {to gi zadovoluvaat promenlivite 

nxxxx ,...,,, 321  ja izbereme najgolemata, toga{ sme go opredelile Bmax , {to 

vsu{nost pretstavuva opredeluvawe maksimum od minimum, t.e. 
 

 ),...(),...,,...,(minmax 111
)(

nkn
xfx

xxfxxf
i

. 

]e razgledame nekoi idei i metodski pristapi koi mo`at da bidat 
korisni pri re{avaweto na ovaa klasa problemi. 

 
 

Primer1. Da se najde  
t

tt

t 


 22
2

10
,minmax . 

 

Re{enie. Neka  
t

ttB 


22
2 ,min . Od  1,0t  sleduva 0B . Ponatamu, od 

definicijata za minimum se dobiva deka 
2

2 tB   i 
t

tB 
2

. Od prvoto neraven-

stvo imame ,2
21

tB   pa zatoa 11 1
2
2

2
22

2
 


 Btt

t
t

tB .  Slu~ajot 0,0  Bt  

ne go razgleduvame bidej}i pritoa B  ne dostignuva maksimum. Zna~i, 11 
B

B  

od kade se dobiva kvadratnata neravenka 012  BB  koja mo`e da se napi{e 
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vo oblik 0))((
2

15
2

15   BB . Od poslednoto neravenstvo i od uslovot 0B  

sleduva deka 
2

15B , pri {to ravenstvo se dostignuva za 
2

2 tB   t.e. za 

53 t  i za 
t

tB 
2

 t.e. za 2t . No,  1,0t  pa zatoa edinstvenata vrednost 

na t  za koja se dostignuva maksimumot e 53 t . Zna~i, 

 
2

15
22

2

10
,minmax 







t
tt

t
.  

 

Primer 2. Neka S  e najgolem od broevite ,,, edcdcbcba   

gfefed  ,  kade gfedcba ,,,,,,  se nenegativni broevi za koi va`i  

1 gfedcba .          (*)  

Najdete ja najmalata vrednost koja {to mo`e da ja dostigne S . 

Re{enie.  Bidej}i  gfefededcdcbcbaS  ,,,,max  

dobivame 

 Scba               (1)    

Sdcb              (2)     

Sedc              (3)  

Sfed              (4)   

Sgfe                           (5) 

 Od (1) i (5) imame  Sgfecba 2 , od kade zaradi  (*) se dobiva 

Sd 21   t.e. Sd 21 . Sli~no, od (2) i (5) se dobiva Sa 21 . Potoa, od (1) i 

(2) se dobiva SdacbdaS 42)(22   od kade sleduva deka 
3
1S . 

Ravenstvo se dostignuva za  

3
1

3
1

3
1 ,0,0,,0,0,  gfedcba .  

Vo prethodnite dva primera mo`e da konstatirame deka razgleduvanata 
veli~ina e pomala ili ednakva ili pogolema ili ednakva od izvesna konstanta, 
a potoa utvrduvame za koja vrednost na promenlivite razgleduvanata veli~ina 
e ednakva na taa konstanta. Izlo`eniot metod za re{avawe na zada~i od ovoj 
tip }e go koristime vo pove}eto od slednite primeri.  

 

Primer 3. Neka zyx ,,  se realni broevi od intervalot [0,1]. Da gi ozna-

~ime so u  i v  najmaliot i najgolemiot od broevite 

222 1,1,1 xzzyyx  ,  

soodvetno.  
 )(i  Kolkava e najmalata vrednost {to mo`e da ja dostigne v ? 

 )(ii Kolkava e najgolemata vrednost {to mo`e da ja dostigne u ? 

)(iii Kakov }e bide odgovorot na prethodnite dve pra{awa ako zyx ,,  go 

zadovoluvaat uslovot  
1 zyx ?          (*) 

Re{enie. Pred da premineme na re{avawe na primerot da voo~ime  

deka ako ]1,0[x , toga{ postoi ],0[
2
   takov {to sinx . Toga{  

 2sin1)cos(sincossinsin1sin1 222  xx . 
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Za sekoj ],0[
2
   e ispolneto 22sin11   , od kade sleduva deka  

211 2  xx . 

Bidej}i ]1,0[y  i ]1,0[z , analogno na prethodnoto, va`at neravenstvata  

211 2  yy  i 211 2  zz . 
 

)(i  Od neravenstvata 11 2  xx , 11 2  yy , 11 2  zz  i 

21 yxv  , 21 zyv  , 21 xzv   sleduva  

3)1()1()1(1113 222222  zzyyxxxzzyyxv  

od kade se dobiva deka 1v . Zna~i, najmalata vrednost {to mo`e da ja dostigne 

v  e 1 i toa koga 0 zyx  ili 1 zyx . 
 

)(ii  Od neravenstvata  

21 2  xx , 21 2  yy , 21 2  zz  i 

21 yxu  , 21 zyu  , 21 xzu   

sleduva deka  

23)1()1()1(1113 222222  zzyyxxxzzyyxu  

od kade se dobiva deka 2u . Zna~i, najgolemata vrednost {to mo`e da ja dos-

tigne u  e 2  i toa koga 
2
2 zyx . 

 

)(iii  Bez gubewe na op{tosta mo`eme da pretpostavime deka 

 zyxx ,,max .Toga{ se mo`ni dva su{tinski razli~ni rasporedi i toa: 

)a  Ako yzx  , toga{ od 3
1

3
1 ,  yx  sleduva  

3
2212

3
1

3
12 )(11  yx . 

Od druga strana, 21 yxv  , pa zatoa 
3

221v . 

)b  Ako 
3
1,  yzyx , toga{  

3
1z  i  

3
2212

3
1

3
12 )(11  zyv ; 

Ako 
3
1,  yzyx , toga{ 

3
2212

3
1

3
12 )(11  yxv . 

Zna~i, vo sekoj slu~aj 
3

221v , a ravenstvo se dostignuva za 

3
1 zyx . 

Od neravenstvoto  

33

222 zyxzyx       (1)  

me|u aritmeti~kata i kvadratnata sredina na broevite zyx ,,  i zaradi 

3
1

3
1 ,  yx  sleduva 

3
12

3
32

3
3222 )()]([  zyxzyx  t.e.  
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3
1222  zyx     (2) 

Ako neravenstvoto (1) go primenime za broevite  222 1,1,1 zyx   dobi-

vame  

)(33111111 222222

3
3222 zyxzyxzyx       (3) 

Od neravenstvata vo )( ii  i od )2(  i )3(  sleduva 

221331)(3311113
3
1222222  zyxzyxzyxu

od kade {to se dobiva deka 
3

221u , pri {to ravenstvo va`i za 
3
1 zyx . 

 

Primer 4. Za realnite broevi 5,...,2,1, iai  va`i 1
5

1

2 
i

ia . Neka m e 

najmaliot od broevite ji aa   kade   jiji  ,5,...,2,1, . 

)(i Kolkava e maksimalnata vrednost koja mo`e da ja dostigne m ? 
 

)(ii Kakov }e bide odgovorot na pra{aweto pod )(i  ako 5,...,2,1, iai  se 

realni nenegativni broevi? 
 

Re{enie. Neka ji
ij

aam 
 51

min . 

)(i Bez gubewe na op{tosta mo`eme da pretpostavime deka  

12345 aaaaa  . 

Toga{ )()()()(4 12233445 aaaaaaaam   t.e. 154 aam  . Isto taka 

)()(2 2334 aaaam   t.e. 242 aam  . Ako e ispolneto barem edno od nera-

venstvata 
10
2

1410
4

15 ,  aaaa  toga{ i 
10
1m . Vo sprotivno imame  

1)()(1
10
4

2
1

10
16

2
1

2
)(

2
)(

2

)(

2

)(2
4

2
2

2
5

2
1

5

1

2
2

24
2

15
2

42
2

51  


 aaaaaaaa

i
i aaaaa  

{to e protivre~nost.  

Zna~i, maksimalnata vrednost {to mo`e da ja ima m  e 
10
1  i taa se 

dostignuva za  

10
2

510
1

4310
1

210
2

1 ,,0,,  aaaaa . 

)(ii  Ako 12345 aaaaa   toga{ 154 aam  , 143 aam  , 

132 aam   i 12 aam  . Ako va`i barem edno od neravenstvata 
30
4

15  aa , 

30
3

14  aa , 
30
2

13  aa  i 
30
1

12  aa  toga{ 
30
1m . 

30
1

12  aa . Vo 

sprotivno imame 
30
4

130
4

5  aa  i sli~no 
30
3

4 a , 
30
2

3 a , 
30
1

2 a  pa 

111
30
1

30
4

30
9

30
162

2
2

3
2

4
2

5
2

1  aaaaa  {to pretstavuva kontradikcija. 

 Za 
30
4

530
3

430
2

330
1

21 ,,,,0  aaaaa  se dostignuva minimal-

nata vrednost za m . 
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Primer 5. Dadeni se pozitivnite broevi 4321 ,,, xxxx  za koi va`i 

1
4

1


i
ix . Neka s  e najgolemiot me|u broevite 

4321

4

321

3

21

2

1

1
1111

,,,
xxxx

x
xxx

x
xx

x
x

x
 . 

Koja e najmalata vrednost koja ja dostiga s ? 

Re{enie. Ako s  e najgolemiot od dadenite broevi toga{ 
s
1  e najmal me|u bro-

evite 
4

4321

3

321

2

21

1

1 1111
,,,

x
xxxx

x
xxx

x
xx

x
x 

. Potoa 
s
s

s
 11 1  e najmal me|u broevite  

4

321

4

4321

3

21

3

321

2

1

2

21

11

1 11111111
1,1,1,1

x
xxx

x
xxxx

x
xx

x
xxx

x
x

x
xx

xx
x   ; 

a 
s

s
1  e najgolem me|u broevite 

321

4

21

3

1

2
1111 ,,,

xxx
x

xx
x

x
x

x  . Kone~no, 
ss

s
 

1
1

1
1  

e najgolem me|u broevite 
321

4321

21

321

1

21
1

1
1

1
1

1
1 ,,,1

xxx
xxxx

xx
xxx

x
xx

x 






 . Bidej}i 

 4
1

1
43211

1
1

1
1

1
1 21)1(

321

4321

21

321

1

21
sxxx

xxxx
xx

xxx
x

xx
xxxxx 






  ,  

sleduva 4
1

1 2s
 od kade se dobiva deka 4 2

11s . Zna~i, 
4 2

11s  ako  

4
1

14
1

14
1

14
1 2,2,2,21

321

4321

21

321

1

21  








xxx
xxxx

xx
xxx

x
xx

x , 

t.e. ako  4
4

44
3

44
2

4
1 82,48,24,21  xxxx .  

 
 

Primer 6. Broevite 1021 ,...,, xxx  pripa|aat na segmentot  1,0  i me|u niv 

postoi eden koj e ednakov na 0 i eden koj e ednakov na 1. Gi razgleduvame 

broevite: 
10

...
10332211

102132121 ,...,,,
xxxxxxxx

sssxs
  . 

)(i Najdete |}|max{max
,

ji
jix

ss
i

 ;             )(ii Najdete |}|max{min
,

ji
jix

ss
i

 . 

Re{enie. )(i Neka 3i .Toga{ 

i
j

i
ji

ji
jij

ji
jij

ji

xxxjixxxj
ji

xxxixxxxxj

j

xxx

i
xxx

ji

jijj

jijjjiss






















1)()0...00)(()1...11()...)(()...(

)...()......(......

2121

211212121

 

Isto taka,  

i
j

i
ji

ji
jij

ji
jji

ji

xxjxxxji
ij

ijjss  







  1)()0...0()1...1)(()...()...)(( 121

. 

Zna~i, 
i
j

ji ss  1 . Me|utoa, od site dropki od oblik  10,...,2,1,, ji
i
j

, najma-

la e 
10
1  t.e. za 10,1  ij , pa 

10
9

10
1

,
1max  ji

ji
ss . Maksimumot se dostignuva 

za 1...,0 10321  xxxx  koga 
10
9

101 ,0  ss .  

)(ii Neka 0ix  i 1jx . Stavame 00 s , i dobivame 

0)1( 1   iii xsiis  i 1)1( 1   jjj xsjjs  od kade sleduva deka   

1)1()1( 11   iijj siissjjs    (*) 

Ako go ozna~ime so ji
ji

ssA 
,

max , toga{ mo`ni se slednite slu~ai: 
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)10,9(;9,10)  ijija  i toga{ (*) se sveduva na:  

AAAssssssss 18810810)(8)(101 8991089910   

od kade dobivame
18
1A . 

 

)10,8(;8,10)  ijijb  i toga{ (*) se sveduva na:  

AAAA

ssssssssssss

18710

710)(7)()(101 78899107889910




 

od kade 
18
1A . 

 

)c  Ako 1,1;17  jiji  toga{ (*) se sveduva na : 

AAiAjAssssissj

ssssissj

ijiijj

ijiijj

18

)()()(1

1111

1111








 

od kade 
18
1A . 

 

 )d  Ako )1(;1  ji  toga{ (*) se sveduva na : 

AAjAjAssssjssssj jjjjjj 11)1()()(1 111111   , 

od kade 
18
1

11
1 A . 

Zna~i,vo sekoj slu~aj  
18
1A , pri {to ravenstvoto se dostignuva za na 

primer 1;0;... 1092
1

821  xxxxx . Toga{,  

2
1

109
4

92
1

821 ;;...  sssss .  
 

Primer 7. Da se opredeli:  

 
baxxi

xcba




2

1,1,,
maxmin)(    

 
cbxaxxii

xcba




23

1,1,,
maxmin)(  

Re{enie: )(i Neka baxxxf  2)( .Bidej}i 

)0(2)1()1(2112112 fffbbababbaba   

toga{ va`i barem edno od neravenstvata: 
2
1)1( f ;  

2
1)1( f ;  

2
1)0( f . 

Zna~i, sekoga{ 
  2

12

1,1
max 


baxx
x

, a za polinomot  
2
12)(  xxf va`i znak 

za ravenstvo t.e. za 0,
2
1  ba . 

)(ii Neka cbxaxxxf  23)(  i neka 
 

cbxaxxM
x




23

1,1
max . Sega 

MMMMMffff

cccbacba

cccbacba

bbbb

baba

baba

622)(2)(2)1()1(

2211

)()(2)1()1(

222)(222

2
1

2
1

248
1

248
1

248
1

248
1

4
1

4
1

2
3









 

Zna~i, 
4
1M  i za 0,,0

4
3  cba  va`i znak za ravenstvo.  
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Primer 8. Ako  0  toga{  

  4
2

,,
tgsincos1maxmin 






 xbxa

xba
. 

Doka`ete!  

Re{enie. Od uslovot na zada~ata sleduva deka 
44





, pa e 

1tg
4

2 
. Ako e 0 ba  toga{ e 

4
21sincos1  tgxbxa . 

Pretpostavuvame deka 022  ba . Najnapred e  

xbaxbaxbxa
ba

b

ba

a sincos1sincos1
2222

2222


 . 

Stavame    
2222

sin,cos
ba

b

ba

a


  , i dobivame  

)cos(1)sinsincos(cos1sincos1 2222   xbaxxbaxbxa . 

Neka 
 

)cos(1max 22

,






xbaM

x
. Ako  

2
cos1

2
2

22 )cos( 


  ba  

toga{  
2

2

2
cos1

cos1

cos1

2
2

22 1)cos(1 








 




  ba   ili 

4
2

cos1

cos1

2
22 tg)cos(1

2

2 




 



  



ba . 

Neka sega 
2

cos1

2
2

22 )cos( 


  ba . Od edna strana  

Mbaba

baba

2)cos(1)cos(1

)cos(1)cos(1

2222

2222








 

dodeka od druga strana: 

4
2

cos1

)cos1(2

cos1

cos4

2
22

22
2222

tg22)cos(22

cos)cos(22))cos()(cos(2

2

2

2

2 







































ba

baba

 

Zna~i, 
4

2tg22 M  t.e. 
4

2  tgM . 

Kone~no, ako   ,  kade 
2

0   , toga{    
22

,  

i za 0,
cos1
2   ba   imame  

    4
2

2
2

cos1
cos2

,,
1maxsincos1max 






 tgtgxbxa x

xx
. 

Maksimumot se dostignuva za   xxx ,, .  
 

Primer 9. Da se najde |}1||,1max{|min 2zz
z


C

, kade {to C  e mno`est-

voto kompleksni broevi. 
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Re{enie. Da voo~ime deka 22222 |})1||,1(max{|}|1|,|1max{| zzzz  . 

Ako biaz   toga{ 21211 2222  dcababiazA  i 
 

2222222222222222 4)1(4)1(|21||1| dcabababaabibazB   
 

 kade adbac 2,122  .  Ako  BAC ,max  toga{ za 0  va`i  
 

22
2

2
2

2
22 22

22)()(2)1(    dcdcdcABC  
 

od kade 
)1(2

4 2




C , i znak za ravenstvo va`i za 

2
 dc  i 

)1(2
4 2




 BA . 

Poslednite ravenstva se zadovoleni samo za 15  , i pritoa imame 
 

4
315

4
51

)1(2
4 ,,53

2 

  ba
 . 

 

Zna~i, |}1||,1max{|min 2zz
z


C 2

1553  , i znak za ravenstvo va`i 

za )120sin120(cos
2

15   iz .  

 
*  *  * 

 
Vo natamo{nite razgleduvawa }e se zadr`ime na dve kombinatorni 

zada~i. 
 
 

Primer 10. Neka ),...,,( 198521 aaa  e permutacija na mno`estvoto 

}1985,...,2,1{ . Sekoj broj ka  go mno`ime so k , a potoa me|u tie 1985  proizvodi e 

izbran najgolemiot. Doka`ete deka toj ne e pomal od 2993 .  
 

Re{enie. Gi razgleduvame broevite kka , za 1985,...,994,993k .Takvi 

broevi ima 993, pri {to za barem edno 993),993(,  kakk . Za takov k  va`i 

2993kka . Ako 1,...,1984,1985 198521  aaa , ili kak 1986 , toga{   

  22

2
1986 993)1986(   kk

k kkka , {to i treba{e da se doka`e.  
 

 

Primer 11. Dvajca mudreci ja igraat slednata igra: napi{ani se broe-
vite od 1024,...,2,1,0 . Prviot mudrec precrtuva 512 broevi po svoj izbor, drugiot 

precrtuva 256 broevi od preostanatite, potoa prviot precrtuva 128 broevi od 
preostanatite itn. Po desetiot krug precrtuvawa, vtoriot mudrec precrtuva 
eden broj i ostanuvaat dva broja. Vtoriot mudrec treba da mu plati na prviot 
onolku denari kolku {to iznesuva razlikata na preostanatite dva broja. Kolku 
}e mu plati vtoriot mudrec na prviot ako dvata igraat na najdobar na~in? 

 

Re{enie. Ako dvata mudreci igraat na najdobar na~in, toga{ vtoriot 
mudrec treba da mu plati na prviot 32 denari. Najnapred }e poka`eme deka 
prviot mudrec mo`e da igra taka {to }e dobie 32 denari. 

Prviot mudrec gi precrtuva prvo site neparni broevi, a vtoriot pat gi 
ostava neprecrtani broevite kaj koi poslednite dve cifri vo binarniot zapis 
se isti. Posle pettiot pat, prviot mudrec treba da ostavi tri broja ~ii pos-
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ledni pet cifri vo binarniot zapis se isti, pa bez ogled na toa kako }e igra 

vtoriot mudrec dvata broja }e se razlikuvaat barem za 3225  . 

Obratno, vtoriot mudrec so svojata igra mo`e da postigne poslednite 
dva broja da ne se razlikuvaat za pove}e od 32. Site broevi od mno`estvoto 

 1024,1023,...,2,1,0 osven 1024 pretstaveni binarno imaat deset cifri. (Ako bro-

jot ima pomalku od deset cifri toga{ pred prvata cifra dopi{uvame potreben 

broj na nuli, na pr. 22 00000100101001018  ). 

Taktikata na vtoriot mudrec e analogna so taktikata na prviot mudrec. 
Ako posle prviot poteg na prviot  mudrec ostanale pomalku od 256 broevi ~ija 
prva cifra vo binarniot zapis e 1, toga{ vtoriot mudrec vo svojot prv poteg gi 
precrtuva site broevi ~ija prva cifra e 1 i eventualno brojot 1024 (ako ne e 
precrtan). Ako posle prviot poteg na prviot mudrec ostanale pomalku od 256 
broevi ~ija prva cifra vo binarniot zapis e 0, toga{ vtoriot mudrec vo svojot 
prv poteg gi precrtuva site broevi ~ija prva cifra e 0 i eventualno brojot 
1024 (ako ne e precrtan). 

Ako posle prviot poteg na prviot mudrec mu ostanale 256 broevi ~ii 
prvi cifri vo binarniot zapis se 0 i 1 (toga{ ostanal i 1024), toga{ vtoriot 
mudrec vo svojot prv poteg gi precrtuva site broevi ~ija prva cifra e 0. Sled-
nite potezi na vtoriot mudrec se sli~ni. Na toj na~in posle pet potega vt-
oriot mudrec mo`e da obezbedi da ostanat dva broja ~ii prvi pet cifri vo 
binarniot zapis na brojot se isti ili da ostane brojot 1024 i u{te eden broj 
~ii prvi pet cifri vo negoviot binaren zapis se edinici. I vo dvata slu~aja 

razlikata na preostanatite dva broja ne e pogolema od 32.  
 
 
 

ZADA^I ZA SAMOSTOJNA RABOTA  
 

Zad. 1. Da se re{i primer 1 skiciraj}i gi graficite na funkciite 
 

2
2)( ttf   i 

t
ttg 

2
)(  za  1,0t . 

 

Zad. 2. Vo primer 2 da se najde 
  

 gfefededcdcbcba
gfedcba

 ,,,,minmax
,,,,,,

. 

 

Zad. 3. Primer 4 da se generalizira za n  broevi. 
 

Zad. 4. Najdete  222

,,
,,maxmin zyxzyxzyx

zyx


R
. Kakov e re-

zultatot ako dopolnitelno se bara da e 1 zyx ? 
 

Zad. 5. Najdete go najgolemiot cel broj A , takov {to, za koja bilo 

permutacija na mno`estvoto  100,99,...,2,1 , sumata na nekoi deset posledova-

telni broevi od toa mno`estvo e pogolema ili ednakva na A . 
 

Zad. 6. Napi{ani se broevite: 20,...,2,1 . Dvajca igra~i naizmeni~no 

zapi{uvaat pred tie broevi znaci + ili - (znakot se zapi{uva pred koj i da e 
sloboden broj). Prviot igra~ nastojuva da, posle postavuvawe na site dvaeset 
znaka, sumata na dobienite broevi po apsolutna vrednost  bide kolku e mo`no 
pomala. Koja najgolema, po apsolutna vrednost, suma mo`e da ja obezbedi 
vtoriot igra~?  


