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Ratko To{i} 
Novi Sad  
 

PAL  ERDE[ (1913-96) 
 

Koga imal nepolni 4 godini, Pal Erde{ i 
rekol na svojata majka: “Ako od 100 odzeme{ 250, }e 
dobie{ 150 pod nulata”. Maliot Pal toga{ ve}e 
znael na pamet da mno`i tricifreni i ~etirici-
freni broevi, no dotoga{ nikoj ne mu ka`al deka 
postojat i negativni broevi. Vo podocne`nite go-
dini toj so radost se se}aval: “Toa be{e samostoj-
no otkritie.”  
 

Erde{ be{e ve~en patnik; `ive{e patuvaj-
}i od eden do drug univerzitet, od edna nau~na kon-
ferencija do druga. Me|utoa, ostana cvrsto povrzan 

so Ungarija, kade {to bi{e neobi~no cenet i po~ituvan, ne samo od ma-
temati~arite. Sekoj nau~en sobir na koj u~estvuva{e go pretvora{e vo ma-
temati~ki praznik. Umre na 20. septemvri 1996 godina vo Var{ava, kade 
{to dr`e{e predavawa vo ramkite na dvonedelniot minisemestar od kom-
binatorika.  
 

Vo sekoj pogled koloritna figura, Pal Erde{ ima{e {armanten 
obi~aj da nudi pari~ni nagradi za re{avawe na matemati~ki problemi. 
Taka, na primer, 1971. godina, ponudi 10 dolari na onoj koj }e najde barem 
eden neparen ekscentri~en broj i 25 dolari za dokaz deka takov broj ne 
postoi. (Ekscentri~en e onoj broj koj e pomal od zbirot na svoite vistinski 
deliteli, no ne mo`e da se pretstavi kako zbir na nekoi svoi razli~ni 
vistinski deliteli. 70 e najmaliot ekscentri~en broj.) Ovoj primer ne go 
naveduvame zaradi zanimlivosta na zada~ata, tuku zaradi prefineteta 
procenka na Erde{ za relativnata vrednost na kontraprimerot i dokazot. 
Pari~nata vrednost na nagradata ne be{e pottik na matemati~arite da gi 
re{avaat Erde{ovite problemi. Da se re{i nekoj od Erde{ovite problemi 
pretstavuva{e ~est za sekoj matemati~ar, a banknotite dobieni od nego 
zna~ea pove}e od zvani~nite diplomi i se ~uvani kako najdragi spomeni.  
 

Najslaven negov dokaz e dokazot (zaedno so Selberg) na Teoremata za 
prostite broevi koja glasi: Ako e )(n  brojot na prostite broevi koi ne se 

pogolemi od n, toga{  
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Tvrdeweto prvo go doka`ale Adamar i Vale-Pusen so metodite na kom-
pleksnata analiza. Erde{ 1949. godina, zaedno so Selberg, objavil elemen-
taren dokaz, vo koj voop{to ne se koristat kompleksni broevi.  
 

Pal Erde{ zboruva{e deka Gospod na neboto ima KNIGA koja gi sodr-
`i dokazite na site matemati~ki teoremi koi mo`at da se zamislat; u{te 
pove}e, tie dokazi se najdobri i najelegantni. Za dokazite za koi smeta{e deka 
se zna~ajni i isklu~itelni, vele{e deka se od KNIGATA.  
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Erde{ ostavi dlaboka traga vo matematikata, ne samo so nabroeni-
te rezultati vo matematikata, osobeno vo teorijata na broevi i kombina-
torikata. Imeno, toj be{e i najgolem sostavuva~ na matemati~ki problemi 
na site vremiwa, od zada~i nameneti za sredno{kolcite do istr`uva~ki 
problemi, me|u koi nekoi i do dene{en den ne se re{eni. Mnogu negovi 
problemi poslu`ile kako po~etna to~ka za nau~ni istra`uvawa vo raz-
li~ni oblasti na matematikata. Vo golema merka blagodarej}i mu na Er-
de{, ungarskata matematika zavzema taka visoko mesto vo svetot.  
 

Vo prodol`enie }e vi prezentirame pet problemi na Pal Erde{, 
koi vo razli~ni vremenski periodi se objavuvani vo spisanieto “American 
Mathematical Monthly”.  
 

1.  Doka`ete deka me|u bilo koi n+1 prirodni broevi pomali ili ednakvi 
na 2n, postojat dva takvi {to edniot od niv e delitel na drugiot.  

 

Re{enie. Neka dadenite broevi se 121 ,...,, naaa  i neka 2br  e najgolemiot 

stepen na brojot 2 vo kanoni~noto razlo`uvawe na ar  na prosti mno`ite-

li. Toga{, a cr
br 2 ,  kade c e neparen broj. Bidej}i me|u prirodnite 

broevi od 1 do 2n ima n neparni, od principot na Dirihle sleduva deka 
me|u dadenite n+1 broevi ar  mora da postojat dva kaj koi faktorite c se 
poklopuvaat. O~igledno edniot od niv e deliv so drugiot.  

 

2.  Neka 1 1 2    a a a nk...  e niza od prirodni broevi, takvi {to 

NZS ( , ) .a a ni j   Doka`ete deka   1
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Re{enie. Sli~no kako vo prethodnata zada~a se doka`uva deka  
  

 k n 1
2 .      (1) 

 

Od druga strana, ako broj ai  se nao|a vo nizata, toga{ niden priroden broj 

b takov {to a b ni   ne mo`e da se nao|a vo nizata i site tie broevi od 

oblik a bi  se razli~ni. Brojot na takvite broevi b e ednakov na 
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3.  Neka a a a nn1 2 2   .. .  se prirodni broevi, takvi {to nieden od niv 

ne e deliv so nekoj drug broj na nizata. Doka`ete deka a k
1 2 ,  kade 
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brojot k e opredelen so neravenstvata 3 2 3 1k kn   .  Doka`ete deka 
ovaa ocenka za a1  ne mo`e da se podobri.  

 

Re{enie. Da gi zapi{eme ~lenovite na nizata vo oblik a cb
  2 , kade 

c  se neparni broevi. Broevite c  se razli~ni, bidej}i ako me|u ~lenovi-

te na nizata postojat dva so ednakvi faktori c , toga{ edniot od niv }e 
bide deliv so drugiot, {to protivre~i na uslovot na zada~ata. Spored toa, 

~lenovite na nizata mo`at da se pretstavat vo oblik a cb
  2 , kade 

mno`itelite c  so to~nost do nivniot poredok se poklopuvaat so ~leno-

vite na nizata 1, 3, 5, ..., 2n-1. Prvo da ja razgledame podnizata broevi a ,  

za koi c k
  1 3 3 32, , . .. , .  ^lenovite na ovaa podniza mo`at da se pretstavat 

vo oblik   2 3i i ,  kade i k 0 1 2, , , ... , ,  pri {to  i i 1 ,  bidej}i vo 
sprotivno   sledniot ~len na podnizata }e bide deliv so prethodniot. 

Spored toa, i k i   i zatoa  2 3 2 3 2i i k i i k  .  Ako a1  pripa|a na 
razgleduvanata podniza, toga{ tvrdeweto na zada~ata e doka`ano. Vo 
sprotivno c1 5 .  
Sega da pretpostavime deka sprotivno na tvrdeweto na zada~ata,  

 

a c cb k
1 1 12 2 51  , . kade  

Zatoa,  

c k bk b
1 12 31   , . kade  

 

Spored prethodno doka`anoto, mno`itelite c  se razli~ni neparni bro-

evi, ne pogolemi od 2n. Spored toa, broevite c b1
1

13 1 2 3 2   , , , , ... , , za  

pripa|aat na mno`estvoto mno`iteli c , bidej}i najgolemiot od niv go 
zadovoluva neravenstvoto  

 

3 3 2 3 3 2 3 21 1 1 1 11
1

1 1 2 3b b k b b k b kc n         .   (2) 
 

Ovie broevi opredeluvaat podniza na po~etnata niza a c b


  
1

13 2 ,  kade 

  1 2 3 21, , , ... , .b  Me|u ~lenovite na ovaa podniza mo`at da se najdat dva 
~lena takvi {to edniot od niv, sprotivno na uslovite na zada~ata, e deliv 
so drugiot, dokolku broevite b  ne se razlikuvaat i ni za eden  ne va`i 

neravenstvoto b b  1.  Me|utoa, ova neravenstvo ne e mo`no, bidej}i  

prima b1 2  vrednosti, a postojat najmnogu b1 1  razli~ni nenegativni 

celi broevi, koi ne se pogolemi od b1.  
 

Za da doka`eme deka ocenkata na najmaliot ~len na nizata ne mo`e da se 
podobri, naveduvame primer na niza kaj koj najmaliot ~len, za proizvolno 

n, e ednakov na 2 k .  ^lenovite na taa niza mo`at da se zapi{at vo oblik  

aij
k j j

i
i 2 3  ,  
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kade i  se site neparni broevi koi go zadovoluvaat neravenstvoto  i n 2  
i se zaemno prosti so 3,  

 

3
2

3 0 11k

i

k
i
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n

j k  


, , , .. . , .  

 

Ne e te{ko da se vidi deka broevite aij  se razli~ni, pomali od 2n i deka gi 

ima to~no n. Lesno se doka`uva deka najmaliot od broevite aij  e ednakov 

na 2 k .  Na primer, za n=15, na{ata niza ja formiraat broevite 8, 10, 11, 12, 
13, 14, 15, 17, 18, 19, 21, 23, 25, 27, 29.  

 

4.  Neka e p prost broj pogolem od 3 i n
p

 2 1
3

2
.  Doka`ete deka n e delitel 

na 2 2n  .  
 

Re{enie. Vo razlo`uvaweto   

n
p p

 
  

1
4 2 1 2 1

3

1 1( )( )
,  

mno`itelot 4 e deliv so 2, 2 11p   e deliv so p (spored malata teorema na 
Ferma, bidej}i p e prost broj) i so 3 (bidej}i p e neparen prost broj). 

Spored toa, ako p>3, toga{ 2 11p   e deliv so 3p, a n-1 e deliv so 2p. 

Spored uslovot na zada~ata, brojot 122 p  e deliv so  n. Bidej}i n-1 e deliv 

so 2p, dobivame deka 12 1 n  e deliv so 122 p ,  pa zatoa i so n. Kone~no, n 

e delitel na ,22 n  {to i treba{e da se doka`e.  
 

5.  Dadeni se k prirodni broevi  ,...21 naaa k   kade  .
2

1 nk  Doka`ete 

deka barem za eden par broevi (i,r) va`i .1 ri aaa   
 

Re{enie. Da go razgledame mno`estvoto od k-1 prirodni broevi  
 

.,...,, 11312 aaaaaa k   
 

Zaedno so mno`estvoto od dadenite k razli~ni prirodni broevi, 
dobivame 2k-1>n prirodni broevi, koi se pomali ili ednakvi na n. Od 
principot na Dirihle sleduva deka dvete mno`estva imaat barem eden 
zaedni~ki element, t.e. barem edna{ va`i 1aaa ri   t.e. va`i 

.1 ri aaa   
 

Za  
2

1 nk  tvrdeweto ne va`i, {to mo`e da se vidi od sledniot primer:  
 

    .,...,2,1
22

nnn   
 

 Kako {to ve}e rekovme Erde{ be{e poznat po mnogute postaveni 
problemi. Dolu navedenite negovi problemi se u{te ne se re{eni.  
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1.  Neka P e proizvolna to~ka vo vnatre{nosta na tri-
agolnik. So a a a1 2 3, ,  da gi ozna~ime rastojanijata od 

to~kata P do temiwata na triagolnikot, a so x, y i z 
rastojanijata od to~kata P do stranite na tria-
golnikot. Odredete ja najmalata vrednost na izrazot  
a a a

x y z
1 2 3 
 

.  

2.  Dadeni se n to~ki vo ramninata takvi {to me|u niv 
ne postojat tri kolinearni to~ki. Gi razgleduvame 
onie parovi to~ki me|u koi rastojanieto e ednakvo 
na 1. Koj e najgolemiot broj na takvi parovi?  

3.  Doka`ete deka 
1

12 nn !



  e iracionalen broj.  

4.  Doka`ete deka vo konveksen n-agolnik ( n  5 ) ne postoi teme koe e ednakvo 
oddale~eno od drugi ~etiri temiwa.  

 

R. Mal~eski  

Skopje  
 

DALI  AHIL  ]E  JA  STIGNE  @ELKATA? 
 

Edna od aporiite (aporija - logi~ka te{kotija, dokaz spored koj ne 
e mo`no nikakvo dvi`ewe) na anti~kiot filozof Zenon od Eleja (okolu 
464-401 god. p.n.e.) glasi: 
 

Ahil tr~a deset pati pobrzo od `elkata. Vo momentot koga po~nale 
da tr~aat, `elkata imala 100 m prednost. Dodeka Ahil gi pretr~a tie 100 m 
`elkata se oddale~uva 10 m, pa zatoa Ahil nema da ja stigne. Dodeka Ahil 
gi pretr~a obvie 10 m  `elkata se oddale~uva 1 m i Ahil povtorno nema da 
ja stigne, itn. Zna~i, Ahil nema da ja stigne `elkata. 
 

Kade e gre{kata vo vakvoto zalu~uvawe koe o~igledno doveduva do 
gre{en rezultat? 
  

Ako Ahil gi pretr~a prvite 100 m za t sekundi, toga{ 10 m }e gi 

pretr~a za 
t

10
 sekundi itn. Tvrdeweto deka Ahil nikoga{ nema da ja stigne 

`elkata }e bide to~no vo  slu~ajot ako vremeto  
 

n
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1010 2
  

e neograni~eno. No, kako ova vreme e ednakvo na 
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toa za proizvolen priroden broj n e pomalo od 
10

9

t
sekundi, pa zna~i ne e 

beskone~no golemo. Spored toa terminot “nikoga{“ nema opravduvawe. 
Gre{kata vo zaklu~uvaweto nastanala bidej}i od beskone~nosta na pro-
cesot se izvlekuva zaklu~ok za beskone~nost na zbirot na vremetraewata na 
pooddelnite etapi. 
  

Deka Ahil }e ja stigne `elkata mo`eme da se uverime i so naj-
osnovnite poimi od fizikata. Neka S e dol`inata na patot {to Ahol mora 
da go pomine da ja stigne `elkata i neka V e negovata brzina. Toga{ 

10

100
V

S
V
S  odnosno 

9
1000S metri. Ako Ahil pretr~al 100 m za  vreme od t 

sekundi, toga{ `elkata }e stigne za  st
sm

t

m

9
10

/
100

9

1000

 , {to e jasno i od pred-

hodnata diskusija ( zbir na geometriski red).  
 

 
EKONOMI^EN  REZERVOAR 

 

          Marko saka da napravi rezervoar za voda, pa zatoa se raspra{al za 
cenata na cementot i zaklu~il deka so raspolo`livite pari mo`e da ce-
mentira 12 2m . No, ne znae kakvi dimenzii treba da ima rezervoarot, taka 
{to negoviot volumen da bide najgolem. Oti{ol kaj yidarot Pavle da mu 
napravi presmetka. Ka`uvaj}i mu go problemot Marko dodal deka rezer-
voarot ne treba da ima poklopec. So obzir na grade`nite te{kotii re{ile 
osnovata na rezervoarot da bide kvadrat, a yidovite pravoagolnici, pa 
ostanalo da gi odredat dimenziite na osnovata i visinata.  
          Pavle bil prakti~en i ne sakal da gubi vreme so detalni presmetki, 
pa razmisluval na sledniot na~in: kockata e telo koe sodr`i najgolem vo-
lumen od site kvadari so dadena plo{tina, pa zna~i kockata e najekonomi-
~en oblik na rezervoarot. Me|utoa, bidej}i vo ovoj slu~aj nema kapak, do-
volni se pet kvadratni plo~i. Bidej}i vkupnata plo{tina e 12 2m , sekoja 
plo~a }e ima po 2 4 2, m . Stranata na kockata, toga{ pribli`no e 1,55 m, a 
volumenot e 3 72 3, m .  
          Ova na Marko mu izgledalo dobro, no ne mu se dopadnala brzinata so 
koja Pavle presmetuval. Mo`ebi Pavle sepak zgre{il? [to mislite vie?  
          Navistina, Marko so pravo se somneval. Na primer, ako za rezervoa-
rot zememe osnova kvadrat so strana 1,8m a visinata da e 1,216 m, toga{ 
plo{tinata na rezervoarot }e bide 12 2m , a volumenot 3 94 3, m . Kade zgre{il 
Pavle?  
          Faktite koi Pavle gi koristel se to~ni ako stanuva zbor za vkupna 
plo{tina na kocka. No, ovda rezervoarot nema kapak, pa zatoa vakviot 
nekriti~en prenos na faktite doveduva do gre{ka. Mo`e da se ka`e deka, 
vo slu~aj koga osnovata e kvadrat dimenziite na rezervoarot se 2m, 2m i 1m 
i toj }e ima najgolem volumen od 4 3m .  


