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R. Mal~eski, A. Mal~eski, Skopje  
  

PRESLIKUVAWA VO RAM-
NINA PREKU KOMPLEK-

SNI BROEVI I 
 

0. VOVED   
 

Vo ovaa statija, koristej}i gi kom-
pleksnite broevi }e gi razgledame sli~-
nostite vo evklidskata ramnina. Isto 
taka so pomo{ na aparatot na kompleks-
nite broevi }e ja razrabotime i inver-
zijata, preslikuvawe koe i pokraj nego-
voto ogromno zna~ewe ne se izu~uva vo 
na{iot obrazoven sistem.  
 

a) Geometriska interpretacija 
na kompleksen broj  

  

0.1. So 2R  ja ozna~uvame evklid-
skata ramnina so dekartovi koordinati. 
Sekoj kompleksen broj iyxz   e pod-
reden par realni broevi ),( yx . Bidej}i 
mno`estvoto podredeni parovi realni 
broevi ),( yx  e vo obratno ednozna~no 

soodvetstvie so 2R , dobivame deka na 

sekoja to~ka 2RA  mo`eme da i pri-
dru`ime kompleksen broj iyxz  , i 
obratno. Za kompleksniot broj z  koj 
soodvetstvuva na to~kata A  }e velime 
deka e nejzin afiks. Ova soodvetstvie 
me|u kompleksnite broevi i to~kite od 
evklidskata ramnina e biekcija. Pri-
toa, realnite broevi se preslikuvaat na 
to~kite od apcisnata oska, a imaginar-
nite na to~ki od ordinatata. Zatoa ap-
cisnata oska ja narekuvame realna, a or-
dinatnata oska ja narekuvame imaginar-

na oska. Pri vakvo tolkuvawe 2R , pri-
rodno ja narekuvame kompleksna ram-

nina, a kompleksnite broevi to~ki od 
ovaa ramnina.  

Jasno, to~kite z  i z  se simetri~ni 

vo odnos na koordinatniot po~etok , a z  
i z  se simetri~ni vo odnos na realnata 
oska. Imeno, ako iyxz   toga{  

   yixz   i  iyxz  . 
O~igledno, kompleksniot broj z  sood-
vetstvuva na vektorot so po~etna to~ka 
O  i kraj vo to~kata z . Jasno, ova sood-
vetstvie me|u kompleksnite broevi i 
vektorite na kompleksnata ramnina so 
po~etok vo O  isto taka e biekcija. Za-
toa vektorot, koj go odreduva  kompleks-
niot broj z , }e go ozna~uvame so istata 
bukva z .  

So pomo{ na vektorskata interpre-
tacija nagledno mo`eme da gi ilustri-

rame sobiraweto i odzemaweto na komp-
leksni broevi. Spored 1.2 dobivame de-
ka brojot 21 zz   soodvetstvuva na vek-

torot, dobien so sobirawe na vektorite 

1z  i 2z  (crt. 1). Vektorot 21 zz   se 

konstruira kako zbir na vektorite 1z  i 

2z  (crt. 2).  

Od dosega iznesenoto i od crt. 2 
sleduva deka rastojanieto me|u to~kite 

1z  i 2z  e ednakvo na dol`inata na vekto-

rot 21 zz  , t.e. ednakvo e na || 21 zz  . Jas-

no modulot || z  e ednakov na dol`inata na 
radius vektorot na to~kata .z  Ako gi 
razgledame triagolnicite so temiwa vo 
to~kite 211,, zzzO   i 211,, zzzO  , toga{ e 

o~igledna geometriskata smisla na 
poznatite neravenstva  

 
Crt. 1 

 
Crt. 2 
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2121 zzzz  i 2121 zzzz   

za modulot na kompleksen broj. 
0.2. Delewe na otse~ka vo daden od-

nos. Neka se dadeni to~kite A  i B  ~ii 
afiksi se 1z  i 2z , soodvetno, i neka C  

e to~ka od otse~kata AB  koja ja deli 

AB  vo odnos  : , t.e. CBAC   . Od 

1zzAC   i zzCB  2  dobivame 

)()( 21 zzzz   . Spored toa, za afik-

sot na to~kata C  imame 



 12 zz

z .  

Taka, na primer srednata to~ka C  na 
otse~kata AB  ~ii krajni to~ki imaat 
afiksi ia 1  i ib 53 , ima afiks  

ic iiba 31
2

)53()1(
11
11  

 . 

0.3. Primer. Mno`estvoto to~ki z , 
koi ja zadovoluvaat ravenkata 

Rzz o  , e kru`nica so radius R  i 

centar vo to~kata oz . Imeno, ozz   e 

rastojanie pome|u to~kite A  i B  ~ii 
afiksi se z  i oz , soodvetno.  

 
b) Trigonometriski zapis na  

kompleksen broj  
 
0.4. Argument na kompleksen broj. 

Agolot  , koj go zafa}a radius-vek-
torot na to~kata z  so pozitivnata na-
soka na realnata oska, go narekuvame 
argument na kompleksniot broj z , i za 

nego ja prifa}ame oznakata z Arg , 
(crt. 3). Argumentot go smetame za pozi-
tiven ili negativen vo zavisnost od toa, 
dali istiot e orientiran od pozitivnata 
nasoka na realnata oska kon pozitivnata 
ili kon negativnata nasoka na imaginar-
nata oska , soodvetno.  

Za brojot 0z  argumentot ne e op-
redelen, pa zatoa vo site natamo{ni 

razgleduvawa povrzani so argumentot, 
pretpostavuvame, deka 0z .  
 Polo`bata na to~kata z  vo kom-
pleksnata ramnina e ednozna~no oprede-
lena kako so nejzinite dekartovi koor-
dinati yx,  taka i so polarnite koordi-
nati || zr   i z Arg . Ovie koordina-
ti me|u sebe se povrzani so formulite  

cosrx  ,  sinry  .  (1)  
Za dadena to~ka z  nejziniot modul e 

ednozna~no opredelen, a argumentot so 
to~nost do sobirok k2 , ,...2,1,0 k . 
Vrednosta na argumentot, koja go zado-
voluva uslovot 2 Arg0  z  ja nare-
kuvame glavna vrednost na argumentot i 
ja ozna~uvame so zarg . Vo natamo{nite 
razgleduvawa naj~esto rabotime so glav-
nata vrednost na argumentot.  
 

0.5. Trigonometriski zapis na kom-
pleksen broj. Od formulite (1), koi gi 
svrzuvaat dekartovite i polarnite ko-
ordinati na to~kata z , go dobivame ta-
kanare~eniot trigonometriski zapis na 
kompleksen broj 

))sin(arg)(cos(arg|| zizzz  . (2) 

Koristej}i go zapisot (2) za proiz-
vodot na kompleksnite broevi:  

)sin(cos|| 1111  izz   i  

)sin(cos|| 2222  izz   

 dobivame  
))sin()(cos(|||| 21212121   izzzz   (3) 

 Od svojstvata na mno`eweto na kom-
pleksni broevi, definicijata na arg  i od  

)))sin(arg())(cos(arg(|| 21212121 zzizzzzzz   

sleduva, deka  
kzzzz 2argarg)arg( 2121  ,   (4)  

za ,...2,1,0 k .  
Analogno, od ravenstvoto 321 zzz  , 

pri 02 z , od svijstvata na operacijata 

delewe na kompleksni broevi dobivame  

kzz
z
z 2argargarg 21
2

1  , ,...2,1,0 k  

0.6. Moavrova formula. Formulite 
(3) i (4), za proizvod na dva kompleksni 
broevi, so pomo{ matemati~ka indukci-
ja, lesno se obop{tuvaat za kone~no 
mnogu mno`iteli nzzz ,....,, 21 . Imeno,  

 

  kzzzzz nn 2arg...arg...arg 121   ,  (5) 

 
Crt. 3 
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za ,...,1,0 k . Specijalno, za nzz  ...1 , 

dobivame nn zz ||||  , kznzn 2argarg   , 

,...1,0 k  odnosno 
 

)).argsin()arg(cos(|| zniznzz nn   (6) 
 

Formulata (6) e poznata kako Moa-
vrova formula.  
 

0.7. Primer. Presmetajte ja razli-

kata    99
3131 ii  .  

 

Re{enie. Od  

 231  i  i    ki 231arg
3

2  ,  

za ,...1,0 k  dobivame 

 
3

2
3

2 sincos231  ii  . 

Soglasno Moavrovata formula imame:  

    9
3

2
3

299
29sin9cos231   ii  

Analogno dobivame   

    9
3

9
3

999
2sincos231   ii . 

Spored toa, 

      109999
2223131  ii .  

 
v) Korenuvawe na kompleksni  

broevi  
 
0.8. Definicija. Neka e daden kom-

pleksen broj 0z  i priroden broj n . 
n ti koren od z  definirame kako kom-

pleksen broj w  za koj va`i 

zwn  .     (7) 

Pritoa ja prifa}ame oznakata n zw  . 
Koristej}i ja Moavrovata formula (6) i 
trigonometriskite zapisi  

 

))sin(arg)(cos(arg|| zizzz   i 

))sin(arg)(cos(arg|| wiwww   
dobivame   

    
    zizz

wniwnw
n

argsinargcos

argsinargcos




 

odnosno  

|||| zw n     i    ,2argarg kzwn     (8) 
za ,...1,0 k . Od (4) i (8) dobivame 

n zw ||||  , 
n

kzw 2argarg  , ,...2,1,0 k  

t.e.  

)sin(cos|| 2arg2arg
n

kz
n

kznn izzw      (9)  

Ako vo formulata (9) stavime 
1,...,2,1,0  nk  za w  dobivame n  raz-

li~ni vrednosti 110 ,...,, nwww . Stavaj-

}i nk  , zaradi periodi~nosta na tri-
gonometriskite funkcii povtorno go 
dobivame brojot 0w  itn. Spored toa, 

n ot koren od kompleksniot broj z , 
ima to~no n  razli~ni vrednosti, koi se 
dobivaat od formulata (9) za 

1,...,2,1,0  nk .  
 

0.9. Primer. Najdete 3 527i .  
Re{enie. Od 

22
45 sincos  iiiii   

dobivame  

 

)sin(cos3

sincos272727

3
2

2

3
2

2

3
22

33 5














kk
i

iii

 

    = )sin(cos3
6

)14(
6

)14(    kk i  

za .2,1,0k    
 

0.10. n ti koreni na edinicata. Ako 
,1z  toga{ 0arg z  i spored (9) n te 

razli~ni koreni na brojot 1 se zadadeni 
so  

.1,...,2,1,0,sincos 22  nkiu
n
k

n
k

k
  (10) 

Ako stavime ,sincos 22
1 nn

iuu    to-

ga{ od Moavrovata formula dobivame  

.1,...,1,0,  nkuu k
k   

Da zabele`ime deka, vo geometriska 
smisla, pri ,3n  to~kite vo kompleks-
nata ramnina ~ii afiksi se n te kore-
ni na edinicata obrazuvaat pravilen 
n agolnik, vpi{an vo edine~nata 

kru`nica i edno teme na n agolnikot 
se sovpa|a so to~kata ~ij afiks e .1z  

0.10. Primer. Neka 





1

0

n

k

p
kp uS  e zbi-

rot na p tite stepeni na n te koreni 
na edinicata, Nn . Doka`ete deka  








.|,0

|,

pn

pnn
S p  ako  

 ako
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Re{enie. Od 1,...,1,0,  nkuu k
k  

i ,sincos 22
nn

iu    dobivame  

....1 )1(2 pnpp
p uuuS   (11) 

Ako pn |  i ,m
n
p  toga{ 1)(  mnp uu  

i od (11) sleduva .nS p    

Neka .| pn   Pritoa va`i .1npu  Od 

pn |  sleduva ,01 pu  pa zatoa   

.0...1
1

1)1(2 



p

np

u

upnpp
p uuuS   

0.11. Definicija. Kompleksniot broj 
u  go narekuvame primitiven n -ti koren 

na edinicata, ako 1nu  i nieden ponizok 
stepen na u  ne e ednakov na 1.  

0.12. Primer. Ako ,kk uu   1,...,0  nk  

se n -te koreni na edinicata, toga{ ku  e 

primitiven n -ti koren na edinicata ako i 
samo ako n  i k  se zaemno prosti broevi.  

Re{enie. Neka n  i k  se zaemno 
prosti broevi i da dopu{time deka za 

nekoj nr   va`i .1r
ku  Od Moavrovata 

formula imame  .sincos1 22
n
kr

n
krr

k iu    

Od poslednoto ravenstvo imame  

.0sin,1cos 22 
n
kr

n
kr   

Spored toa, Z
n
kr  i kako n  i k  se 

zaemno prosti dobivame ,| rn  {to ne e 
mo`no bidej}i nr  . Zna~i, ku  e pri-

mitiven n -ti koren na edinicata. 
Obratno, neka ku  e primitiven n -ti 

koren na edinicata. Da pretpostavime 
deka najgolemiot zaedni~ki delitel na n  
i k  e .1, dd  Neka ., 11 dnndkk   

Toga{  

1)()( 1111111
11111  knnkdnkknnkn

k uuuuuu  

{to protivre~i na primitivnosta na 

ku , bidej}i .1 nn    
 
g) Eksponencijalen zapis na  

kompleksen broj  
 
0.13. Vo dosega{nite razgleduvawa 

go prezentiravme trigonometriskiot 

zapis na kompleksnite broevi. Vo ovoj 
del }e se zadr`ime na takanare~eniot 
ekponencijalen zapis na kompleksnite 
broevi.  
 

Teorema. Neka funkcijata CR :f  
e definirana so  

 sincos)( if  , za sekoj R . 
Toga{,  

a) 0)( f , R . 
b) )()()(  fff  , R  , . 

v) 
)(

1)( 
f

f  , R  

Dokaz. a) Neka postoi R , takov 
{to 0)( f . Spored toa, postoi R , 
takov {to 0sincos   i , odnosno 

 sincos)( if  , {to protivre~i na 
osnovniot trigonometriski identitet  

1sincos 22   .  
b) Za sekoi R ,  va`i  

).()()sin)(cossin(cos

)sin()cos()(




ffii

if




 

v) Za sekoj R  imame  

)(
1

sincos
1

sincos
)sin)(cossin(cos

sincos)sin()cos()(






fii
ii

iif






  

 

0.14. Vo prethodnata teorema doka-
`avme deka funkcijata f  gi zadovoluva 

voobi~aenite svojstva na eksponenci-
jalnata funkcija, pa zatoa prirodno e da 

ja vovedeme oznakata  ief )( , za sekoj 
R . Pri vakvo ozna~uvawe svojstvata 

b) i v) od prethodnata teorema mo`eme 
da gi zapi{eme vo oblikot 

)(   iii eee    (12) 




ie

ie 1 .     (13) 

Ako gi iskoristime relaciite (12) i 
(13) i principot na matemati~ka in-
dukcija, toga{ dobivame 

,)(  inni ee   za ,...2,1,0 n .  (14) 
 

0.15. Ojlerovi formuli. Od dosega 
iznesenoto sleduva deka sekoj komplek-
sen broj z , takov {to 1|| z  i zarg  
mo`e da se zapi{e vo oblikot  

 ieiz  sincos .   (15) 
Pritoa,  
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ieieee
ii

ii  2
3

2 ,,1,12


 . 

Ako   go zamenime so   dobivame  
 iei  sincos .   (16) 

Od relaciite (15) i (16) gi dobivame 
poznatite Ojlerovi formuli: 

22
sin,cos




iiii eeee    , (17) 

so ~ija pomo{ trigonometriskite funk-
cii cos  i sin  se izrazuvaat preku eks-
ponencijalnata funkcija.  
 

0.16. Od formulite (16) i (22) sle-
duva deka sekoj kompleksen broj 0z  
mo`eme da go zapi{eme vo oblikot  

irez  ,      (18) 
kade || zr   i zarg . Zapisot (36) na 
kompleksniot broj 0z  go narekuvame 
eksponencijalen zapis na z . 

Ako gi iskoristime formulite (12) 
i (13), toga{ za operaciite mno`ewe i 
delewe na kompleksni broevi, zapi{ani 
vo eksponencijalen zapis, dobivame  

)(
212121

2121   iii errererzz , (19) 

)( 21
2

1
2

2

1
1

2

1 


  i
r
r

er

er
z
z

e
i

i
.    (20) 

Neka irez  . Spored (15) i (16) do-

bivame irez  . Zna~i, ako zarg , 

toga{ zarg .  
0.19. Neka so E  ja ozna~ime to~kata 

~ij afiks e 1. Da gi razgledame to~kite 

A  i 'A  ~ii afiksi se  iea   i 

'''  iea  , soodvetno. Na proizvodot 
'aab   soodvetstvuva to~ka B , koja ja 

dobivame kako treto teme na triagolni-
kot BOA' , ako ovoj triagolnik go kon-
struirame taka {to da bide sli~en so 
triagolnikot OEA .  
 Navistina, od sli~nosta na ovie tri-
agolnici sleduva deka OBAEOA ' , 
odnosno 'arg  b . Od isti pri~ini 

to~no e ravenstvoto '|:|1:  b , t.e. va-
`i 'b , pa zatoa 'aab  .  

To~kata Z  ~ij afiks e kompleks-

niot broj 
a
az '  se dobiva so konstruk-

cija na triagolnik 'OZA  koj e sli~en na 
triagolnikot OEA . Navistina, od sli~-
nosta na ovie triagolnici sleduva deka 

'aaz  , pa zatoa 
a
az ' , (crt. 4).  

Ako ja iskoristime relacijata 

aaa nn 1  i gi primenime postapkite 
za konstrukcija na afiksite za proiz-
vod i koli~nik na dva kompleksni broja 
posledovatelno mo`eme da gi konstrui-
rame to~kite ,...,,,,..., 2112 AAEAA   ~ii 

afiksi se kompleksnite broevi 

,...,,,,..., 21012 aaaaa  , soodvetno.  
  Neka  1r  i  0 . To~kite 

,..., 32 AA (crt. 6), ~ii afiksi se komplek-

snite broevi ,..., 32 aa  se dobivaat so po-
sledovatelno konstruirawe na sli~nite 
triagolnici  ,...,, 32211 AOAAOAOEA . 

Ako so ovaa postapka, no vo obratna 
nasoka gi konstruirame sli~nite tria-

 
Crt. 5 

 
Crt. 4 
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golnici ,...,,, 231211  AOAAOAEOAOEA  

gi dobivame to~kite ,...,, 321  AAA  ~ii 

afiksi se broevite ,...,, 321  aaa  .  Ako 

stavime  nr n  ,  i od ovie raven-

ki go eliminirame n  dobivame deka 




 r . Spored toa, site stepeni na  
le`at na krivata koja vo polarni ko-
ordinati e dadena so prethodnata rela-
cija. Ovaa kriva vo literaturata e poz-
nata kako logaritamska (Bernoulli-eva) 
spirala  

Jasno, vo prethodnite razgleduvawa 
modulite na stepenite rastat ili opa-
|aat po geometriska, a argumentite po 
aritmeti~ka progresija.  

Da zabele`ime deka, ako 1r  i 
 0 , ili 1r  i 0  , toga{ 

logaritamskata spirala e vo sprotivna 
nasoka od spiralata dadena na crt. 8, i 
se obvitkuva okolu koordinatniot po~e-
tok dodeka   raste. Me|utoa, ako 1r  i 

0  , toga{ logaritamskata spira-
la go ima istiot oblik kako na crt. 6.  
 

1. RAVENKA NA PRAVA   
 

1.1. Neka pravata )(p  ne pominuva 
niz koordinatniot po~etok i neka to~-
kata A , so afiks a , e simetri~na na 
koordinatniot po~etok O  vo odnos na 
pravata )(p . Toga{, to~kata B , so 
afiks z , pripa|a na pravata )(p  ako i 

samo ako OAOB  , t.e. |||| azz  , odno-

sno ))(( azazzz  . Poslednoto raven-
stvo mo`eme da go zapi{eme vo oblikot  

aazaza  .     (1) 
Ako pravata )(p  minuva niz koordi-

natniot po~etok i to~kite A  i 'A , so 
afiksi a  i 'a , soodvetno, se zaemno 
simetri~ni vo odnos na koordinatniot 
po~etok i vo odnos na )(p , toga{ za pro-
izvolna to~ka, so afiks z , od pravata 

)(p  va`i BAAB ' , t.e. |||| azaz  , 

odnosno  ))(())(( azazazaz  . Po-
slednoto ravenstvo mo`eme da go zapi-
{eme vo oblikot  

0 zaza .      (2) 

Ako irea  , toga{ irea  , pa ako 

ravenkite (1) i (2) gi podelime so a  gi 
dobivame ravenkite  

azz       (3) 
i  

zz  ,      (4) 

kade  i

a
a e2 . Brojot   go nare-

kuvame kompleksen aglov koeficient za 
pravata )(p , a to~ka A  ja narekuvame 
ogledalna to~ka na pravata )(p . O~i-

gledno sekoja prava )(p , koja ne minuva 
niz koordinatniot po~etok e opredele-
na so ogledalnata to~ka A , so afiks 

irea  , i kompleksniot aglov koefi-

cient  ie 2 , a sekoja prava )(p  koja 
minuva niz koordinatniot po~etok ed-
nozna~no e opredelena so svojot kom-
pleksen aglov koeficient. Lesno se do-
ka`uva deka i vo dvata slu~ai agolot 
me|u pravata )(p  i pozitivniot del na 

realnata oska e 
2
  .  

Spored toa, va`i teoremata.  

 
Crt. 6 
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Teorema. Ako A , so afiks a , e si-
metri~nata to~ka na koordinatniot po-
~etok vo odnos na dadena prava )(p  koja ne 
minuva niz koordinatniot po~etok i ako 
  e orientiraniot agol me|u realnata os-
ka i normalata spu{tena od koordinatni-
ot po~etok kon )(p , toga{ )(p  ima ra-

venka (3), kade  ie 2 . Ako )(p  minuva 
niz koordinatniot po~etok, toga{ nejzi-
nata ravenka e dadena so (4).   

 

1.2. Teorema. Pravata )(p  koja minu-

va niz dve razli~ni to~ki A  i B  so 
afiksi 0z  i 1z , soodvetno, ima ravenka  

)( 00
01

01 zzzz
zz

zz 


    (5) 

i kompleksen aglov koeficient  

01

01

zz

zz



 .     (6) 

Dokaz. Afiksite 0z  i 1z  na to~kite 

A  i B  gi zamenuvame vo ravenkata (3) i 

dobivame azz  00   i azz  11  . Ako 

gi odzememe poslednite dve ravenki za 
kompleksniot aglov koeficient 

nao|ame 
01

01

zz

zz



 , t.e. vba`i ravenstvo-

to  (6). So zamena vo azz  00   dobiva-

me 00
01

01 zza
zz

zz



 , pa ako dobienite 

vrednosti za   i a  gi zamenime vo ra-
venkata (3) ja dobivame ravenkata (5).  

 

1.3 Posledica. To~kite 10 , zz  i 2z  

se kolinearni ako i samo ako  

01

02

01

02

zz

zz
zz
zz





  .     (7) 

Dokaz. Spored teorema 1.2 ravenkata 
na pravata )(p  koja minuva niz to~kite 

0z  i 1z  e dadena so (5). To~kite 10 , zz  i 

2z  se kolinearni ako i samo ako 2z  ja 

zadovoluva ravenkata (5), {to zna~i ako 
i samo ako e ispolneto ravenstvoto 

)( 0202
01

01 zzzz
zz

zz 


 , koe e ekvivalent-

no na ravenstvoto (7).  
 

1.4. Posledica. To~kite 10 , zz  i 2z  

se kolinearni ako i samo ako R


01

02
zz
zz . 

Dokaz. Neposredno sleduva od posle-
dica 1.3 i svojstvata na kompleksnite 
broevi.  

1.5. Zabele{ka. Bidej}i 
01

01||
zz

zz



  

ravenkata (5) mo`eme da ja zapi{ieme 
vo oblikot  

)( 00 zzzz   , 1||    (8) 

Obratno, sekoja ravenka od oblikot 
(8) e ravenka na prava.  

Navistina, od 1||   sleduva deka 
 ie2 , za nekoj ),0[   . Ako sega ja 

sostavime ravenkata na prava koja minu-

va niz to~kite 0z  i iezz  01 , ja do-

bivame ravenkata (8).  
 

1.6. Zabele{ka. Spored teorema 1.1 
pravata koja minuva niz to~kata 00 z  

i koordinatniot po~etok ima ravenka  

zz  ,  i

z

z
e2

0

0     (9) 

i istata gi sodr`i to~kite ~ii afiksi 
se kvadratnite koreni na kompleksniot 
aglov koeficient  .  

Navistina, ako vo ravenkata (9) za-
menime edna od dvete vrednosti na kva-
dratniot koren na  , dobivame 

  1|| 22
  

t.e. to~kite ~ii afiksi se   ja zado-

voluvaat ravenkata (9). 
 

1.7. Teorema. Orientiraniot agol   
me|u pravite )(p  i )(q  so kompleksni 

aglovi koeficienti 12
1

 ie  i 

22
2

 ie , soodvetno, e daden so for-

mulata 
2

12

 ie .  

Dokaz. Spored teorema 1.1 pravite 
)'(p  i )'(q , normalni na )(p  i )(q , so 

pozitivniot del na realnata oska 
zafa}aat orientirani agli 1  i 2 , so-

odvetno. Zna~i, orientiraniot agol me-
|u ovie pravi e 12    i toj e edna-

kov na agolot me|u pravite )(p  i )(q , 
kako agli so normalni kraci. Sega tvr-
deweto na teoremata sleduva od relaci-
jata   
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





 ii

e

e ee
i

i 2)(2 12
22

12

2

1  


 .  

1.8. Ravenstvoto 0  e ekvivalent-
no so tavenstvoto 21   , a ravenstvoto 

2
   e ekvivalentno so ravenstvoto 

21   , pa zatoa e to~na slednata 

posledica.  
 

Posledica. a) Dve pravi se paralel-
ni ako i samo ako imaat ednakvi kom-
pleksni aglovi koeficienti.  

b) Dve pravi se zaemno normalni ako 
i samo ako imaat sprotivni kompleksni 
aglovi koeficienti.  

 

1.9. Primer. Vo ramninata se dadeni 
dve razli~ni to~ki A  i B  ~ii afiksi 
se 1z  i 2z , soodvetno. Odredete go 

afiksot 'p  na to~kata 'P , simetri~na 
na to~kata P  so afiks p , vo odnos na 
pravata AB .  

Re{enie. Niz to~kata P  povlekuva-
me prava l , normalna na pravata AB  i 
go nao|ame presekot 1P  na ovaa prava so 

pravata AB . Sega )( 11 pP  e sredina na 

otse~kata 'PP , t.e. 
2

'
1

ppp  , odnosno 

ppp  12' .  

Pravata niz to~kite A  i B  ima ra-
venka  

)( 11
12

12 zzzz
zz

zz 


 .   (10) 

Kompleksniot aglov koeficient na 

pravata l  e 
12

12
1 zz

zz



 , pa zatoa nejzi-

nata ravenka e  

)(
12

12 pzpz
zz

zz 


 .   (11) 

Ako gi sobereme ravenkite (10) i (11) go 
dobivame afiksot 1p  na to~kata 1P :  

)(2

))(())((
1

12

112121

zz

zpzzzzzp
p



   (12) 

So zamena od (12) vo ravenkata 
ppp  12'  za afiksot 'p  na 'P  nao|ame:  

12

121212 )(
'

zz

zzzzzzp
p



 .  

1.10. Primer. Najdete go geometris-
koto mesto na to~ki koi se ednakvo od-
dale~eni od dve dadeni to~ki A  i B .  

Re{enie. Neka afiksite na to~kite 
A  i B  se a  i b  soodvetno, i neka to~ka-

ta M  so afiks z  pripa|a na baranoto 

geometrisko mesto. Toga{ od MBMA   

sleduva 22 |||| bzaz  . Poslednata ra-
venka e ekvivalentna na ravenkata 

)(
22
ba

ab
abba zz 


  . Spored toa, bara-

noto geometrisko mesto e prava koja minu-
va niz sredinata na otse~kata AB  i e 
normalna na pravata AB .  

 
2. RASTOJANIE OD TO^KA  
    DO PRAVA  

 
2.1. Lema. Ravenkata na prava  

 

)( 00
01

01 zzzz
zz

zz 


  

mo`e da se zapi{e vo oblikot  
 

0 CzBAz , RC  i 0 AB .    (1) 
 

Obratno, sekoja ravenka od oblikot 
(1) e ravenka na prava.  

 

Dokaz. Neka e dadena ravenkata  
 

)( 00
01

01 zzzz
zz

zz 


 . 

Imame  

0)()( 10100101  zzzzzzzzzz . 

Ako poslednata ravenka ja pomno`ime 
so i  dobivame  
 

0)()()( 10100101  zzzzizzzizzzi . 

Zemame  
 

)(),(),( 10100101 zzzziCzziBzziA    

i za ravenkata na pravata niz to~kite 
A  i B  so afiksi 0z  i 1z  dobivame ra-

venka od oblik (1). 
Obratno, neka e dadena ravenkata 

(1). Ako podelime so A  i stavime 

A
C

A
B a  , , toga{ dobivame raven-

ka od oblik 1||,   azz  i spored te-

orema 1.1 e ravenka na prava.  
 

2.2. Definicija. Ravenkata (1) ja na-
rekuvame avtokowugirana ravenka na 
prava.  
 

 
(Prodol`uva!) 

 


