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ZA PROBLEMOT NA MINIMAKS 
 

Neka )1,0(, 21 xx  se takvi {to 10 21  xx . Da ja razgledame funkcijata 

},{\]1,0[,)( 21||
1

||
1

21
xxxxf

xxxx



. 

Od 


)(lim)(lim
21

xfxf
xxxx

 sleduva deka pravite 1xx   i 2xx   se vertikalni 

asimptoti za funkcijata )(xf . Jasno, funkcijata )(xf  e neprekinata na inter-

valite ),(),,0[ 211 xxx  i ,]1,( 2x {to zaedno so prethodno iznesenoto zna~i deka taa 

ima tri lokalni minimumi i toa vo to~kite 0,1 i vo ),( 210 xxx  , kade 

0)('',0)(' 00  xfxf  (proverete!). Pritoa 
20

21 xx
x

 , (zo{to?). 

Neka m  e minimumot na funkcijata )(xf , t.e.  

)}(),1(),0(min{ 0xfffm  . 

Jasno, m  }e zavisi od izborot na to~kite 1x  i 2x , 10 21  xx , t.e. 

),( 21 xxmm  . 
Se postavuva pra{aweto za koi 

vrednosti na 1x  i 2x , 10 21  xx  mini-
mumot m  e maksimalen i kolkava e taa 
maksimalna vrednost na minimumot 

),( 21 xxmm  ? 
Maksimalnata vrednost na mini-

mumot ),( 21 xxmm   }e ja nare~eme MAX-

IMUM MINIMORUM za funkcijata )(xf . 
Odgovorot na prethodnoto pra{awe }e 
go najdeme so pomo{ na takanare~eniot asimptotski metod. 

Neka )1()0( ff  . Da gi pridvi`ime asimptotite 1xx   i 2xx   dovolno 

malku kon pomalata od vrednostite )0(f  i )1(f , bez da go menuvame rastojani-

eto 12 xx   me|u asimptotite. Pri ova pomestuvawe nie vsu{nost go translira-

me delot od grafikot na )(xf  koj se nao|a me|u asimptotite, pa zatoa )(min xf  

me|u asimptotite ne se menuva. Me|utoa )}1(),0(min{ ff  se zgolemuva, pa zatoa 

),( 21 xxmm   ne se namaluva. Spored toa, ako )1()0( ff  , toga{ ),( 21 xxmm   ne 

ja dostignuva svojata maksimalna vrednost. Zna~i mora da e )1()0( ff  , od {to 
sleduva 

2121 1
1

1
111

xxxx 
 . 

Poslednoto ravenstvo e ekvivalentno na ravenstvoto 
0)](2[)](1[ 212121  xxxxxx , 

od {to sleduva 121  xx , (zo{to?). Spored toa asimptotite na funkcijata )(xf  
se simetri~ni vo odnos na sredinata na intervalot ]1,0[ , od {to sleduva deka 

2
1

0 x . Ponatamu, ako  
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)1()0()(
2
1 fff   

i ako gi pridvi`ime asimptotite kon sredinata na intervalot, pri {to ja zapazu-
vame simetri~nosta za da )1()0( ff  , dobivame deka )(),(

2
1

21 fxxm   se zgolemuva. 

Ako pak  
)()1()0(

2
1fff   

i ako gi pridvi`ime asimptotite kon kraevite na intervalot, pri {to ja zapazuvame 
simetri~nosta za da )1()0( ff  , dobivame deka )1()0(),( 21 ffxxm   se zgolemuva. 

Od dosega iznesenoto sleduva deka maksimalnata vrednost na minimumot 
),( 21 xxm  se dostignuva koga )()1()0(

2
1fff  . Od )1()0( ff   sleduva 121  xx  

t.e. 
2
1

212
1  xx . Ako stavime 12

1 xx  , toga{ xx 
2
1

1  i xx 
2
1

2 , pa so sme-

na vo )()0(
2
1ff   ja dobivame ravenkata  

xxxx

1111

2
1

2
1




, 

od kade ja dobivame kvadratnata ravenka 0124 2  xx  ~ii re{enija se  

4
51' x  i 

4
51'' x . 

No, 
2
1

1 x , {to zna~i 012
1  xx , pa zatoa 

4
51x . Spored toa za,  

4
53

2
1

1
 xx  i 

4
51

2
1

2
 xx , 

minimumot ),( 21 xxmm   ja dostignuva svojata maksimalna vrednost koja e  

)51(2)(

4
51

22
2
1 

x
fm . 

 
1. Problemot na MAXIMUM MINIMORUM  

 i polinomite na ^ebi{ev 
 

Vo ovoj del }e go razgledame problemot na MAXIMUM MINIMORUM za 
funkcijata 

||
1

||
1 ln...ln)(

1 nxxxx
xL


    (1) 

kade 1...1 21  nxxx  i },...,{\]1,1[ 1 nxxx  . Pri toa, za re{avawe na ovoj problem 
}e gi koristime polinomite na ̂ ebi{ev, za koi }e doka`eme nekolku svojstva. 
 
 

Lema 1. Za sekoj ...,2,1,0n  funkcijata 

)arccoscos()( xnxTn      (2) 
e polinom so celobrojni koeficienti. 

Dokaz. Za 0n  imame 10cos)(0 xT , a za 1n  va`i  

xxxT  )cos(arccos)(1 . 
Od trigonometriskiot identitet 

22
coscos2coscos   , 

sleduva               
 coscos2)1cos()1cos( nnn  , 
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pa zatoa 
          ]arccos)1cos[(]arccos)1cos[()()( 11 xnxnxTxT nn    

          )cos(arccos)arccoscos(2 xxn )(2 xTx n  
{to zna~i 

)()(2)( 11 xTxTxxT nnn   .            (3) 
 
 

Sega tvrdeweto sleduva od xxTxT  )(,1)( 10 , relacijata (3) i princi-

pot na matemati~ka indukcija.  
 

Zabele{ka. Od relacijata (10) dobivame  
 

12)( 2
2  xxT , xxxT 34)( 3

3  , 188)( 24
4  xxxT  itn. 

 

Da zabele`ime deka od relacijata (3), principot na matemati~ka indukcija i 
od xxTxT  )(,1)( 10  sleduva deka )(xTn  e polinom od n -ti stepen. Da gi opre-

delime nulite i ekstremite na polinomot )(xTn  na intervalot ]1,1[ . 

Od 0)( xTn  sleduva 0)arccos(cos xn , pa zatoa 

1...,,2,1,0,arccos
2

 nkkxn   

odnosno 
1...,,2,1,0,cos

2
2   nkx
n
k  

 

se n -te nuli na )(xTn  na intervalot ]1,1[ . 

Bidej}i )arccoscos()( xnxTn   dobivame deka ekstremite na )(xTn  na 

]1,1[  gi dobivame vo to~ki za koi 1)( xTn . Spored toa 

nkkxn ...,,2,1,0,arccos    
odnosno 

nkx
n
k ...,,2,1,0,cos    

se to~kite vo koi )(xTn  na intervalot ]1,1[  prima ekstremni vrednosti. 
 

Zada~a 1. Vo kru`nica so dija-
metar 11  x  vpi{ete pravilen n2 -
agolnik postaven kako na crte` 2. Do-
ka`ete deka nulite na polinomot )(xTn  
se sovpa|aat so proekciite na temiwata 
na n2 -agolnikot vrz dijametarot, 1n . 

Re{enie. Temiwata na pravilni-
ot n2 - agolnik vpi{an vo kru`nica so 
radius 1  vo kompleksna ramnina se dadeni so formulata  
 

12...,,2,1,0,sincos
2

2
2

2  nkiz
n
k

n
k

k
 , 

pri {to edno teme na n2 -agolnikot se nao|a vo to~kata 10 z . Sekoj od pra-
vilnite n2 -agolnici prika`an na crte` 2 se dobiva od ve}e razgledaniot 

n2 -agolnik so rotacija za agol 
n2
 , pa zatoa na negovite temiwa soodvetstvu-

vaat kompleksnite broevi 

12...,,1,0,sincos
2
2

2
22   nkiezu

n
k

n
ki

kk
n 


. 

1n 2n 3n
Crt. 2
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 Nivnite proekcii vrz dijametarot ( x - oskata) se to~kite 

12,...,0,cos
2
2  nk
n
k , 

a toa se nulite na polinomot )(xTn , pri {to sekoja nula e broena dvapati (zo{to?). 
 

Zada~a 2. Vo kru`nica so dija-
metar 11  x  vpi{ete pravilen n2 - 
agolnik postaven kako na crte` 3. 
Doka`ete deka to~kite vo koi polino-
mot )(xTn  ima ekstremi se sovpa|aat so 
proekciite na temiwata na n2 - agolni-
kot vrz dijametarot, 1n . 

 

Re{enie. Temiwata na sekoj od pravilnite n2 - agolnici ( 1n ) prika-
`ani na crte` 3 se dadeni so formulata 

12...,,2,1,0,sincos
2

2
2

2  nkiz
n
k

n
k

k
  

t.e. so formulata 
12...,,2,1,0,sincos  nkiz

n
k

n
k

k
 . 

Nivnite proekcii vrz dijametarot ( x - oskata) se to~kite 

12,...,1,0,cos  nk
n
k , 

a toa se to~kite vo koi polinomot )(xTn  ima ekstremi, pri {to 1n - te to~ki 

se broeni dvapati (zo{to?).  
 

Lema 2. Neka )(xTn  e n - tiot polinom na ^ebi{ev. Ako  

)()(
12

1 xTxt nn n , 

toga{ vode~kiot koeficient na )(xtn  e 1 i 
12

1

]1,1[
|)(|max 

 n
xtn

x
, 1n . 

 

Dokaz. Za xxT )(1  i 12)( 2
2  xxT  vode~kite koeficienti se 02  i 

121 22  , soodvetno. Neka pretpostavime deka za )(2 xTn  i )(1 xTn  vode~kite 

koeficienti se 32 n  i 22 n . Toga{ od (3) dobivame 
 

)()(2)( 21 xTxTxxT nnn    

i kako )(xTn  e polinom od n - ti stepen, od prethodnata relacija i od pretpos-

tavkata sleduva deka koeficientot pred nx  vo )(xTn  e 12 222   nn . 
Sega od principot na matemati~ka indukcija sleduva deka vode~kiot 

koeficient vo )(xTn  e 12 n . Od definicijata na )(xtn  sleduva deka vode~kiot 

koeficient za ovoj polinom e 12 1

2

1
1

 


n
n

, {to treba{e da se doka`e. 

Ponatamu, 

111 2

1

]1,1[2

1

2

1

]1,1[]1,1[
|)(|max|)(|max|)(|max  

 nnn
xTxTxt n

x
n

x
n

x
.  

 
 

Lema 3. Za sekoj polinom )(xP  od n -ti stepen i glaven koeficient 1  va`i 

a) 
12

1

]1,1[
|)(|max 

 n
xP

x
, i 

1n 2n 3n
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b) ako 
12

1

]1,1[
|)(|max 

 n
xP

x
, toga{ )()( xtxP n . 

Dokaz. a) Neka pretpostavime deka postoi polinom )(xP  od n - ti ste-
pen i vode~ki koeficient 1 takov {to  

12

1

]1,1[
|)(|max 

 n
xP

x
. 

Da ja razgledame razlikata )()()( xPxtxR n  . Polinomot )(xR  e so ste-
pen pomal ili ednakov na 1n . ]e doka`eme deka )(xR  ima najmalku n  nuli, od  

kade }e sleduva deka 0)( xR  t.e. )()( xtxP n .  

Grafikot na funkcijata ]1,1[),(  xxty n  se nao|a me|u pravite 

12

1


n
y  i naizmeni~no gi dopira ovie pravi vo to~kite na maksimum i mini-

mum koi se vo intervalot )1,1( , pri {to se formirani n  laci nddd ...,,, 21 . 

Ponatamu, grafikot na funkcijata ]1,1[),(  xxPy  se nao|a me|u istite 

pravi, no ne gi dopira, pa zatoa istiot gi se~e lacite nddd ...,,, 21 . Spored toa 

graficite na funkciite )(xty n  i )(xPy   imaat najmalku n  zaedni~ki to~-

ki, od {to sleduva deka funkcijata )(xRy   ima najmalku n  nuli od {to sle-

duva deka )()( xtxP n , {to e protivre~nost so  

12

1

]1,1[
|)(|max 

 n
xP

x
. 

Od dobienata protivre~nost sleduva  

12

1

]1,1[
|)(|max 

 n
xP

x
. 

b) Postapete analogno kako pod a), samo {to sega ne treba da se razgledu-
va brojot na korenite, tuku zbirot na nivnite kratnosti.  
 

Lema 4. Minimumot na funkcijata (1) na mno`estvoto  
},...,{\]1,1[ 1 nxxx   

dostignuva maksimalna vrednost koga nxx ,...,1  se sovpa|aat so nulite na poli-

nomot )(xTn  i taa vrednost e 2ln)1( n . 
 

Dokaz. Neka nxx ,...,1  se nulite na )(xTn . Spored toa, nxx ,...,1  se nuli i 

na )(xtn  i kako vode~kiot koeficient na )(xtn  e ednakov na 1 dobivame 

))...()(()( 21 nn xxxxxxxt  . 
Od poslednoto ravenstvo dobivame 

)|(|
1

||...||
1

||
1

||
1 lnlnln...ln)(

11 xtxxxxxxxx nnn
xL 


. 

Od lema 3 sleduva deka minimumot na )(xL  ima maksimalna vrednost 

koga nxx ,...,1  se sovpa|aat so nulite na )(xtn  i samo vo toj slu~aj. 

Ponatamu, bidej}i xln  e monotono raste~ka i neprekinata funkcija od 

12

1

]1,1[
|)(|max 

 n
xtn

x
 sleduva 1

|)(|
1

]1,1[
2min 


 n

xtx n
 odnosno  

 

2ln)1(2lnlnmin 1
|)(|

1

]1,1[
 


nn

xtx n
. 

 

Zna~i, MAXIMUM MINIMORUM na )(xL  e 2ln)1( n .   


