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Слободан Филиповски 

 

ЕДНА ЗАДАЧА - ПОВЕЌЕ НАЧИНИ НА РЕШАВАЊЕ 

 

Задача. Ако  , ,a b c  се позитивни реални броеви за кои важи 

2 2 2

1 1 1
1

a b c
   , тогаш докажи дека важи неравенството  

5 5 5

3 3 3
3

a b c

a b c

 


 
. 

Решение 1.  Од неравенството меѓу средини од ред 5 и ред 3  за 

броевите , ,a b c  имаме  

5 5 5 3 3 3
5 3

3 3

a b c a b c   
 . 

После степенување добиваме  

2
5 5 5 3 3 3

3
3 3 3 3

a b c a b c

a b c

    
 
  
 

. 

Сега, од неравенството меѓу средини од ред 3 и ред  2  добиваме дека важи  

3 3 3 2 2 2
3

3 3

a b c a b c   
 . Од неравенството меѓу аритметичка и 

хармониска средина за броевите 2 2 2, ,a b c  и од условот на задачата  

следува 
2 2 2

2 2 2

3
3

1 1 13

a b c

a b c

 
 

 

. Со тоа неравенството е докажано. 

Решение 2.  Без губење на општоста земаме a b c  . Јасно е дека 

2 2 2a b c   и 3 3 3a b c  . Ако искористеме неравенство на Чебишев 

добиваме  

2 2 2 3 3 3 5 5 5

.
3 3 3

a b c a b c a b c     
 

 
Значи,  

5 5 5 2 2 2

3 3 3 3

a b c a b c

a b c

   


 
. 

Бидејќи 
2 2 2

3
3

a b c 
 , од решение 1, следува  бараното неравенство. 
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Решение 3. Користејќи неравенство на Коши – Буњаковски – Шварц  

добиваме   

5 1 5 1 5 1

5 5 52 2 2 2 2 2a a b b c c a b c a b c        

т.е.                      

5 5 5 3 3 3

3 3 3

a b c a b c

a b ca b c

   


  
. 

Сега, од неравенството на Чебишев добиваме  

2 2 2 3 3 3

3 3 3

a b c a b c a b c     
  , 

од каде следува дека  

5 5 5 3 3 3 2 2 2

3 3 3

2 2 2

3
3.

1 1 13

a b c a b c a b c

a b ca b c

a b c

     
   

    

 

Решение 4. Ќе докажеме дека  

 5 5 5 3 3 3 3 3 32a b c a b c a b c         

т.е.       

 

 

5 3 5 3 5 3 3 3 3

5 5 5 3 3 3

2 2 2 2 2 2

2

1 1 1 1 1 1
2

a a b b c c a b c

a b c a b c
b c a c a b

       

     
            

     

 

односно    

 
5 5 5 5 5 5

3 3 3

2 2 2 2 2 2
2

a b a c b c
a b c

b a c a c b
        . 

Доволно е да го докажеме неравенството 
5 5

3 3

2 2
.

a b
a b

b a
    Аналогно ќе 

важат и  неравенствата  
5 5

3 3

2 2

a c
a c

c a
     и  

5 5
3 3

2 2

b c
b c

c b
   . Бидејќи  

5 5
3 3

2 2

a b
a b

b a
      7 7 2 2 2 2a b a b a b a ab b      

следува дека  доволно е  да го докажеме последното неравенство. 
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     

7 7 6 5 4 2 3 3 2 4 5 6

5 2 2 2 2 5

5 5 2 2 2 2

2 4 3 2 2 3 4

2 2 2 2

( )( )

( )[ ( ) ( ) ( )]

( )( )

( )( ) ( )

( ) ( )

a b a b a a b a b a b a b ab b

a b a a b a b a ab b b a b

a b a b a b a b a b a ab b

a b a b a a b a b ab b

a b a b a ab b

        

       

       

       

   

 

Бидејќи  
2

0a b   го  добиваме бараното неравенство. 

Решение 5. Ако го искористеме неравенството на Јансен за конвекс-

ните функции    5f x x и   3f x x , во случај кога 0x  , ќе добиеме 

      
1

3 3

a b c
f f a f b f c

  
   

 
, т.е. 

5 5 5 5

.
3 3

a b c a b c    
 

 
 

Аналогно, се добива  

3 3 3 3

3 3

a b c a b c    
 

 
. 

Ако ги поделиме последните две неравенства следува  

25 5 5

3 3 3 3

a b c a b c

a b c

    
  
  

. 

Од неравенството на Чебишев добиваме дека важи  

2 2 2

1 1 11 1 1 1 1 1

3 3 3

a b c a b c a b c
    

   т.е. 

2
1 1 1

3
a b c

 
   

 
. 

Сега, од неравенството меѓу аритметичка и хармониска  средина за 

броевите ,a b  и c  се добива   

2

2

9 9
3

3 31 1 1

a b c

a b c

  
   

   
  

 

. 

Оттука следува неравенството   
25 5 5

3 3 3
3.

3

a b c a b c

a b c

    
  
  

 


