Hywmepyc, 44/4 (2019)

Cnarana bpcakoscka, Ckorje
Camomn Mamgeckn, Ckomje

HEKOMU NNOCJIEIUIIN HA IMTAT'OPOBATA TEOPEMA

Bo pcaoBHATAa HaCcTaBa C€ 3a1o3Ha Co HI/ITaFOpOBaTa TCOpPEMa U HECKOU CIICMCHTApHU
NMpUMCHHU Ha UCTaTa. Bo oBa nHame APYKECHE Ke pasriiegaMe HECKOJIKY 3Haqaan TCOPEMU
KOH CC mocicauna oJ HI/ITaFOPOBaTa TCOpEMa. Hcto Taka ke ce OCBPHEME U Ha HCKOU
NMPUMEHHU Ha TCOPCMUTE KON Ke ru JOKaXXCMCE.

1. TEOPEMA HA AITIOJIOHUJ

Ha mouetokoT ke ja mokaxkeme Teopemara Ha ATIOJIOHH], 3a IITO HHU c€ MOTPeOHH
takaHapeuenure Kaprnoosu popmynu.

Jlema 1 (KapnooBu ¢opmyau). Heka ABC e npowusBosieH Tpuaronnuk u H e
MOJHOXKjETO Ha BIUCUHATA MoBJe4YeHa o TeMero B . Toram

—2 —2 —2 _———

BC =AB +AC —-2-AC-AH, (D)
aKo je aroJioT mpu TeMeTo A ¢ ocTap, a ako OBOj aroJ € Tarl, TOTalll BaXKu

—2 —2 —2 _———

BC =AB +AC +2-AC-AH . 2)

Hoka3. Co npumena Ha [luraropoBara TeopeMa Ha Tpu-
aronmauiure ABH u BCH noGusame
—2 —2 ——2 ——2 ——2 ——2
AB =AH +BH u BC =CH +BH .
Cera, ako T 03MEME MOCIICAHNTE ABE PABEHCTBA, 110 CPEIy-

—2 —2 —2 —2
Bamero pobuBame BC =AB +CH —AH . Tlonaramy,

ako tpuaromaukor ABC e octap, Toramm CH =AC —AH u H A C
€O 3aMEHa BO MNOCJEIHOTO PaBEHCTBO Io JoOWBaMe paBeHCTBOTO (1), a ako TpHAroJ-

HUKOT e TanoaroJjieH, rorami CH =AC+ AH |, na 3aToa Baxxu paBeHCTBOTO (2). m
Teopema 1 (Amosionuj). Ako X e touka Ha ctpanata BC Ha AABC Ttaksa mro

Baxu BX :CX =m:n, toram
—2 —2 —2 ——2 —2
NAB +mAC =nBX +mCX +(m+n)AX . ?3)
Joxka3. Heka D e nopHoxjero Ha BucHHaTa i
mosiieueHa ox temero A, toram X =D wmm

X #D.Axo X =D, roram E2:K2+§2

u A_C2 = WZ +C_XZ. AKO TIPBOTO PaBEHCTBO T'0
MOMHOXHME CO M, a BTOPOTO cO N H r'u cobe-
peme ro noduame paBeHCTBOTO (3). AkO X #D, 3 5 e o
toramt arnute AXD u AXC He ce mpasu. Cera,
on Kaaproosure hopmynu cienysa
AB” = AX”+BX—2BX DX n AC- = AX  +CX_ +2CADX .

AXO ITPBOTO PAaBEHCTBO T'O IOMHOKHUME CO N, a BTOPOTO CO M, MO0 COOMPAmkETO Ha J10-
OMeHHTEe PaBeHCTBA o J0OWBaMe PaBeHCTBOTO (3). m

3amaua 1. Ako X e mpousBoJHa Touka Ha npaBoaronHukor ABCD , Toramn Baxku

AXZ+CX% =BX> +DX 2. Jlokaxu!
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Pemenne. Heka O e mpecek Ha aujaroHamute AC u BD . Bunejku mpeceunara
TOYKA T MOJIOBU IHjarOHAIIMTE, O/ TeOpeMaTa Ha ATIOJNIOHH] ClIeyBa:

—2 —2 —=2 —=2 —2 —2 ——2 —=2 =2 —2
AX +CX =A0 +0C +20X u BX +DX =BO +0D +20X
Cera, uMajKku TpeIBU JeKa AC = ﬁ), OJ1 TIOCJIC/THUTE JIBE PABEHCTBA CIIEAyBa TBPJE-
I-ETO Ha 3a]a4ara. m
3amaua 2. Ako X u Y ce Touku Ha crpaHata BC TakBu 1mto BX = XY =YC , TO-
rar EZ +A_C2 = Wz +W2 +4W2 . Joxkaxu! A
Pemenue. On TeopemaTa Ha ATIOJIOHH] CIIETyBa: FANS
AB+ AV =BXZ + XY 2 +2AX 2,
—2 —=2 -2 ==2 —2
AX +AC =XY +YC +2AY

[ocnemnute paBeHCTBa TH cobupame, W ako mckopuctume neka BX = XY =YC | mo

—2 —2 —2 —2 ——2
cpenyBame Ha 100ueHoTo paBeHCTBO Haorame AB + AC = AX +AY +4XY .=
3agaua 3. Axo AA, BB;, CC, ce texummnure nuaun Ha aABC, a T e Heroorto
TEKHIIITE, ):[oxancn JeKa

a) AA1 l(2AB +2AC” —BC)
6) AAL +BBl +cc:1 3(AB +BC? +CAY),

B) AT2+BT-+CT~ :%(AB +BC>+CAY).

Pemenne. a) Ako uckopuctume aexa A e CpeZ[I/IHa Ha CTpaHaTa BC , ox Teopema-

. 2 —2 ——2 —
Ta Ha AnonioHyj cnenyBa AB + AC =BA + AlC +2A'°§1 Cera BO MOCIEHOTO pa-

BEHCTBO 3aMEHyBaMe BAl CAi % U aKo T'0 H3pa3uMe AA1 ro gobusame Oapa-
HOTO PaBEHCTBO.

—2 —=2 ==
0) Axo cnopen a) ru uspasume AA , BBy u CC; wu ru cobepeme nobuenure

paBeHCTBa, ro nobuBaMe 6apaHOTO PaBEHCTBO.
B) AKO 0 uCKOpUcTUME (DaKTOT JeKa TeXKHMIITETO ja JeNn TeXKUIIHATA JINHU]a BO Of1-

HoC 2:1, ¥ paBeHCTBOTO 101 0) TO MOJEIIIME CO % , TO mobmBame 6apaHOTO PaBEHCTBO. W

3agaua 4. Axo P u Q ce Cpe)II/IHI/ITe Ha }Z[I/IjaFOHaJIPITe AC u BD Ha uetupuaroi-

nukor ABCD , mokaxu jeka PQ l(AB +BC +CD +DA AC —BD)

Pemenune. Otceuknure PQ,BP,DP ce texwumuu auaun Ha tpuaronuuimre BDP,

BAC, DAC, cooIlBeTHO mma oj npeTxonHaTa 3ajada clieayBa

D
PO’ 1(2PB +2PD° —BD) ‘C
BP’ =%(2AB +2BC*-ACY), /‘\
ﬁaz=%(2c_oz+2D_A2—E2). g B

Co 3aMeHa Ha BTOPOTO U TPETOT PaBEHCTBO BO MPBOTO, [0 CPEIYBamHETO IO J00MBaMe
0apaHOTO PaBEHCTBO. W
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2. TEOPEMA HA JIAJBHHUIL
Teopema 2 (JIajonun). Axko T e texxumre Ha aABC u P e mpousBosHa Touka,
C

ﬁz +ﬁ32 +P_C2 =ﬂ2 +'I'_B2 +'E2 +Sﬁ2 .

/

TOrarx
/
/

Joxka3. Heka D e cpenunara Ha crpanara AB
na ABC . 3a Texnmrrero T Baxn CT :DT =2:1.
Co mpuMeHa Ha Teopemara Ha AIOJIOHH] Ha TpHa-
ronaunure BCD, PAB,TAB no6usame /
%2 + Zﬁz = 'Ez + 2'62 + SEZ /

A

PA’+PB° =AD’ +BD’ +2PD’

=2 =2 =2 —=2 —=2
TA +TB =AD +BD +2TD .
Axo ru cobepeme NPBUTE JABE PaBEHCTBA U TO IIPH-
MEHHME TPETOTO PaBEHCTBO, IO jgoOuBaMe GapaHo- b

TO PaBEHCTBO. W
3amaua 5. Heka a,b,c ce momkunute Ha ctpanute, O u I ce UEHTAPOT U paany-

COT Ha omHMIIaTa KpyxHune, a 1 u H ce Texumrero u oproueHTrapot Ha aABC . Jlo-
Ka)H JIeKa

a) OT° =r?-1(@2+b?+c?),  6) OH =9r’—(a®+b? +c?),

B) TH = 4r2 —g(a2 +b%+¢%), 1) AH +BH”+CH” =12r2 —(a2 +b2? +c?).
Pemenne. a) Criopen Teopemara Ha JlajOruI qo0HBaMe
OA’+ 0B’ +OC” =TA’ +TB” +TC" +30T, . OT =r2~1(TA’ +TB* +TC").

—2
Cera ox 3ajcava 3 B) cinenysa OT = r2 —%(a2 +b% 4+ Cz) .
6) Ox Teopema ua Ojiep cieayBa OH =30T , na ox PaBEHCTBOTO MOJ a) JoOMBamMe

OH’ =9r2 (a2 +b2 +¢?) .

B) AHAJOTHO Kako IoJ 0) aKo MCKOPUCTHME JIeKa TH =20T , To nobmBame Oapa-

HOTO PaBEHCTRBO.
r) On TeopeMata Ha JlajOoHUI cnemyBa:
—2 —2 /2 =2 =2 ==2 —2
AH +BH +CH =AT +BT +CT +3TH .
Cera o7 3a1aua 3 B) ¥ paBEHCTBOTO MO &) cielyBa 6apaHOTO PaBEHCTRO. W

3. TEOPEMA HA KAPHO
(4)

Teopema 3 (Kapuo). Ako P,Q,R ce touku ox npasute BC,CA, AB na xou mpu-
naraar crpanute Ha aABC, Toram npaBuTe KoM MHUHYBaaT Hu3 Toukute P,Q,R wu ce

BP° PC’+CQ’ QA + AR ~RB2=0.

nopmanuu Ha nipasute BC,CA, AB ce ceuar Bo efHa TOUKa ako M CaMo aKo
Joxa3. Hexa Hopmanute Ha ctpanute BC,CA, AB Bo Toukute P,Q,R ce ceuar Bo

toukara O (nanpaBu uprex). Toram ox [TuraropoBara Teopema cienyBsa
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ﬁDz —P_C2 =B_()2 _&2 , EZ —Q_A2 252 —O_A2 , mz _R—BZ =E2 —O_BZ,
AKo rH cobepeMe TOCTIeTHUTE PAaBEHCTBA IO JOOMBaMe PaBEHCTBOTO (4).

Ke ro mokaxeme obparHoTo TBpAetkhe. Heka O e mpeceuHara TOYKa Ha HOpMAJUTE
on P u Q. Heka nognoxjero Ha Hopmanara o O Ha mpaBata AB e ToukaTa Ry .

Tpeba na noxaxkeme neka R = R;. On Beke 10KaXkaHOTO TBpAEH-E CIEAyBa
Bp2 —ﬁ2+C_QZ—@2+A_R12—@2:O. 5)
Cera ox (4) u (5) nobuBame A_Rl2 —@2 = ﬁz —@2 , T.€.
(AR, —RB)(AR, +R;B) = (AR—RB)(AR+RB) , T.c. (AR, —R;B)AB = (AR—RB)AB .
[To kpaTemeTo M mpedpiIameTo HA eIHa CTpaHa ce JoOwBa: A_Rl—@—ﬁ+@ =0,

T.C. 2R_R1 =0,onkxane cienyBa R=R;. m

3agarak 6. Jlokaxku eKa CHMETPAINTE HA CTPAHUTE HAa TPHATOJHHKOT CE CeYaT BO
eIHa TOYKa.
Pemrenne. Hexka P,Q,R ce cpemunante Ha ctpanute BC,CA, AB. bunejku cume-

TpanuTe MUHYBaaT Hu3 Toukute P,Q,R, THe ce HopuMmanuu Ha ctpanute BC,CA, AB

u BP= P_C, @ =@\, AR =RB , T.€. € HCIIOJIHETO PaBEeHCTBOTO (4), 011 TeopemaTa Ha

Kapno cnenyBa neka Tre ce cedaT BO €1Ha TOYKa. M

3anaua 7. Jlokaxku Jeka MpaBUTE ONPEJCICHU CO BUCHHUTE HA TPUATOJHUKOT CE
ceyar BO €/1Ha TOYKa.

Pemenne. Heka P,Q,R ce moaHOXjaTa Ha BUCUHUTE HA TPUATOJIHUKOT MOBJICYCHU

ox temumata A, B,C , coogsetHo. Torant TouHM ce ClIieTHUBE paBESHCTBA!

BP°-PC° =AB —AC’,CQ°-QA’ =BC —BA’, AR°—RB- =CA’ ~CB" .

Axo tH cobepeMe TOCIETHUTE PaBEHCTBA NOOMBaMe JeKa € HCIOJIHETH PaBEHCTBOTO
(4), o xaze cirieayBa TOYHOCTA HA TBPJCHETO HA 3a/1a4aTa. W

4.3AJAYN 3A CAMOCTOJHA PABOTA

1. Ako D e touka Ha crpanata BC nHa AABC TakBa mro %zZE, IOKaXH
—2 —2 —2 —2
neka AB +2AC =3AD +6CD .
2. Ako a,b,c ce momxuwHHTEe Ha cTpaHWTEe, S € HoxymepuMerapor u I, e

JOJDKHMHATA Ha CHMETpajiaTa Ha BHATPEIIHUOT aroi Bo temeto A Ha aABC, mokaxu
2\/bcs(s—a)
b+c
3. Ako H,T,0,S ce opToneHTapoT, TEKHUIITETO, IEHTAPOT HA ONHIIAHATA U [IEHTa-

nexa ly =

-2 -2 ——2 ——2
poT Ha BnuinaHarta kpyxHuia Bo aABC, nokaxu neka SH +2SO =3(ST +20T ).

4. Axo 3a AABC Baxu EZ +A_C2 :SB_C2 JIOKaXXKHM JIeKa TEKHUIITHUTE JTUHUU BO
Temumara B u C ce HOpmaHH.

5. Jlokaxku JieKka pagnycoT Ha KPY)KHHUIATA KOja TH JOIHPAa KATETHTE W ONHUIIAHATA
KpY>KHHIIA Ha MPABOArOJICH TPUArOWIHHWK € CIHAKOB Ha JUjaMeTapoT Ha BIMIIAHATA
KPY>KHHIIA Ha TO] TPArOJIHHUK.
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