
 

 
 

GEOMETRISKI PROBLEM OD LETONIJA 1 

 
Zvonko ^erin 
PMF, Zagreb 

 
 ]e dademe tri re{enija na eden geometriski problem od letonskite 
matemati~ki natprevari od 1994 godina. Vo prvoto elementarno re{enie se 
koristi homotetija. Vtoroto i tretoto se kompjuterski poddr`ani od 
programskiot paket Maple V. 

 
1. Problemot 

 Vo vtoriot krug od letonskite natprevari po matematika od 1994 
godina be{e postaven sledniot problem za geometrija na kru`nici [2, 
str. 8].  

 
 Problem 1. Tri ednakvi kru`-
nici se se~at vo to~kata O  i po 
parovi vo to~kite , ,A B C , 
soodvetno. Neka T  e triagolnikot 
formiran od presecite na zaedni~-
kite tangenti na ovie kru`nici. 
Neka kru`nicite se vo 
vnatre{nosta na triagolnikot T . 
Poka`i deka plo{tinata na T  e 
najmalku devetpati pogolema od  
plo{tinata na triagolnikot ABC . 
 Neka U , V  i W se centrite na 
kru`nicite i neka , ,X Y Z  se 
temiwata na triagolnikot  T . 
Tvrdeweto na problemot 1 e posledica od slednata teorema. Vo 
nejzinata formulacija se javuva centarot na kru`nica na devette 
to~ki na triagolnik. Ovaa kru`nica e poznata kako Fojerbahova 
(Feuerbach) kru`nica. Najpoznato nejzino svojstvo e deka vpi{anata 
kru`nica ja dopira odvnatre, dodeka trite odnadvor vpi{ani 
kru`nici ja dopiraat odnadvor. Devette to~ki od nejzinoto ime se 
srednite to~ki na otse~kite {to gi vrzuvaat temiwata so ortocentarot 
(presekot na visinite). ^itatelot mo`e da najde pove}e informacii od 
knigite [8], [6], [5] i od slednite Internet stranici: 
 
 http://mathworld.wolfram.com/Nine-PointCircle.html 
 http://en.wikipwdia.org/wiki/Nine_point_circle.html 
 http://planetmath.org/encyclopedia/NinePointCircle2.html 
 
Teorema 1. (a) Triagolnicite ABC  i UVW  se vo me|usebna vrska preku 
homotetija ( , 1)h F  , kade {to F  e zaedni~kiot centar na nivnite 
kru`nici na devet to~ki. 

 
1 Programskite re{enija na problemot }e bidat objaveni vo sledniot broj na 
Sigma. 



  

  

(b) Postoi realen broj 3   takov {to triagolnikot XYZ e slika na 
triagolnikot UVW preku homotetija ( , )h I   kade {to I e centarot na 
negovata vpi{ana kru`nica.  
 

 
 
 Navistina, kako posledica na (a) imame deka UVW ABC  (t.e. 

triagolnicite ABC  i UVW  imaat ednakvi plo{tini), dodeka od (b) 

dobivame deka 2XYZ UVW . Spored toa, 2 9
XYZ

ABC
  , bidej}i 

3  . 
  

2. Dokaz na Teoremata 1 
 Dokaz na Teorema 1 (a). Bidej}i to~kite , ,A B C  se refleksii na 
centarot O  na opi{anata kru`nica na triagolnikot UVW  vrz negovite 
prodol`enija na stranite, zaklu~uvame deka UVW  i ABC  se vo 
me|usebna vrska preku sostavot (kompozicijata) na  homotetiite 

3
1

( , )
2

h h G   i 4 ( , 2)h h O  kade {to G  e presekot na te`i{nite linii 

na UVW . Ovaa kompozicija e vsu{nost homotetijata 1 ( , 1)h h F  . Ova 
proizleguva od faktot deka centarot F  od kru`nicata na devet to~ki 
na triagolnikot UVW  e nejzinata edinstvena fiksna to~ka, pa spored 
toa e centar na homotetijata, pa vo kompozicijata na homotetiite, 
nivnite koeficienti se mno`at. To~kata F e isto taka centar na 
kru`nicata na devet to~ki na triagolnikot ABC , bidej}i homotetijata 

1h  go prenesuva komplementarniot triagolnik KLM  na triagolnikot 
UVW  (so temiwa vo srednite to~ki na stranite na triagolnikot 
UVW ), vo komplementarniot triagolnik na triagolnikot ABC , ~ii 



 

  

temiwa ostanuvaat na kru`nicata na devet to~ki od UVW , bidej}i 
homotetijata 1h  e refleksija vo to~kata F  (vidi crt. 3). 

 

crt.3. Kompozicijata 

1
( , ) ( ,2)2

h G h OUVW KLM ABC


    
e homotetijata ( , 1)h F  . 

 
Dokaz na Teorema 1 (b). Bidej}i zaedni~kata tangenta na dve kru`nici 
{to se se~at, a imaat ednakvi radiusi, e paralelna so pravata {to 
minuva niz nivnite centri, sleduva deka soodvetnite prodol`enija na 
stranite na triagolnicite UVW  i XYZ  se paralelni, pa spored toa, 
postoi homotetija me|u tie triagolnici. Pravata XU  e simetrala na 
agolot ZXY , bidej}i to~kata U  e na ednakvo rastojanie (za dol`inata 
na radiusot R  na opi{anata kru`nica na triagolnikot UVW ) od 
polupravite XY  i XZ . Pravata UX  e isto taka simetrala na agolot 
WUV  za{to soodvetnite prodol`enija na stranite na triagolnicite 
UVW  i XYZ  se paralelni. Odovde sleduva deka pravite UX , VY  i 
WZ  se se~at vo centarot I  na kru`nicata vpi{ana vo triagolnikot 
UVW . To~kata I  e isto taka centar na homotetijata koja{to go pra}a 

XYZ  vo UVW . 
 Nejziniot koeficient e ednakov na koli~nikot: 

sin( ) sin( )
1

sin( )
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, 

kade {to r  e radiusot na vpi{anata kru`nica vo triagolnikot UVW  

(crt.2).  Od Ojlerovata teorema dobro e poznato deka 2
R

r
 , pa zna~i 

koeficientot na homotetijata e najmalku 3. Zabele`i deka nejzinata 
najmala vrednost se dostignuva koga triagolnikot e ramnostran. 
 



  

  

 Gorniot dokaz jasno uka`uva na toa deka e to~na i slednava 
teorema. 
 
Teorema 2. (a) Triagolnikot XYZ  ima najmalku tripati pogolem 
perimetar od perimetarot na triagolnikot ABC . 
     (b)Triagolnikot XYZ  ima tripati pogolem perimetar od 
perimetarot na  triagolnikot ABC  ako i samo ako triagolnicite 
ABC , UVW  i XYZ  se ramnostrani.  
 

 
Teorema na Jonson na trite kru`nici i inverzija 

 
 Polo`bata na tri kru`nici , ,    {to imaat ist radius r  i {to se 
se~at vo to~ka M  e razgleduvana porano vo [7], [3] i [4]. Jonson i Emch 
poka`ale deka ako kru`nicite se se~at i vo to~kite , ,P Q R , toga{ 
ovoe to~ki le`at na kru`nica   ~ij radius e isto taka ednakov na r  
(crt. 4).  
 Dokazot na Teoremata 1 go sodr`i dokazot na ovoj rezultat. Ovde }e 
go prika`eme negovot kratok dokaz so inverzija, od statijata [4], 
koja{to isto taka razgleduva i nekolku drugi geometriski problemi 
koi{to mo`at da se re{at so pomo{ na inverzii. Inverzija e 
transformacija na ramninata {to e opredelena so kru`nica. 
^itatelite mo`at da dobijat osnovni informacii vo vrska so ovoj poim 
vo knigite [5] i [11] ili od internet stranicata: 
 http://mathworld.wolfram.com/Inversion.html  
 

 
crt. 4: Teorema na Jonson za tri kru`nici 

 
 Neka   e vpi{ana kru`nica vo triagolnikot 2 2 2A B C  ~ij centar e 

vo to~kata M  i koja gi dopira stranite 2 2 2 2 2 2, ,B C C A A B  vo to~kite 

1 1 1, ,A B C , soodvetno. Slikite na pravite 2 2 2 2 2 2, ,B C C A A B  so inverzija 
vo kru`nicata  , se kru`nicite , ,    koi{to minuvaat niz to~kata 



 

  

M , ja dopiraat odvnatre kru`nicata    vo to~kite 1 1 1, ,A B C  i imaat 

isti radiusi 1 1 1

2 2 2

MA MB MC
r    . Pokraj vo to~kata M , tie se 

se~at i vo to~kite , ,P Q R  koi{to ja opredeluvaat kru`nicata    
(opi{anata kru`nica na triagolnikot PQR ). 
 Da gi razgledame sega, refleksiite ', ', '    na kru`nicite , ,    
na pravite , ,QR RP PQ , soodvetno. Tie imaat isti radiusi r  i nivnite 

centri le`at na normalite na stranite QR , RP , PQ  koi{to se se~at 

vo cenatarot O  na kru`nicata  . Ottuka sleduva deka kru`nicite 
', ', '    se sovpa|aat so kru`nicata  .  

 
 Problem 2.  Kolku pati e pogolema plo{tinata na triagolnikot 

2 2 2A B C  od crt. 4 od plo{tinata na triagolnikot ABC ? 
 
 Dodavaj}i go kon crt.4 triagolnikot XYZ  dobien od presecite na 
zaedni~kite tangenti na kru`nicite , ,    (crt. 5), od sli~nite 
triagolnici BMY  i INY  lesno zaklu~uvame deka ABC  i XYZ se 
svrzani so homotetija ~ij centar e zaedni~kiot centar I  na kru`nicite 

vpi{ani vo triagolnicite ABC  i XYZ  i ~ij koeficient e 1
r


 , kade 

{to r  i   se radiusite na opi{anata i vpi{anata kru`nica vo 
triagolnikot ABC , soodvetno i M  i N  se ortogonalnite proekcii na 
B  i I  na pravata XY . 
 

 
Crt.5: Triagolnicite ABC  i XYZ   

se svrzani so homotetija ( ,1 )
r

h I


 . 
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