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HECBUTOBO HEPABEHCTBO U EJHO HEI'OBO
IHOJOBPYBAIGE

Bo 1903. A. M. HecOur ro nokaxan cieTHOBO HEPaBEHCTBO

_a 4 b ¢ 53
b+c+c+a+a+b_2’ a,bc>0, (1)

IIpY LITO 3HAK 332 PABEHCTBO BAXXM aKO M caMoO ako a=Db=c. Bo nureparypara
ce cpekaBaaT MOBEKE JOKa3u Ha OBa HEPABEHCTBO, KOM CE€ 3aCHOBAaT Ha Hepa-
BEHCTBOTO Mely apUTMETHYKaTa M IeOMETpPHCKaTa CpeluHa, HEPaBeHCTBOTO
Mel'y apUTMeTHYKaTa M XapMOHHCKaTa CpeuHa, HepaBeHCTBOTO Ha Kormm-
BymwaxoBcku-1lIBap utH. Bo oBaa crtatuja ke ganemMe HEKOJKY IOKa3H Ha
HepaBeHCTBOTO (1), mpu MWTO Ke TW KOPHCTUME HepaBeHCTBaTa Ha YeOuies u
JeHceH, HepaBeHCTBOTO Mery apuUTMETHUYKaTa M TeOMeTpUCKaTa CpeluHa U
(hakTOT 1eKa 1aA€HOTO HEPABEHCTBO € XOMOTEHO.

Hoxka3s 1. HepasenctBoto (1) € XoMOreHo, 1ma 3aToa MoKeMe Ja 3eMeMe
neka a+b+c=1, kage O<a,b,c<1l. Crnopen Toa, Tpeba ga TO dOKaKeMme
HEPaBEHCTBOTO

b _ 3
etastap=f@+f®+f()=3,

kage f(x)= ﬁ xe(0,1) . Ho, ako x e(0,1), Toram

woy 2
09 =25>0

mTo 3Hauu Jeka ¢pyHkuujara f e konBekcHa Ha mHTepBanoT (0,1). Cera, ox

HEPaBCHCTBOTO Ha Jencen cJieayBa ACKa

1=

f f(b)+f
(a)+ é )+f(0) > f(a+g+0) _ f(%) _

1

3
12
3

T.C.

b _ 3
by Co @) )+ (o).

JacHo, 3HaK 3a paBEeHCTBO Ba)KU aKo U camo ako a=b=c. ¢

Joxa3s 2. HepaenctBoto (1) € XoMOreHo, 1ma 3aToa MoKeMe Ja 3eMeMe
meka a+b+c=1, kame O<a,b,c<1l. Cnopen Toa, Tpeba nma TO HOKaKEME
HEPaBEHCTBOTO

a b c_ _ 3
bt T o = f(a)+ f(b)+ f(c)2§,

kame f(x)= ﬁ x € (0,) . [Tonaramy,



)= 1 1,_1 vly_ 9
f(x)—mv fQ=3u1 1=,

T1a 3aT0a paBEHKATa HA TAHTEHTaTa Ha KpuBara y = f(X) Bo Toukata M(%,2) €
_1_9(x_1 =9y_1
y-5=3(-3), 1. y=3X-7%.

Nmame,

_ 2 (3x-1)?
f(X)_%:ﬁ—g)Zl:%ZO, (2)

3a cekoj xe(0,1), mpu MITO 3HAK 32 PABEHCTBO BAXKH aKO M CAMO aKO X =

wl

KOHe‘lHO, o1 HEPABECHCTBOTO (2) cJeayBa J€Ka 3a CCKOU
a,b,ce(0,1), a+b+c=1
BaxXu
9a-1 9b-1 9c-1
f(a)—T+ f(b)—T+ f(C)—TZO,

f(a)+ f(o)+ f(c)> 2@HI3_3

IIPH IITO 3HAK 3a PABECHCTBO BAXXU aKO M CaMO aKO a = b=c. ¢

Komentap 1. HepaBenctBoro (2) cnemyBa W o4 (akToT Jeka

dynkumjata f(x) =% e koHBexcHa Ha uHTepBanor (0,1), WTO 3HauM AeKa

rpa¢ukor Ha ¢yHkuujata f Ha mHTepBanor (0,1) ce Haora Haja HeEj3MHATA

TaHIeHTa BO Toykarta M %%)

Hoxa3 3. 3a cexon X, Y,z >0 Baxu

(75320 <
2
(2x—y—z)2 >0 =
4x2+y2+22—4xy—2xz+2y220 =
4x2+4xy+4yz—8xy—8xz+y2+2yz+2220 Rt
AX(X+y+2)—8x(y+2)+(y+2)? =0 =
AX(X+y+2)—(y+2)(8x—y—-2)=0 =
S e o
x5 8xzy=z 3)

y+z — 4(x+y+z) ’
Koneuno, ox HepaBeHCcTBOTO (3) ciemyBa neka 3a cekow a,b,c>0 ce TouHH

HCpaBCHCTBATA:



a - 8a-b-c b 5 8-ac _c - 8-a-b

b+c — 4(a+b+c) ' c+a — 4(a+b+c) ' a+b — 4(a+b+c)

1 aKo ru CO6epeMe MOCJICAHUTC TPpU HEPABCHCTBA ,HO6I/IBaMC
a b c - 8abc , 8-ac , 8-ab _6@athic) 3

b+c ' c+a ' a+b ~ 4(atb+c) ' 4(at+b+c) ' 4(atb+c)  4(atb+c)  2°

JaCHO, 3HaK 3a paB€HCTBO BaXXh aKO U CaMO aKO
a __b _ ¢

_a -1
b+c  c+a at+b  2'

T.€. aKO M caMO ako a=b=c. ¢

Hoka3 4. On HepaBEHCTBOTO Mery apUTMETHUYKaTa U TeOMETpHUCKaTa
3 3 3 3 3 3
CpeIMHa TPUMEHETO Ha TMO3WTHBHUTE peanHu OpoeBn a2,b?,b2 m a?,c?,c?

cjIeayBaaT HCpaBCHCTBATa

ibrapr 33,33 1
“T+2 az2b2b2 =az2b u
3 3 3

icrie Y3233 1

a +°3+° >4iazc2c? =azc,

T.C. HCpaBCHCTBATAa

3 3 3 1 3 3 3 1
a2 +b2 +b?2 >3a2b u a2 +c2 +c2 >3a2c.

[locrmeaanTe 1BE HEPABEHCTBA TH COOMPaMeE U TTOCIIEIOBATETHO T00UBaMe
3 3 3 1
2(a? +b2 +c2)>3a2(b+c),
3 3 3 3
2a(a? +b2 +c2)>3a2(b+c),

a > 3a
b+c — 3 3
2(a2+h2+c2)

Jw| Nl

Ha nornonHo aHanoreH HauYWH Iy 100MBaMe HEpPaBEHCTBATA
3 3
b > 32 u-<_ > 3c? )
a+c 3 3 3 b+a 3 3 3
2(a2+b2+c?) 2(a2+b2+c2)
KoneuHo, ako v codepemMe MOoCIeIHUTE TPH HEPABEHCTBA J00MBaMe
3 3 3
a b c > 3(@2++b2+c?) 3
b+c+a+c+b+a_ 3 3 3 7
2(a2+b2+c2)
3 3 3
JacHo, 3HaK 3a paBEHCTBO Ba)KW ako M camMo ako a2 =h2 =b2, T.e. ako U caMo
ako a=b=c. ¢
Hoxa3 5. I'u BoBeyBaMe O3HAKUTE

Xx=b+c, y=c+a, z=a+b

u nobuBame
y+z—x=2a, X+z—-y=2b, x+y—-z=2c.



[lonaramy, mpu BOBeIEHNTE O3HAKH, aKO IO MICKOPUCTHME HEPABEHCTBOTO MEry
apUTMETHYKATa U TeOMETPHUCKATa CpeIuHa JoOuBame

_a L_}.L _ Yy+Z—-X + X+Z—-Yy T X+y—-2Z :l(l.}.l

RS
b+c " c+a  a+b = 2x 2y 2z tyt

z
y ¥y z

z o x_ ¥y_3
++Z)2

JaCHO, 3HaK 3a paBCHCTBO BaXXHW aKO U CaMO aKoO

x y y z 1z’
I0TO 3HA4YX aKO U CaMO aKO X=Y =17, OJHOCHO aKO 1 caMO aKoO a=b=c. ¢

Y_z_x_z_x_Y
X

Hoka3z 6. I'u BOBCI[yBaMe O3HAKHTE

= - —_¢C_
x= b+c' y= c+a a+b *
Ja ja pasrinename ¢pyHKIMjaTa

f(t) = 1t,te(0+oo)

HNmawme, f(t)_ >>0 un f"(t)— <0, 3a cekoj te(0,+w©), MTO 3HAYU

)
JeKa oBaa cpyHKuI/IJa MOHOTOHO pacTe M € KOHKaBHa Ha MHTepBaIOT (0,+w).

Cera, onn HepaBeHCTBOTo Ha JeHCeH 32 KOHKaBHU (YHKIUH CIIETyBa

b . _c :%(f(x)+f(y)+f(2))5f(¥)’

1y _1_1
f (2) - (a+b+c a+b+c a+b+c)

u Kako QyHKnujata f € MOHOTOHO pacTeuka Ha HHTEepBaIOT (0,+00) O

]_ X+y+z

MMOCJICAHOTO HEPABECHCTBO )Z[OGI/IBaMe 2=

, OTHOCHO

3 b c
0L -_a b , C
2—X+y+Z b+c+c+a+a+b'

JacHo, 3HaK 32 paBEHCTBO BaKH aKO M CaMO aKO X =Y =Z, OJHOCHO aKO M CaMo
ako a=b=c. ¢
Hoxa3 7. I'u BoBegyBamMe 03HAKUTE

b __C I/IT:X+y+Z

X=pic Y= cra 2= asb 3
IITO 3HAUH JIeKa JOBOJIHO € Jia JIokaxkeme jieka T > 1.
IIpBo 1a 3a0eneKnMe J1eKa OUNTIIETHOTO HEPABEHTCBO
(x=y)? +(y-2)° +(z-%? 20
MOCJICAOBATCIIHO € CKBUBAJICHTHO CO HCPABCHCTBATA
X2 +y?+ 22 >y +yzHx,
%(x+ y+2)% > Xy +yz+2X,
T.€. CO HEPABEHCTBOTO

Xy +Yyz+2x<3T2, (@)



a 0]l HEPABEHCTBOTO Mely apHTMETHYKATa W T€OMETPHUCKATa CPEIrHA CIeayBa
neKa

xyz<T3. (5)
[TonaTamy, Ipx BOBEICHUTE O3HAKH HMaMe

x Y 4,z _
1+x+1+y+1+z

O]l IIITO CJIe/yBa JIeKa
1=2Xyz + Xy + yZ+ X

¥ aKo TH HCKOPHUCTHUME HepaBeHCTBaTa (4) u (5) mociemoBaTeTHO J0OUBaMe

1<2T3+372

2134372120,

(2T —1)(T +1)% >0,

2T -1>0,

>1

T2 5
IITO U Tpeballle J1a ce JOoKaxe. JaCHO 3HaK 3a PABEHCTBO BaXKH aKO U CaMO aKo
Bo HepaBeHcTBaTa (4) u (5) BaKW 3HAK 3a PaBEHCTBO, T.€. aKO M CaMO aKo
X =Yy =2,0IHOCHO aKO ¥ caM0 ako a=hb=c. ¢

Hoxka3 8. Co L ma ja o3HaumMe jeBaTa CTpaHa Ha HEepaBeHCTBOTO (1).
JlameHOTO HEpaBeHCTBO € CUMETPUYHO, Ia 3aToa 0e3 OrpaHuYyBame Ha

OIMIIITOCTa MOYKEME Jia TPETIIOCTaBMMe ieka a>b>c >0, ox Kaje mTo cleayBa

meka L4 >-1 >_1 50 Ceraoxn HEpaBEHCTBOTO Ha YeOuieB joonBame
b+c < c+a a+b

>1 1 1 .1 1 a+b+c a+b+c a+b+c
L (a+b+c)(b+c+c+a+ b) ( b+c c+a a+b )

1(1+ +1+m+1+ aer)

=1@3+L),
3
Ia 3aroa %L >1, omlHOCHO L > % 3Hak 3a PaBEHCTBO Ba)XKH aKO U CaMO a = b=c.

3omTo? ¢
Joxa3 9. HepaBeHCTBOTO € CUMETPHYHO, Ia 3aT0a 0e3 OrpaHUYyBambe
Ha OMIITOCTa MOXEME Ja MPETIOoCTaBuMe Jieka a>b>c>0. ['u BoBemyBame

O3HAKHUTE X = %, y =% u nobuBame X >y >1. Cnopen Toa, HepaBeHCTBOTO (1)

CKBUBAJICHTHO Ha HEPABECHCTBOTO

L23, (6)

+
by 2y a4b
C C c C
OOHOCHO Ha HEPABCHCTBOTO

X y 3 1
TR Rt (7)

O}_I HCEPaBCHCTBOTO Mery ApUTMETHUYIKATA U TCOMCTPUCKATA CPpCANHA )106I/IBaMC



X_+1+y_+l>2,

y+1 X+l —
OJHOCHO
X Y 5o 1 1
y+1 + X+l — 2 X+l y+l” (8)
Ke T'O JOKaXXEME€ HEPABEHCTBOTO
-1 _1>3__1
2 X1 y+l T 2 x+y’ (9)

HepaseHncTBOTO (9) IMOCIIEIOBATETHO € EKBHBAICHTHO CO HEpaBEHCTBATA
11 5.1 1

2 y+l 7 x+l  x+y’

y_l > y_l
2(y+) — (x+D(x+y) "

Ho, x+1>y+1>0, y-1>0 u Xx+y=>2, na 3aroa NOCICIHOTO HEPABEHCTBO €
TOYHO, INTO 3HAYM JeKa € ToyHO U HepaBeHCTBOTO (9). Koneuno, on
HepaseHcTBata (8) u (9) cnemyBa HepaBeHCTBOTO (7), KO€ € €KBUBAJIEHTHO CO
HepaBeHCTBOTO (1). JacHO, 3HaK 3a paBEeHCTBO BaXKH aKO M caMo ako X=Yy=1,
T.. aKO M camMO ako a=b=c. ¢

Jdoxa3s 10. Imame

a_ b, _c__3_ ac+a’+b’+hc , 2c-3a-3b _ 2(a+b)(ac+a’+h?+bc)+(2c-3a-3b)(ab+be+ca+c?)
b+c " c+ta a+bh 2 (b+c)(c+a) ath (a+b)(b+c)(c+a)

_ 2(a®+b3+c®)-a’c-ab®-a%h-b’c-ac’-bc? _ 2(a’+b3+c®)-a’c—ab?-a’h-b’c-ac’-hc?

- (a+b)(b+c)(c+a) - (a+b)(b+c)(c+a)

_ (a®+hP-ab?-a%h)+(a®+cd-ac?-a%c)+(bP+ci—ch?—c?h)

N (a+b)(b+c)(c+a)

_ (a-b)@’-b*)+(a-c)(@’-c*)+(b-c)(b*¢*) _ (a-h)*(atb)+(a-0)*(@+c)+(b-c)’(b+c) 5

- (a+b)(b+c)(c+a) - (a+b)(b+c)(c+a) =

[IPH LITO TOCJICIHOTO HEPABEHCTBO € TOYHO OUACjKH
(a-b)?(a+b)+(@a-c)’@+c)+(-c)’>(b+c) =0 u (a+b)(b+c)c+a)>0.

a 4. b c 35
Koneuno, ox -+ >+ -5 >0 cienysa HepaseHcTBoro (1). ¢

Ha xpajor ox oBaa craTuja ke JmajaeMe eIHO TMOJ00pyBame Ha
HepaBeHCTBOTO (1), T.e. ke ToKakeMe JIeKa € TOYHO HEPaBEHCTBOTO

Ay by >3 S@abrbe+ca). (10)

Joxa3. HepasenctBoto (1) € xoMoreHo, ma 3aroa MOXeMe Ja
npernocraBuMe Jneka a+b+c=1. Ilonatamy, cnopen moka3 7 wumame

ab+bc+cas%(a+b+c)2, ma 3aroa ab+bc+ca$%. Cera ke mpeMHHEME Ha

nokazoT Ha HepaseHcTBOTO (10). HepaBenctBoto (10) € exkBHBaJ€HTHO CO
HEPaBEHCTBOTO



(g2 + 2010y (b, () | (e, H@)) 53, (11)

On HEPaBCHCTBOTO Mer Y apUTMETHYKAaTa U reOMETPUCKAaTa Cp€aArHa CJICAyBa

b 9b(c+a) 9c(a+h) 9a?(b+c) I9b2(c+a) 9c?(a+h)
)+ (Gt )+ Gt )22\/ b0 T acra) +2\/ 4(a+h)

:237a+237b+23—2°=3(a+b+c)=3,

~a_ 9a(b+c)
(b+c + 4 c+a 4

IITO 3HAYH JIeKa € TOYHO HepaBeHCTBOTO (11), OJJHOCHO TOYHO € HEPABEHCTBOTO
(10). HepasenctBoro (10) e momoOpyBame Ha HepaBeHCTBOTO (1) Ommejku of

HEpaBeHCTBOTO ab+bc+ca< % cleyBa —% (ab+bc+ca) > —% , OIHOCHO

9 3
—E(ab+bc+ca)25.
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