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Mirjana Dokoska, Struga 
 
NEKOI KARAKTERISTI^NI NERAVENSTVA VO VRSKA  

SO TRIAGOLNIK 
 
 Neravenstvata vo vrska so triagolnik t.e. negovite elementi vo mate-
mati~kata nauka datiraat u{te od najranite nejzini po~etoci. Najstarite me|u 
niv proizleguvaat od dobro poznatata Evklidova aksioma, vo koja se tvrdi deka 
zbirot na bilo koi dve strani vo triagolnikot e pogolem od tretata strana t.e. 

cba  , cba  , acb  .  
 Geometriskite neravenstva za razli~ni elementi vo triagolnik i de-
nes se aktuelni i vo centarot na vnimanieto na mnogu matemati~ari.  
 Vo prviot del na ovaa rabota, obraboteni se nekoi karakteristi~ni 
neravenstva za stranite na triagolnikot, dodeka vo vtoriot del se obraboteni 
neravenstva vo vrska so drugite elementi na triagolnikot. Pri formulirawe 
na tvrdewata }e bidat koristeni  slednive standardni oznaki za elementite na 
triagolnikot: CBA ,,  temiwa, aAB  , cBC  , bCA   strani; A , 

B , C -agli; cba hhh ,, -visini; cba ttt ,, -te`i{ni linii; r -radius 
na vpi{ana, R - radius na opi{ana kru`nica; P - plo{tina; s - poluperimetar.  
 

1.  Nekoi neravenstva vo vrska so stranite na triagolnikot 
 

 Primer 1. Doka`i go neravenstvoto 
  

 2
35
36222 scba

s
abc  . 

 

 Dokaz. Neravenstvoto }e go doka`eme so pomo{ na neravenstvata me|u 
aritmeti~kata, geometriskata i kvadratnata sredina t.e. 33 AG  , 33 KA   kade 
  

3
3 abcG  ,   

33
cbaA  ,   )( 222

3
1

3 cbaK  . 

Imame, 

 2
3
42

3
1222 )( scbacba                          (1) 

  
27

83
3
1

3
)( scbaabc                (2) 

Od )1(  i )2(  sleduva: 
 

   
s
abc

s
sssssscba  2

35
3613

27
82

35
362

27
35

35
362

27
362

3
4222  

 

{to i treba{e da se doka`e. 
 

 Primer 2. Doka`i go neravenstvoto  
 

2  ba
c

ca
b

cb
a . 

 

 Dokaz. Od neravenstvata cba  , acb  , bac  , posledovatelno 
dobivame: 

scbaba  )(
2
1 , scbaca  )(

2
1 , scbacb  )(

2
1  

 

22   s
s

s
c

s
b

s
a

ba
c

ca
b

cb
a .   
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 Primer 3. (Neravenstvo na Hadwiger-Finsler) 34222 Pcba  . 
  

 Dokaz.  So pomo{ na ravenstvata sin2 abP   i cos2222 abbac  , dade-
noto neravenstvo go transformirame vo ekvivalentnoto neravenstvo:  
 

 sin32cos222 22 ababba     t.e. 
 

0)sin3cos(222 22  abba . 
 

Koristej}i 3sin2
3
  i 1cos2

3
  poslednoto neravenstvoto se transformi-

ra vo oblikot  

0)sinsincos(cos2
33

22   abba . 
 

So primena na adicionata teorema  sinsincoscos)cos(   dobivame 

0)cos(2
3

22  abba . Bidej}i 1|cos| x , Rx , imame 
 

0)(2)cos(2 222
3

22  baabbaabba  , 
 

od {to sleduva deka po~etnoto neravenstvo e to~no.  
 

2.  Nekoi neravenstva vo vrska so drugi elementi na triagolnikot 
 
 Primer 4. Neka ba  . Da se doka`e deka  
 

ba hbha                                                              (3) 
 

 Dokaz. Od 
a
P

ah
2 , 

b
P

bh
2 , neravenstvoto (3) go dobiva oblikot  

 

b
P

a
P ba 22       

b
Pb

a
Pa 22 22        aPabPbba 22 22      

 

   baabPaPb 2222       )()(2 abababP       abP 2  
 

t.e. 
2
abP  , {to e to~no, bidej}i sin

2

ab
P   i 1sin0   .   

 
 Primer 5. Da se doka`e neravenstvoto 
 

 
rhhr ba

111
2
1                                                          (4) 

 

  Dokaz.  Od relaciite rsP   i 
2
ahaP  , 2

bhbP   dobivame 
  

rrba
ba

rcba
ba

rs
ba

P
ba

P
b

P
a

hh ba

111
2222

11  



 , 

 

so {to e doka`ana desnata strana na (4). 
 

Od druga strana od relacijata cba   imame 
  

2
1

)(2)(
 








ba
ba

baba
ba

cba
ba , 

 

i ako se iskoristi ravenstvoto 
rcba

ba
hh ba

111  
 , dobivame deka va`i i levata 

strana na (4).   
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 Primer 6. Da se doka`e neravenstvoto 
  

2
4

27222 Rttt cba  . 
 

 Dokaz. Vo dokazot na ova neravenstvo }e koris-

time vektori. Od uslovot imame ||
2
3 ATat  , ||

2
3 BTtb  , 

||
2
3 CTtc  , oCTBTAT   i RCOBOAO  ||||||  sega 

od svojstvata na skalarniot proizvod:  
 

bababbbaaabababa


2||||2)()(|| 222     i   0co


 
 

dobivame: 
 

)(||3

)(2||3||||||

||||||||||||3

222
9
422

9
42

9
42

9
4

2222

2222222

cbacba tttTOttt

TOCTBTATTOCTBTAT

TOCTTOBTTOATCOBOAOR







 

 

{to i treba{e da se doka`e.  
 

 Posledica 1. Za bilo koj triagolnik  
 

Rttt cba 2
9 . 

 Doka`i! 
 

 Dokaz. Od neravenstvoto me|u aritmeti~ka i kvadratna sredina 33 KA   
i neravenstvoto od primer 6 dobivame: 
  

  2
4

27
3
1

3
12

3
)( Rttt cba

ttt cba     t.e.   Rttt cba 2
9 . 

 

 Posledica 2. Da se doka`e neravenstvoto 
2

33Rs  . 
 

 Dokaz. Najprvo }e go doka`eme ravenstvoto 
  

)( 222
4
3222 cbattt cba  .                                            (1) 

 

Od kosinusnata teorema primeneta na 1ABA  i ABC  
dobivame: 
 

cos2)(
2

2
2

22 aa
a cct     i 

 

  cos2222 cacab  . 
 

Od poslednite dve ravenstva sleduva:  
 

)22( 222
4
1

24
22 2222

acbct bcaa
a   .                            (2)                     

 

Analogno dobivame:  

)22( 222
4
12 bcatb                                               (3) 

 

)22( 222
4
12 cbatc                                               (4) 

c

2
a

b



at
1A

A B

C
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Ako gi sobereme ravenstvata )2( , )3(  i )4( go dobivame ravenstvoto )1( . Od 

ravenstvoto (1) i neravenstvoto vo primer 6  sleduva 2222 9Rcba  . 
Kone~no od poslednoto neravenstvo i neravenstvato me|u aritmeti~ka i kvad-
ratna sredina dobivame:  
 

   
9

42

3
22

33
2 2222

3 sscbacbaR    t.e. 
2

33Rs  .  
 

 Primer 7. Za proizvolen triagolnik ABC  to~no e neravenstvoto: 
 

2
33sinsinsin   . 

Doka`i! 
 

 Dokaz. Spored sinusnata teorema imame: 
R
a

2
sin  , 

R
b

2
sin   i 

R
b

2
sin  . So primena na posledicite 1 i 2 imame:  

 

2
33

2
33

2
sinsinsin  

R
R

R
s

R
cba .  

 
3. Zada~i za samostojna rabota 

 
 Dokaka`i gi neravenstvata: 
 

1. abccsbsas
8
1))()((   

 

2. abccscbsbasa
2
3222 )()()(   

 
 

3.  2
3
4111

444 abc
S

cba
  

 

4. ))((2)3(3 222333 cbacbaabccba   
 

 

5. )( assha   
 

6. 
2
3coscoscos    

 
 

7. 222222 )()()(34 accbbaPcba   
 

8. 
6
bar   

 
 

9. 
2
cba    

2
   

 

 10. 1
2

2
2

2
2

2   tgtgtg  
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