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Violeta Vasilevska, Skopje  
 

STEPEN NA TO^KA VO ODNOS NA KRU@NICA 
 

Neka M e proizvolna to~ka i neka 
k(O, r) e kru`nica so centar O i radius r. 
Niz to~kata M povlekuvame proizvolna 
prava, koja {to ja se~e kru`nicata k vo 
to~kite A i B. Tvrdime deka proizvodot 

MBMA   ne zavisi od izborot na pravata a 
niz to~kata M, t.e. deka ima konstantna 
vrednost. Za da go poka`eme toa }e gi raz-
gledame trite mo`ni polo`bi na to~kata 
M vo odnos na kru`nicata k, posebno.  

Prvo, neka to~kata M le`i na 
kru`nicata k(O, r), crt. 1 a). Toga{ M se sovpa|a so edna od to~kite 

A i B, pa eden od broevite MA , MB  e nula, {to zna~i deka 
constMBMA  0 . 

Sega, neka M e nadvore{na 
to~ka za kru`nicata k(O, r). Neka t e 
edna od tangentite na k povle~eni od 
M, koja {to ja dopira kru`nicata k vo 
to~ka T, crt. 1 b). Triagolnicite MAT 
i MTB imaat zaedni~ki agol kaj 
temeto M, a aglite MTA i MBT se edna-
kvi kako agol me|u tangenta i tetiva, 
i periferen agol nad lakot TA. 
Spored toa, MTBMAT  ~ , od kade 
{to sleduva deka   

MBMTMTMA ::  , 

t.e. constrdMTMBMA  222
. 

              Na krajot, neka to~kata M e 
vnatre{na za kru`nicata k(O, r), 
crt. 1 v). Niz to~kata M povlekuva-
me prava normalna na pravata OM 
koja ja se~e kru`nicata vo to~ki C 
i D. Za triagolnicite MCA  i 
MBD  imame: BMDAMC  , kako 
vkrsteni agli, i MBDMCA  , 
kako periferiski agli nad lakot 
AD. Zna~i, ovie triagolnici se sli~ni, od kade {to sleduva 

MBMDMCMA ::   t.e. 

constdrMDMDMCMBMA  222
. 
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Poka`avme deka proizvodot MBMA  ne zavisi od izborot na 
pravata a niz to~kata M, tuku zavisi samo od radiusot r na kru`nicata 

k(O, r) i od rastojanieto OMd   od to~kata M do centarot O na 
kru`nicata k(O, r), t.e. zavisi samo od to~kata M  i kru`nicata k(O, r). 
Zna~i za proizvolna to~ka M i za proizvolna se~ica a  na ),( rOk niz 

,M proizvodot MBMA  e konstanten i e ednakov na .|| 22 rd   
Stepen na to~kata M vo odnos na 

kru`nicata k(O, r) e brojot 22 rd  . 
Koga to~kata M e nadvore{na za 

kru`nicata k(O, r) stepenot na M vo odnos na 

k e ednakov so 
2

MT . Vo toj slu~aj kru`-
nicata so centar vo M i radius MT  ja se~e 
pod prav agol kru`nicata k(O, r), crt. 2. 

 
Primer 1. Daden e brojot s i 

kru`nicata k(O, r). Da se najde geometriskoto mesto na to~ki M, ~ij 
stepen vo odnos na kru`nicata e s. 

Re{enie. Neka  yxM ,  e to~ka od geometriskoto mesto. To-
ga{ va`i:  

    22222
00 ryxrOMs  , 

t.e. 222 rsyx  . Ako 02 rs  toga{ geometriskoto mesto e kru`-

nica so centar vo  0,0O  i radius .2rs   Ako 02 rs  toga{ geo-

metriskoto mesto e to~ka  0,0O . Ako 02 rs  toga{ ne postojat 

to~ki M  so takvo svojstvo. 
 

Primer 2. Neka ABC e daden triagolnik i neka M e ortogo-
nalnata proekcija na temeto C vrz pravata AB. Poka`i deka: 

a) ako agolot kaj temeto A e ostar, toga{ 

AMABABACBC  2
222

                                          (1) 
b) ako agolot kaj temeto A e tap, toga{ 

AMABABACBC  2
222

                                          (2) 
 Formulite (1) i (2) se poznati kako Karnoovi formuli.  
 

Re{enie. Ja razgleduvame kru`nicata k(C, AC ). Od stepenot 

na B vo odnos na kru`nicata k(C, AC ), dobivame 
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BPBQBABT                                                    (3) 
a) Neka agolot kaj temeto A e ostar. Mo`at da nastanat dva 

slu~ai BCAC   i BCAC  . 

 Neka BCAC  . Od crt. 3 dobivame deka:  

AMBAATBABT 2          (4) 

ACBCCPBCBP              (5) 

ACBCACBPBQ  2 .          (6) 
Zamenuvaj}i gi formulite (4), (5) i (6) vo (3) dobivame 

  22
2 ACBCABAMAB  , 

t.e. go dobivame baranoto ravenstvo (1).  

Analogno e i vo slu~aj koga BCAC  , crt. 4. 
b) Neka agolot kaj temeto 

A e tap, crt. 5. Toga{ dobivame:  
AMBAATBABT 2  
ACBCCPBCBP   

ACBCBQ  . 
Zamenuvaj}i gi formulite (7), 
(8) i (9) vo (3) dobivame 

  ,2
22

ACBCABAMAB   
t.e. go dobivme baranoto raven-
stvo (2).  
 

Primer 3. Dadena e otse~kata AB . Da se najde to~ka M od 
otse~kata AB, takva {to 

.)(:: AMABAMAMAB   
Ova pravilo za podelba na edna otse~ka se vika zlaten presek. 

Re{enie. Neka ozna~ime xAMaAB  ,  i  
2

, aOk  (crt. 6). 

Od proizvolna to~ka povlekuvame tangenta kon kru`nicata. Neka 
dopirnata to~ka ja ozna~ime so B. Na tangentata ja nao|ame to~kata 

A taka {to aAB  . 
 Od stepenot na to~kata A 

vo odnos na kru`nicata  
2

,aOk , 

dobivame   

AQAPAB 
2

.          (10) 

Neka xAP  . Toga{ zamenuvaj}i 
vo (10) dobivame  

 axxa 2 . 

M

C

P

Q

BAT

Crt. 5

Crt. 6
M

O

Q

BA

P



 10

Zna~i xAP   e baranata otse~ka, pa baranata to~ka M }e ja najdeme 

vo presek na  APAk ,  i otse~kata AB.  

Primer 4. Dadeni se kru`nicite 1k  i 2k . Da se najde geome-
triskoto mesto na to~ki so svojstvo: zbirot na stepenite vo odnos 
na 1k  i 2k  da e konstanten. 

Re{enie. Neka kru`nicata 1k ( 2k ) ima centar vo to~kata 

 111 , yxO   222 , yxO  i radius 1r  2r  i neka ),( yxM e to~ka od barano-

to geometrisko mesto, ~ii stepeni vo odnos na kru`nicite 1k  i 2k  

se soodvetno 1s  i 2s . Toga{ va`i Css  21 , kade C  e konstanta. 
Zna~i dobivame deka 
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Po sreduvawe na poslednoto ravenstvo se dobiva ravenstvoto 
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1  yxyxrrC , toga{ edinstvena to~ka 

koja ja zadovoluva ravenkata (11) e to~kata 

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
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22
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 Ako 02
2

2
2
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2
1  yxyxrrC , toga{ ne postoi to~ka 

koja ja zadovoluva ravenkata (11). 
Zna~i baranoto geometrisko mesto na to~ki e kru`nica, to~ka 

ili ne postojat takvi to~ki koi go zadovoluvaat baraniot uslov.  
 

ZADA^I ZA SAMOSTOJNA RABOTA 
1. Neka s e stepenot na to~ka M vo odnos na kru`nicata k(O, r). 

Poka`i deka: 
- ako kM  , toga{ 0s ; 
- ako M e nadvore{na to~ka, toga{ 0s ; 
- ako M e vnatre{na to~ka, toga{ 0s . 

 2. Da se konstruira kru`nica koja minuva niz dve dadeni to~ki A i 
B i dopira dadena prava p. 
 3. Dadeni se kru`nicite 1k  i 2k . Da se najde geometriskoto mesto 

na to~ki so svojstvo: razlikata na stepenite vo odnos na 1k  i 2k  da e 

konstantna. 
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