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Igor Dimoski, Prilep 
  

NEOGRANI^ENOST NA NIZATA OD SOVR[ENI I 

 NIZATA OD PROSTI BROEVI 
 

Poslednata, 36-ta teorema od IX  kniga na Evklidovite "Elementi" 
glasi: 

"Ako se zemat bilo kolku proporcionalni broevi so edinicata na 
prvo mesto vo razmer eden sprema dva i toa do toga{ dodeka zbirot na site 
tie broevi ne stane PROST broj i ako toj zbir pomno`en so posledniot broj 
proizveduva ne{to, dobieniot broj }e bide SOVR[EN." 

Dokazot na ovaa, kako i na drugite teoremi vo ovaa kniga e izveden geo-
metriski - preku dol`inite na otse~ki. Toa zna~itelno ja ote`nuva rabotata, 
osobeno vo sporedba so mo}niot aparat na sovremenata algebra i teorija na 
broevi. No, zaprepastuva faktot {to i posle 2300 godini, problemot za 
neograni~enost na nizata od sovr{eni broevi, skoro i da ne e pomesten od 
po~etnata to~ka - spomnatata teorema {to ja dava Evklid. 

Definicija. Sovr{en broj e prirodniot broj koj e ednakov na zbirot od 
site negovi deliteli, vklu~uvaj}i go i 1  (se razbira, bez samiot toj broj). 

Primer 1. Deliteli na brojot 6  (bez 6 ) se: 1 , 2  i 3 ; nivniot zbir 

6321  , pa 6  e sovr{en broj. 

14742128  , 

 t.e. 28  e ednakov na zbirot na site svoi deliteli pa zna~i 28  e sovr{en broj. 

Prirodno, se postavuva pra{aweto kolku takvi broevi postojat, 
odnosno dali nizata od sovr{eni broevi e ograni~ena ili ne. 

Teorema 1. Prost broj ne mo`e da e sovr{en. 

Dokaz. Neka p  e proizvolen prost broj. Toga{ 1p  i edinstven deli-

tel na p , razli~en od p  e 1. Bidej}i 1p , ne e mo`no p  da se pretstavi kako 

suma od sopstvenite deliteli.  

Teorema 2. Stepen na prost broj ne mo`e da e sovr{en. 

Dokaz. Neka pn  , kade p  e proizvolen prost broj i   e proizvolen 

priroden broj. Site deliteli na n , razli~ni od n  se: 12 ,...,,,1 ppp . Tie 

obrazuvaat geometriska progresija so prv ~len 1  i koli~nik p , pa mo`e da se 

presmeta nivnata suma: 

np
p

p

p

p
pppS n 







  



11

1
...1 12  

Bidej}i nSn  , brojot n  ne mo`e da e sovr{en. 

Neka prirodniot broj N  e deliv so to~no dva prosti broevi. Toga{ toj 

e od oblik   qpN  , kade p  i q  se prosti broevi i N , . 

Site mo`ni deliteli na N  (vklu~uvaj}i go i samiot N ) mo`at da se 

pretstavat vo pravoagolna {ema so 1  koloni i 1 redici: 
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1 p p2 .... p1 p 

q pq p2q .... p1q pq 

q2 pq2 p2q2 .... p1q2 pq2 

                                                                          (1) 

q1 pq1 p2q1 .... p1q-1 pq1 

q pq p2q .... p1q pq 

 

Neka S  e sumata od site deliteli na  qpN  , vklu~uvaj}i go i N .  

)...1)(...1(

)...1(...)...1(

)...1(...1...

.........1

22

222

222

2222222









qqqppp

pppqpppq

pppqpppqpqppqq

qpqppqqqpqppqqpppS









 

 

Sleduva deka:   
1

1

1

1 11











q

q

p

p
S


   (2) 

Ako  tqpN  , kade t  e prost broj i N , {emata na site deliteli na N  }e 

dobie forma na kvadar so strani 1,1    i 1 , bidej}i za sekoja redica od 

{emata (1) so mno`ewe na ~lenovite na nejzinata redica so soodvetnite ste-
peni na t , }e se dobie vo dlabo~ina pravoagolna {ema so dimenzii 1  i 1 . 

Analogno, ako k
kpppN  ...21

21  za nekoj Nk  , toga{ {emata na site deliteli 

}e dobie forma na k -dimenzionalen kvadar so strani 1....,,1,1 21  k , a 

sumata na site deliteli na N , vklu~uvaj}i go i N  }e bide: 
 






















k

i i

i

k

k
p

p

p

p

p

p

p

p
S

ik

1

11

2

1
2

1

1
1

1

1

1

1
....

1

1

1

1 21 
  (3) 

Neka 2pN  . Toa e specijalen slu~aj za  qpN  , kade 1  i 2q . 

Ravenstvoto (2) sega dobiva oblik: 

          12112
1

11

12
12

1

1 11
12













 





p
p

pp

p

p
S    (4) 

Brojot N  e sovr{en ako i samo ako NNS   (bidej}i S  ve}e go sodr`i N  

kako sobirok), t.e.  

         Np 2)12)(1( 1         11 2)12)(1(    pp     

111 2122    ppp       12 1  p   (5) 

Zna~i 2pN    e sovr{en broj ako i samo ako N  e od oblik  2)12( 1  N  i 

12 1   e prost broj. Od prethodnata diskusija neposredno sleduva slednata: 
 

Teorema 3. Ako 12 1 n  e prost broj, toga{ nnN 2)12( 1    e sovr{en 

broj.  

Ova e vsu{nost istata teorema na Evklid od po~etokot, iska`ana so 
jazikot na sovremenata algebra. 
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Primer 2. Za 4n , 31124   e prost broj, pa od teoremata 3 sleduva 

deka 49616312)12( 45 N  e sovr{en broj.  

Za 3n , 1512 13   ne e prost broj, 1208152)12( 34 N  ne e 

sovr{en broj iako e od oblik nn 2)12( 1  . 

So pomo{ na teorema 3, mo`at da se generiraat u{te ~lenovi na nizata 
od sovr{eni broevi ...,496,28,6  . 

Problemot na neograni~enost na ovaa niza bi bil re{en ako se doka`e 

deka postojat beskone~no mnogu prosti broevi od oblik 12 1 n . 

Teorema 4. Ako 1n  e slo`en broj, toga{ i 12 1 n  e slo`en broj. 

Dokaz. Neka vun 1 v, kade {to u  i v  se prirodni broevi pogolemi 

od 1 , odnosno 1n  e slo`en broj. Sleduva deka 

)12...22)(12(1)2(1212 )2()1(1   uvuvuuvuvun  

Zna~i brojot 12 1 n  mo`e da se pretstavi kako proizvod na dva broja, pa toj e 

slo`en.  
 

Teoremata 4 zna~itelno go olesnuva prebaruvaweto na sovr{enite broevi, 

bidej}i ako 1n  e slo`en broj, toga{ sigurno nnN 2)12( 1    ne e sovr{en broj. 
 

Primer 3. Vo primerot 2 bea ispitani vrednostite 3n  i 4n . Spo-

red teorema 4, nema potreba da se ispituva za n=5, 7, 8 i 9, bidej}i toga{ 1n  

}e bide slo`eniot broj 9,8,6  ili 10 . 

Za 6n , se dobiva sovr{eniot broj 81282)12( 616  . 

Se postavuva pra{awe dali va`i obratnoto tvrdewe, odnosno dali ako 

1n e prost broj, toga{ i 12 1 n  }e bide prost broj? 

Primer 4. Neka 10n . Brojot 111n  e prost broj, no brojot 

892320471211   e o~igledno slo`en broj. 

Toa zna~i deka ne mo`e so sigurnost da se tvrdi deka }e postojat besko-
ne~no mnogu ~lenovi na Evklidovata niza od sovr{eni broevi.  

Vo razgleduvaweto na sovr{enite broevi, tuka nekade zastanal i 
Evklid. Podocna Ojler ja razrabotuval istata tema, no se {to uspeal da 
doka`e e deka ako eden paren broj e sovr{en, toga{ toj mora da e od oblik 

nn 2)12( 1  - kako Evklidovite sovr{eni broevi.  

Teorema 4 (na Ojler). Ako N  e paren sovr{en broj, toga{ postoi pri-

roden broj n , taka {to nnN 2)12( 1    i 12 1 n  e prost broj. 

Dokaz. Neka N  e proizvolen paren broj. Toga{ postoi priroden broj n  

i neparen priroden broj u , taka {to uN n2 . Prviot mno`itel {to se javuva 

vo sumata S  na site deliteli na N , presmetana vo ravenstvoto (3) }e bide 

12
12

12 11



  nn .  

Ako uS e sumata od site deliteli na u , vklu~uvaj}i go i y , za sumata S  se 

dobiva: 

un SS   )12( 1 . 
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Za N  da e sovr{en broj, treba NS 2 , t.e.  

            u
n

u
n SS  22)12( 1  uSS n

uu
n 11 22     

             uu
n SuS  )(2 1  uuSuS uu

n  )()(2 1  

        uuSuS uu
n  )()(2 1  uuSu

n  ))(12( 1   (6) 

Spored (6) brojot uSu   e delitel na u . No uSu   e sumata na site deliteli na 

u , bez u , i istovremeno e eden od delitelite na u . Zna~i uSu   e suma od 

broevi me|u koi se nao|a i samata suma. Toa e mo`no samo ako vo taa suma nema 

drugi sobiroci, {to zna~i deka uSu   e edinstven delitel na u . Sleduva deka 

mora 1 uSu  i  12 1  nu  mora da e prost broj. 

Od seto toa sleduva deka za da bide brojot yN n2  sovr{en, mora da e 

od oblik 11 2)12(   nnN  i 12 1 n  e prost broj.  

Najgolemiot dosega otkrien prost broj (noemvri 2001) e brojot 

1213466917   i ima okolu 4  milioni cifri. Zna~i najgolemiot broj za koj so 

sigurnost mo`e da se tvrdi deka e sovr{en e brojot 
1346691713466917 2)12(  . 

Dosega ne e otkrien nitu eden neparen sovr{en broj, no ne e doka`ano 
nitu deka takov broj ne postoi. 

Intuicijata ni veli deka edinstveni sovr{eni broevi se Evklidovite 
i deka nizata od Evklidovite sovr{eni broevi  ne e ograni~ena. Dokazot na 
vakviot stav e otvoren predizvik i edno od nerazre{enite pra{awa vo 

teorijata na broevi.   

Sumata na site deliteli na eden priroden broj N  e samo specijalen 

slu~aj od poop{tiot problem na razgleduvawe na sumata od stepenite na site 

deliteli na brojot N . Ako site deliteli na N  pomali od N  se lddd ,...,,,1 21  za 

proizvolen cel broj c , sumata od stepenite na delitelite na N  ima oblik: 

               c
l

ccc ddd  ...1 21    (7) 

Ako 1c , se dobiva sumata od delitelite. Ako 0c , vrednostite na site 

stepeni e 1 , pa sumata }e go odreduva vkupniot broj na deliteli na N . 

Neka k
kpppN  ...21

21  . Site deliteli na N  se od oblik k
kpppN  ...21

21  , 

kade ii  0 ki ,...,2,1  Analogno kako {to bea izvedeni ravenstvata (2) i 

(3), mo`e da se zaklu~i deka sumata na stepenite na delitelite na N  za 1c , 

odnosno na recipro~nite vrednosti na delitelite na N   e: 



































k
kkk ppppppppp

R


1...111....1...1111...111
2

2
2

221
2

11 21

 (8) 

Trgnuvaj}i od ova ravenstvo, Ojler uspeal da izvede u{te eden, 
interesen dokaz deka nizata od prosti broevi e neograni~ena. 

Propozicija 1: Za sekoj prost broj p  i za sekoj priroden broj n : 

             
1

1...111
2 


p

p

ppp n
   (9) 
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Dokaz. Neka n  e proizvolen priroden broj i neka x  e proizvolen rea-

len broj, taka {to 10  x . Spored teoremata za zbir na ~lenovite na geometri-

skata progresija so prv ~len 1  i koli~nik x , va`i: 

x
x

xx
xxxx

nn
n












11
1

1
1...1

11
2  

Bidej}i 10  x , sleduva deka 01 nx  i 01  x , pa 0
1

1





x
xn

. Zna~i ako od 

brojot 
x1

1  se odzeme pozitivniot broj 
x

x n





1

1

, }e se dobie broj pomal od 
x1

1 , t.e. 

xx
x

x

n






1
1

11
1 1

, od {to sleduva deka:  

          
x

nxxx


 
1

112 ...1    (10) 

Neka p  e proizvolen prost broj. Jasno, 2p , pa 11 
p

x . Ako vo (10) se zameni 

namesto x , brojot 
p
1 , se dobiva: 

1
1

1

1111
112

...1


  p

p

ppp
p

p
p

n
 

od {to sleduva ravenstvoto (9) {to treba{e da se doka`e:  

1
111 ...1

2 


p

p

ppp n  

Neka za proizvolen priroden broj m , so mA  e ozna~ena sumata na reci-

pro~ni vrednosti na prirodnite broevi ne pogolemi od m2 . 

            
mmA

2

1...
4
1

3
1

2
11     (11) 

Da gi razgledame vrednostite na mA  za prvite nekolku vrednosti na m : 

 
2
111 A  

 
2
21

2
1

2
11

4
1

4
1

2
11

4
1

3
1

2
112 A ,        bidej}i       

4
1

3
1 . 

.
8
1

7
1,

6
1,

5
1,

2
31

2
1

2
21

8
4

2
21

8
1

8
1

8
1

8
1

8
1

7
1

6
1

5
1

8
1

7
1

6
1

5
1

4
1

3
1

2
11 223





        bidej}i            

AAA
 

Ponatamu,  

2
41

16
1...

16
1

16
1

2
31

16
1

15
1...

10
1

9
1

16
1

15
1...

3
1

2
11

8

34 




pati

AA . 

Se nametnuva kako zaklu~ok slednata: 
Propozicija 2: Za sekoj priroden broj 1m , za sumata definirana vo 

ravenstvoto (11) va`i: 

         
2

1 mAm       (12) 

Dokaz: Za 2m , ve}e be{e razgledano deka 
2
2

2 1A . 

Neka za km , e ispolneto neravenstvoto 
2

1 k
kA  . 

Ako 1km ,  
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kkkkkkkkkk AA
22

1...
22

1

12

1

2

1...
22

1

12

1

2

1...
3
1

2
11

11

















 

Sekoj od broevite rk 2 , kade 121  kr  e pomal od 12 k , pa 
12

1

2

1


 kk r
, za 

sekoj  121  kr . Spored toa 
  

sobiroci

 


k

kkkk AA

2

2
1

2
1

1 11
...  i od pretpostavkata za 

2
1 k

kA  , sleduva deka 
2

1
2
1

22

2
21 111

1


  

kkk
k k

k
A . 

Od principot na matemati~ka indukcija sleduva deka za sekoj 1m ,  
2

1 m
mA    

Od ravenstvoto (12) sleduva deka nizata od broevi )( mA  neograni~eno raste so 

zgolemuvaweto na m . Imeno za proizvolen MÍ, postoi m=2M2Í, taka {to 

MMMmAm  11
2

221
2

1 ,      odnosno     Am>M. 

Na primer za Am da go nadmine brojot 1000, dovolno e da se zeme m=1998, odnosno: 

1000
2

1...
3
1

2
11

1998
  

Neka n e priroden broj i p e proizvolen prost broj. Neka so N e ozna~en 
proizvodot na n-tite stepeni na site prosti broevi ne pogolemi od  p, t.e. 

N=2n3n...pn 
Neka Rp e sumata od recipro~ni vrednosti na site deliteli na N, vklu-

~uvaj}i gi 1 i N. Site deliteli na N se od oblik pp  ...32 32 , kade 0 < I < n i i e 

prost broj ne pogolem od p.  
Spored ravenstvoto (8), sumata Rp od recipro~ni vrednosti na delitelite na N e: 































nnnp
ppp

R 1...111...
3

1...
3

1
3
11

2

1...
2

1
2
11

222
 

No, spored propozicijata 1,  
12

2

2

1...
2

1
2
11

2 


n
 

    
13

3

3

1...
3

1
3
11

2 


n
 

    ...................................... 
    

1
1...111

2 


p

p

ppp n

 

Ako se pomno`at levite strani na prethodnite neravenstva se dobiva Rp, od 
{to sleduva neravenstvoto 

    
1

...
13

3
12

2









p

p
R p    (13) 

Neka so Lp e ozna~en proizvodot 
1

...
13

3
12

2






 p

p . Od poslednite nekolku 

rasuduvawa sleduva: 
Propozicija 3: Za sekoj prost broj p i sekoj priroden broj n, va`i nera-

venstvoto Rp<Lp.  
Neka m e proizvolen priroden broj, m>1 i neka q e najgolemiot prost 

broj takov {to q<2m. 
Vo sumata 

mmA
2
1...

5
1

4
1

3
1

2
11   sobiroci se recipro~nite vrednosti 

na ~lenovite na nizata: 
1, 2, 3, 4, 5, ..., 2m   (14) 
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Neka K e proizvolen broj vo nizata (14) deliv so pn kade p e prost broj. 
O~igledno 2m> K> pn> p, pa zna~i p e prost ~len na nizata (14) i mora p<q.  

Ako se pretpostavi deka n>m, sledi K > pn > 2n > 2m {to ne e mo`no 
bidej}i vo nizata (14) ~lenuvaat samo broevite ne pogolemi od 2m. 

Zna~i sekoj ~len na nizata (14) mo`e da se pretstavi kako proizvod na 
stepenite na prostite broevi ne pogolemi od q na eksponenti ne pogolemi od m. 
Toa zna~i deka site ~lenovi na nizata (14) se deliteli na brojot: 

 

N = 2m  3m  5m  7m  11m  .. . qm. 
 

Bidej}i m>1, brojot 3 sigurno e ~len na nizata (14), {to zna~i deka q>3, 

pa N>2m3m>2m. Toa zna~i deka brojot N sigurno ne e ~len na nizata (14). 
Kone~no, site broevi 1, 2, 3, 4, 5, ..., 2m se deliteli na brojot N, od {to 

sleduva deka site sobiroci na Am se sobiroci na sumata Rq od recipro~nite 
vrednosti na delitelite na N i postoi najmalku eden sobirok na Rq (toa e 

N
1  ) 

{to ne e vklu~en vo Am. Od ova sleduva: 
 

Propozicija 4:  Rq > Am.  
 

Teorema 5. Postojat beskone~no mnogu prosti broevi. 
 

Dokaz: Neka tvrdeweto ne e ispolneto, odnosno neka mno`estvoto od 
prosti broevi e kone~no: P={p1, p2, ..., pr}, taka {to 2=p1< p2<...<pr=q. 

 

Neka m e proizvolen priroden broj taka {to q<2m. Bidej}i q e 
najgolemiot prost broj voop{to, toj e najgolem prost broj pomal od 2m.  

 

Od propozicijata 4 sleduva deka Rq>Am, odnosno  
 

mmmmm qqq 2

1...
3
1

2
111...111...

3

1...
3

1
3
11

2

1...
2

1
2
11

22





























 . 

 

No, od propozicijata 3 sleduva deka Lq>Rq>Am, t.e. 

mA
q

q








 1
...

13
3

12
2 , 

a spored propozicijata 2, 
2

1 mAL mq  , {to zna~i deka  

   
2

1
1

...
13

3
12

2 m
q

q 








   (15) 

No, m e proizvolen priroden broj takov {to 2m>q. Zna~i m mo`e neograni~eno 
da raste, a neravenstvoto (15) postojano }e va`i. Sega, bidej}i q e fiksen, 
nepromenliv broj, levata strana na neravenstvoto (15) e nepromenliva, {to 
zna~i deka za dovolno golemo m, sepak 

2
1 m  }e go nadmine Lq {to e vo protiv-

re~nost so neravenstvoto (15). 
Sleduva deka pretpostavkata deka mno`estvoto od prosti broevi e 

kone~no, ne e to~na. Kone~no, sleduva deka postojat beskone~no mnogu prosti 

broevi, odnosno nizata od prosti broevi e neograni~ena.  

 

Dokazot na Ojler e dosta poslo`en otkolku voobi~aeniot dokaz za neo-
grani~enosta na nizata od prosti broevi. No, negovoto zna~ewe se sostoi vo 
toa {to mo`e da bide preneseno na po{irok krug sli~ni, no pote{ki pra{awa. 
Osven toa na ovoj dokaz se zasnova celoto u~ewe za raspredelbata na prostite 
broevi - edna od najproblemati~nite, najte{ki i najaktuelni oblasti na sovre-
menata matematika. Osnovnata ideja na prezentiraniot dokaz koj gi vle~e svo-
ite koreni od antikata, se javuva kako rakovodna ideja vo celata taa oblast.  

 


