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 PREDGOVOR 
 
 
 Regionalnite natprevari po matematika za u~enicite od srednoto obrazovanie 
vo Republika Makedonija imaat dolga tradicija. Prviot natprevar e odr`an vo 
1978 godina i ottoga{ do sega se sproveduvaat neprekinato, sekoja godina.  
  Napraveni se pove}e zbirki zada~i za istite, no nikoga{ dosega toa ne e 
napravena zbirka koja vo koja gi ima zada~ite celosno. Izdadeni se periodi~ni 
knigi za regionalnite natprevari, naj~esto po deset posledovatelni godini.  
 Vo ovaa kniga se sobrani zada~ite od site dosega odr`ani regionalni 
natprevari ili vkupno 882 zada~i. Sekako deka toa zboruva za napornata rabota 
na komisiite za natprevari, ako se zeme predvid deka za ovoj natprevar izborot na 
zada~i e me|u najte{kite. Mnogu kolegi dadoa nesebi~en pridones za, pred se, da 
se soberat site zada~i, kako i tie da se oformat vo rakopis, imaj}i go predvid 
golemiot vremenski period koj e  opfaten.  
 Vo ovaa kniga }e se prepoznaat mnogu kolegi matemati~ari, koi bile 
natprevaruva~i na istite ili pak bile mentori na u~enici. Treba da se naglasi 
golemata i klu~na uloga na profesorite od srednoto obrazovanie. Vo izminatite 
повеќе од 40 godini tie ja igraa glavnata uloga vo nivnoto sproveduvawe.  
 Sodr`inata na ovaa zbirka zada~i }e bide interesna pokraj za kolegite 
matemati~ari, i za mnogu ma{inski i elektro in`ineri, kako i tehnolozi, 
grade`ni in`ineri, ekonomisti, porane{ni naprevaruva~i, ili qubiteli na 
matematikata.   
 Zada~ite od ovaa zbirka mo`e da se koristat vo pripremata na novite 
generacii talentirani mladi matemati~ari, kako i vo redovnata nastava.  
 Sekako deka sovr{ena kniga nema, pa zatoa }e bideme blagodarni na sekoj koj 
}e dade predlog za nejzino podobruvawe, a voo~enite nedostatoci i gre{ki gi 
prijavi na adresa  
  aleksa.malceski@gmail.com  
 
       
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

Tema Zada~a
Sistemi linearni rav. 129, 147, 150, 161, 162, 180, 195, 214, 249, 275, 277, 301, 393, 515, 516, 530, 592, 686  

Geometriski tela 13, 34, 52, 68, 103, 104, 120, 128, 136, 151, 156, 168, 172, 212, 216, 228, 230, 236, 274, 
286, 298, 430, 456, 496, 503, 541, 566, 589, 612, 672 

Matemati~ka logika i 
mno`estva 

84, 96, 113, 131, 145, 161, 209, 225, 229, 250, 273, 276, 295, 325, 369, 417, 443, 491, 
538, 565, 591, 637, 663, 680 

Osnovni brojni mno`es-
tva i teorija na broevi 

1, 5, 20, 35, 51, 67, 69, 80, 96, 97, 98, 119, 126, 130, 144, 171, 193, 210, 226, 251, 260, 
278, 300, 322, 345, 348, 349, 371, 373, 378, 388, 394, 441, 493, 495, 514, 542, 543, 562, 
587, 588, 590, 611, 616, 619, 628, 634, 635, 638, 656, 661, 662, 680, 681, 701, 708 

Algebarski racionalni 
izrazi 

17, 36, 49, 65, 81, 227, 253, 297, 323, 370, 418, 421, 450, 466, 467, 490, 499, 518, 519, 
540, 542, 563, 586, 610, 632, 635, 636, 659, 660, 664, 683, 704, 706 

Geometriski figuri vo 
ramnina 

6, 8, 10, 23, 24, 26, 38, 39, 44, 55, 56, 59, 62, 72, 76, 87, 88, 107, 118, 132, 146, 148, 
163, 164, 167, 179, 184, 196, 232, 240, 241, 252, 254, 256, 264, 266, 270, 279, 288, 290, 
302, 304, 328, 332, 334, 336, 351, 359, 372, 374, 376, 383, 395, 396, 398, 400, 412, 419, 
420, 422, 424, 432, 434, 444, 445, 452, 462, 465, 468, 469, 470, 473, 475, 476, 492, 494, 
517, 523, 530, 547, 550, 576, 577, 579,  600, 617, 621, 639, 642, 645, 667, 668, 669, 684, 
688, 697, 700, 705, 707, 709, 710, 714, 716 

Linearna funkcija, li-
nearni ravenki  nera-
venki 

3, 18, 21, 33, 66, 83, 99, 101, 177, 214, 277, 299, 324, 326, 350, 397, 515, 613, 682 

Sistemi linearni ra-
venki i neravenki 

37, 45, 50, 99, 129, 147, 180, 195, 301, 515, 517, 544, 686 

Stepeni i koreni 105, 133, 152, 165, 166, 211, 256, 260, 282, 284, 313, 331, 346, 352, 357, 378, 402, 404, 
423, 446, 449, 474, 571, 572, 573, 593, 594, 620, 666, 715  

Trigonometriski fun-
kcii od ostar agol vo 
pravoagolen triagolnik 

90, 100, 115, 116, 525, 530, 555, 578, 579, 601, 609, 645, 685, 719 

Kompleksni broevi 22, 40, 53, 85, 134, 149, 181, 197, 213, 259, 281, 283, 305, 307, 329, 354, 356, 375, 399, 
425, 427, 451, 472, 501, 522, 545, 546, 569, 640, 641, 665, 712 

Kvadratna ravenka, 
kvadratni sistemi 

7, 54, 63, 71, 86, 117, 135, 155, 162, 168, 187, 198, 199, 215, 218, 255, 258, 280, 306, 
327, 353, 355, 377, 379, 380, 401, 403, 426, 428, 447, 471, 500, 520, 521, 548, 549, 570, 
595, 596, 625, 643, 644, 690, 711, 713, 727 

Kvadratna funkcija i 
kvadratna  neravenka 

9, 25, 57, 123, 137, 185, 235, 303, 320, 330, 448, 497, 498, 568, 604, 615, 674, 689, 713 

Elementi od stereomet-
rija 

4, 13, 19, 29, 46, 79, 120, 124, 128, 138, 156, 168, 172, 188, 203, 220, 286, 312, 314, 
342, 358, 361, 382, 410, 456, 483, 503, 527, 567, 649 

Trigonometrija 12, 27, 43, 58, 60, 75, 82, 91, 92, 94, 106, 140, 142, 154, 159, 170, 174, 186, 187, 190, 
204, 205, 219, 222, 238, 245, 247, 261, 268, 285, 292, 310, 313, 335, 339, 360, 364, 386, 
388, 407, 408, 409, 412, 413, 437, 438, 440, 454, 455, 457, 458, 479, 480, 482, 504, 506, 
524, 526, 531, 551, 554, 575, 578, 598, 599, 622, 623, 624, 650, 651, 673, 695, 696, 
702,718, 719, 721, 723 

Elementi od kombinato-
rika 

16, 30, 77, 111, 114, 144, 157, 176, 189, 223, 243, 250, 294, 295, 319, 363, 366, 387, 
392, 414, 439, 460, 464, 487, 488, 508, 509, 532, 559, 564, 581, 654, 656, 657, 676, 677, 
724 

Analiti~ka geometrija 15, 32, 47, 61, 78, 93, 110, 125, 141, 160, 175, 191, 208, 224, 246, 248, 267, 291, 318, 
343, 365, 367, 390, 411, 435, 463, 486, 510, 513, 535, 536, 537, 556, 583, 585, 678, 679 

Nizi i progresii 14, 31, 48, 64, 95, 121, 127, 143, 158, 173, 192, 206, 221, 269, 271, 293, 315, 340, 341, 
389, 391, 413, 415, 436, 452, 459, 484, 485, 533, 534, 557, 561, 580, 605, 629, 630, 631, 
633, 653, 655, 675, 699, 722, 726 

Funkcii i funkcional-
ni ravenki, polinomi 

2, 41, 70, 73, 183, 194, 244, 265, 296, 311, 315, 316, 317, 321, 333, 344, 368, 384, 387, 
488, 489, 511,558, 560, 582, 658, 703, 725 

Neravenstva 89, 122, 139, 169, 192, 207, 233, 234, 263, 268, 285, 308, 309, 337, 347, 358, 362, 384, 
385, 409, 416, 429, 431, 442, 453, 512, 528, 584, 606, 607, 608, 614, 632, 687, 692, 698, 
706, 717, 724 

Eksponencijalna i lo-
garitamska  funkcija 

11, 28, 42, 74, 89, 108, 122, 139, 140, 153, 169, 201, 202, 217, 239, 242, 262, 287, 289, 
309, 338, 381, 405, 429, 453, 461, 477, 478, 502, 505, 507, 528, 529, 552, 553, 574, 602, 



603, 626, 627, 647, 648, 670, 671, 693, 694, 717, 720 
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I regionalen natprevar - 1978 godina 
 

 I godina 
  1. Doka`i deka kvadratot na sekoj priroden neparen broj mo`e da se 
zapi{e vo oblikot 8 1p   kade {to p  e nenegativen cel broj.  
 

 Re{enie. Pred se, sekoj neparen priroden broj mo`e da se zapi{e vo oblik 2 1n  , kade 

{to n  e nenegativen cel broj. Imame  

  2 2(2 1) 4 4 1 4 ( 1) 1n n n n n       ,               (1) 

 Treba da uo~ime deka proizvod na dva posledovatelni celi broevi e paren broj. Spored 

toa, proizvodot ( 1)n n   vo (1) mo`e da se napi{e vo oblikot 2p , kade {to p  e nenegativen 

cel broj, pa imame  

  2(2 1) 4 2 1 8 1n p p      ,  

{to i treba{e da se doka`e.  
 

 2. Razlo`i go na mno`iteli polinomot 3 7 6x x  .  
 
 

 Re{enie. Imame  

  

3 3 2

2

2

7 6 6 6 ( 1) 6( 1)

( 1)( 1) 6( 1)

( 1)[ ( 1) 6] ( 1)( 6)

( 1)( 4 2)

( 1)[( 2)( 2) 2]

( 1) 2)( 2 1)

( 1)( 2)( 3)

x x x x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x

x x x x

x x x

x x x

          
     

        

     
      
     
   

 

 

 3. Tatkoto sega ima 35  godini, a sinot ima 7  godini. Po kolku godini 
tatkoto }e bide dvapati postar od sinot? 
 
 

 Re{enie. Da go ozna~ime so x  brojot na godinite {to treba da pominat za tatkoto da 

bide dvapati postar od sinot. Po izminuvaweto na x  godini, brojot na godinite na 

tatkoto, 35 x , }e bide dvapati pogolem od brojot na godinite na sinot, 7 x , pa imame  

  35 2(7 )x x   ,  

od kade {to dobivame 21x  .  

 Zna~i, tatkoto }e bide dvapati postar od sinot po 21  godina.  
 

 4. Pet bakarni kocki so dol`ini na rabovite 15, 16, 20, 24  i 30 cm  

soodvetno, treba da se sleat vo edna topka. Da se presmeta dijametarot na 
topkata i odnosot od zbirot na plo{tinite na kockite i plo{tinata na 
topkata.  
 

 Re{enie. Da go ozna~ime so V ( P ) volumenot (plo{tinata) na topkata ~ij {to radius 

treba da se opredeli, a so 1 2 3 4, , ,V V V V  i 5V  ( 1 2 3 4, , ,P P P P  i 5P ) volumenite (plo{tinite) na 

kockite ~ii{to dol`ini na rabovite se 15,16,20,24  i 30 cm  soodvetno.  

 Jasno e deka zbirot od volumenite na kockite e ednakov so volumenot na  topkata, t.e.  
  1 2 3 4 5V V V V V V     ,  
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t.e.  

  3 3 3 3 3 3415 16 20 24 30
3

R      ,  

od kade {to dobivame 3
42221,25 cmR 


, pa dijametarot na topkata e 3

42221,252 2 cmD R 


.  

 Sega da go opredelime odnosot na zbirot na plo{tinite na kockite  sprema plo{tinata 
na topkata. Imame: 
 

  
2 2 2 2 2

1 2 3 4 5
2

6(15 16 20 24 30 )
1,9

4 23,8

P P P P P

P

        
  

.  

 II  godina 
 5. Zbirot na cifrite na eden trocifren broj e 10 . Cifrata na 
desetkite e ednakva na zbirot od cifrata na stotkite i cifrata na 
edinicite. Ako cifrata na edinicite i cifrata na desetkite si gi 
razmenat mestata se dobiva tricifren broj, koj{to e za 9  pomal od 
prvobitniot broj. Najdi go toj broj.  
 

 Re{enie. Ako x  e cifrata na edinicite, y  cifrata na desetkite i z -cifrata na 

stotkite na baraniot tricifren broj, toga{ toj mo`e da se zapi{e vo oblik 10 100x y z  . 

Bidej}i zbirot na cifrite na baraniot broj e 10 , imame: 
 

  10x y z   .                      (1) 

 Od druga strana, cifrata na desetkite e ednakva so zbirot od cifrata na edinicite i 
cifrata na stotkite, t.e.  
 

  y x z  .                       (2) 

 Koga cifrata na edinicite i cifrata na desetkite vo dadeniot tricifren broj }e si gi 

promenat svoite mesta, se dobiva tricifren broj 10 100y x z  , koj{to e za 9  pomal od 

prvobitniot 10 100x y z  , pa imame  
 

  10 100 9 10 100y x z x y z      .               (3) 

 Re{avaj}i go sistemot sostaven od ravenkite (1), (2) i (3) dobivme 4, 5x y   i 1z  , pa 

baraniot broj e 154 .  
 

 6. Neka P  e vnatre{na to~ka na triagolnikot ABC . Da gi ozna~ime so 

,a bp p  i cp  rastojanijata od to~kata P  do stranite ,BC CA  i AB  sood-

vetno, a so ,a bh h  i ch  visinite spu{teni od ,A B  i C  soodvetno. Da se 

doka`e deka  

  1a b c

a b c

p p p

h h h
   .  

 

 Re{enie. Da ja ozna~ime so S  plo{tinata na triagolnikot ABC , a so 1 2,S S  i 3S  

plo{tinite na triagolnicite ,PBC PCA  i PAB  soodvetno. Spored toa, imame  

  
1

1 2
1
2

a a

aa

BC p pS

S hBC h


 


, 

1
2 2

1
2

b b

bb

CA p pS

S hCA h


 


 , 

1
3 2

1
2

c c

cc

AB pS p

S hAB h


 


.  
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 Imaj}i predvid deka plo{tinata na triagolnikot ABC  e zbir na plo{tinite na 

triagolnicite ,PBC PCA  i PAB , t.e. 1 2 3S S S S    pa imame  

  3 1 2 31 2 1a b c

a b c

p p p S S S SS S S
h h h S S S S S

 
        .  

 

 7. Da se najde 5 5
1 2

1 1
x x

 , kade {to 1x  i 2x  se re{enijata na kvadratnata 

ravenka 2 0x kx s   .  
 

 Re{enie. Spored Vietovite pravila, re{enijata 1x  i 2x  na dadenata kvadratna ravenka 

gi zadovoluvaat ravenstvata  
  1 2x x k     i   1 2x x s .  

Koristej}i go ovoj fakt, kako i identitetot 5 5 4 3 2 2 3 4
1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 2( )( )x x x x x x x x x x x x      

imame  

  

5 5 4 3 2 2 3 4
1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 2

5 5 5 5 5
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 3 3
1 2 1 2 1 2 1 2

5

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

5

2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

5

2

( )( )1 1
( )

[( ) )

{[( ) 2 ] ( ) ( )}

{( 2 ) ( ) [( ) 2 ]}

[(

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

k x x x x x x x x

s

k x x x x x x x x x x

s

k k s x x s x x x x

s

k

     
   

    
 

     
 

     
 

   2 2 2 4 2 2
5

2 ) ( 2 )] ( 5 5 ).ks s s k s k k s s
s

      

 

 

 8. Neka E  e sredina na stranata AB od paralelogramot ABCD  i neka 

M AC DE  . Najdai gi soodnosite :AM MC  i :DM ME . 
  

 

 Re{enie. Neka AB a
 

 i AD b
 

 (vidi crte`). Imame:  
 

    ( )AM AC a b    
   

 

  1
2

DM DE b a       
 

   
,  

za nekoi broevi   i  . Bidej}i  

  AD DM AM 
  

,  
dobivame   

  1 ( )
2

b b a a b        
 

    
,  

a po sreduvaweto 1 ( 1)
2

a b         
 

 
.  

 Vektorite a


 i b


 ne se kolinearni, pa od prethodnoto ravenstvo sleduva, deka  

   
1 0
2

1 0 ,

   

    
 

A B

CD

E

M
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od kade {to dobivame 1
3

  , 2
3

  .  

 Spored toa,  

  1 2: : 1: 2
3 3

AM MC   , : 2 :1DM ME  .  

 

 III  godina 

 9. Kvadratniot trinom 2ax bx c  , za 1; 2; 3x  , dobiva vrednosti 0;1; 4  

soodvetno. Koja vrednost ovoj polinom dobiva za 11x  ? 
 

 Re{enie. Od uslovite na zada~ata se dobiva sledniov sistem linearni ravenki so 

nepoznati , ,a b c :  

  

0

4 2 1

9 3 4

a b c

a b c

a b c

  
   
   

.  

 Re{avaj}i go ovoj sistem, se dobiva 1, 1, 2a c b    , pa dadeniot polinom glasi 2 2 1x x  . 

Ako vo dobieniot polinom stavime 11x  , dobivame deka baranata vrednost e 100 .  
 

 10. Konstruiraj go triagolnikot ABC  ako se poznati slednite elemen-

ti: razlikata a b  na stranite BC  i AC , stranata AB c  i zbirot na 
aglite    kaj temiwata A  i B .  

 
 Re{enie. Ako na stranata BC  na triagolnikot 

ABC  zememe to~ka D  takva {to CD CA  (crt), 
toga{ triagolnikot ADC  e ramnokrak. Od tuka 

sleduva deka 
2

ADC
   , odnosno agolot 

  
( )

2 2 2
BDA

                .  

Sega, triagolnikot BDA  mo`e da se konstruira, bidej}i se poznati dve negovi strani: 

BD a b  , BA c  i eden negov agol 
2

BDA
     . Vo presekot na pravata BD  so 

simetralata na stranata AD  se nao|a tretoto teme C  na baraniot triagolnik ABC .  
 

 11. Doka`i go identitetot  

  
2 3 105 55 5 5

1 1 1 1 55...
log log log log logx x x x x

     .  

 Re{enie. Ako go iskoristime identitetot 1(log ) loga bb a  , dobivame  

  
2 3 10

2 10

5 5 5 5

5

1 1 1 1... log 5 log 5 ... log 5
log log log log

55log 5 2log 5 ... 10log 5 (1 2 3 4 ... 10) log 5 55log 5 .
log

x x x

x x x x x

x x x x

x

        

           
 

 12. Neka , ,    se aglite vo eden triagolnik. Doka`i deka  

  2 2 2sin sin sin 2cos cos cos 2          .          (1) 
 

2


2


a b b

bc

A

B CD
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 Re{enie. Bidej}i       , imame  

   

2 2 2 2

2 2

2

1 cos21 cos2sin sin sin sin [ ( )]
2 2

1 11 [cos2 cos2 ] sin ( ) 1 [cos2 cos2 ] 1 cos ( )
2 2

2 cos( )cos( ) cos ( ) 2 cos( )[cos( ) cos( )]

2 2cos( )cos cos( ) 2 cos c

          

             

            
        os cos 

  

od kade {to se dobiva (1). 
 

 IV godina 
 

 13. Na providna plo~a se nao|a neprovidna topka so radius R . Nad 
topkata, na zamislena prava koja{to minuva niz centarot na topkata i 
stoi normalno na plo~ata, se nao|a svetlosen izvor vo oblik na to~ka, 
oddale~n od plo~ata za a  ( 2a  ) topkini radiusi.  
 a) Presmetaj plo{tinata na osvetlenata povr{ina od topkata i 
plo{tinata na senkata na topkata vrz plo~ata.  
 

 b) [to se slu~uva so tie plo{tini koga a  neograni~eno raste.  
 

 Re{enie. a) Od sli~nosta na triagolnicite CEO  i SCO (crte` 3), dobivame  
 

  OE CO
CO OS

 ,  
( 1)

R EF R
R a R
 


,  t.e.   2

1
aEF R
a



.  

 Spored toa, plo{tinata na osvetleniot del na 
topkata e  
 

  2 2
1

2 12 2 1
1 1

aP R R
a a

        
.  

 

 Od sli~nosta na triagolnicite ADS  i SCO , 
dobivame: 

AD CO
SD CS

 
2 2 2( 1)

AD R
aR a R R


 


2 2

aRAD
a a




,  
pa plo{tinata na senkata od topkata vrz plo~ata e 

2
2

2
21

2 2
aRP R

a a
      

.  

 b) Ako a   , toga{ 2
1 2P R   i 2

2P R  .  
 

 14. Sumata na ~lenovite od edna beskrajna opa|a~ka geometriska 
progresija {to stojat na neparni mesta e 36 , a sumata na ~lenovite {to 
stojat na parni mesta od istata geometriska progresija e 12 . Da se najde 
progresijata.  
 Re{enie. Ako 1 2, ,..., ,...na a a  e beskone~na opa|a~ka geometriska progresija so koli~nik 

q , toga{ nizite 1 3 2 1, ,..., ,...ka a a   i  2 4 2, ,..., ,...ka a a , se beskone~ni geometriski progresii so 

koli~nik 2q . Spored uslovot na zada~ata, poslednite dve nizi imaat zbir 36  i 12  

soodvetno, t.e.  

A B

C

D

E

R

F

O

S
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  1
2

36
1

a

q



  i    2

2
12

1

a

q



 .  

Imaj}i  predvid deka 2 1a a q , so re{avawe na sistemot 1
2

36
1

a

q



, 1

2
12

1

a q

q



, dobivame 

deka 1 32a  , 1
3

q  .  

 Zna~i, baranata progresija glasi: 32 3232, , ,...
3 9

.  

 15. Neka 1P  i 2P  se presecite na proizvolna tangenta od elipsata   
 

  
22

2 2
1

yx
a b

  , ( a b )  

so tangentite na taa elipsa {to se povle~eni vo temiwata na nejzinata 

glavna oska. Doka`i deka otse~kata 1 2PP  se gleda od koj bilo fokus na 

elipsata pod prav agol.  

 Re{enie. Fokusi na elipsata se 1( ,0)F c i  2 ( ,0)F c , kade {to 2 2 2c a b  . Ravenkata na 

tangentata na elipsata, povle~ena vo edna nejzina proizvolna to~ka ( , ),x y  glasi 

2 2
1

x x y y

a b
   . Presecite na ova tangenta so pravite x a  i x a   se to~kite  

 

  
2

1 , 1
xbP a

y a

    
  




   i  

2

2 , 1
xbP a

y a

     
  




 .  

 

Koeficientite na pravcite na pravite 1 1PF  i 2 2P F  se  

   
2

1

1 x
abk

y a c









  i  

2

2

1 x
abk

y a c




 




,  

pa imame: 

  

2 2

2 22 2 4 4 2

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

11 1
1

( ) ( ) ( )

x yx x
a a a bb b b b bk k

y a c y a c y a c y a c a c

 
     

        

  

   
.  

 Zna~i, pravite  1 1PF  i 2 1P F  zafa}aat prav agol, t.e. otse~kata 1 2PP  se gleda od fokusot 

1F  pod prav agol.  

 Poradi simetrija, istoto tvrdewe va`i i za fokusot 2F .  

 16. Od kocki so rabovi 1 cm  napraven e pravoagolen paralelopiped so 
rabovi cm, b cm, cma c ( , ,a b c  se prirodni broevi pogolemi od 1 ). Vaka 
dobieniot paralelopiped  odnadvor e oboen crveno. Kolku kocki od koi e 
napraven paralelopipedot, imaat: 
 a)  samo tri yidovi oboeni crveno; 
 b)  samo dva yida oboeni crveno; 
 v)  samo eden yid oboen crveni; 
 g)  nitu eden yid oboen crveno.  
 

 Re{enie. a) samo tri yidovi oboeno crveno imaat osum kocki, koi{to se nao|aat vo 
temiwata na paralelopipedot.  
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 b) Samo dva crveno oboeni yida imaat onie kocki, koi{to se nao|aat na rabovite na 
paralelopipedot, isklu~uvaj}i gi kockite od temiwata, a nivniot broj e  
 

  4( 2) 4( 2) 4( 2)a b c     . 

 v) Samo eden crveno oboen yid imaat kockite, ~ija{to samo edna strana se nao|a na 
povr{inata na paralelopipedot. Nivniot broj }e go dobieme ako od brojot na site kocki 
{to se nao|aat na povr{inata na paralelopipedot go izvadime brojot na kockite so po dva 

ili tri oboeni yidovi. Toj broj iznesuva 2[( 2)( 2) ( 2)( 2) ( 2)( 2)]a b b c c a        .  

 Nieden crveno oboen yid imaat kockite, koi{to se nao|aat vo vnatre{nosta na 

paralelopipedot. Niv gi ima na broj ( 2)( 2)( 2)a b c   (tie obrazuvaat paralelopiped so 

rabovi 2, 2, 2a b c   ).  
 

II regionalen natprevar - 1979 godina 
   I godina 
 

 17. a) Da se uprosti izrazot 
2 3 4

2 21
1 1 1

1 1n

a a an n nA
n an a

         
.  

 b) Dali za nekoj priroden broj n , brojot A  e priroden broj? 
 

 Re{enie. a) Imame  
 

  

32 3 4

2 21

3 2
2

( 1)( )1 1 11 1
1 ( ) 1 11

( 1)( )1 1 1 1 1 1( 1)( 1) 1 .
( ) 1 1 1

n

n a na a an n n nA
n n a nn an a

n a nn n n nn n n n
n n a n n n n n

                       
             

   

 

 b) Koristej}i go rezultatot pod a), imame deka A  e priroden broj ako i samo ako 1
n

 e 

priroden broj, a toa e mo`no za 1n  . No, izrazot A  ne e definiran za 1,n   pa sledstveno, 

A  ne mo`e da bide priroden broj za niedna vrednost na prirodniot broj n .  
 

 18. Morska voda sodr`i 5%  sol (te`inski). Kolku kilogrami obi~na 
voda treba da se doturi na 40  kilogrami morska voda, za da vo 
novodobienata voda da ima 2%  sol?  
 

 Re{enie. Morskata voda sodr`i 5%  sol; zna~i, vo 100  kilogrami voda ima 5  

kilogrami sol. Ako so x  go ozna~ime koli~estvoto sol (vo kilogrami) {to se nao|a vo 40  

kilogrami morska voda, }e imame  

  
x

100 kgr.   m.v.             5 kgr.  sol

 40 kgr.   m.v.              kgr.  sol
 

  ____________________________ 
    100 200x   

     2x   

 Zna~i, vo 40  kilogrami morska voda ima 2  kilogrami sol.  

 Da go ozna~ime so y  koli~estvoto obi~na voda (vo kilogrami), {to treba da se dodade 

na 40  kilogrami morska voda, za novodobienata voda da sodr`i 2%  sol. Kako i vo 

prethodnata diskusija, imame  
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y

100      kgr.   m.v.             2  kgr.  sol

40 +   kgr.   m.v.             2  kgr.  sol
      

  ______________________________ 
    2(40 ) 200y   

      60y   
kilogrami morska voda.   

 19. Eden bazen, dlabok 2 m, ima oblik 

kako na crte`ot. Pritoa pravoagolni-
kot ABCD  e so dimenzii 40 20 m,  a 

radiusot na polukrugot CFB  e 10 m.  

Ako debelinata na yidovite i dnoto na 
bazenot e 30 cm,  da se presmeta kolku 

3m  beton se potrebni za negova izgradba.  
 Re{enie. Da go ozna~ime so 1V  volumenot na “teloto”, formirano od nadvore{nite strani 

na yidovite na bazenot, a so 2V -volumenot na “teloto” formirano od vnatre{nite strani. 

Imame  

 
2

1
10,3 2,340,3 30,6 2,3 1909,414 122,0035

2
V          

 
2

2
10 240 20 2 1600 100

2
V          

 Volumenot na yidovite na bazenot, a so toa i baranite 3m  beton koi{to se potrebni za 
izgradba na bazenot, iznesuva  

  3
1 2 309,414 22,0035 378,54 mV V V      .  

 20. Eden priroden broj e deliv so 9  ako i samo ako zbirot na negovite 
cifri e broj deliv so 9 . Doka`i! 
 Re{enie. Znaeme deka sekoj priroden broj n  mo`e da se zapi{e vo oblik  

  1 2
1 2 110 10 ... 10 10k k

k kn a a a a a
       ,  

kade {to a  e cifrata na edinicite, 1a  e cifrata na desetkite, 2a  e cifrata na stotkite 

itn. Imame  

  




1 1 2

1 1 1

... 9 99 ... 99...9

( ... ) 9( 11 ... 11...1 )

k k
k

k k
k

n a a a a a a

a a a a a a

        

       




 

Bidej}i vtoriot sobirok e sekoga{ deliv so 9 , imame deka prirodniot broj n  e deliv so 9  

ako i samo ako  prviot sobirok, t.e. zbirot na negovite cifri e deliv so 9 . So toa e 

doka`ano tvrdeweto na zada~ata.  
 

 II godina 
 21. Ako od edna stranica na edna kniga se otfrlat po tri bukvi od sekoj 
red i potoa se izvadat dva takvi reda, brojot na site bukvi }e se namali za 
145 . Ako pak dodademe na sekoj red po ~etiri bukvi i dopi{eme tri takvi 
reda, toga{ brojot na site bukvi }e se zgolemi za 224 . Kolku redovi ima na 
taa stranica i po kolku bukvi ima vo sekoj red? 

А B

CD

F

20

40

10
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 Re{enie. Neka na taa stranica ima x  redovi, a vo sekoj red po y  bukvi. Od prviot 

uslov na zada~ata ja nao|ame ravenkata  

  3 2( 3) 145x y                       (1) 

a od vtoriot, ravenkata  

  4 3( 4) 224x y   .                   (2) 

 Re{avaj}i go sistemot ravenki, sostaven od ravenkite (1) i (2), dobivame 29x  , 32y  . 

Zna~i, na spomenatata stranica od knigata ima 29  reda, a vo sekoj red po 32  bukvi.   

 22. Da se uprosti izrazot 

 
2 4 8

1 1 1 11 1 1 1
2 2 2 2

i i i iA
                                               

( i  e imaginarna edinica) 

 Re{enie. Bidej}i 
2

1
2 2

i i   
 

, 
4

1 1
2 4

i    
 

,  
8 2

1 1 1
2 4 16

i         
   

, imame  

 

  1 1 1 1 1 3 17 2551 1 1 1 (3 ) (2 ) (1 )
2 2 4 16 2 2 4 16 256

i iA i i i                              
 

 

 23. Neka se dadeni edna kru`nica i edna prava.  
 

 a) Konstruiraj kru`nica so daden radius koja gi dopira dadenata 
kru`nica i dadenata prava.  
 
 

 b) Da se izvr{i diskusija za brojot na re{enija na dadenata zada~a.  
 

 Re{enie. a) Neka p  e dadenata prava, ( , )k O r  

dadenata kru`nica i ( , )k S R  baranata kru`nica 

(vidi crte`). Bidej}i ( , )k S R  ja dopira p , sleduva 

deka S  le`i na pravata ,a paralelna so p  i na 

rastojanie R  od nea. Isto taka, S  }e mora da le`i na 

kru`nicata ( , )k O R r  odnosno na ( ,| |)k O R r , pa S  

}e bide presek na taa kru`nica so pravata a .  
 

 b) Zada~ata mo`e da ima najmnogu 8  re{enija, zo{to dve pravi i dve kru`nici se se~at 

najmnogu vo 8  to~ki, a ima najmalku dve re{enija.  

 Zada~ata ne }e ima re{enie ako pravata p  i kru`nicata ( , )k O R r  odnosno 

( ,| |)k O R r  ne se se~at, a toa e mo`no vo slu~aj koga 2R r  e pomalo od rastojanieto na O  

od pravata p .  

 24. Neka M  e sredina na otse~kata AB , a 'M  e 
sredina na otse~kata ' 'A B . Doka`i deka sredinite na 
otse~kite ', 'AA BB  i 'MM  se kolinearni.  
 

 Re{enie. Neka N  e sredina na otse~kata 'AA , 'N  e sredina 

na otse~kata 'BB  i S  e sredina na otse~kata 'MM (vidi crte`).  

 Dovolno e da doka`eme deka ~etiriagolnikot ' 'MN M N  e 

paralelogram (obrazlo`enie: dijagonalite vo sekoj 

paralelogram se prepolovuvaat; S  e sredina na dijagonalata 

';MM zna~i, dijagonalata 'NN  mora da minuva niz to~kata S , {to povlekuva deka to~kite 

O

p

a

r R
R

S

A B

'A

'B

N

'NS

M

'M
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,N S  i 'N  se kolinearni). Za taa cel }e doka`eme deka vektorite 'MN


 i 'NM


 se ednakvi, 

{to povlekuva deka ~etiriagolnikot ' 'MN M N  e paralelogram. Imame: 
 

 1 1' ' ( ') ( ' ' ') ' ' ' '
2 2

MN MB BN AB BB AA A B NA A M NM        
         

.    

 III godina  

 25. Neka e 2( ) 1f x ax bx   .  
 

  a) Da se odredi ( 1) ( )f x f x  .  
 

  b) Ako ( 1) ( )f x f x x   , da se najdat a  i b .  
 

 Re{enie. Imame  

 a) 2 2( 1) ( ) ( 1) ( 1) 1 1 2f x f x a x b x ax bx ax a b              

 b)Od ( 1) ( )f x f x x    imame 2 1a   i 0a b  , t.e. 1
2

a   i 1
2

b   .    

 26. Vo ramnokrak pravoagolen triagolnik ,ABC  konstruirana e simet-

ralata na ostriot agol kaj temeto ,B koja {to ja se~e stranata CA  vo 

to~kata .M  Nad otse~kite AM  i CM  se konstruirani kvadrati. Doka`i 
deka plo{tinata na edniot kvadrt e dvapati pogolema od plo{tinata na 
drugiot.  
 Re{enie. Soglasno so oznakite od crte`ot imame  

  2
1P x   i  2

2 ( )P a x  ,  

kade {to 1P  i 2P  se plo{tinite na soodvetnite kvadrati. Bidej}i  

  
2

2sin 2sin cos 2
2 2

x a ax
s s s

     ,                   (1) 

  1sin
2 2

BC a
aAB

    ,                      (2) 

od (1) i (2) , dobivame  

  
2

2 1
2

ax
s

 ,  

t.e.  

  2 2 2s ax .                      (3) 

 Od druga strana  

  2 2 2s a x  .               (4) 
  
 

 Ravenstvata (3) i (4) ja davaat kvadratnata ravenka  

  2 22 2 0x ax a   ,  

~ii re{enija se 1 2x a a   i 2 2x a a  .  

 Bidej}i 2a a a  , predvid doa|a samo vtoroto re{enie 

2 2x a a  .  

 Zna~i,  

    2 2 2
1 ( 2 1) (3 2 2)P a a     

2 2 2 2 2 2
2 1( ) ( 2 ) (2 2) (6 4 2) 2(3 2 2) 2P a x a a a a a a P            , 

A

B

C
M

x

a

a x

s



2
 2
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{to treba{e da se doka`e.  
 
 
 
 
 
 
 

 27. a) Da se uprosti izrazot  sin 2 cos2 1
sin 2 cos2 1

x xA
x x
 
 

.  
 
 

 b) Za koi vrednosti na x , 0A  ? 
 
 

 Re{enie. Koristej}i gi trigonometriskite identiteti, imame 
 
 

 

2 2

2 2

2sin (cos sin )sin 2 cos2 1 2sin cos cos sin 1a)
sin 2 cos2 1 2sin (cos sin )2sin cos cos sin 1

1 tgcos sin ,
cos sin 1 tg

x x xx x x x x xA
x x x x xx x x x

xx x
x x x

       
    

 
 

  

 
 

pri {to sin 0x   i cos 0x  .  
 
 

 b) 0A   ako i samo ako 2 2cos sin cos 2 0x x x   . Spored toa  
 
 

  32 2 , 2 2 ,2 2
2 2

x k k k k                
   

 

  3, ,
4 4

x k k k k                
   

, k . 

 
 

 28. Da se re{i ravenkata (po x ) 
 
 
 

  2log 3log 0ax a x
a a  , ako 1a  .  

 
 

 Re{enie. Imame  
 
 

  2

2 5 3

2 2 2

log 3log log1 3log 3log
log log log log log log

a a a
ax a x

a a a a a a

a x ax a x
a a

ax a x ax a x ax a x


    

 
;  

 
 

pritoa, 1x
a

  i 
2

1x
a

 .  

 

 Zna~i, dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata  
5 3

2

log
0

log log
a

a a

a x

ax a x



 , od kade {to se 

dobiva 5 3log 0a a x  , t.e. 
4
1x

a a
 .  

 

 IV godina  
 

29. Edna topka e prese~ena so dve 
paralelni ramnini koi se nao|aat od ista 
strana na nejziniot centar i na rastojanie 
od 3 cm  me|u sebe. Krugovite dobieni kako 

preseci na topkata so ramninite, imaat 
radiusi 9 cm  odnosno 12 cm . 

  Presmetaj go volumenot na topkata.  
 
 

x
O

N

T S

M
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 Re{enie. Ako topkata, zaedno so nejzinite preseci, ortogonalno ja proektirame na 
ramnina, normalna na prese~nite ramnini, ja dobivame slikata kako na crte`ot. Od 

pravoagolnite triagolnici OMN  i OST , soglasno Pitagorovata teorema, gi dobivame 

ravenstvata  

  2 2 212R x   

  2 2 29 (3 )R x   ,  

od kade {to dobivame 9x   i 15 cmR  . Spored toa,  

  
3

34 4500 cm
3
RV    .   

 30. Najdi go zbirot na site ~etiricifreni broevi koi{to se dobivaat 
od cifrite 1,2,3  i 4 , pri {to cifrite ne se povtoruvaat.  
 

 Re{enie. Od na~inot na formiraweto na ~etiricifrenite broevi voo~uvame deka 

stanuva zbor za permutacii bez povtoruvawe i nivniot vkupen broj e 4! 24 . Na prvo mesto, 

odnosno vtoro, treto, ~etvrto mesto vo ~etiricifrenite broevi, cifrata 1  se javuva 3! 6  

pati. Istoto se odnesuva i za cifrite 2,3  i 4 . Imaj}i go predvid ova, za zbirot S  imame: 
 

 6 1000(1 2 3 4) 6 100(1 2 3 4) 6 10(1 2 3 4) 66660S                 .   

 31. Ako za edna niza 1( )n na 
  se znae deka va`i 

2

2
m

k

S m
S k

 ,za sekoi ,k m  

kade {to 1 2 3 ...n nS a a a a     , da se doka`e deka 2 1
2 1

m

k

a m
a k




.  

  Re{enie.  Imame  

  1 2 ...m mS a a a    ,    1 2 ...k kS a a a     

  1m m ma S S   ,     1k k ka S S   ,  

pa spored toa  

  

2

2 2 2
1 1

2 2 2211
2 2

1 1

1 1
( 1) ( 1) 2 1

2 1( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

m

m m m m

k kk k k

m m

S m
a S S S m m m m

S Sa S S kk k kk
S S m m

 



 

 
        
    

 

.  

 32. a) Odredi go geometriskoto mesto na sredinite na tetivite na edna  
kru`nica C , koi le`at na pravi {to minuvaat niz dadena to~ka.  
 b) Izvr{i diskusija. 
  

 Re{enie. a) Neka ravenkata na kru`nicata e  

  2 2 2x y r  ,                     (1) 

a ravenkata na pravite na tetivite {to minuvaat niz to~ka ( , )A a b   

  ( )y b k x a   .                     (2) 

 Ako od (1) i (2)  izvr{ime eliminacija na y , ja dobivame kvadratnata ravenka  

  2 2 2 2(1 ) 2 ( ) ( ) 0k x k b ak x ka b r       ,  

~ii {to re{enija }e gi ozna~ime so 1x  i 2x . Koordinatite na baranoto geometrisko mesto 

se 1 2
1 ( )
2

x x x  ,  1 2
1 ( )
2

y y y  .  

 Od Vietovite formuli i od ravenkata (2) , dobivame  
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21

ka bx k
k



,   

21
b kay

k



.               (3) 

Eliminiraj}i go k  od ravenstvata (3), ja dobivame ravenkata na baranoto geometrisko 

mesto koja glasi  

  
2 2 2 2

2 2 4
a a a bx y          

   
.                (4) 

 

 b) Baranoto geometrisko mesto e kru`nicata (4), ako to~kata A  e vo vnatre{nosta na 

kru`nicata (1); del od kru`nicata (4), ako A  e nadvor od krugot opredelen so ravenkata (1).  
 

 
III regionalen natprevar - 1980 

 I godina 
 33. Nekoj ~ovek, sekoj den, prvo tro{el po 100 , a potoa zarabotuval po 

1
3

 od ostanatite. Po tri dena toj utvrdil deka po~etnata suma pari se 

zgolemila za dva pati.  
 Kolku pari imal ~ovekot na po~etokot? 
 

 Re{enie. Neka ~ovekot na po~etokot imal x  denari. Na krajot od prviot den imal  

  100 4100 ( 100)
3 3

xx x     denari.  

Na krajot od vtoriot den imal 4 4 ( 100) 100
3 3

x    
 denari. Na krajot od tretiot den imal 

4 4 4 ( 100) 100 100
3 3 3

x
        

 denari.  

 Spored toa:  
 

  4 4 4 ( 100) 100 100 2
3 3 3

x x
         

.  

 

 Re{enieto na ova ravenka e 1480x   denari.  
 

 34. Vo pravilna ~etiristrana piramida  
e vpi{ana kocka, taka {to 4  nejzini 
temiwa le`at na rabovite na piramidata, a 
ostanatite 4  na osnovata na piramidata. 
Opredeli ja stranata na kockata, ako 
stranata na piramidata e a  a visinata e H .  
 

 Re{enie. Neka kockata 1 1 1 1 2 2 2 2,A B C D A B C D so 

strana ,y e vpi{ana vo piramidata ,ABCDE so strana 

a  i visina ,H  so dadeniot uslov, kako na crte`ot. 
Vedna{ se gleda deka  
 

  2 2~ACE A C E  ,  
 

od {to sleduva deka  
 
 

A B

C
D

1D

2D

1A

2A

1B

2B

1C

2C

E
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2 2

2
2

aAC H
H yyA C

 


,  

t.e. ( )a H y Hy  . Od ova ravenstvo sleduva aHy
a H




.  

 

 35. Da se najde najmaliot priroden broj, koj podelen so sekoj od broevite 
2,3,4,5,6  i 7  dava ostatok 1 .   

 

 Re{enie. Ako n  e baraniot broj, toga{ 1n   e najmaliot broj koj se deli so 2, 3, 4, 5, 6  

i 7 , t.e. 1n   e NZS (najmaliot zaedni~ki sodr`atel) na 2,3,4,5,6  i 7 . Spored toa,  
 

  2 2 3 5 7 1 421n           
 

 36. Da se uprosti sledniov algebarski izraz: 
 

   

2
2

2
2

1 1

1 1

m n m

n m n

m n
mn

n m
nm





          

         

.   

 

 Re{enie. Dadeniot izraz da go ozna~ime so J .  
 

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
.

( 1) ( 1)

m n m n m n m n n m n n m

n m n m n m m n m m n

m nm n m n m n

m n m n m n

m n mn m n m n mn m
J

m n mn n m mn n

mn mn m m
nmn mn n

     

    

  

  

          
     

           

 
 II godina 
 
 

 37. Eden voza~ patuval od mestoto A  do mestoto B , oddale~eno 800 km  

edno od drugo. Namesto da vozi so planiranata brzina od 80 km/h , na prvata 

polovina od svojot pat, voza~ot bil prinuden da vozi so brzina (80 ) km/hm . 

Ako na vtorata polovina od svojot pat voza~ot vozi so brzina (80 ) km/hm , 

dali }e stigne na vreme vo B ? 
 Re{enie. Neka 1t  e vremeto so koe voza~ot ja pominal prvata polovina, a 2t  vremeto so 

koe ja pominal vtorata polovina na patot. Toga{  
  1400 (80 )m t    i    2400 (80 )m t  .  

Bidej}i 80 80m m   , sleduva deka 1 2t t .  

 Sobiraj}i gi gornite ravenstva, se dobiva  
  1 2 1 2 1 2800 (80 ) (80 ) 80( ) ( )m t m t t t m t t        ,  

Od {to sleduva deka 1 280( ) 800t t  , t.e. 1 2 10ht t  .  

 Koga voza~ot bi vozel so planiranata brzina, bi stignal vo B  za 800
80

10 h . Zna~i, 

voza~ot }e zadocni.  
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 38. Dadeni se triagolnikot ABC , kru`nicata k  opi{ana okolu nego i 

to~kite 1 2,H H  i 3H  {to se prese~ni to~ki na  visinite na triagolnikot 

ABC  so k . Doka`i deka ortocentarot H  na triagolnikot ABC  se sovpa|a 

so centarot na vpi{anata kru`nica na triagolnikot 1 2 3H H H .  

 Re{enie. Da go razgledame crte`ot. Dovolno e da se doka`e deka se ispolneti slednite 
ravenstva  

  
3 2 2 1

2 1 1 3

1 3 3 2

H H B BH H

H H A AH H

H H C CH H





 
 
 

.  

 ]e doka`eme deka 3 2 2 1 ,H H B BH H   a drugite 

ravenstva se doka`uvaat na ist na~in.  
 3 2 3H H B H CB    periferiski agli nad ist lak 

 3 90H CB     od pravoagolniot BNC  

 190 BAH      od pravoagolniot BMA  

 1 2 1BAH BH H   periferiski agli nad ist lak.  
 
 

 39. Nad stranite na triagolnikot ABC  
se konstruirani proizvolni paralelogrami

1 2ABB A , 1 2BCC B , 2 1ACC A . Doka`i deka postoi 

triagolnik ~ii strani kako vektori se 

ednakvi so vektorite 1 2A A


, 1 2B B


 i 1 2C C


.   
 
 
 

 Re{enie. ]e poka`eme deka 1 2 1 2 1 2 0A A C C B B  
   

, od {to }e sleduva deka baraniot 

triagolnik postoi, so zabele{ka deka takov triagolnik postoi koga vektorite 1 2 1 2,A A B B
 

 i 

1 2C C


 ne se kolinearni.  
 

 Od uslovot na zada~ata sleduva deka  

  1 2 1 1 2A A AA A A  
  

, 1 2 2 1 2 2B B BB BB BB AA   
    

, 1 2 2 1 1 2C C CC CC AA BB   
    

.  
 

Toga{ , 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 2 0A A C C B B AA A A BB AA AA BB         
         

.  
 
 
 

 40. Da se presmeta izrazot  
 

  
4 4

1 1 1 1
2 2 2 2

n n n n
i i i i

 
                   
       

,  ( i  e imaginarna edinica).  

 
 

 Re{enie. Da go ozna~ime izrazot so A . Toga{  
 

  
4 4

1 1 1 11 1
2 2 2 2

n n
i i i iA

                          
             

.  

 

Da gi presmetame izrazite vo srednite zagradi: 

А

B

C

H

3H

2H

1H
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24 22
2(1 )1 1 2 11 1 1 ( ) 1 0

2 22

ii i i
                        

.  

 Spored toa, 0A  .  
 
 
 

 III godina  
 
 

 41. Opredeli gi vrednostite na k  za koi ravenkata  

  3 2 2( 7) (3 3 6) 0x k k x k k        

ima koren  1 . Za taka najdenite vrednosti na k  re{i ja ravenkata.  
 

 Re{enie. Za 1x    ravenkata se sveduva na 2 6 0k k   , koja ima koreni 1 2k    i 

2 3k   . Zamenuvaj}i go k  so  1 2k    ili so 2 3k    dobivame edna ista ravenka  

  3 13 12 0x x   .  

Ovaa ravenka ima koren 1 1x   , pa delej}i ja so 1x  , dobivame  

  3 213 12 ( 1)( 12)x x x x x      .  

 Re{avaj}i ja ravenkata 2 12 0x x    se dobivaat drugite dve re{enija na ravenkata 
3 13 12 0x x   , a toa se 2 3x    i 3 4x   .  

 

 42. Re{i ja ravenkata   

  3log 3 log3 9x xx  .  
 

 Re{enie. Ravenkata ja logaritmirame so logaritam so osnova 3 , od kade se dobiva 

ravenkata  

  2
3log 3 (log ) 2x x  .  

Stavaj}i 3log x u  i koristej}i go ravenstvoto  

  1log
loga

b

b
a

   

se dobiva ravenkata 21 2u
u
  , t.e. 3 2 1 0u u   . Ovaa ravenka ima re{enie 1 1u   i koristej}i 

go metodot kako vo prethodnata zada~a, se dobivaat drugite dve re{enija 2
1 5

2
u    i 

3
1 5

2
u   .  

  

 Spored toa, re{enija na dadenata ravenka se 1 3x  ,  
1 5

2
2 3x

 

  i  
1 5

2
3 3x

 

 .  
 
 

 43. Vo kru`nica so radius R  vpi{an e 

triagolnik so agli 15  i 60 . Da se najde 
plo{tinata na triagolnikot.    
 
 

 Re{enie. Od toa {to centralniot agol e dvapati pogolem 
od periferiskiot agol nad ist lak sleduva deka agolot   od 

crte`ot e 150 . Toga{ 15   .  
 
 




15
105

60

R

A B

C

O
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 Od ramnokrakiot triagolnik AOB  sleduva deka 2 cos15AB R  .  Od ramnokrakiot 

triagolnik AOC  sleduva deka 2 cos30 3AC R R  . Spored toa  
 
 
 
 
 

 

2 22 cos15 3 sin15 3sin30 3sin15
2 2 2 4

R R R RAB ACP      
  

.  

 
 

 44. Konstruiraj triagolnik ABC  so poznati: strana c , visina bh  i 

te`i{na linija at  .  
 
 

 Re{enie. 1. Analiza. Da pretpostavime deka zada~ata e re{ena i da go razgledame 

paralelogramot ABCD  od crte`ot, kade {to ||BD AC  i ||CD AB .  
 
 

 Od toa {to dijagonalite na paralelogramot se prepolovuvaat, sleduva deka dijagonalata 

2 aAD t . Spored toa, dovolno e da konstruirame parallelogram so strana C , dijagonala 2 at  i 

visina kon drugata strana bh .  
 
 

 2. Konstrukcija. 
 

  1 . ||p q , rastojanieto me|u p  i q  e bh .  

  2 . na  p  izbirame proizvolna to~ka A ,  

  3 . crtame kru`nica ( , )k A c .  

  4 . k q B   

  5 . crtame kru`nica 1( ,2 )ak A t ,  

  6 . 1k q D  ,  

  7 . M , sredinata na AD ,  

  8 . C BM p  .  
 

 3. Dokaz. Dokazot sleduva od analizata i konstrukcijata.  
 
 

 4. Diskusija. Od konstrukcijata se gleda deka zada~ata nema re{enie ako i samo ako 

2 a bt h  ili bc h  ili 2 a bt h c  .  
 
 

 Ako 2 a bt h  i bc h  zada~ata ima dve re{enija, a vo ostanatite slu~ai vo koi ima, ima 

edinstveno re{enie.   
 
 

 

 IV godina  
 
 

 45. Doka`i deka ravenstvoto 2 1 2a b   povlekuva b a , i koristej}i go 
ovoj rezultat, da se re{i sistemot ravenki  
   
 

 

2

2

2

1 2

1 2

1 2

x y

y z

z x

  
  


 

.  

 
 



A B

C

c

at

bh
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 Re{enie. Od 2 1 2a b   sleduva deka 2 2 1 2( )a a b a    , t.e. 2( 1) 2( )a b a   . Bidej}i 

2( 1) 0a    sleduva deka b a . Od sistemot ravenki i gorniot zaklu~ok dobivame x z y x   , 

t.e. x y z  . Toga{ od 2 1 2x x   sleduva deka sistemot ima edinstveno re{enie 1x y z   .  
 
 
 

 46. Kanal za voda so dol`ina od 5 m  mo`e da primi voda od 31,440m . 
Napre~niot presek na kanalot e ramnokrak trapez ~ij krak e 52 cm  i 
visina 48 cm .  
 

 Kolku voda mo`e da primi toj kanal ako se napolni do polovina visina? 
 
 
 

 Re{enie. Na crte`ot , trapezot ABCD  go pretstavuva presekot na kanalot, 2 ||BB AD , 

1B  e sredina na 2BB , 1 1 ||B C AB  i 2C  e podno`nata to~ka na visinata, spu{tena od B . Bidej}i 

2BCB  e ramnokrak, to~kata 2C  e sredina na 2CB . Spored toa, 1 1 ||B C BC  i   

 

 
2 2 2 2

2 2 0,52 0,48 0,2 mCC CB C B     .  

 
 

 Neka V  e volumenot na vodata koga kanalot e napolnet so voda do polovina na visinata, 

a 3
1 1,440V m  koga e poln. Bidej}i trapezite 1 1ABC D  i 1 1 2D B C D  se skladnii, 1 2 5V V P    

kade {to P  e plo{tinata na paralelogramot 

1 1 2B C CC  
 

   22
2 0,2 0,24 0,048 m .

2

C B
P CC       

 

Spored toa,   
 

  31,44 0,048 5 1,2 0,6 m
2

V     .        
 
 
 

 47. Da se doka`e deka niz to~kata (4,3)A mo`at da se povle~at dve pravi, 

koi otsekuvaat od prviot kvadrant triagolnici so ista plo{tina, ednakva 
na 27 . Potoa da se najde agolot me|u tie dve pravi.  
 
 
 

 Re{enie. Proizvolna prava niz to~kata A  ima ravenka ( 4) 3y k x   , koja ima prese~-

ni to~ki so x - i y - oskata:  
 

  34 ,0xA
k

  
 

   i   0,3 4yA k .  

 
 

 Od uslovot na zada~ata sleduva deka  
 
 

  

34 (3 4 )
27

2

k
k

   
   .  

 

 Re{avaj}i ja ova ravenka, se dobiva 1
3
8

k    i 2
3
2

k   .  
 

 Neka agolot me|u tie pravi e  . Toga{ 1 2

1 2

18
1 25

k k
tg

k k


  


  

 
 

A B

CD

1D 1C
1B

2C2B
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 48. Vo aritmeti~ka niza se dadeni na m  i ma n . Da se najde ~lenot .pa   
 

 Re{enie. Bidej}i nizata e aritmeti~ka, ( )n ma a n m d   , od kade {to sleduva deka 

1d   . Spored toa, ( )( 1)p na a p n m n p       .   
 

   IV regionalen natprevar - 1981 godina 
 I godina  
 49.  Da se uprosti izrazot  

  
1981

2 3 19801 ...
1
aa a a a

a
     


 

i da se najde negovata vrednost za 4
5

a   .  

 Re{enie. Koristej}i ja formulata  

  1 2 1 1( )( ... ( 1) )n n n n n nx y x y x yx y          ,  

dobivame  

  

2 3 1980 19811981
2 3 1980

1981 1981

(1 ... )(1 )
1 ...

1 1

1 1
1 1

a a a a a aaa a a a
a a

a a
a a

             
 

  
 

 

za 4
5

a   , vrednosta na izrazot e 5 .  

 50. Prednata guma na eden velosiped se izli`uva po izminati 250 km , a 

zadnata po izminati 150 km . Po kolku izminati kilometri treba da gi 

zamenime mestata na gumite za da se izli`at istovremeno?  
 Re{enie. Ako po kmx  treba da gi promenime mestata na gumite, toga{ spored uslovot 

na zada~ata }e imame  

  1
250 150

x x  ,  

od kade {to se dobiva 93,75 kmx  .  

 51. Eden dvocifren broj go ima slednoto svojstvo: ako go sobereme so 
brojot {to gi ima istite cifri no vo obraten redosled se dobiva poln 
kvadrat.  
 Da se najdat site takvi dvocifreni broevi.   
 Re{enie. Ako x  e cifrata na edinicite, a y  cifrata na desetkite na baraniot 

dvocifren broj, toga{ spored uslovot na zada~ata }e imame  

  2(10 ) (10 )y x x y m    ,  

t.e.  

  211( )x y m  .                     (1) 

Spored toa, 11  e delitel na m ; ako 11m k , dobivame  
 

  211x y k  .                     (2) 

Od 1 9x   i  1 9y  , sleduva deka 2 18x y   , {to zna~i deka  
 

  11x y  .                      (3) 
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 Od (3) sleduva deka baranite broevi se: 29,38,47,56,65,74,83  i 92 .   

 52. Na edna ramnina se postaveni  ~etiri topki so ist radius r , taka 
{to sekoja od niv dopira dve drugi. Druga topka, so radius R , postavena e 
taka {to gi dopira site ~etiri topki. Kolkavo e rastojanieto d  od centa-
rot na taa topka do ramninata?  Diskutiraj gi site mo`nosti.   
 Re{enie. Da go svrzeme centarot O  na petta-

ta topka so centrite iO , 1,2,3,4i  , na dedenite 

~etiri topki (vidi crte`). Toga{ }e imame

22
1

2 2 2 2

( )

( ) 2 2 .

d H r r R r O S

r R r r r R rR r

      

       
 

 Za ( 2 1)R r   imame d r , t.e pettata e 

me|u ~etirite topki.  

 Za ( 2 1)R r  , pettata topka e postavena 

nad ~etirite topki.  
 

 II godina  
 

 53. Da se presmeta izrazot    

  
60 30

1 3 1 3
2 2
i i       

   
 , ( i  e imaginarna edinica).  

 Re{enie. Stavaj}i 1 3
2
ix   dobivame: 

 

  2 1 3
2
ix   ,  3 1 3 1 3 1

2 2
i ix       .  

Spored toa, }e imame  
 

   
60 30

60 2 30 60 60 60 3 201 3 1 3 ( ) 2 2( ) 2
2 2
i i x x x x x x

               
   

.  

 54. Na pat od ma  prednite trkala na eden traktor pravat k  zavrtuvawa 
pove}e od zadnite. Da se najde perimetarot na sekoe trkalo, ako perime-
tarot na zadnoto trkalo e za mb  pogolem od perimetarot na prednoto 
trkalo.   
 Re{enie. Ako x  e perimetarot na prednoto trkalo, toga{ perimetarot na zadnoto 
trkalo }e bide x b .  

 Na pat od ma  zadnoto trkalo }e napravi a
x b

 zavrtuvawa, a prednoto trkalo }e 

napravi a
x

 zavrtuvawa.  

 Spored uslovot na zada~ata }e imame a ak
x x b
 


,  t.e. 2 0kx kbx ab   . Re{enijata na 

ova kvadratna ravenka se: 
 

   2 2
1/2

1 4
2

x kb k b kab
k

    .  

O

1O
2O

3O4O

S

H

r

2r

r R
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Re{enieto 2x  e negativno; poradi 2 2 4k b kab kb  , sleduva deka re{enieto 1x  e 

pozitivno. Zna~i, perimetarot na prednoto trkalo e  
 

   2 21 4
2

x kb k b kab
k

    ,  

a perimetarot na zadnoto trkalo e  
 

   2 21 4
2

y kb k b kab
k

   .   

 

 55. Doka`i deka proizvodot na dol`inite na dvete otse~ki na koi e 
podelena sekoja visina so ortocentarot vo daden triagolnik e konstanta 
za toj triagolnik.   

 Re{enie. Triagolnicite ARH  i HPC  se pravo-

agolni i aglite kaj temeto H  se ednakvi, pa zna~i 
tie se sli~ni. Spored toa, imame:  

  : :AH CH HR HP ,  

od kade {to sleduva deka  

  AH HP CH HR   ,  

a poradi simetrija }e imame i  

   AH HP BH HQ   ,  

{to treba{e da se doka`e.  
 

 56. Vo paralelogram ABCD , na stranata AD  e zemena to~ka L , na dija-
gonalata AC  to~ka M  i na stranata  BC  to~ka N , taka {to va`i: 
 

 5 AL AD  , 4 AM AC  ,  
 

  5 2BN BC   .  
 

 a)  Da se doka`e deka to~kite ,L M  i N  se kolinearni.  
 

 b)  Vo koj odnos to~kata M  ja deli otse~kata LN ?  
 

 Re{enie. a) Stavaj}i AB a
 

,  AD b
 

 (vidi crte`) }e imame  
 

  1
5

AL AD
 

, 1
4

AM AC
 

,  2
5

BN BC
 

,  

od kade {to dobivame  

1 1 1 1 1 1( )
5 4 5 4 4 20

LM LA AM a b a a b a b          
         

 

1 2 1
5 5 5

LN LA AB BN b a b a b        
        

.  

 

Spored toa, imame 4LN LM
 

, t.e. vekto-

rite LN


 i LM


 se kolinearni, pa i 

to~kite ,L M  i N  se kolinearni.  
  

b) Spored a), imame 4LN LM
 

, t.e. 

4LM MN LM 
  

, 3MN LM
 

. Zna~i, 

to~kata M  ja deli otse~kata LN  vo odnos 1: 3 .  
 
 

A B

C

H

P

Q

R







A B

CD

L M

N
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 III godina  

 57. Pri koi vrednosti na a  neravenstvoto 2 2( 1) 2( 1) 2 0a x a x      
va`i za sekoj realen broj x ? 
 

 Re{enie. Neravenstvoto (1) , pri 2 1 0a   , va`i za sekoj realen broj x  ako i samo ako 
se ispolneti slednive uslovi:  

  2 1 0a   ,  24( 2 3) 0D a a     ,  

t.e. ako i samo ako: ( , 1) (1, )a      i ( , 3) (1, )a     , od kade {to dobivame deka 

( , 3) (1, )a     .  

 Vo slu~ajot koga 2 1 0a   , imame: levata strana na (1) za 1a   e 2 , a za 1a    e 
4 2 0x   , t.e. i 1a   e re{enie.  

 Sledstveno, neravenstvoto (1) va`i za sekoj realen broj x  ako i samo ako ( , 3) [1, )a     .  
 

 58. Ako va`i sin sin a    , cos cos b     , 2 2 0a b  , toga{  

  
2 2
2sin( ) ab

a b
  


.  

 Doka`i!  
 Re{enie. Ako ravenstvata sin sin a     i cos cos b     gi pomno`ime me|usebno, }e 
dobieme 

  
1sin( ) sin cos sin cos sin( ) [sin 2 sin 2 ]
2

sin( ) sin( )cos( )

ab                 

       
 

 

Ako pak gi kvadrirame i gi sobereme, dobivame  

  2 2 2 2(sin sin cos cos ) 2 2cos( ) 2[1 cos( )]a b                .  
Spored toa, }e imame: 
 

  
2 2

sin( )
2

a bab     , t.e.   
2 2
2sin( ) ab

a b
   


.  

 

{to treba{e da se doka`e.  
 59. Neka M  to~ka od stranata BC  na triagolnikot ABC . Niz to~kata 
M  se povle~eni pravi p  i q  paralelni so AC  i AB  soodvetno. Neka 

,P p AB  ,Q q AC  a 1k  i 2k  se kru`nicite opi{ani okolu triagol-
nicite BMP  i CMQ  soodvetno.  

 Da se doka`e deka tangentite 1t  i 2t , povle~eni na 1k  i 2k  soodvetno vo 
to~kite P  i Q  se paralelni.       

S B
M

C

A

P Q1t 2t

pq

1k 2k
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 Re{enie. Neka S PQ BC  , a   neka e homotetija so centar S  i koeficient SMm
SB

 ; 

toga{ ( )B M  . Od ||BP MQ  i ||MP CQ  sleduva deka ( )M C   i ( )P Q  , a od toa pak 

1 2( )k k  .  
 

 Od 1 2( )k k   i ( )P Q  , sleduva deka 1 2( )t t  , {to zna~i deka 1 2||t t .  
 

 60. Okolu triagolnikot ABC  so agol 2
3
     e opi{ana kru`nica k  

so radius R  ~ij dijametar go prepolovuva agolot  . Da se najde 

plo{tinata na triagolnikot ABM  ako M t BC  , kade {to t  e tangenta 
na k  povle~ena vo to~kata A .   
 

 Re{enie. Bidej}i dijametarot na opi{anata kru`nica e simetrala na agolot  (vidi 

crte`), sleduva deka triagolnikot ABC  e ramnokrak. Spored toa, }e imame 90    , 

2CAM   , 90ACM    , 90 3AMC    .  
 

 Primenuvaj}i ja sinusnata teorema za ABC , dobivame  
 

  2 sin 2AC R  ,  2 sin(90 ) 2 cosAB R R     ;  
 

ako pak ja primenime na triagolnikot AMC , }e dobieme:  
 

  
sin(90 ) cos2 sin 2

cos3sin(90 3 )
AM AC R

     
 



 .  

 
 

 Za plo{tinata na triagolnikot ABM :  

  
4

21 sin sinsin(90 ) 4
2 cos3

P AB AM R      


 .  

 IV godina  
 61. Edna prava p  koja {to minuva niz 

koordinatniot po~etok, gi se~e pravite 1 0x y    i 1 0x y    vo 

to~kite A  i B  soodvetno. Da se najde geometriskoto mesto na sredinite 
na otse~kite AB , koga pravata p  rotira okolu koordinatniot po~etok.     

 Re{enie. Ravenka na proizvolna prava niz koordinatniot po~etok ima oblik y kx . 

Prese~nite to~ki na ova prava so pravite 1 0x y    i 1 0x y    se 1 ,
1 1

kA
k k

 
   

, 

1 ,
1 1

kB
k k

 
   

, pri 1k   . Neka ( , )M x y  e sredina na otse~kata AB . Toga{  

 

  
2

1
1

x
k




,  
21

ky
k




.  

 So eliminacija na k  dobivame 2 ( 1)y x x  , {to pretstavuva ravenka na baranoto 

geometrisko mesto na to~ki, a toa e hiperbola.  

 62. Vo pravilen tetraedar ABCO , sredinata S  na visinata, spu{tena od 
temeto O , e svrzana so temiwata , ,A B C . Da se doka`e deka otse~kite 

, ,SA SB SC  se zaemno normalni.   



A

B

C

M

O

t
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 Re{enie. ]e poka`eme samo deka triagol-

nikot ASC  e pravoagolen so prav agol kaj temeto 

S  (vidi crte`). Neka a  e rabot na tetraedarot; 

toga{ imame  

 1 1
3

3
aAO CO   , 1 6

6
aSO  ,  

  2
2

aAS CS  .  

Bidej}i 
2 2 22AS CS a AC   , sleduva deka ASC  e 

pravoagolen triagolnik so prav agol kaj temeto 

S , t.e. AS CS .   

 63. Neka 1 2cosx
x

   . Da se doka`e 

deka 1 2cosn
n

x n
x

    za sekoj priroden broj n .   

 Re{enie. Dokazot }e go dademe vr{ej}i indukcija po n .  
 

 Za 1n   tvrdeweto e to~no spored uslovot. Da pretpostavime deka tvrdeweto e to~no za 

sekoj n k , t.e. za sekoj n k  va`i  

  1 2cosn
n

x n
x

    .  

Bidej}i  

  1 1
1 1

1 1 1 1k k k
k k k

x x x x
xx x x

 
 

           
,  

dobivame   

  
1 1

1 1
1 1 1 1 2cos 2cos 2 cos ( 1 )

2 2cos cos 2cos( 1 ) 2cos( 1)

k k k
k k k

x x x x k k
xx x x

k k k

 
 

                         
         

 

 

 Spored toa, tvrdeweto e to~no za sekoj priroden broj n .  

 64. Neka 1 2, ,..., ,...na a a  e aritmeti~ka progresija. Da se doka`e deka  

  2 2 2 2 2 2 2 2
1 3 2 1 2 4 2 1 2... ( ... ) ( )

2 1k k k
ka a a a a a a a

k        


.  

 Re{enie. Imame:  
 

  

2 2 2 2 2 2
1 3 2 1 2 4 2

1 2 1 2 3 4 3 4 2 1 2 2 1 2

1 2 3 4 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 1 2

... ( ... )

( )( ) ( )( ) ... ( )( )

( .... ) ( )

( )( ) ( )
2 1 2 1

k k

k k k k

k k k

k k k

a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

d a a a a a a dk a a

k ka a a a a a
k k



 



       

          

           

    
 

 

 

{to treba{e da se doka`e. 
 

 

 V regionalen natprevar - 1982 godina 
 I godina  
 

 65. Da se razlo`i na prosti mno`iteli izrazot  
 

A

B

C

O

S

1O
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   ( )( )T ab bc ca a b c abc      .  

 Re{enie. Imame: 
 

  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )[ ( ) ( )]

( )( )( )

T a b a c abc ab abc b c abc ac bc abc

a b a c abc ab b c bc abc ac

a b c ab b c bc b c ac b c

b c a ab bc ac b c a a b c a b

a b b c c a

          

        

        

          
   

 

 66. Vo 8 kg  smesa ima 65 %  alkohol i 35 %  voda. Kolku voda treba da se 

dodade za da ima vo razredenata smesa 45 %  voda? 
 

 Re{enie. Bidej}i 1%  od sme{ata e 80 gr , vo sme{ata ima 2800  grama voda i 5200  grama 

alkohol. Neka x  e koli~estvoto voda, vo gramovi, {to treba da se dodade. Toga{ 2800 x  

treba da e 45%  od 8000 x , t.e. 2800 0,45(8000 )x x   , od kade {to se dobiva 1454,(54)x    

 Zna~i, za da se dobie smesa so 45 %   voda treba da se dodadat 1454,54  grama voda.  

 67. Da se najde najmaliot priroden broj koj podelen so 2  dava ostatok 1 , 
podelen so 3  dava ostatok 2 , podelen so  4  dava ostatok 3  i podelen so 5  
dava ostatok 4 .  
 Re{enie. Neka baraniot broj e x ; toga{ imame  

  1 2 3 42 1 3 2 4 3 5 4x x x x x        .  

Za brojot 1x   }e imame  
 

  1 2 3 41 2( 1) 3( 1) 4( 1) 5( 1)x x x x x         ,  

{to zna~i deka 1x   e deliv so 2,3,4  i 5 . Zna~i, brojot 1x   e najmaliot zaedni~ki 

sodr`atel na broevite 2,3,4  i 5 , t.e. 1 60x   , od kade dobivame 59x  .   

 68. Ako eden ostroagolen triagolnik so strani , ,a b c  rotira okolu 

sekoja od svoite strani, se dobivaat tri tela. Da se najde odnosot na 
volumenite na taka dobienite tela.   
 Re{enie. Da go najdeme volumenot cV  na teloto koga triagolnikot ABC  rotira okolu 

stranata AB  (vidi crte`). Dobienoto telo e sostaveno od dva slepeni konusa so ist radius 

ch  i visini 1c  i 2c  soodvetno. Za volumenot cV  }e imame:  
 

  2 2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 1( )
3 3 3 3c c c c cV h c h c h c c h c         ,  

kade {to  1 2c AB c c   .  

 Sli~no, za volumenite aV  i bV  na drugite dve 

tela }e dobieme:  

   21
3a aV h a  ,  21

3b bV h b  ,  

pa  

  2 2 2: : : :a b c a b cV V V h a h b h c .  

 No, 2a b cah bh ch P     
(P-plo{tina na triagolnikot ABC ), pa  

A B

C

D

1c 2c
Ech
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  1 1 1: : : : : :a b c a b cV V V h h h
a b c

   

 II godina  
 69. Vo eden tricifren broj srednata cifra e tripati pomala od zbirot 
na drugite dve, a zbirot na poslednite dve cifri e dvapati pomal od 
prvata cifra. Ako si gi zamenat mestata cifrite na desetkite i 
edinicite, se dobiva broj za 18  pomal od dadeniot. Koj e toj broj? 

 

 Re{enie. So ,x y  i z  da gi ozna~ime cifrite 

na edinicite, desetkite i stotkite, soodvetno na 
baraniot tricifren broj. Spored uslovite na 
zada~ata  

  

3

2( )

100 10 100 10 18

y x z

x y z

x y z x z y

 
  
      

 

Od kade {to dobivame 8, 3x y   i 1z  . Zna~i, 

baraniot broj e  831 .  
 

 70. Da se skicira grafikot na 
funkcijata  

  
| |

| 1|
x

y
x x

 


.   

 

 Re{enie. Funkcijata ne e definirana za 0x   i 1x  . Ako 0x   i 1 0x    , t.e. 

(1, )x   i ako 0x   i 1 0x   , t.e. ( ,0)x  , toga{ funkcijata mo`e da se napi{e vo 

oblikot  

  1
1

y
x

 


.  

Ako pak (0,1)x , toga{ funkcijata mo`e da se zapi{e vo oblikot 1
1

y
x




.  

 Skica na grafikot na funkcijata e pretstaven na crte`ot.  
 

 71. Neka 1x  i 2x  se korenite na ravenkata 2 2 3 1 0p x p x   . Da se 

opredeli p , taka {to  izrazot 4 4
1 2x x  da ima najmala vrednost.  

 Re{enie. Za izrazot 4 4
1 2x x  koristej}i gi Vietovite pravila, imame  

  

2

4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4
1 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 2 2 4 4

2 2 2( ) 2 [( ) 2 ] 2 4x x x x x x x x x x x x p p
p p p

   
                

   
.  

Zna~i, izrazot 4 4
1 2x x  ima najmala vrednost ako i samo ako izrazot 4

4
2p
p

  ima najmala 

vrednost. Za ovoj izraz, pak, imame  

  4 4
4 4

2 22 2 2p p
p p

    ,  

od kade {to sleduva deka izrazot 4
4

2p
p

  prima najmala vrednost za 8 2p   .  

10

1

1

x

y



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

31 

 72. Na stranata AD  od paralelo-
gramot  ABCD  zemena e to~ka E , taka 

{to 3 AE AD  .  

 Da se najdat odnosite :AP PC  i 

: ,BP PE  kade {to P AC BE  .  
 

 Re{enie. Vektorite AP


 i AC


 se 

kolinearni, pa postoi realen broj x , taka {to AP x AC
 

. Isto taka, postoi realen broj y , 

taka {to PE yBE
 

. Od crte`ot se gleda deka AC AB AD 
  

, 1
3

BE AB AD  
  

, pa sleduva  

( )AP x AB AD 
  

, 1
3

PE y AB AD    
 

  
. Bidej}i 0AP PE EA  

   
, }e imame  

  1 1( ) 0
3 3

x AB AD y AB AD AD       
 

     

 
   1( ) 0

3 3
y

x y AB x AD      
 

  
 

Vektorite AB


 i AD


 ne se kolinearni, pa sleduva deka  

  
0

1
3 3

x y

y
x

 

  

,  

od kade {to dobivame 1
4

x y  . Spored toa, imame 1
4

AP AC
 

, 1
4

PE BE
 

, a od toa sleduva 

deka : 1: 3AP PC  , : 3 :1BP PE  .  
 

 III godina  
 73. Da se doka`e deka za sekoj priroden broj m  polinomot  

  2( ) ( 2) ( 1) 1m mf x x x       

e deliv so polinomot ( ) ( 1)( 2)p x x x   , a potoa da se najde koli~nikot.  

 Re{enie. Bidej}i 2(1) (1 2) (1 1) 1 0m mf        sleduva deka polinomot ( )f x  e deliv so 

1x  ; isto taka, od 2(2) (2 2) (2 1) 1 0m mf        sleduva deka polinomot ( )f x  e deliv so 

2x  . Zna~i, ( )f x  e deliv so ( )p x .  

 Da go najdeme koli~nikot 
( )
( )

f x
p x

. Imame: 

  2 1( ) ( 1) 11 ( 2)
( ) 1 2

m
mf x x

x
p x x x

       
.  

Bidej}i  
 

  
1

0

( 1) 1 ( 1) 1
( 1)

2 ( 1) 1

m m m
k

k

x x
x

x x





     
    ,  

}e imame  

  

2 11 1
2 1

0 1

2 1 2 2 2 2

0 0 0

( ) ( 2) 11 1( 2) ( 1) ( 1)
( ) 1 1 1

( 2) 1
( 1) ( 1) ( 2) ( 1)

( 2) 1

mm m
m k k

k k

m m m m
k s s k

k s k

f x x
x x x

p x x x x

x
x x x

x

 


 

   

  

              

        
 

 

  
  

A B

CD

E P
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 74. Da se re{i sistemot ravenki   

  

2

2 2

1( 3)
3

log ( ) log ( ) 4

y x
x y

x y x y


       

    

 

 Re{enie. Imame: 

  
22

2 2
2 2

3 3

log ( ) log 16

x y
x y

x y





 
  

,  

  
2 2

2
2

16

x y
y x

x y

  

  

,  

  
2 2

3 5

16

x y

x y




 
,  

od kade {to dobivame 5x   , 3y   . 

 75. Da se presmeta 3 3sin cosx x  ako sin cosx x a  . 

 Re{enie. Izrazot 3 3sin cosx x  }e go zapi{eme vo oblikot: 
 

  
3 3 3 2 2

3 3

sin cos ( sin cos ) 3sin cos 3 sin cos

3(sin cos )sin cos 3 sin cos

x x x x x x x x

a x x x x a a x x

     

    
 

Kvadriraj}i go ravenstvoto sin cosx x a  , dobivame  
 

 2 2 2sin cos 2sin cosx x x x a   ; 

 21 2sin cosx x a  ; 

 
2 1sin cos
2

ax  .  

Na krajot imame  
 

 
2

3 3 3 21sin cos 3 (3 )
2 2

a ax x a a a      . 

 76. Okolu kru`nica so radius r  opi{an e 
trapez ABCD . Ako , ,M N P  i Q  se dopirnite 

to~ki na stranite , ,AB BC CD  i DA  soodvetno, 

toga{ 4AM BN CP DQ r    . Doka`i!    

 Re{enie. Da stavime AM AQ x  , BM BN y  , 

CN CP z  , DP DQ t   (vidi crte`). Imame: 
  
 

  AOM QOA   i  QOD DOP    

od kade {to sleduva deka 
 

   90AOD AOQ QOD      .  

Zna~i, triagolnikot AOD  e pravoagolen i QO r  e negova visina, spu{ena od temeto O  

na praviot agol, pa zatoa 2r xt . Sli~no dobivame 2r yz , t.e. 4xyzt r , {to treba{e da se 

doka`e.  

O

A B

CD P

Q

M

N

x

r

t

z

y



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

33 

 
 

 IV godina  
 
 
 
 

 77. Od neparnite prirodni broevi gi formirame mno`estvata  
 
 
 

  1 {1}A  ,  2 {3,5}A  ,  3 {7,9,11}A  ,  4 {13,15,17,19}A  ,… 
 
 
 

Da se presmeta zbirot na broevite na mno`estvoto nA .  
 
 
 

 Re{enie. Da go najdeme prviot broj vo mno`estvoto nA . Mno`estvata 1 2 1, ,..., nA A A   se 

poparno disjunktni, pa brojot na elementite vo nivnata unija e  
 
 

  
( 1)

1 2 3 4 ... 1
2

n n
n

       .  
 

Zna~i, posledniot broj vo mno`estvoto 1nA   e ( 1) 1n n   . Spored toa, prviot broj vo 

mno`estvoto nA  }e bide ( 1) 1n n   , a posledniot ( 1) 1n n   .  
 
 

 Broevite vo mno`estvoto nA  formiraat aritmeti~ka progresija so prv ~len 

1 ( 1) 1a n n   , so posleden ~len ( 1) 1na n n    i razlika 2d  . Spored toa, nivniot zbir 

}e bide:  
 

    3( 1) 1 ( ( 1) 1
2n
nS n n n n n       .  

 
 
 
 

 78. To~kata (1,2)T  e te`i{te na triagolnikot ABC ; to~kata (3,4)D  e 

sredina na stranata BC , a to~kata 14 10,
9 9

S  
 
 

 e centar na opi{anata 

kru`nica okolu triagolnikot ABC . Da se najdat temiwata na 
triagolnikot ABC .  
 
 

 Re{enie. Te`i{teto T  ja deli te`i{nata linija AD  vo odnos 1: 2 , pa za 1 2( , )A a a  }e 

imame  

  1 2 3
1

3

a  
 ,  2 2 4

2
3

a  
 ,  

od kade {to dobivame 1 3a   , 2 2a   , t.e. ( 3, 2)A   .  
 
 

 Neka 1 2( , )B b b , 1 2( , )C c c . To~kata (3,4)D  e sredina na BC , pa }e imame  
 

  1 1 6b c  ,  2 2 8b c  .                  (1) 

To~kata S  e centar na opi{anata kru`nica, pa radiusot r  na kru`nicata }e bide  
 

  
2 2

22 14 10 24653 2
9 9 81

r SA              
   

.  

 

Od 
2 2SB r  i 

2 2SC r , dobivame  
 

  2 2
1 2(9 14) (9 10) 2465b b                     (2) 

 
 

  2 2
1 2(9 14) (9 10) 2465c c                    (3) 
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Od (1), (2) i (3) dobivame 1 2 1 27, 2, 1, 6b b c c      ili 1 2 1 21, 6, 7, 2b b c c     . Zna~i, 

(7,2), ( 1,6)B C   ili ( 1,6), (7,2)B C .  
 
 
 

 79. Otse~kite ,OA OB  i OC  se zaemno normalni i nivnite dol`ini se 

,a b  i c  soodvetno. Da se doka`e deka rastojanieto od to~kata O  do 

ramninata ABC  e  

  

1
2

2 2 2
1 1 1
a b c


   
 

.   

 
 

 Re{enie. Zemaj}i go triagolnikot OAB  za osnova na piramidata, za volumenot na 
piramidata }e imame  
 
 
 

  
3

abcV  .  
 

Zemaj}i go pak triagolnikot ABC  za osnova, }e imame   
 
 
 

  
6 3

ABCP Habc 
 ,  

 

t.e.  
 

  
2 ABC

abcH
P

 .                     (1) 

 

 Za plo{tinata ABCP , spored Heronovata formula, }e imame ( ,x y  i z  se stranite na 

triagolnikot ABC ): 
 

  
2

2 2 2 2 2 2

16 16 ( )( )( ) 16
2 2 2 2

( 2 )( 2 )

ABC
x y z y z x x y zx z xP s s x s y s z

x y xy z z x y xy

           

      
  

 

No, 2 2 2x a b  , 2 2 2y b c  , 2 2 2z c a  , pa: 

  2 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 216 (2 2 )(2 2 ) 4( ) 4[ ( )( )] 4( )ABCP b xy xy b b x y b a b b c a b b c c a             

Zna~i,  
 
 

  2 2 2 2 2 2 21 ( )
4ABCP a b b c c a   .  

 

 Zamenuvaj}i vo (1), dobivame:  
 

  
12 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1a b cH
a b b c c a a b c


        

,  

 

od kade sleduva tvrdeweto na zada~ata.  
 
 

 80. Proizvodot na brojot 21  so nekoj ~eticifren broj  x  e kub na nekoj 
cel broj y . Da se najde brojot x .  
 

 Re{enie. Od uslovot na zada~ata imame 321x y , od kade {to sleduva deka 21  e delitel 

na y , t.e. 21y z . Zamenuvaj}i vo 321x y , dobivame 3441x z . Brojot x  e ~etiricifren, 

pa z  mo`e da bide ili 1  ili 2 , za{to za 3z   imame 441 27 11907x    . Za 1z   imame 

441x  , a za 2z   imame 3528x  . Zna~i, 3528x  , i pritoa 321 168x  . 
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   VI regionalen natprevar - 1983 godina 
 

 I godina  
 

 81.  Neka za broevite ,a b  i c  e to~no ravenstvoto  

  1 1 1 1
a b c a b c
  

 
.  

Da se poka`e deka e ispolnet barem eden od slednive tri uslovi: a b  , 
a c  , b c  .    

 

 Re{enie. Slednata niza od ravenstva se ekvivalentni me|u sebe:  

  
1 1 1 1

a b c a b c
  

 
 

  1ab bc ca
abc a b c
  

 
 

  ( )( )ab bc ca a b c abc      

  2 2 2 2 2 2a b a c abc ab abc b c abc ac bc abc          

  2 2( ) ( ) 0b a ac ab bc c a ac bc ca         

  [ ( ) ( )] [ ( ) ( )] 0b a a c b a c c a a c b a c         

  ( )[ ( ) ( )] 0a c b a b c a b      

  ( )( )( ) 0a b b c c a    .  

Od poslednoto ravenstvo neposredno se dobiva tvrdeweto od zada~ata.  
 

 82. Da se doka`e identitetot  

  
2

2sin 15 cos 15
2 211

11 cos 45
sin 2

        
    

     

 


  

 

 Re{enie. Imame:  

  

 
2

2 2

12 sin 2 sin30 sin21 sin 1 2sin1 1
1 1 sin 1 sin 1 cos(90 ) 901 2cos

sin 2

30 30 2sin 15 cos 152sin cos
2 22 2

cos 45 cos 45
2 2

              
       



            
    

        
   



 

   

 

 

 

 83. Od dve par~iwa legura so te`ina 6 kg  i 3 kg  so razli~ni procenti na 

bakar, otse~eno e po edno par~e so ista te`ina. Sekoe od otse~enite par-
~iwa e sleano so ostatokot na drugoto par~e. Po toa spojuvawe, procentot 
na bakar vo dvete leguri se izedna~uva. Kolku te`at otse~enite par~iwa?  
 

 Re{enie. Da ja ozna~ime so А  legurata ~ija te`ina e 6 kg , a so B  legurata ~ija te`ina 

e 3 kg . Neka vo 1 kg  od legurata A  ima kgu  bakar, a vo 1 kg  od legurata B  ima kgv  

bakar. Od uslovite na zada~ata imame u v . Neka te`inata na otse~enite par~iwa od 



Армаганка -Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

36 

legurite A  i B  e kgx . Po spojuvaweto na otse~enite par~iwa so ostatocite na drugite 

par~iwa, vo 1 kg  od legurata A  }e ima 
(6 )

kg
6

x u xv 
 bakar, a vo 1 kg  od legurata B  }e 

ima 
(3 )

kg
3

x v xu 
 bakar. Bidej}i procentot na bakar vo dvete leguri po spojuvaweto e ist, 

imame  

     
(6 ) (3 )

6 3

x u xv x v xu    .  

 Od poslednata ravenka se dobiva ( )(9 18) 0u v x   , od kade imame 2x  , bidej}i u v .   
 

 84. Sedum sorabotnici (Marija, Iskra, Lile, Petre, Mile, Todor i 
Kosta) ru~aat zaedno vo tri restorani ( ,P Q  i R ).  

 Marija odi vo restoran samo vo sreda.  
 Iskra i Mile nikoga{ ne se vo mo`nost zaedno da odat vo restoran.  
 Lile ne odi vo restoran ako i Marija ne pojde 
 Petre i Kosta nema da odat vo ist restoran zaedno ako i Iskra ne odi. 
 Mile ne odi vo restoranot Q . 

 Ako {est od sorabotnicite ru~aat zaedno vo sreda vo eden od 
restoranite, koj od sorabotnicite }e bide otsuten? 
 Koj e najgolemiot broj na sorabotnici {to mo`at da odat zaedno na 
ru~ek vo vtornik?  
 

 Re{enie. Jasno e deka }e bide otsuten ili Mile ili Iskra. Ako Iskra e otsutna, toga{ 

Petre i Kosta nema zaedno da bidat vo restoran, pa vo toj slu~aj najmnogu 5  sorabotnici }e 

ru~aat zaedno. Spored toa, ako vo sreda ru~aat zaedno {est sorabotnici, otsuten }e bide 
Mile.  
 Vo vtornik i Marija ne odi na ru~ek, {to zna~i deka i Lile toga{ nema da odi na ru~ek. 
Bidej}i Iskra i Mile nikoga{ ne ru~aat zaedno, se dobiva deka vo vtornik mo`at da 
ru~aat najmnogu ~etiri sorabotnici.  
 
 

 II godina  
 

 85. Da se najdat site kompleksni broevi z  za koi va`i ravenstvoto  

  2z z . 
 

 Re{enie. Neka z x iy   ( ,x y ). Od 2z z  dobivame  

  2 2x y x                       (1) 

  2xy y  .                       (2) 

 Od ravenkata (2) dobivame 0y   ili 2 1 0x   . Ako 0y  , toga{ od ravenkata (1) se 

dobiva 0x   ili 1x  . Ako 2 1 0x   , t.e. 1
2

x   , toga{ od ravenkata (1) se dobiva 3
2

y   

ili 3
2

y   . Spored toa, baranite kompleksni broevi se 1 0z  , 2 1z  , 3
31

2 2
z i   , 

3
31

2 2
z i   .  
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 86. Neka 1x  i 2x  se re{enija na kvadratnata ravenka  

  26 5 1 0x x   .  
 Bez da se re{ava dadenata ravenka, da se formira kvadratnata ravenka 
po y  ~ii re{enija se broevite  

  1
1

1

1

1

x
y

x





 i  2

2
2

1

1

x
y

x





.  

 

 Re{enie. Od ravenkata (1) spored Vietovite pravila imame 1 2
5
6

x x  , 1 2
1
6

x x  . Neka 

2 0y px q    e baranata ravenka; toga{ pak spored Vietovite pravila, }e imame  

  1 2 1 2 2 1 1
1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 ( 1)( 1) ( 1)( 1) 2 2
5

1 1 ( 1)( 1) ( ) 1

x x x x x x x x
p y y

x x x x x x x x

       
       

      
 

  1 2 1 2 1 2
1 2

1 2 1 2 1 2

1 1 ( ) 1
6

1 1 ( ) 1

x x x x x x
q y y

x x x x x x

    
     

    
.  

 Spored toa, baranata ravenka e 2 5 6 0y y   .  
 

 87. Neka 1 2, ,..., nA A A  se n  to~ki vo ramninata. Da se poka`e deka postoi 

edna i samo edna to~ka T  takva {to  

  1 2 ... 0nTA TA TA   
   

 
 

 Re{enie. Neka O  e proizvolna to~ka vo ramninata i neka to~kata T  e opredelena so 

ravenstvoto  

  1 2
1 ( ... )nOT OA OA OA
n

   
   

.  

Toga{ imame  

  1 2 1 2 1 2... ( ) ( ) ... ( ) ( ... )

0

n n nTA TA TA TO OA TO OA TO OA nTO OA OA OA

nTO nOT

               

  

            

    

 Ako Q  e to~ka od ramninata, takva {to  

  1 2 ... 0nQA QA QA   
   

 

toga{  

  1 2 1 2... 0 ...n nQA QA QA TA TA TA       
      

,  

od kade {to dobivame  

  1 1 2 2( ) ( ) ... ( ) 0n nTA AQ TA A Q TA A Q      
      

.  

No, k kTA A Q TQ 
  

 za 1,2,3,...,k n , pa poslednoto ravenstvo se sveduva na ravenstvoto 

0nTQ 
 

, t.e. 0TQ 
 

, od kade {to se dobiva T Q .  
 

 88. Na kru`nica k  dadeni se ~etiri to~ki , , ,A B C D  a na tetivata CD  

edna to~ka M . Na kru`nicata k  da se najde to~ka X , taka {to pravite 

AX i BX  otsekuvaat na tetivata CD  otse~ka ST ~ija sredina e to~kata M . 
   

 Re{enie. Da pretpostavime deka zada~ata e re{ena (vidi crte`). Toga{ imame 

( )M S T  . Neka ( ) 'M A A  , ( ) 'M X X  . Pravite ' 'A X  i AX  se paralelni, pa imame  
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  1'
2

X TB AXB AOB    .  

 

 Od analizata sleduva slednava konstrukcija. 1) Ja 

konstruirame to~kata ' ( )MA A  ; 2) go konstruirame 

geometriskoto mesto   na to~ki od koi otse~kata 'A B  se 

gleda pod agol 1
2

AOB   ; 3) to~kata T CD . So toa 

zada~ata e re{ena.  
 

  

 III godina  
 

 89. Da se doka`e neravenstvoto  
 

  2 3 4 1981 1982log 3 log 4 log 5 ...log 1982 log 1983 11     .  
 

 Re{enie. Za proizvolen broj 0c   va`i ravenstvoto  
 

  
log

log
log

c
b

c

a
a

b
 ,  

pa za 10c  , za izrazot A  dobivame  
 

  2
log3 log 4 log1982 log1983 log1983

... log 1983
log 2 log3 log1981 log1982 log 2

A        .  

 

Neka 2log 1983 x ; toga{ 2 1983x  . Za 11x   imame 112 2048 , pa zna~i, 111983 2 , t.e.  

  2log 1983 11 .  
 

 90. Neka ortocentarot H  na ramnokra-
kiot triagolnik ABC  le`i na vpi{anata 
kru`nica. Da se najde kosinusot na agolot 
  pri osnovata AB  na toj triagolnik.   

 

 Re{enie. Neka O  e centarot na vpi{anata 

kru`nica vo ramnokrakiot triagolnik ABC  (vidi 

crte`). Toga{ imame 
2

OAD  , AHD   . Od 

pravoagolnite triagolnici AHD  i AOD  dobivame ctgHD AD   i tg
2

OD AD   . Bidej}i 

2HD OD , dobivame ctg 2tg
2
  , od kade {to, pak, dobivame 2cos

3
  .     

 

 91. Neka ,a b  i c  se dol`inite na stranite na eden triagolnik i neka 

,   i   se negovite vnatre{ni agli (agolot   le`i sproti stranata a , a 

  i  -sproti b  i c  soodvetno). Da se doka`e deka  
 

  cos cos cos 3b c c a a bA
c b a c b a

                   
     

     

 
 

 

A B

C

O

H

D

A

B

C

D

M
'X

X

T
S

'A

O
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 Re{enie. So primena na kosinusna teorema, za izrazot A  imame  

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2

b c b c a c a a c b a b a b cA
c b bc a c ac b a ab

b c b c a a c a c b a b a b c

b c a c a b

                     
     

          

 

od kade {to, po sreduvaweto, }e dobieme 3A  .  
 

 92. Dadeni se dve paralelni pravi 1p  i 2p  i edna to~ka  C  me|u niv. Da 

se odredi pravoagolen triagolnik ABC , so prav agol vo dadenata to~ka C  

i drugite dve temiwa A  i B  koi le`at na pravite 1p  i 2p  soodvetno, taka 

{to negovata plo{tina da bide najmala.  
  

 Re{enie. Neka d  e rastojanieto me|u pravite 1p  i 2p  i neka  a  e rastojanieto od to~-

kata C  do pravata 2p
 (vidi crte`). Polo`bata na triagolnikot ABC  napolno e 

opredelena so agolot x  {to katetata AC  go zafa}a so normalata ED  na pravite 1p  i 2.p  

Bidej}i CBE ACD x    (kako agli so zaemno normalni kraci), od pravoagolnite triagolnici 

ACD  i CEB , imame  

  
cos

aAC
x

 ,  i  
sin
d aBC

x
 ,  

pa plo{tinata na triagolnikot ABC  }e bide 

  
( )1 1

2 2 cos sin sin 2

a d aa d aP AC BC
x x x

     .  

 Spored toa, plo{tinata P  }e bide najmala 

ako e sin2x  najgolemo, t.e. ako sin2 1x  , od kade 

{to dobivame 
4

x  .  

 

 IV godina  
 
 

 93. Neka A  i B  se dve dadeni to~ki, a m  e daden pozitiven broj. Da se 

najde geometriskoto mesto na to~kite M  takvi {to .AM m BM    
 

 Re{enie. So O  da ja ozna~ime onaa to~ka od otse~kata AB  za koja e :AO OB m . Ako 

stavime OB a  i ako postavime pravoagolen koordinaten system so koordinaten po~etok 

vo to~kata O  i apscisna oska-pravata AB , toga{ }e imame ( ,0)A ma  i ( ,0)B a . Ako ( , )M x y  

e to~ka od baranoto geometrisko mesto to~ki, od uslovot AM m BM   dobivame  
 

  2 2 2 2 2( ) ( )x ma y m a x y        

koja po sreduvaweto , se transformira vo oblik  
 

  2 2( 1) ( 1) 2m x m y max    .  

 So poslednata ravenka dadeno e geometriskoto mesto na to~ki i od nea se gleda deka pri 

1m   toa geometrisko mesto e pravata 0x  , dodeka pri 1m   geometriskoto mesto e 

kru`nicata  




x

x

A

B

C

D

E 1p

2p

a
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AB

C

D

1C

1D

2C

2D







  

 

  
2 2 2

2
21 ( 1)

ma m ax y
m m

      
. 

 

 94. Vo pravoagolniot triagolnik ABC  dadeni se katetata CA b  i 

agolot 60    pri temeto A . Od temeto C  spu{tena e normal CD  na 

hipotenuzata AB . Od to~kata D  spu{tena e normala 1DC  na katetata BC . 

Od to~kata 1C  spu{tena e normal 1 1C D  na hipotenuzata AB  itn. Da se 

presmeta zbirot na dol`inite na taka dobienite normali, koga nivniot 
broj neograni~eno se zgolemuva.  
 

 Re{enie. Aglite 1 1 1, , ,...CAD DCC C DD    se ednakvi me|u sebe i se po 60 , bidej}i toa 

se agli so zaemno  normalni kraci (vidi crte`). Od pravoagolnite triagolnici 

1 1 1, , ,...ACD DCC DDC  dobivame  
 

  sin 60CD b  ,  1 sin 60C D CD   ,   1 1 1 sin 60C D C D   , …  

  sin 60CD b  ,  2
1 sin 60C D b   ,   3

1 1 sin 60C D b   , …  

Zbirot na ovie otse~ki (koga nivniot broj neograni~eno se zgolemuva) formira eden 

beskone~en geometriski red so prv ~len 1 sin 60a b   i koli~nik 

  3sin 60 1
2

q    .  

 

 Spored toa, zbirot S  na ovoj red }e bide  
 

  1 sin 60 3(2 3)
1 1 sin 60

a bS b
q

   
 



 .  

 

 95. Neka 1 2, ,..., ,...na a a  e aritmeti~ka progresija i neka 0na   za 

1,2,3,...n  . Da se doka`e deka  
 

  
1 2 2 3 3 4 1 1

1 1 1 1 1...
n n n

nS
a a a a a a a a a a

     
    

. 

 
 

 Re{enie. Neka 1k kd a a   ( 1,2,3,4,...., ,...k n ) e razlikata na aritmeti~kata progre-

sija; toga{ imame:  
  

  

1 1 1
1 1

1 1
1 1 11

1

1 1 1

1 1( ) ( )

( 1)1 1 1 .

n n n
k k k k

k k n
k k kk k

n

n n n

a a a a
S a a a a

a a d d d

a a n d n
d da a a a a a

  
 


  

 
      



    
  

  
 

 

 96. Od prirodnite broevi gi formirame mno`estvata  
 

  1 {1}A  ,  2 {2,3,4}A  ,  3 {3,4,5,6,7}A  ,  4 {4,5,6,7,8,9,10}A   ,… 
 

So pomo{ na matemati~ka indukcija da se doka`e deka zbirot na broevite 

vo sekoe mno`estvo nA , 1,2,3,4,...n   e kvadrat na nekoj neparen broj.  
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 Re{enie. Neka nS  e zbirot na broevite vo mno`estvoto { , 1, 2, 3,...,3 2}nA n n n n n     ; 

toga{ imame: 

  2 2
1 1 1 (2 1 1)S       

  2 2
2 2 3 4 9 3 (2 2 1)S          

  2 2
3 3 4 5 6 7 25 5 (2 3 1)S           , itn.  

 Da pretpostavime deka 2(2 1)kS k   . Za 1kS   }e imame:  
 

  
1

2 2 2 2

( 1) ( 2) ... 3( 1) 3 3( 1) 2 3 1 3 3 1

(2 1) 8 4 4 1 (2 1) [2( 1) 1] .

k k k kS k k k k S k k k k S b

k k k k k k

                     

          
 

 

 Spored principot na matemati~ka indukcija 2(2 1)nS n   za sekoj priroden broj n .  

 
 
 

   VII regionalen natprevar - 1984 godina 
 

 

 I godina  
 
 
 

 97.  Poka`i deka na edinstven na~in so zamena na razli~ni bukvi so 
razli~ni cifri se dobiva  
 

  

[ E S T

E D N O

+ D V E

D E V E T

 

 

pri {to H +1= T . (broevite ne zapo~nuvaat so 0 ) 
 
 

 Re{enie. O~igledno e deka 1D . Neka 1 2 3 4, , ,x x x x  se broevite koi gi pamtime pri 

sobiraweto od desno na levo. Voo~uvame deka 4 1x  . Od 110x T + O + E T  sleduva deka 

1 1x  . Ponatamu imame 3 10x  [+E + E (zo{to 4 1x  ), t.e. 3 10x [+ . Bidej}i 2E 1 1 20x    , 

zaklu~uvame deka 3 1x  , pa zna~i 3 1x  , 9[ . Od 3 1x   se dobiva deka E {6,7,8} (napi{i ja 

soodvetnata {ema).  
 

 Ako E=6 , toga{ 2 2x  , B 0 ; no, 1 20 S + N + O , pa dobivame deka 2 1x  . Zna~i, 

E 6 .  
 
 

 Ako 7E  , toga{ 2 1x   i B 0 ; no, 1 10 7  S + N , t.e.  16S + N ; od druga, pak, 

strana, 8 6 14  S + N . Zna~i, 7E  .  
 
 

 Za E 8 , dobivame O 2 ; od 1 8 S + N   i 1 T N  , dobivame C 3 , H 4 , T 5 .  
 

 Sledstveno,  
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9 8 3 5

8 1 4 2

1 0 8

18 0 8 5

+
 

 

 98. Neka ,x y  i x y  se racionalni broevi. Poka`i deka i broevite 

,x y  se racionalni.  
 

 Re{enie. Da stavime x y p  , kade {to p  e racionalen broj. So kvadrirawe na 

ravenstvoto x p y   dobivame  

  22 p y p y x   ,  

od kade {to sleduva deka y  e racionalen broj. Spored toa, x p y   e isto taka 

racionalen broj.  
 

 99. Dve iljadi domina se ispraveni vo redica na ednakvo (i malo) 
rastojanie edno od drugo. Potoa, dominata se numeriraat od 1  do 2000 . 

Pred dominoto so reden broj 1 se redat na ist na~in u{te nekolku domina, 
a na drugiot kraj k  pati pove}e ( 8k  ). Ednovremeno i so ednakva sila 
krajnite domina se potturnuvaat kon sredinata. Kolku domina se naredeni, 
ako na krajot ostanalo dominoto so reden broj 1984 ? 
 

 Re{enie. Neka x  e brojot na dominata postaveni pred dominoto so reden broj 1 ; toga{  

16 1983kx x    od kade {to dobivame ( 1) 1967k x  . Bidej}i 1967 7 281  , a broevite 7  i 

281  se prosti, dobivame 1 281k   , 7x  , zo{to po uslov 8k  . Spored toa, naredeni se 

vkupno  
 

  ( 1) 2000 283 7 2000 3981k x       

domino.  
 

 100.  Daden e ramnostran triagolnik ABC  
so strana 12 cm . Dve kru`nici so ist radius 

ednakov na 3 cm  ja dopiraat stranata BC  

od nadvore{nata strana na triagolnikot, se 
dopiraat me|u sebe i ednata kru`nica ja 
dopira pravata AB . Da se najde plo{tinata 
na triagolnikot ~ii temiwa se centrite na 

kru`incite i srednata na stranata AB .  
 

 Re{enie. Neka S  i T  se centrite na kru`nicite i neka E  e sredinata na stranata AB  

(vidi crte`). Toga{, imame 2 3ST  , sin 60 3 3x EB  , 3 4 3h x   .  

 Spored toa, plo{tinata P  na triagolnikot EST  }e bide:  
 

  2 3 4 3 12
2

P   .  




60
x

h

A B

C

T

S

E
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 II godina  
 

 101. Vozrasta na edno lice vo ovaa godina (1984) e ednakva na zbirot na 
cifrite od godinata  na negovoto ra|awe. Kolku godini ima liceto?  
 Re{enie. Liceto ima najmnogu 9 9 9 9 36     godini, {to zna~i deka e rodeno vo XX -

ot vek, t.e. prvite dve cifri na godinata na negovoto ra|awe se 1  i 9 . Neka x  e cifrata na 

desetkite, a y  cifrata na edinicite od godinata na ra|aweto; Spored uslovot od zada~ata 

imame 1 9 1984 (1000 900 10 )x y x y        , t.e.  

  11 2 74x y  .  

Bidej}i 0 , 9x y  , od ravenkata dobivame 6x  , 4y  , odnosno liceto e rodeno 1964  

godina i sega ima 1 9 6 4 20     godini.  
 

 102. Doka`i deka za sekoj cel broj m  i 
4 3 211

24 4 24 4
m m m mA     e cel broj.    

 Re{enie. Dadeniot izraz da go napi{eme na sledniot na~in:  

  

3 2 3 2 2

2 2 2

( 6 11 6) ( 3 2 3 9 6)
24 24

[ ( 3 2) 3( 3 2)] ( 3 2)( 3)
24 24

( 1)( 2)( 3)
24

m mA m m m m m m m m

m mm m m m m m m m

m m m m

          

          

  

 

Zna~i, za da doka`eme deka A  e cel broj, treba da doka`eme deka ( 1)( 2)( 3)n m m m m     e 

deliv so 24 . Proizvod od dva posledovatelni broja e deliv so 2 ; od ~etiri posledovatelni 

broevi eden e deliv so 4 ; zna~i, brojot n  e deliv so 8 . Proizvod od tri posledovatelni 

broja e deliv so 3 , pa, zna~i, n  e deliv so 3 . Broevite 3  i 8  se zaemno prosti, {to zna~i 

deka n  e deliv i so brojot 3 8 24  .  
 

 103. Osnovata na prava ~etiristrana prizma e romb ~ii dijagonali se 
razlikuvaat za 10 cm . Ako pogolemata dijagonala se zgolemi za 2 cm , a 

pomalata se namali za 1 cm , plo{tinata na rombot ostanuva ista. 

 Presmetaj ja plo{tinata na prizmata ako nejzinata visina e dvapati 
pogolema od stranata na rombot.   
 

 Re{enie. Ako 1d  i 2d  se dijagonalit na rombot, toga{ spored uslovot na zada~ata, imame:  

  1 2 10d d  ,  1 2 1 2( 2)( 1)

2 2

d d d d 
 ,  

od kade {to dobivame 1 22 cmd  , 2 12 cmd  .  

 Dijagonalite na sekoj romb se zaemno normalni, pa za stranata a  na rombot }e imame:  

  
2 2

2 1 2 157
2 2

d d
a

        
   

,  157 cma  .  

 Visinata na prizmata e 2 157 cmH  , pa za plo{tinata P  na prizmata }e imame:  
 

  21 22 2 4 1520 cm
2

d d
P B M aH     .  
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 104. Pri tristrana prese~ena piramida rabovite na pomalata osnova se 
7 cm, 5 cm  i 3 cm , a bo~nite rabovi so ramninata na pogolemata osnova 

zafa}aat agol od 45 . Da se presmeta volumenot na prese~enata piramida, 

ako nejzinata visina e 2
3

 od visinata na soodvetnata piramida.   

 Re{enie. Neka 1 1 1ABC A B C  e prese~enata piramida, a ABCS  soodvetnata piramida 

(vidi crte`). Od toa {to bo~nite rabovi na pogolemata osnova zafa}aat agol od 45 , 

sleduva deka 1 1 1AA BB CC  , pa zna~i, proekcijata na S  vrz ramninata ABC  e centarot na 

opi{anata kru`nica okolu triagolnikot ABC . Sega, lesno se uviduva deka 12H R , kade 

{to H  e visinata na prese~enata piramida, a 1R  e radiusot na opi{anata kru`nica okolu 

triagolnikot 1 1 1A B C .  

 Spored Heronovata formula, za plo{tinata 1P  na triagolnikot 1 1 1A B C  imame:  

  2
1 1 1 1 1 1 1 1

15 3( )( )( ) cm
4

P s s a s b s c     ,  

pa  

  1 1 1
1

1

7 3 cm
4 3

a b c
R

P
  ,   14 3 cm

3
H  .  

Visinata na soodvetnata piramida e  1
14 33 cm,

2 2
H H 

pa za plo{tinata P  na triagolnikot ABC  }e imame:  

  
2 2

1
14 3 14 3 14 3: :

2 2 3
P P

   
    
   

,  

t.e. 19P P .  

 Na krajot za volumenot V  na prese~enata piramida 
}e imame: 

    3
1 1 1

13 227,5 cm
3 3
HV P P PP HP     .  

 

 III godina  
 

 105. Pri 0xyz   neka va`at ravenstvata x y z xyz   , 2x yz . Da se 

doka`e deka y  i z  se realni ako i samo ako 2 3x  .  
 Re{enie. Dadenite ravenstva da gi zapi{eme vo oblikot  
 

  3y z x x   ,  2yz x .  
Zna~i, y  i z  se koreni na kvadratnata ravenka  

  2 3 2( ) 0t x x t x    ,  

koja {to ima realni re{enija ako i samo ako 0D  , 2 4 2( 2 3) 0x x x   , t.e.  ako i samo ako  

  4 22 3 0x x   ,  

od kade {to dobivame 2 3x  .  
 

 106. Daden e zbirot 3 5cos cos cos
7 7 7

n n nS      , n . Ako n  ne e deliv 

so 7 , toga{  

45
H

1A

1B

1C

A

B

C

S
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1 , n
21 cos

2 1 , n
2

S n

    


za  neparen broj

za  paren broj
.   

 Doka`i! 
 Kolku e S  ako n  e deliv so 7 ? 
 Re{enie. Ako n  e deliv so 7 ( 7n k ), toga{  

  cos cos3 cos5S k k k    .  
 

Ako k  e paren, toga{ 3S   , a ako k  e neparen, toga{ 3S   .  

 Neka n  ne e deliv so 7 ; se uo~uva deka:  
 
 

  2sin 2sin cos
7 7 7
n n n   ,  

  6 4 5sin sin 2sin cos
7 7 7 7
n n n n      

  4 2 3sin sin 2sin cos
7 7 7 7
n n n n      

Sobiraj}i gi ovie ravenstva dobivame  

  6sin 2 sin
7 7
n nS  ,  

od kade {to dobivame  

  

6 sinsin
7 17 cos

22sin 2sin
7 7

nn n
S n

n n

    
     

 
.  

(Deleweto so sin
7

n  e mo`no, za{to n  ne e deliv so 7 , pa sin 0).
7
n   

 107. Da se konstruira pravoagolen triagolnik kaj koj ednata kateta e 
dvapati pogolema od drugata i e poznat zbirot od katetite i visinata 
spu{tena na hipotenuzata (t.e. poznato e ca b h  ). 

 Re{enie. Neka ABC  e pravoagolen triagolnik, taka {to 2BC AC  i neka h  e 

visinata spu{tena na hipotenuzata. Toga{ 
2 2

5AB AC , pa za plo{tinata P  dobivame    

 
2

P AC  i 5
2
AC hP   .  

 

 Ottuka dobivame    

 
5

ACh    i   23
5

AC BC h
AC
    .  

 Od diskusijata proizleguva slednava 
konstrukcija.  

 Konstruirame pravoagolen triagolnik 1 1ABC  za koj 1 12B C AC (vidi crte`). Na polu-

pravata nanesuvame to~ki D  i 1D , taka {to 1 1 1CD AC B C h    i CD a b h    (dadeniot 

zbir). Od odnosite  

  1 1
2: 3 :
5

CD CA CD CA     i 2BC AC  

gi nao|ame to~kite A  i B  so {to triagolnikot e konstruiran.  
 

 Da zabele`ime deka zada~ata ima edinstveno re{enie.  
 

A

BC
1B 1D D

1A
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 108. Re{i ja ravenkata  2
2log 1 1xx   .  

 Re{enie. Po red imame:  
  2 22log log2 1 1x xx x    

  2 22log log2x xx x  

  2 2
2 2 22(log ) log 2 (log )x x 

 
  2

2(log ) 1x   
 

  2log 1x    

  1
1
2

x  , 2 2x  .  

 IV godina  
 

 109. Dadena e pravata x a ( 0a  ) i kru`nica so radius a  koja minuva 
niz koordinatniot po~etok i ja dopira dadenata prava. Niz koordinatniot 
po~etok e povle~ena proizvolna prava, koja{to ja se~e kru`nicata vo 
to~kata A ( 0A  ), a dadenata prava vo 

to~kata B . Niz to~kite A  i B  se povle-
~eni pravi paralelni soodvetno so Oy  i 

Ox . Neka tie pravi se se~at vo to~kata 

M . Najdi go geometriskoto mesto na to~-
kite M .    
 

 Re{enie. Ravenkata na kru`nicata e 
2 2 0x y ax   , a ravenkata na proizvolna prava 

niz koordinatniot po~etok e y kx , k . 

Spored toa, }e imame:  
 

  
2 2

,
1 1

a akA
k k

 
   

,  ( , )B a ak .  

Za koordinatite ,x y  na to~kata M  imame:  
 

  
2

2
1

x
k




,  y ak ,  

od kade {to dobivame (so eliminacija na k ) 
 

  2 2 3( )x a y a  ,  
 

{to pretstavuva ravenka na baranoto geometrisko mesto. Grafikot e daden na crte`ot.  
 

 110. Daden e prav kru`en konus so radius r  i agol   pri vrvot na 

oskiniot presek. Dve sferi so radius R  go dopiraat konusot odnadvor, se 
dopiraat me|u sebe i ja dopiraat ramninata vo koja le`i osnovata na 
konusot. Da se najde plo{tinata na triagolnikot ~ii temiwa se centrite 
na sferite i centarot na osnovata na konusot.   

y

x

M

A

B

O

x a
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 Re{enie. Neka B  i  C  se centrite na sferite, a A  centarot na osnovata na konusot 

(vidi crte`i). Toga{ imame:  
 

  2BC R ,  
4 4

x    ,  ctgp R x ,   
2 2 2( )AB r p R   .  

Jasno deka AC AB , pa  

  ( ) ctg
4 4ABCP R p r R r R

           
.   

 111. Doka`i deka elementite na Paskaloviot triaagolnik, koi le`at 
na nazna~enata prava, imaat svojstvo da razlikata na kvadratite na koi 
bilo dva posledovatelni ~lena e ednakov na kubot od nekoj cel broj.  
 Re{enie. ^lenot od n -tata redica na Paskaloviot triagolnik {to le`i na nazna~e-

nata prava e 
2

n

n

 
  

, a soodvetniot ~len od ( 1)n  -ta redica e 
1

1

n

n

 
  

. Spored toa, imame  

  
2 2 2 2

31 ( 1) ( 1)
1 2 2 2

n n n n n n
n

n n

                          
.  

 

 112. Odredi gi zaedni~kite ~lenovi na aritmeti~kite progresii: 
  1,5,9,13,17,21,...        4,15,26,37,...  
 Re{enie. Neka na  i mb  se op{tite ~lenovi na aritmeti~kite progresii; toga{ imame:  

  1 4( 1)na n   ,   4 11( 1)mb m   .  

Treba da ja re{ime ravenkata n ma b  vo mno`estvoto na prirodnite broevi. Ovaa ravenka 

se sveduva na re{avawe na ravenkata  
 

  11 4( 1)m n   

od kade {to dobivame 1 11n k  , 4m k . Spored toa, imame 11 1 4k ka b  .  
 

   VIII regionalen natprevar - 1985 godina  
 

 I godina  
 

 

 113. Po natprevarot na koj u~estvuvale Nikola, Lazar,Vesna i Sowa, na 
pra{aweto kakov bil redosledot odgovorile: 
 

  Nikola:  “Vensna e prva, a Lazar e vtor” 
  Lazar:  “Vesna e vtora, a Sowa e treta” 

a
p

r




A

B C
R R



BR

p
xr

A
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  Vesna:  “Sowa e ~etvrta, a Nikola e vtor” 
 

Sekoj od niv dal po eden to~en i eden neto~en odgovor. Kakov bil 
redosledot? 
 Re{enie. Ako iskazot na Lazar “Vesna e vtora” e to~en, toga{ dvata iskazi na Nikola 
se neto~ni, {to ne e mo`no. Zna~i, Vesna ne e vtora, a Sowa e treta. Toga{ iskazot na 
Vesna “ Nikola e vtor” e to~en. Bidej}i Nikola e vtor, iskazot na Nikola “ Vesna e prva” e 
to~en. Spored toa, redosledot bil sledniot: Vesna e prva, Nikola e vtor, Sowa e treta i 
Lazar e ~etvrt.  

 114. Da se najdat site mo`nosti za zapi{uvawe na brojot 1985  kako zbir 
od 1973  neparni prirodni broevi. Zabele{ka: Rasporedot na broevite vo 
zbirot ne e biten; na primer 3 1  i 1 3  e edna mo`nost.     
 Re{enie. Neka 1 2 19731985 ...a a a    , kade {to 1 2 3 1973...a a a a     se neparni 

prirodni broevi. Lesno se doka`uva deka 7 8 1973...a a a   . Spored toa baranite mo`nosti 

se vsu{nost mo`nosti za zapi{uvawe na brojot 18  kako zbir od 6  neparni prirodni 

broevi. Bidej}i 4 5 20 18    i 15 5 18  , se dobiva deka 4 5 6, ,a a a  mo`at da bidat 1  ili 3 , a 

13 13a  . So kombinirawe na broevite 1,3,5,7,9,11  i 13  se dobivaat baranite mo`nosti:  

  3 3 3 3 3 3     ,   5 3 3 3 3 1     ,   5 5 3 3 1 1      

  5 5 5 1 1 1     ,    7 3 3 3 1 1     ,    7 5 3 1 1 1      
 

  7 7 1 1 1 1     ,    9 3 3 1 1 1     ,    9 5 1 1 1 1     ,  
 

  11 3 1 1 1 1     ,    13 1 1 1 1 1     .     
 

 115. Daden e ramnokrak triagolnik ABC  vo koj AC BC  i visinata 
spu{tena od temeto C  e ednakva na polovina od simetralata na agolot kaj 

temeto A . Najdi go agolot kaj temeto C .   
 Re{enie. Neka 1CC  e visina spu{tena od temeto C  i neka 1AA  e simetrala na agolot   

kaj temeto A  (vidi crte`). Bidej}i triagolnikot ABC  e ramnokrak, to~kata 1C  e sredina 

na stranata AB  i 1CC  e simetrala na agolot   kaj temeto C .  Neka 2C  e to~ka od pravata 

1CC , taka {to 1 1 2CC C C (vidi crte`). Od toa {to dijagonalite na ~etiriagolnikot 

2AC BC  se polovat, sleduva deka toj ~etiriagolnik e paralelogram. Bidej}i 2 1||AC CA  i 

1 2AA CC , ~etiriagolnikot 2 1AC AC  e ramnokrak 

trapez, od {to sleduva deka 2 1 12
C CA CA A

    . 

Od triagolnicite 1AC C  i 1AAC  se dobiva 

90
2
    i 180

2 2
      soodvetno. Toga{ od 

ravenstvoto  90 2 180
2 2
       

 
    se dobiva 

deka 108   .  
 

 116. Vo ramnokrak triagolnik so agol 120  vpi{anata kru`nica ima 
radius 5cm . Opredeli gi stranite na triagolnikot.  

2


2


2


2


A B

C

1C

2C

1A
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 Re{enie. Neka O  e centarot na vpi{anata kru`nica vo dadeniot triagolnik ABC  so 

agol 120  kaj temeto C . Neka D  i E  se dopirnite to~ki na kru`nicata so AC  i AB  

soodvetno (vidi crte`). Vo pravoagolniot triagolnik ODC , 60DCO   .  

 Od toa sleduva deka sin 60DO CO  , t.e. 2 10
3 3

CO DO  . Spored toa,  

  
5(2 3)10 5

3 3
CE CO OE

     .  

Od triagolnikot ACE  sleduva deka cos60CE AC  , t.e.  
10( 3 2)

cm
3

AC
 .  

 Sli~no se dobiva deka cos60AE AC  , t.e. 10( 3 2) cmAB   .  

 

 II godina  
 

 117. Neka a  i b  se koreni na ravenkata 2 1 0x px    i neka b  i c  se 

koreni na ravenkata 2 2 0x qx   . Doka`i deka ( )( ) 6b a b c pq    .  

 Re{enie. Od Vietovite pravila se dobiva deka a b p   , 1ab  , b c q    i 2bc  . 

Toga{: 

  

( )( ) ( 2 )( 2 ) ( 2 )( 2 ) 2 2 4

2 ( ) 2 ( ) 4 2 2 2 4

2 2 2 4 6

b a b c b a a b c c p a q c pq aq cp ac

pq a b c c b a ac pq ab bc ac ac

pq ab bc pq pq

                
           
       

  

 

 118. Da se konstruira triagolnik ABC  so poznati: stranata BC , to~ka-

ta L  na stranata BC  niz koja minuva simetralata na agolot kaj temeto A , 
i radiusot  na opi{anata kru`nica.  

 Re{enie. Neka ABC  e triagolnik so radius R  

na opi{anata kru`nica i neka L  e to~ka od BC  
taka {to AL  e simetrala na agolot   kaj temeto A

. Otse~kite BC  i BL  se gledaat pod agol   i 
2
  od 

A  soodvetno. Agolot   e opredelen so opi{anata 

kru`nica i otse~kata  BC , kako periferiski agol. 
Spored toa, A  e prese~na to~ka na opi{anata 
kru`nica so geometriskoto mesto na to~ki od koi 

otse~kata BL  se gleda pod agol 
2
 .  

 Konstrukcija. Gi crtame otse~kata BC  i to~-

kata L . Crtame kru`nici 'k  i ''k  so radius R  i 

A B

C

O

D

E





k'A

'k
''k

B CL

A



2


T

O
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centri vo B  i C  soodvetno. Ako 1
2

R BC , toga{ ' ''k k  , pa zada~ata nema re{enie. 

Neka 1
2

R BC  i neka ' ''O k k  . Konstruirame kru`nica k  so centar vo O  i radius R .  

Neka 'A  e to~ka od k  i neka 'BA C  . Go konstruirame geometriskoto mesto   na to~ki 

od koi otse~kata BL  se gleda pod agol 
2
 .   e lak od kru`nica. Toga{ baraniot 

triagolnik e ABC  kade {to A  e prese~nata to~ka na k  i   razli~na od B (vidi crte`).  
 

 Dokaz.  Sleduva od: teoremata za periferiski agli,  konstrukcijata i analizata.  

 Diskusija. Ve}e doka`avme deka zada~ata nema re{enie ako 1
2

R BC . Ako 1
2

R BC  

toga{ vo zavisnost od izborot na lakot na koj le`i 'A  se dobivaat dve razli~ni vrednosti 

na agolot  , pa zada~ata ima dve re{enija. Ako 1
2

R BC  , toga{ agolot   e ednozna~no 

opredelen, pa zada~ata ima edinstveno re{enie.  
 

 119. Najdi tricifren broj koj pomno`en so 7  dava kub od priroden broj.  

 Re{enie. Neka baraniot broj e a . Od uslovot na zada~ata sleduva deka 37a n , n . 

Zna~i, 7  e delitel na 3n . Bidej}i 7  e prost broj, sleduva deka 7  e delitel na n . Neka 

7n k . Toga{ 2 3 37 49a k k  . Ako 3k  , toga{ a  ima pove}e od 3  cifri. Ako 1k  , toga{ 

a  ima dve cifri. Zna~i 2k   i 392a  .     
 

 120. Daden e prav kru`en cilinder so dijametar na 
osnovata 22 cm . Vo nego ima dve metalni topki koi: go 

dopiraat yidot cilinderot vo dve dijametralno sprotivni 
to~ki; se dopiraat me|u sebe i ednata ednata od niv go 
dopira dnoto na cilinderot. Topkite imaat radiusi 5 cm  

i 7 cm . Vo cilinderot se tureni 4,5 l  voda. Dali vodata gi 

pokriva topkite? Odgovorot da se obrazlo`i.   
 

 Re{enie. Neka A  e to~ka od topkite ~ie rastojanie do dnoto na cilinderot e najgolemo 

i neka toa rastojanie go ozna~ime so h (vidi crte`). Od pravoagolniot triagolnik BCD  se 

dobiva deka  
2 2 2 212 (22 12) 44 2 11BD BC DC       .  

 Zna~i, 7 5 12 2 11h BD     . Neka V  e volumenot na cilinderot so visina h , 1V  i 2V  

volumenite na topkite so radius 5  i 7  soodvetno. Za vodata da gi pokrie topkite, treba 

1 2V V V   da bide pomalo od 34,5 dm . So presmetuvawe na volumenite se dobiva deka:  

  2 32 11 (6 11) cmV      ,  3 3
1

4 5 cm
3

V  ,    3 3
2

4 7 cm
3

V  ,  

od {to sleduva deka 3
1 2

250 6862 121(6 11 cm
3 3

V V V          
, {to e pogolemo od 4,5 l . 

Zna~i, vodata ne gi pokriva topkite.  
 
 
 
 

 III godina  

 121. Doka`i deka brojot 1 2 19852 2 ... 2A      e deliv so 31 .  

5

5
7

7
7

5

A

B

D
C
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 Re{enie. Imame: 
 

 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1981 1982 1983 1984 1985

2 3 4 6 2 3 4 1981 2 3 4

6 11 1981

(2 2 2 2 2 ) (2 2 2 2 2 ) ... (2 2 2 2 2 )

2( 1 2 2 2 2 ) 2 ( 1 2 2 2 2 ) ... 2 ( 1 2 2 2 2 )

31(2 2 2 ... 2 )

A                 

                

    

 

 

od kade {to sleduva deka brojot A  e deliv so 31 .  
 

 122. Re{i ja  neravenkata 3 2log ( 2) log 3xx   .  

 Re{enie. Neka 3log ( 2)a x   i ( 2)log 3xb  . Toga{ 2 3ax    i 3 ( 2)bx  , t.e. 2 ( 2)abx x  

. Spored toa 1ab  , t.e. 1b
a

 . Od a b  sleduva deka 1a
a

 . Za 0a  , od 2 1a   sleduva deka 1a  . 

Toga{ 2 3 3ax    , t.e. 1x  . Za 0a  , od 2 1a   sleduva deka 1 0a   . Toga{ od 2 3ax    se 

dobiva deka 13 2 1x    , t.e. 5 1
3

x    . Zna~i re{enija na neravenkata se 1x   ili 5 1
3

x    .  

 123. Da se najdat site vrednosti na   za koi zbirot od kvadratite na 

korenite na ravenkata 2 21(sin 1) cos 0
2

x x     
 
e najgolem .  

 Kolkav e toj zbir? 
 Re{enie. Od Vietovite pravila sleduva deka  

  
2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2

1( ) 2 [ (sin 1)] 2 cos sin 2sin 1 cos
2

2 2sin 2(1 sin )

x x x x x x                     
 

     
 

Zna~i, 2 2
1 2x x  ima najgolema vrednost za sin 1    i toj zbir 2(1 1) 4  .  

 124. Vo pravilna tristrana prizma vpi{ana e topka {to gi dopira 
trite yidovi i dvete osnovi na prizmata. Da se najde odnosot na 
plo{tinite na topkata i prizmata.  
 Re{enie. Neka a  e stranata na ramnostraniot triagolnik koj e osnova na prizmata, i 
neka R  e radiusot na vpi{anata topka. Od uslovot na zada~ata sleduva deka radiusot na 

vpi{anata kru`nica vo osnovata na prizmata e R , t.e  3
6

aR  . Bidej}i topkata gi dopira 

dvete osnovi, visinata h  na prizmata e 2R , t.e. 
2
hR  . Neka 1P  i 2P  se plo{tinite na 

topkata i prizmata soodvetno. Toga{ 2
1 4P R  , a  

  
22

2 2 2
2

(2 3 ) 33 3 33 3 2 3 2 3 2 18 3
4 4 2 4

RaP a a ah ah R R R           

 Zna~i, 
2

1
2

2

4 2
18 3 9 3

P R
P R

   .  

 IV godina  
 125. Da se opredeli geometriskoto mesto na to~kite M  od koi elipsata 

22

2 2
1

yx
a b

   se gleda pod prav agol.   

 Re{enie. Neka ( , )M    e to~ka od koja dadenata elipsa se gleda pod prava agol. 

Proizvolna prava niz M  ima ravenka  
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  ( )y k x   , t.e. y kx k      

ili x   . Uslov za pravata y kx k      i elipsata da imaat to~no edna zaedni~ka to~ka e 

sistemot ravenki po x  i y   

   y kx k     , 2 2 2 2 2 2b x a y a b   

da ima edinstveno re{enie, t.e. ravenkata  

  2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) ( ) 0b a k x a k k x a k a b            

da ima edinstveno re{enie. Zna~i, potrebno e i dovolno e diskriminantata da bide nula, 
t.e.  

  2 2 2 2 2( ) 2 0a k k b       .  

 Neka 1k  i 2k  se re{enija na ovaa kvadratna ravenka. Za elipsata da se gleda pod prav 

agol od M  potrebno e pravite 1 1y k x k      i  2 2y k x k    da se se~at pod prav agol, 

t.e. 1 2 1k k   . No, 
2 2

1 2 2 2

b
k k

a

 
 

, od {to sleduva deka 2 2 2 2b a     , t.e. 2 2 2 2a b    .  

Ako pravata x    e tangenta na elipsata toga{ a    i za elipsata  da se gleda pod prav 

agol od M  mora da bide b   . Zna~i i vo ovoj slu~aj  2 2 2 2a b    . Spored toa, 

baranoto geometrisko mesto e kru`nica so centar vo (0,0)  i radius 2 2a b .  

 126. Da se doka`e deka 19  e delitel na brojot  

  2 1 2 2 2 15 2 3 2k k k k
kA          

 Re{enie. Dokazot }e go sprovedeme so indukcija po k . Za 1k   imame  

  3 3 3 3
1 5 2 3 2 8 (125 27) 8 19 8A           ,  

{to zna~i deka 1A  e deliv so 19 . Neka tvrdeweto e to~no za k , t.e. 19kA m ; toga{  
 

  

2( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 2 2( 1) 1 2 1 2 2 2 1
1

2 2 1 2 2 1

2 2 1 1 2 1

5 2 3 2 25 2 5 2 3 4 3 2

50(19 3 2 ) 12 3 2

50 19 38 3 2 19(50 2 3 2 )

k k k k k k k k
k

k k k k

k k k k

A

m

m m

           


   

   

            

     

        

  

 

Sledstveno, brojot kA  e deliv so 19  za sekoj priroden broj k . 
 

 127. Da se doka`e deka: ako broevite 2 2 2, ,a b c  se posledovatelni ~le-

novi na aritmeti~ka progresija, toga{ i broevite 1 1 1, ,
b c c a a b  

 se 

~lenovi na aritmeti~ka progresija.  
 

 Re{enie. Bidej}i 2 2 2, ,a b c  se posledovatelni ~lenovi na aritmeti~ka progresija, 

sleduva deka 2 2 2 2 0b a c b    . Toga{  
 

  

2 2

2 2

( )( )1 1
( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )
1 1

b a b ab a b a
c a c b c a c b a b b c c a a b b c c a

c b c bc b c b
a b b c c a a b b c c a a b c a

a b a c

      
         

     
       

 
 

 

 

 

 Zna~i, 1 1 1, ,
b c c a a b  

 se posledovatelni ~lenovi na aritmeti~ka progresija.  
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 128. Dadena e pravilna triastrana 
piramida so osnoven rab a  i visina h . Da se 
najde plo{tinata na presekot na piramidata 
so ramnina koja minuva niz eden od 
osnovnite rabovi i niz sredinata na 
sprotivniot bo~en rab.  
 Re{enie. Neka ABCD  e dadenata piramida so 

osnova ABC , neka P  e sredina na AD , neka presekot 

e BPC , neka M  e sredina na BC  i neka H  e 

te`i{teto na triagolnikot ABC . Toga{ DH h  i 

3
2

aAM  . Neka Q  e to~ka od MA  za koja ||PQ DH  

(vidi crte`). Bidej}i P   e  sredina na AD , sleduva deka PQ  e sredna linija na 

triagolnikot ADH  i .
2
hPQ   Zna~i, 

 3
3 6

aAMAQ QH MH          i     3
3

aMQ  .  

Bidej}i DH MA , sleduva deka PQ MQ . Spored toa 
2 22 2 2

3 4
a hPM MQ QP     pa 

baranata plo{tina e 
2 2

2 2 3 4
BC PM a a hP    .  

 

IX regionalen natprevar - 1986 godina 
 

 I godina  
 

 129. Dva avtomobili trgnale od edno isto mesto no vo sprotivna nasoka. Vo 
momentot koga nivnoto rastojanie bilo 18 km , edniot avtomobil pominal 

3 km  pomalku od dvojniot pat na drugiot. Da se odredi patot na dvata 

avtomobili {to go pominale do toj moment.  
 

 

 Re{enie. Neka x  i y  se pati{tata {to gi pominale avtomobilite. Od uslovot na 

zada~ata: 9x y   i 2 3x y  . Re{enie na ovoj system ravenki e 11x  , 7y  . Zna~i, 

edniot avtomobil pominal 11 km , a drugiot 7 km .  
 

 130. Dali mo`e brojot 1986  da se pretstavi kako razlika od kvadrati na 
dva celi broja? Odgovorot da se obrazlo`i.  
  

 

 Re{enie. Odgovorot e ne. Obrazlo`enieto e kako {to sleduva:  

 ( )i  2m k , 2n t . Toga{ 2 2 2 24( )m n k t   , t.e. 4  e delitel na 2 2m n , a 4  ne e delitel 

na 1986 .  

 ( )ii  2 1m k  , 2 1n t  . Toga{ 2 2 2 24( )m n k t k t     , t.e. 4  e delitel na 2 2m n , a 4  

ne e delitel na 1986 .  

 ( )iii 2m k , 2 1n t   ili 2 1,m k  2n t . Toga{ 2 2m n  e neparen broj, a 1986  e paren broj.  

A
B

C

D

P

Q H
M
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 131. Vesna, Boris i Nikola se odli~ni u~enici koi  nikoga{ ne la`at. 
Na pra{aweto {to dobile na pismenata rabota po matematika, tie 
odgovorile: 
 Vesna:  “Ako Nikola i jas dobivme 5 , toga{ i Boris dobi 5 ”;  
 Boris:  “ Ako jas dobiv 5 , toga{ i Vesna dobi 5 ”; i  
 Nikola:  “ Ako Boris ili jas dobivme 5 , toga{ i Vesna dobi 5 ”  
 

 Poznato e deka eden od niv dobil 4  a drugite dvajca dobile 5 . Koi 
ocenki gi dobile Vesna, Boris i Nikola?  
 Re{enie. Neka ,p q  i r  se iskazite “Vesna dobila 5 ”, “Boris dobil 5 ” i “Nikola 

dobil 5 ”, soodvetno. Znaej}i deka eden od niv ne e to~en, a drugite dva se to~ni ja pravime 

slednata tablica:  
 Bidej}i iskazite na Vesna, Boris i Nikola (t.e. p r q  , q p  , q r p  ) se to~ni, 

od tablicata se dobiva deka Vesna i Boris dobile 5 , a Nikola dobil 4 ).  
 

 
 
 

 132. Neka , , ,A B C D  i E  se pet to~ki, takvi {to bilo koi tri od niv ne 

se kolinearni. Doka`i deka tie opredeluvaat edna, sedum ili deset 
ramnini.  
 Re{enie. Mo`ni se slednite slu~ai:  

 ( )i To~kite se komplanarni, t.e. site to~ki pripa|aat na edna ramnina,  

 ( )ii ^etiri od to~kite se komplanarni, a pettata ne pripa|a na ramninata opredelena 

so niv.  

 ( )iii Koi bilo ~etiri od dadenite pet to~ki ne se komplanarni.  

 Vo slu~ajot ( )i  to~kite opredeluvaat edinstvena (edna) ramnina.  

 Vo slu~ajot ( )ii , neka , , ,A B C D  se komplanarni, t.e. 1, , ,A B C D  i 1E . Toga{ to~kite 

, , , ,A B C D E  gi opredeluvaat ramninite 1 ; 2 ABE  , 3 ACE  , 4 ADE  , 5 BCE  , 

6 BDE   i 7 CDE  . Potrebno e da se doka`e deka 1  do 7  se razli~ni ramnini. Jasno e 

deka 1 i   , za sekoj 2,3,4,5,6,7i  . ]e doka`eme deka 2 3   , a drugite neednakvosti se 

doka`uvaat na ist na~in. Bidej}i 1 2     i 1,A B  i 2,A B  , sleduva deka 1 2   e 

pravata AB . Ako 2 3   , toga{ od 3 2C    i 1C   sleduva deka 1 2C AB   , no 

toa e sprotivno so pretpostavkata ,A B  i C  da ne se kolinearni.  

 Vo slu~ajot ( )iii , koja bilo trojka od to~kite opredeluva edna ramnina. Takvi trojki 

ima 10 . Dve razli~ni trojki opredeluvaat dve razli~ni ramnini, zatoa {to koi bilo 

~etiri od dadenite pet to~ki se nekomplanarni. Zna~i, vo ovoj slu~aj to~kite 

opredeluvaat 10  ramnini.  
 

p q r p r q  q p q r p 
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 II godina  
 

 133.  Re{i ja ravenkata 
  

  9 12 3 4 0x x x x         .  

 Re{enie. So kvadrirawe na ravenkata 9 12 3 4x x x x        se dobiva  

  2 29 2 3 108 12 3 2 7 12 4x x x x x x x x             ,  

t.e.  

  2 23 108 7 12 5x x x x      .  

So povtorno kvadrirawe, se dobiva 2 2 23 108 7 12 10 7 12 25x x x x x x         ,  

t.e.  

  22 7 12 29 2x x x    .  

So u{te edno kvadrirawe, se dobiva 2 24 28 48 841 116 4x x x x      

t.e.  

  88 793x  .  

Bidej}i 793 19 0
88 88

   , baranoto re{enie e  

   793
88

x  .  

 

 134. Da se presmeta vrednosta na izrazot  
 

  
1986 1986

1 3 1 3
2 2
i i         

   
, i  e imaginarna edinica.   

 Re{enie. Lesno se proveruva deka 
3 1986

1 3 1 31
2 2
i i          

   
.  

 Spored toa, dadeniot izraz ima vrednost 2 , bidej}i 3  e delitel na 1986 .   
 

 135. Dadena e kvadratnata ravenka po x  

  2 2 24( 2) 4( 2) (4 3 4) ( 1) 0p x p qx q p q p         , ,p q .  

Kakov uslov treba da ispolnuvaat p  i q  za ravenkata  da ima dvoen koren? 

Da se najde barem eden dvoen koren koj e priroden broj. 
 

 Re{enie. Za dadenata ravenka da bide kvadratna, potrebno e 2 0p   . Neposredno se 

proveruva deka diskriminantata na ravenkata e  2 24( 2) (2 1)D p q p    . Za ravenkata da 

ima dvoen koren, potrebno e 0D  . Bidej}i 24( 2) 0p   , potrebno e 2 1 0q p   , a toa e i 

uslovot koj treba da go zadovoluvaat p  i q  za kvadratnata ravenka da ima dvoen koren. Toj 

dvoen koren e  
 

 

  
2

2( 2) 1
2( 2) 4( 2)4( 2)

p q q p
x

p pp

   
 

.  

 

 

Za x  da bide priroden broj, potrebno e 3p   i 1 4( 2)p p   , od kade sleduva deka 3p   i 

1x   e eden dvoen koren.      
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 136. Bo~nite rabovi na tristrana piramida se normalni me|u sebe. 

Plo{tinite na bo~nite yidovi se 1 2 3, ,B B B . Da se doka`e deka volumenot 

na piramidata e 1 2 3
1 2
3

B B B .  

 Re{enie. Piramidata e prika`ana na crte`ot, pri {to 

1 2 3, ,B B B  se plo{tinite na yidovite ABS , BCS   i CAS  

soodvetno.  Volumenot na piramidata e  

  3
1 1
3 6

V B SB AS BS CS     .  

Od toa {to  

  
2 2 2

1 2 3
1 1
8 8

B B B AS BS BS CS CS AS AS BS CS            

sleduva deka  

  1 2 3 1 2 3
1 18 2
6 3

V B B B B B B      .  

 III godina  
  

 137. Re{i ja neravenkata   

  
2

2
4 4 2 12 0

36 9
x x x

xx x
    

 
, vo mno`estvoto realni broevi    

 

 Re{enie. Neravenkata se sveduva do neravenkata 
2

2

( 2) 2 12 0
3( 3)

x x
xx

   


, pri {to mora da 

bide 3x  . Stavaj}i  2
3

xy
x



 se dobiva: 2 12 0y y   . Bidej}i nuli na polinomot 

2 12y y   se 4y    i 3y  , a koeficientot pred 2y  e 1 , t.e. pogolem od 0 , se dobiva deka 

4 3y   , t.e.  24 3
3

x
x
  


.  Spored toa, mno`estvoto re{enija na dadenata ravenka }e 

bide presekot na re{enijata na neravenkite:  
 

  2 3 0
3

x
x
  


                      (1) 

  2 4 0
3

x
x
  


.                      (2) 

 

 Mno`estvoto re{enija na neravenkata (1) e 7( ,3) ,
2

    
 

, a mno`estvoto re{enija 

na neravenkata (2) e 14, (3, )
5

    
 

. Zna~i, mno`estvoto re{enija na dadenata neravenka 

e 14 7, ,
5 2

       
  

 .  

 138. Plo{tinata na vpi{anata topka vo prav kru`en konus e dvapati 
pomala od plo{tinata na konusot. Presmetaj go agolot   {to go zafa}a 
izvodnicata so osnovata na konusot.  
 

 Re{enie. Neka R  e radiusot na osnovata na konusot, r -radiusot na vpi{anata topka i 
s  izvodnicata na konusot (vidi crte`). Od uslovot na zada~ata sleduva deka  

 


S A

B

C
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  2( ) 8R s R r    .  

Od triagolnicite 1OBO  i BOC  se dobiva deka tg
2

r R   i 
cos

RBC s 


, soodvetno. 

Zamenuvaj}i vo (3) i kratej}i so 2R , dobivame: 

  211 8tg
cos 2

 


 

So pomo{ na ravenstvoto  

   

2

2

1 tg
2cos

1 tg
2


 


,  

ravenstvoto (2) se transformira vo  

  2

2

2 8tg
21 tg

2




,  

od kade so smenata tg
2

z   se dobiva bikvadratnata ravenka 4 2 1 0
4

z z   .  

 Poslednata ravenka ima dvoen koren 2 1
2

z  , pa, zna~i 2 1tg
2 2
  . Od uslovot na zada~ata 

( 0
2
   ) sleduva deka  

    2tg
2 2
  .   

 139. Re{i ja neravenkata 3log log 81.xx   
 Re{enie. Oblasta na definiranost na 3log x  i log 81x  e (0,1) (1, )  , pa mno`estvoto 

re{enija na dadenata neravenka mora da e podmno`estvo od taa oblast. Dadenata neravenka 
se transformira vo:  
 

  3
3

4log
log

x
x

 .  

 Mo`ni se dva slu~ai.  
 

 ( )i 3log 0x  , t.e. 1x  . Toga{ neravenkata se transformira vo  3log 2x  , a od tuka se 

dobiva deka 23 9x   . Mno`estvoto re{enija vo ovoj slu~aj e [9, ) .  
 

 ( )i i  3log 0x  , t.e. 0 1x  . Toga{ neravenkata se transformira vo 3log 2x    , a od 

tuka se dobiva deka 1
9

x  . Mno`estvoto re{enija vo ovoj slu~aj e 1 ,1
9
 

 
.  

 Spored toa, mno`estvoto re{enija na dadenata neravenka e 1 ,1 [9, )
9
    

.  

 140. Da se najde zbirot  

  log tg1 log tg2 ... log tg89 .    
 

 Re{enie. Imame 

  

log tg1 log tg2 ... log tg89 log( tg1 tg2 ... tg89 )

log( tg1 tg2 ... tg44 tg45 ctg 44 ... ctg1 )

log((tg1 ctg1 ) (tg2 ctg2 )... (tg44 ctg44 ) tg45 ) log(1 1 1 ... 1) log1 0

       

        

              

     

     

      

       

RA B

C

O

s



r

1O
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 IV godina  

 141. Dadeni se kru`nica 2 2( 5) 9x y    i prava  2 0x   . Da se najde geo-
metriskoto mesto na to~ki ednakvo oddale~eni od kru`nicata i pravata.  
 

 Re{enie. Neka k  i p  se dadenata kru`nica 

i prava. Neka ( , )M X Y  e to~ka od ramninata 

~ii rastojanija do p  i k  se 1d  i 2d  soodvetno 

(vidi crte`), pri {to 1 | 2 |d X   i 
 

  2 2
2 | 3 | | ( 5) 3 |d MC X Y      .  

 

To~kata M  pripa|a na baranoto geometrisko 
mesto ako i samo ako 1 2d d , t.e.  
 

  2 2| 2 | | ( 5) 3 |X X Y     .  

Pritoa, 2 0X    i 2 2( 5) 3 0X Y     (vidi crte`). Zna~i, 2 22 ( 5) 3X X Y     , od kade {to 

se dobiva deka 2 20 .Y X Spored toa, baranoto geometrisko mesto e parabolata 2 20 .y x  
 

 142. Da se re{i ravenkata sin cos tg ctgx x x x   .  

 Re{enie. Dadenata ravenka se transformira vo ravenka 1sin cos
sin cos

x x
x x

  , t.e. vo 

2sin cos
sin 2

x x
x

  . So kvadrirawe i sreduvawe se dobiva: 

  2 3sin 2 sin 2 4x x  .  

Bidej}i 1 sin2 1x   , sleduva deka 2 3sin 2 sin 2 2 4x x   , t.e. dadenata ravenka nema re{enie.   

 143. Da se presmeta zbirot  

        2 2 2
2

2
1 1 1.. n

n n
S x x x

x x x
       , n .  

 Re{enie. Za 1x   ,  

   

2 4 2
2 4 2

2 4 2
2 4 2

2 2 2 2 22

2 2 2 2

1 1 12 2 .. 2

1 1 1... ... 2

(1 ) ( 1)(1 )1 2 2
1 ( 1) ( 1)

n
n n

n
n

n n nn

n n

S x x x
x x x

x x x n
x x x

x x x xx n n
x x x x x



                    
     

         

      
  

         

(Pritoa, 2 4 2... nx x x    i  
2 4 2

1 1 1...
nx x x

    se geometriski progresii). Za 1x   , 

2 2 2 22 2 2 ... 2 4S n      .  

 144. Da se doka`e deka proizvodot na k  posledovatelni prirodni broe-
vi e deliv so !k .   
 Re{enie. Neka 1, 2,...,n n n k    se k  posledovatelni prirodni broevi. Deka nivniot 

proizvod e deliv so !k , sleduva od toa {to 
n k

k
 

 
 

 e priroden broj i od toa {to  

  
( )( 1)...( 2)( 1) ( )!

! !( )!

n kn k n k n n n k
kk k n k k

            
.  

 

1d

2d

O C

( , )M x y

p k

x

y
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   X regionalen natprevar - 1987 godina 
 I godina 
  

 145. Ana, Bor~e, Vesna i Goran gi osvoile prvite ~etiri nagradi na 
natprevarot po matematika. Nivnite profesori se Ilievski, Jovanovski, 
Kostovski i Lazov. U~enicite zaedno so svoite profesori do{le od 
gradovite Prilep, Resen, Skopje i Tetovo.  
 (1) U~enikot na profesorot Kostovski ne osvoil na prva ni vtora 
nagrada. (2) Vesna osvoila prva nagrada. (3) U~enikot od Tetovo osvoil 
vtora nagrada. (4) Ana e od Prilep. (5) Goran, u~enikot na professor 
Jovanovski osvoil ~etvrta nagrada. (6) Profesorot Lazov e od Resen.  
 

  Re{enie. Formirame tablica so ~etiri redici i ~e-
tiri koloni. Vo prvata redica gi stavame imiwata na 
u~enicite, vo vtorata nagradata {to sekoj od u~enicite ja 
osvoil, vo tretata nivnite profesori i vo ~etvrtata gra-
dovite. (]e gi pi{uvame samo prvite bukvi od imiwata).  
 Spored uslovite (2), (4) i (5) tabelata mo`eme da ja 
popolnime na na~in koj {to e prika`an. Bidej}i samo vo 

kolonata na Bor~e nepoznati se nagradata i gradot 
istovremeno, spored uslovot (3) dobivame deka Bor~e e od 
Tetovo i osvoil vtora nagrada. Ponatamu, spored 
uslovite (5) i (1)  dobivame deka u~enikot na profesorot 

Kostovski e Ana i taa osvoila III nagrada. Sega tabelata 
izgleda:  
 Bidej}i samo vo kolonata na Vesna nepoznati se 
profesorot i gradot istovremeno, sported sulovot (6) imame deka Vesna e u~enik na 
profesorot Lazov i deka taa e od Resen.  

 146. Sekoe teme na pravoagolniot triagolnik ABC  so kateti 4 3AB   

i 4AC   e centar na kru`nica pri {to trite kru`nici se dopiraat 
me|usebno i ni edna kru`nica ne le`i vo vnatre{nosta na druga 
kru`nica. Presmetaj ja plo{tinata na delot od triagolnikot ABC  {to 
le`i nadvor od trite kru`nici.  

 Re{enie. Bidej}i 2 24 (4 3) 8 2BC AC    , aglite ,   i   pri temiwata ,A B  i C  

}e bidat 90 ,30   i 60  soodvetno. Koristej}i 

gi oznakite od crte`ot, }e stavime                 

      1 1x AB AC  , 1 1y BA BC   , 1 1x AC CB  .  

Spored toa go dobivame sistemot ravenki: 

 4 3x y  ; 8y z  ; 4z x  .  

Negovo re{enie e 2 3 2x   , 2 3 2y     

6 2 3z   . Zna~i, zbirot od plo{tinite na 

ise~ocite so temiwa vo ,A B  i C  }e bide:  
   

 

60 30

x x

z

z y

y

A

B C
1A

1B
1C

u~enik
nagrada

profesor

grad

A B V G

I IV

P

J

u~enik
nagrada

profesor

grad

A B V G

I IV

P

J

III II

T

K
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22 2

2 2 2 8(3 2 ) (5 2 3)
4 12 6 12 3

yx z x y z
          .  

 Baranata plo{tina P  }e iznesuva 88 3 (5 2 3)
3

P     .  

 

 147. Presmetaj gi brzinata i dol`inata na vozot koj za 8  sekundi 

pominuva pokraj nepodvi`en nabquduva~, a za 12  sekundi go pominuva 
peronot dolg 480  metri. 
 

 Re{enie. Neka v  e brzinata na vozot izrazena vo /m s , a s  e negovata dol`ina vo 

metri. Toga{ od uslovot na zada~ata imame:  

  
8
sv    i  480

32
sv  .  

 Od tuka dobivame 160 ms   i 20 /v m s ( 72 km/h ).  
 

  148. Vo triagolnikot ABC , simetralata na 

agolot pri temeto C  ja se~e stranata AB  vo 

to~kata D . Da se doka`e deka 

 : : .AD DB CA CB   

 Re{enie. Od temeto B  na triagolnikot ABC  

povlekuvame prava ||BE DC , pri {to E AC .  

 Aglite {to pri toa se dobivaat da gi ozna~ime kako 

na crte`ot. Bidej}i ||BE DC , 3 2 1    . Spored toa  

1 2 3 4      , od kade dobivame 1 4  , t.e. 

3 4  . Zna~i triagolnikot BEC  e ramnokrak, pa 

CE CB . Od sli~nosta na triagolnicite ADC  i ABE  dobivame deka  
 

  : : :AD DB AC CE AC CB  .   
 

 II godina  
 

 149.  Da se presmeta zbirot  

  
2 3 1987

1 1 1 1...
2 2 2 2
i i i iS

                 
     

, i  e imaginarna edinica. 

 Re{enie. Da stavime 1
2
iz  . Bidej}i 

2
21 1 2 1 2 1

2 22
i i i i i

         
 

 dobivame:   

 

  

2 3 3 4 4 1992 1992 1993

2 3 4 5 6 1992 2 3 4 5 6 1992

2 3 4 5 6 1992

2 3 4 5 6 6 988 989

....

(1 ... ) (1 ... )

( )(1 ... )

( )[(1 ) ( ) ... (

S z i i zi i zi i zi i zi zi

z i i i i i i i i i i i i i i i

z i i i i i i i i

z i i i i i i i i i i

            

                  

          

            990 991 992 993) ]

(1 ) 2 21( ) ( 2 1)
2 2 2

i i i zi

i i i iiz i zi i i

    

           

 

1 2

4

3

A B

C

D

E
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 150. Eden bazen se polni so 2  cevki. Dvete zaedno go polnat bazenot za 
12  ~asa. Ako prvata cevka sama go ispolni bazenot do polovina, a vtorata 
cevka sama prodol`i da go dopolnuva bazenot, toga{ celiot bazen }e se 
napolni za 25  ~asa. Za kolku vreme sekoja cevka sama mo`e da go napolni 
bazenot?  
 Re{enie. Neka x  e brojot na ~asovi za koi prvata cevka sama go polni bazenot, a y  e 

brojot na ~asovi za koi vtorata cevka sama go polni bazenot. Od uslovite na zada~ata go 
dobivame sledniot sistem ravenki  

  

12 12 1

25
2 2

x y

yx

  

  


.  

Od vtorata ravenka dobivame 50y x  , i ako ova go zamenime vo prvata ravenka ja 

dobivame kvadratnata ravenka 2 50 600 0x x   .  

 Re{enija na ova ravenka se 1 20x  , 2 30x  . Zna~i, prvata cevka go polni bazenot za 20  

(30)  ~asa, a vtorata za 30  (20)  ~asa.  

 151. Vo ednakvorabna tristana piramida (pravilen teraedar) so volu-
men V , vpi{ana e pravilna ednakvorabna tristrana prizma taka {to tri 
nejzini temiwa le`at na osnovata, a drugite tri na bo~nite rabovi na 
piramidata. Da se presmeta volumenot na prizmata!  
 Re{enie. Neka , ,a H b  se soodvetno dol`inite na: rabot na tetraedarot, visinata na 

tetraedarot, i rabot na prizmata. Neka DT  e visinata spu{tena od vrvot D  na osnovata 

ABC (vidi crte`). Od sli~nosta na triagolnicite ATD  i 'NT D  sleduva  

  : ' : 'AT NT DT T D .  

Bidej}i ||AB KL , triagolnicite ABT  i KTL  se sli~ni, pa spored toa  

  : :AT KT AB KL .  

Od gornite dve ravenstva i od 'KT NT  dobivame deka 

: : ( )a b H H b  , {to zaedno so 6
3

aH  , povlekuva 

deka  ( 6 2)aHb a
a H

  


.  

 Zna~i, volumenot 1V  na prizmata e 

3 3
3

1
3 3 (6 2)

4 4

b aV    . Bidej}i 
3 2
12

aV  , dobivame 

deka  

  
3

1 3 3( 6 2)

2

V

V
 , t.e. 1 6 (27 11 6)V V  .   

 

 152. Da se re{i po x  ravenkata  x x a a   .  

 Re{enie. So kvadrirawe na iracionalnata ravenka dobivame  
  2x x a a    ili 2x a x a   .  

T 
N

O

P

A

B

C

D

K

L

MT
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So povtorno kvadrirawe ja dobivame slednata kvadratna ravenka  

  2 2 4(2 1) 0x a x a a     ,  

~ii re{enija se: 2
1x a a  , 2

2 1x a a   .  

 Treba da se proveri vo koj slu~aj tie se re{enija na iracionalnata ravenka. Za 0a   

ravenkata nema re{enie. Zatoa neka 0a  , t.e. 2a a . Ako vrednosta 2x a a   ja 

zamenime vo iracionalnata ravenka dobivame: 

  2 2 2a a a a a a a a a        .  

 Zna~i, 2x a a   e re{enie na iracionalnata ravenka, za sekoe 0a  .  

 Ako vrednosta 2 1x a a    ja zamenime vo iracionalnata  ravenka, dobivame:  

  2 2 2

2

, 1
1 1 1 | 1|

2 2 , 1

a a
a a a a a a a a

a a a

           
  

za

za
.  

 Bidej}i za 1a  , 2 2 2a a a    dobivame deka 2 1x a a    e re{enie na 

iracionalnata ravenka samo za 0 1a  .  

 Zaklu~ok. Ravenkata ima dve re{enija za 0 1a  , edno re{enie za 1a   i nema 

re{enija za 0a  .  
 

 III godina  
 153. Da se presmetaat lg 2  i lg5  ako se znae deka lg 2 lg5 0,210   .  

 Re{enie. Neka 1lg2 x  i 2lg5 x . Toga{ za 1x  i 2x  va`i  

  1 2 0,210x x   

  1 2 1x x   

pa  1x  i 2x  se re{enija na kvadratnata ravenka  

  2 0,210 0x x   .  

 Re{enijata na ova ravenka se 0,7  i 0,3 . Bidej}i lg2 lg5 , dobivame deka lg2 0,3  i 

lg5 0,7 .      

 154. Da se najdat re{enijata na ravenkata  1 1 2 2
sin cosx x

   vo intervalot 

0 x   .  
 Re{enie. Brojot x  e re{enie na gornata ravenka ako i samo ako x  e re{enie na 

sistemot 

  
2

1 1 8
sin cosx x

   
    

                      (1) 

  1 1 0
sin cosx x

                          (2) 

 Od ravenkata (1) imame  

  
2 2

1 1 2 8
sin cossin cos x xx x

   ; 

  
2 2

1 2 8
sin cossin cos x xx x

  ;  

  
2
4 4 8

sin 2sin 2 xx
  ,  
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  22sin 2 sin 2 1 0x x   .  

 Stavaj}i sin 2y x  dobivame kvadratna ravenka po y  ~ii re{enija se 1 1y   , 2
1
2

y  . 

Re{enija na ravenkata sin2 1x    vo intervalot [0, ]  se 3
4

x   i  
12

x  , a na ravenkata 

1sin 2
2

x   e 5
12

x  . Ostanuva da se proveri dali za ovie vrednosti e ispolneto 

neravenstvoto (2), t.e.  

  1 1
sin cosx x

 .  

 Bidej}i na intervalot [0, ] , sin 0x  , neravenstvoto (2) e sekoga{ ispolneto za cos 0x  , 

t.e. za site ,
2

x     
. Ako cos 0x  , toga{ neravenstvoto se transformira vo  

  cos sinx x ,  

koe e ispolneto za site 0,
4

x     
.  

 Kone~no, re{enija na po~etnata ravenka se re{enijata na (1) koi le`at vo 

0, ,
4 2

          
, t.e. 3

4
x   i  

12
x  .  

 155. Za koj priroden broj a  ravenkata 2 2x y axy   ima re{enija vo 

mno`estvoto prirodni broevi.  

 Re{enie. Ako ja razgledame ravenka kako kvadratna ravenka po y , t.e. 2 2 0y axy x   ,  

toga{ 
2

1/2
4

2
ax x ay   .  

 Za da re{enieto e priroden broj, mora 2 4a   da e poln kvadrat, t.e. mora da postoi 

priroden broj k  taka {to  

  2 24a k   
odnosno  

  2 2 4a k  ,  
  ( )( ) 4a k a k   .  

 Bidej}i a  i k  se prirodni broevi a k  e priroden broj pa zaradi gornoto ravenstvo 

a k  e priroden broj. U{te mora a k a k   . Zaradi ova mo`ni se slednive dva slu~ai:  
 

 a) 2, 2a k a k    , {to povlekuva 2a  , 0k   
 

 b) 1, 4a k a k    , {to povlekuva 5
2

a  , 3
2

k  .  

Bidej}i samo vo slu~ajot a)  a  e priroden broj, 

edinstveno re{enie na zada~ata e 2a  .  
 

 156. Ako so , ,a b cV V V  se ozna~at 
volumenite na telata dobieni so 
rotacija na pravoagolen triagolnik 
okolu katetata a , katetata b  i 
hipotenuzata c  soodvetno, toga{ va`i 
ravenstvoto  

h



x

y

a

b

A

B

C
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2 2 2

1 1 1

a b cV V V
  .  

 Doka`i! 
 

 Re{enie. Neka ABC  e pravoagolen triagolnik so prav agol kaj temeto C , AC a , 

BC b , AB c , CD h -visinata spu{tena od temeto C  na hipotenuzata, x AD  i y BD
(vidi crte`). Toga{:  

 
2 2 2 2

2 2 2
23 3 3 3 3c

a b a bV h x h y h c c
cc

         .  

 Od druga strana  

 2 2 2 2 2 24 4
2 2

2

1 1 1 1 1 1

3 3 3
a b cV V Va bb a a b

c

    
            
     

  

 IV godina  
 

 157. Na kolku razli~ni na~ini mo`at da se rasporedat n -`eni i n -
ma`i taka {to bilo bilo koi dva sosedi da ne bidat od ist pol i toa: 
  a) vo  edna redica,  
  b) na eden ringi{pil koj ima 2n  sedi{ta.  
 

 Re{enie. Neka so 1 2, ,..., na a a  gi ozna~ime `enite, a so 1 2, ,..., nb b b  ma`ite.  

 a) Gi razgleduvame nizite od oblik 1 1 2 2, , , ,..., ,n na b a b a b (koga `ena e na prvo mesto). Za 

eden fiksen raspored na 1 2, ,..., na a a  se dobivaat !n  rasporedi na 1 2, ,..., nb b b . Zna~i, ima 

2! ! ( !)n n n  rasporedi od vakov oblik. Isto tolku rasporedi ima od oblik 1 1 2 2, , , ,...,, ,n nb a b a b a  

(koga ma` e na prvo mesto). Zna~i, vkupniot broj na vakvi rasporedi e 22( !)n .  

 b) Da fiksirame eden element od mno`estvoto 1 2, ,..., nb b b . Preostanatite elementi od ova 

mno`estvo mo`e da se rasporedat na ( 1)!n   na`ini. Pri sekoj vakov raspored 1 2, ,..., na a a  

mo`e da se rasporedat na !n  na~ini. Zna~i, baraniot broj na rasporedi e ( 1)! !n n .  

 158. Neka 1 2, ,... ,...na a a  e aritmeti~ka progresija, i neka m  e daden 

priroden broj. Ako stavime  

  
1 1 2

2 1 2 2

3 2 1 2 2 3

...
...

...
..........................................

m

m m m

m m m

S a a a
S a a a
S a a a

 
 

   
   
   

 

doka`i deka i 1 2, ,..., ,...nS S S  e aritmeti~ka progresija.  

 Re{enie. Od uslovot na zada~ata ( 1) 1 ( 1) 2 ...k k m k m kmS a a a       . Neka d  e razlikata vo 

aritmeti~kata progresija 1 2, ,... ,...na a a  . Od poznatite formuli za op{t ~len na 

aritmeti~kata progresija i zbir od posledovatelni m  nejzini ~lenovi dobivame:  

  
1 1 ( 1) ( 1) 1

2
1 1 1 1

( ) ( )
2 2

( [( 1) 1] ) ( ( 1) ( 1) )
2 2

k k km k m k m km
m mS S a a a a

m ma kmd a k m d a k md a km d m d

         

            
 

 Zna~i, 1 2, ,..., ,...kS S S  e aritmeti~ka progresija so razlika 2m d .   
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 159.  Da se re{i trigonometriskata ravenka  

  3 3sin sin
10 2 10 2

x x         
   

.  

 Re{enie. Zapi{uvaj}i ja dadenata ravenka vo oblikot  

  3 3 3sin sin sin
10 2 10 2 10 2

x x x                
     

  

i koristej}i ja formulata za razlika na sinusi se dobiva  

  32cos sin sin
2 5 10 10 2
x x xx              

     
.  

Koristej}i ja trigonometriskata vrska cos sin
2

     
 

 ravenkata ja transformirame vo  

  3 32sin sin sin
10 2 10 10 2

x xx               
     

, t.e. 32sin 2sin 1 0
10 2 10

x x
                

.  

 Od poslednata ravenka, sleduva  

  3sin 0
10 2

x    
 

  ili  1sin
10 2

x   
 

.  

Od prvata ravenka se dobiva  

  3
10 2

x k    ,  k   

a od vtorata  

  2
10 6

x k     ,  5 2
10 6

x k     , k   

Zna~i re{enijata na dadenata ravenka se:  
 

  3 10
5

kx   ,    4 30
5

kx   ,   14 30
15

kx   ,  

kade k  .  

 160. Da se opredeli geometriskoto mesto na centrite na kru`incite 

{to minuvaat niz to~kata (3,0)A  i ja dopiraat kru`nicata 2 2 25x y  .  

 Re{enie. Neka to~kata ( , )M p q  pripa|a na baranoto geometrisko mesto na to~ki od 

zada~ata. Toga{ postoi kru`nica so centar vo M   

  2 2 2( ) ( )x p y q r                      (1) 

koja minuva niz to~kata A  i ja dopira dadenata kru`nica.  

 Bidej}i kru`nicata (1) minuva niz to~kata A  dobivame 2 2 2(3 ) (0 )p q r    , t.e.  

  2 2 2 9 6r p q p    .                   (2) 

 Bidej}i kru`nicata (1) ja dopira dadenata kru`nica, sistemot  

  
2 2

2 2 2 2 2

25

2( )

x y

x y px qy r p q

  


     
 

koj so ogled na (2) se zapi{uva vo oblik  

  
2 2

2 2

25

2( ) 9 6

x y

x y px qy p

  


    
                 (3) 

ima edinstveno re{enie. Ako od prvata ravenka na sistemot (3) ja odzememe vtorata 

ravenka se dobiva 8 3qy p px   .  
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 Edinstvenata to~ka na baranoto geometrisko mesto na to~ki, za koja 0q   e to~kata 

( 1,0)M  . ]e go razgledame baranoto mesto to~ki bez ova to~ka, t.e. }e pretpostavime deka 

0q  . Toga{  

  
8 3p px

y
q

  .  

 Ako ova vrednost ja zamenime vo prvata ravenka od sistemot (3) dobivame kvadratna 
ravenka po x  

  
2 2

2
2 2 2 2

2 (8 3 ) (8 3 ) 25
0

p p p q
x x

p q p q

    
 

.              (4) 

 

Bidej}i sistemot (3) ima edinstveno re{enie, i ravenkata (4) ima edinstveno re{enie, 
odnosno mora diskriminantata na kvadratnata ravenka da bide ednakva na nula, t.e.  

  
2 2 2 2

2 2 2 2 2

(8 3 ) (8 3 ) 25
4 4 0

( )

p p p q

p q p q

   
 

.  

Ova ravenstvo se transformira vo 2 216 25 48 64 0p q p     ili 
 
 

2

2

2

3
2 1

45
2

p q
  .  

 Isto taka to~kata ( 1,0)M   ja zadovoluva ova ravenka. Zna~i baranoto geometrisko 

mesto na to~ki e elipsa.  

XI regionalen natprevar - 1988 godina 
 

 I godina  
 

 161. Koga eden novinar pra{al koi dvojki gi osvoile prvite tri mesta 
na eden natprevar po tancuvawe, gi dobil slednite odgovori: 
  Svetlana: „Sekoja devojka e pomlada od svojot partner za 3  godini.“  
  Igor:  „Site zaedno imale 115  godini.“  
  Julija:  „Jas i Igor zaedno imame 36  godini.“  
  Anton:  „Jas i Julija zaedno imame 40  godini.“  
  Maksim: „Najmlada me|u nas e Ira.“  
 Koj so kogo igral? Odgovorot da se obrazlo`i.  
   

  Re{enie. Ako Igor ima x , Anton y , a Maksim z  godini, toga{ od uslovot na zada~ata 

go dobivame ravenstvoto 3 3 3 115x y z x y z         , t.e. 62x y z   . Ako Julija 

igrala so Igor, toga{ od 3 36x x    sleduva deka 2 39x  , {to ne e mo`no bidej}i 39  ne e 

paren broj.  Sli~no, ako Julija igrala so Anton, toga{ od 3 40y y    sleduva deka 

2 43y  . Zna~i, Julija igrala so Maksim. Spored toa, 3 36z x   , t.e. 39z x   od {to 

sleduva deka 62 39 23y    . Od 3 40z y    sleduva deka 20z  , pa od 115x y z   , 

sleduva deka 19x  . Najmlad e igor i igral so Ira, Maksim igral so Julija, a Anon igral so 

Svetlana.  
 
 

 162. Re~en brod za 11  ~asa, bez prekin pominal 168 km  po te~enieto, a 
48 km  sprotivno od te~enieto na rekata. Drug pat, za istoto vreme pomi‐
nal 144 km po, a 60 km  sprotivno od te~enieto na rekata. Kolkava e 
brzinata na brodot, a kolkava na rekata? 
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 Re{enie. Neka x  e brzinata na brodot a y  brzinata na rekata. Od uslovite na zada~ata 

se dobiva sledniot sistem od dve ravenki so dve nepoznati:  
 

   

168 48 11

144 60 11

x y x y

x y x y

    

  

 

 

 

Ovoj sistem se transformira vo sistemot  
 

   
2 2

2 2

168( ) 48( ) 11( )

144( ) 60( ) 11( )

x y x y x y

x y x y x y

     


    
,  

 

od kade {to so odzemawe na vtorata ravenka od prvata se dobiva deka 24( ) 12( ) 0x y x y    , 

t.e. 3x y . So zamena vo edna od ravenkite, dobivame 168 48 11
4 2y y

  , a so re{avawe na taa 

ravenka imame 6y  . Spored toa, brzinata na brodot e 18 km/h , a na rekata e 6 km/h .  
 
 

 163. Daden e prostoren ~etiriagolnik ,ABCD  pri {to to~kite , , ,A B C  

D  ne se komplanarni. Doka`i deka otse~kite {to gi svrzuvaat sredinite 
na sprotivnite strani i otse~kata {to gi svrzuva sredinite na dijago‐
nalite od ~etiriagolnikot, minuvaat niz edna ista to~ka koja {to gi 
prepolovuva.  
 
 

 Re{enie. Neka , , ,P Q R S  se sredini na , , ,AB BC CD DA  soodvetno. Toga{ SP  i QR  se 

sredni linii na triagolnicite ABD  i BCD  soodvetno, pa: || ||SP DB QR . Sli~no, PQ  i SR  

se sredni linii na triagolnicite ABC  i ACD , pa: || ||PQ AC SR . Zna~i, ~etiriagolnikot 

PQRS  e parallelogram, a paralelogram e ramninski ~etiriagolnik vo koj dijagonalite       

( PR  i QS ) se se~at i prepolovuvaat. Istata diskusija primeneta na ~etiriagolnikot 

ABCD  poka`uva deka PR  i EF  se se~at i se prepolovuvaat, kade {to E  i F  se sredini na 

BD  i CA  soodvetno. So toa, zada~ata e re{ena.     
 
 

 164. To~kite ,A B  i E  le`at na ista prava, taka {to B  e pome|u A  i E . 

Od ista strana na pravata se konstruirani kvadrat ABCD  i ramnostran 

triagolnik .BEF  Ako 2 ,BE AB da se poka`e deka plo{tinata na ~etiri‐

agolnikot CDEF  e ednakva na plo{tinata na triagolnikot BEF .  
 
 

 Re{enie. Neka e CG  visina na triagolni‐

kot .BCF  Bidej}i 90ABC    i 60 ,FBE   a 

180 ,ABC CBG FBE       nao|ame deka 

30 .CBG    Spored toa, vo pravoagolniot 

triagolnik BCG  katetata CG  e ednakva na 

polovinata od hipotenuzata BC , t.e. 
2
aCG  . 

Spored toa, plo{tinata P  na ~etiriagolni‐

kot CDEF  e:  
 

A B

CD

G

E

F

a 2a
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2 2

2 21 1 32 3
2 2 2 2 2ABCD BEF BCF ADE BEF BEF BEF

a a aP P P P P a P a a a a P P                

 II godina  
 
 

 165. Doka`i go Lagran`oviot  identitet  
 

   
2 2

2 2
a a b a a ba b       ,  

za 0, 0a b  , 2a b , i primeni go vo izrazot  
 

   3 2 2a a , za 0a  .   

 Re{enie. Da go ozna~ime so D  izrazot 
2 2

2 2
a a b a a b    . Toga{  

   
2 2 22 2 2 2

2 ( )
2 2

2 2 2 2 2

a a ba a b a a b a a b a a bD a
              

Bidej}i 2a b , 2 2 2( )a b a b   . Spored toa, 2D a b  . Bidej}i 0, 0a b   i 2a b , 

sleduva deka a b , pa i 0a b  . Spored toa, D a b  , so {to identitetot e 

doka`an.  

 Za 0a  , dadeniot izraz 3 2 2a a , so lagran`oviot identitet se transformira vo 

izrazot 2a a , t.e.  3 2 2 (1 2)a a a   .     
 

 166. Da se re{i ravenkata  
3 23

33 2

1 1 4
11

x x x
xx

  


.   

 

 Re{enie. Voveduvame smena 3t x , so {to ravenkata se transformira vo: 
 

   
4 2

2
1 1 4

11
t t

tt
  


.  

Za 1t    i 1t  , ova ravenka e ekvivalentna so ravenkata  
 

   2 1 1 4t t    , t.e.  2 2 0t t   ,  

~ii re{enija se: 1 1t    i 2 2t  . Bidej}i 1t   , edinstveno re{enie na ravenkata e x  za 

koe 3 2x  , t.e. 8x  .     
 

 167. Nad trapez ABCD   opi{ana e kru`nica so centar na osnovata AB  i 

radius R . Da se izrazi dol`inata na krakot AD  preku R , ako va`i  
 

    
2 2 23 2AD CD R  .   

 

 Re{enie. Bidej}i nad trapezot e opi{ana kru`nica so centar vo osnovata, sleduva deka 

trapezot e ramnokrak. Neka O  e centarot na opi{anata kru`nica, (vidi crte`). 

Triagolnikot COD  e ramnokrak so krak R  i osnova CD . Neka h  e visinata na trapezot. 
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Toga{ 
2

2 2

2
CD R h

 
  

 
. Od sli~nosta na triagolnicite CMB  i BDA , sleduva deka 

2
AD BDh  . Spored toa, 

2 2
2 2

2
4 AD BDCD R

R
  , od {to, zaedno so dadenoto ravenstvo 

 
2 2 23 2AD CD R  , sleduva deka  

  
2 2

2 22 2
2

33 12 2AD BDCD R R AD
R
    .   (1) 

Bidej}i triagolnikot ABD  e pravoagolen, 
2 224BD R AD  , od {to so zamena vo (1) dobivame 

deka: 

   
2 4 24 2 4 212 12 3 2R AD R AD R AD R    ,  

t.e.  

   
2 44 23 11 10 0R AD R AD   .  

 Re{avaj}i ja gornata ravenka po 
2

AD , 

dobivame: 
2 211
6

R RAD  . Bidej}i ABCD  e trapez (a ne e triagolnik), dobivame deka 

22 5
3
RAD  , t.e. 15

3
AD R .  

 

 168. Plo{tinite na dvete osnovi na prese~ena piramida se Q  i G  i 

visinata e H . Da se opredeli volumenot na celata piramida i volumenot 
na otse~enata piramida.  
 

 Re{enie. Neka visinata na otse~enata piramida e h . Toga{ visinata na celata 

piramida e H h . Spored teoremata za paralelni preseci kaj piramidi, va`i:  

   
2

2

( )Q H h

G h

 ,  

od kade {to dobivame deka Gh H
Q G




. Spored toa, volumenot na celata piramida e 

1 1( )
3 3c

QH Q
V Q H h

Q G
  


, a na otse~enata piramida e 1 1

3 3
GV G h G H

Q G
    

 , t.e. 

(

3( )c

HQ Q QG
V

Q G





 i  

(

3( )

HG G QG
V

Q G




 .  

 

 III godina  
 

 169.  Da se re{i neravenkata  2
1 4
3

log log ( 5) 0x   .  

 Re{enie. Bidej}i 1
1 3 3
3

log log logx x x    dobivame 2
3 4log (log ( 5)) 0x   , od kade {to 

sleduva deka  2
40 log ( 5) 1x   . Spored toa, 21 5 4x   , t.e. 26 9x  .  

 Re{enieto na neravenkata e ( 3, 6) ( 6,3)   .  
 

 



h h

A

D

O M

C

B
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 170. Da se re{i sistemot ravenki: 

   

1sin cos
2
1cos sin
2

x y

x y

  

 


.  

 

 Re{enie. So sobirawe na dvete ravenki i odzemawe na prvata od vtorata ravenka, 

dobivame 
sin( ) 0

sin( ) 1

x y

y x

 
  

. Toga{: x y n   , 2
2

y x k    , od kade {to sleduva deka:  

   1
2 4
nx k     

 
,  1

2 4
ny k     

 
,  ,n k  .  

 

 171. Neka , ,p q r  se prirodni broevi pomali od 100  za koi 2 2 2p q r  . 

So dopi{uvawe na edna ista cifra ( 0 ) od levata strana na , ,p q r  se 

dobieni broevite , ,a b c  soodvetno. Da se najdat , ,p q r  ako  2 2 2a b c  .  
 

 Re{enie. Ako broevite , ,p q r  se ednocifreni, toga{ 10a k p  , 10b k q  , 10c k r  , 

kade {to 1 9k  . Od 2 2 2a b c   i 2 2 2p q r  , sleduva deka 5k p q r   . So kvadrirawe 

na ova ravenka dobivame 2 2 2 225 10 10 2k p q kp kq pq r      , t.e. 225 10 10 2 0k kp kq pq    , 

{to ne e mo`no. Zna~i,  , ,p q r  ne mo`at da bidat ednocifreni. Do ista kontradikcija 

doa|ame i ako pretpostavime deka , ,p q r  se dvocifreni.  

 Ako p  i q  se ednocifreni a r  e dvocifren, toga{ 10a k p  , 10b k q  , 100c k r  , 

za 1 9k  . Od  2 2 2a b c   i 2 2 2p q r  , sleduva 29800 200 20 20k rk pk qk   , t.e. 

4900 100k r p q   , {to ne e mo`no, bidej}i p  i q  se ednocifreni broevi.  

 Ako p  e ednocifren a q  i r  se dvocifreni, toga{ 10a k p  , 100b k q  , 100c k r 

. Od 2 2 2a b c   i 2 2 2p q r  , sleduva deka 5 10 10k p q r   . Zna~i p  mora da e deliv so 5 , 

t.e. 5p  , bidej}i p  e ednocifren. Spored toa 2 2 225 ( )( )p r q r q r q      . Bidej}i 

, 10q r  , ne mo`e 5q r   ili 1q r  , {to zna~i 25q r   i 1r q  , t.e. 13, 12r q  .  

 Ako q  e ednocifren, a p  i r  dvocifreni, toga{, isto kako pogore, se dobiva deka 

5, 13, 12q r p   . Zna~i baranite broevi se: 5, 12, 13p q r    ili 12, 5, 13p q r   .  
 

 172. Neka S  i P  se plo{tinite na 
dve strani na eden tetraedar, neka a  
e dol`inata na nivniot zaedni~ki 
rab, i neka   e agolot me|u tie dve 
strani. Da se doka`e deka volumenot 

na tetraedarot e 2 sin
3

S PV
a

    .  

 Re{enie. Neka , , ,A B C D  se temiwa na 

tetraedarot, a S  i P  plo{tinite na strani‐

te ABC  i BCD  soodvetno (vidi crte`). Neka 

H  e visinata na tetraedarot spu{tena od 
A

BC

D

H

h

a 
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temeto D , a h  e visinata na triagolnikot BCD  spu{tena od temeto D . Toga{, 2 ,Ph
a

 a  

    

2 sinsin
3

PH h
a
   .  

Spored toa,   

   2 sin
3 3
H S PV S

a
     .  

  IV godina  
 

 173. Da se presmeta zbirot 
1 2 2 3 1

1 1 1...
n n

S
a a a a a a 

     kade 1 2 1, ,...., ,n na a a a   

se posledovatelni ~lenovi na edna aritmeti~ka progresija.  
 

 Re{enie. Stavaj}i  

    2 1 3 2 1... n na a a a a a d       ,  

i mno`ej}i go dadenoto ravenstvo so d ,  imame 
1 2 2 3 1

...
n n

d d dSd
a a a a a a 

    , t.e.  

   

3 2 12 1

1 2 2 3 1 1 2 3 2 1

1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1... ...

1 1 .

n n

n n n n

n

n n n

a a a aa a
Sd

a a a a a a a a a a a a

a a nd
a a a a a a



 



  

     
                   

     


   

 

 

 174. Da se uprosti izrazot 

   sin53 2cos 40 sin13
cos63

  

  

 

 Re{enie. Koristej}i go trigonometriskiot identitet  

  2sin cos sin( ) sin( )        ,  

imame  

   

sin53 [sin(13 40 ) sin(13 40 )]sin53 2cos40 sin13
cos63 cos63

sin( 27 ) cos(90 27 )
1

sin 63 sin 63

     

     

      

 

  

 

 

 175. Na elipsata 2 29 4 18 16 11x y x y     da se najde to~ka A  najbliska 

do pravata 8x y   i to~ka B  najoddale~ena od istata prava.  
 

 Re{enie. Baranite to~ki se to~ki vo koi elipsata dopira pravi p  i q  koi se paralel‐

ni so pravata 8x y  . Neka s  e prava paralelna so pravata 8x y  , t.e. s : y n x  , za 

nekoj n . Zamenuvaj}i vo 2 29 4 18 16 11x y x y    , dobivame:  

    2 29 4( ) 18 16( ) 11x n x x n x      ,  

t.e.  

   2 213 (8 2) 4 16 11 0x x n n n      .                (1) 

 To~kite A  i B  se edinstveni, pa zatoa  re{enieto na (1) po x  e dvoen koren, {to zna~i 

deka diskriminantata na (1)  e nula, t.e.  

   2 2(8 2) 4 13 (4 16 11) 0D n n n        .  
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So sreduvawe, se dobiva deka 2144( 6 4)D n n    , pa od 2 6 4 0n n   , dobivame deka 

3 13n   . Za 3 13n    ja dobivame najbliskata to~ka 4 13 9 131 ,2
13 13

A
 
  

 
, a za 

3 13n    ja dobivame najoddale~enata to~ka 4 13 9 131 ,2
13 13

B
 
  

 
.  

 176. Na kolku razli~ni na~ini mo`e da bidat naredeni n  knigi na edna 
polica, taka {to odnapred numerirani k  od tie knigi se vo raste~ki ili 
opa|a~ki redosled.   
 

 Re{enie. Sekoj izbor na mestata na koi se nao|aat numeriranite knigi e kombinacija 

na n  elementi od klasa k  bez povtoruvawe. Brojot na takvi kombinacii e  

     !
!( )!

nA
k n k




.  

 

Vo sekoj od A -te izbori na mestata za numeriranite knigi, preostanatite n k  knigi se 

razmestuvaat proizvolno, so {to se dobivaat ( )!n k  na~ini na redewe na knigite. 

Numeriranite knigi mo`at da bidat naredeni samo na dva na~ini, t.e. vo opa|a~ki ili 
raste~ki redosled.  
 

 Spored toa, baraniot broj na na~ini na redewe na knigite e: 
 

   !2 ( )! 2
!

nA n k
k

    .  

 
   XII regionalen natprevar ‐ 1989 godina 

 

 I godina  
 

 177. Vozot vlegol vo tunel za 15  sekundi. Do izleguvaweto od tunelot na 
posledniot vagon pominale u{te 30  sekundi. Kolku e dolg vozot i so koja 
brzina se dvi`el, ako tunelot e dolg 300m . 
 
 

 Re{enie. Brzinata na vozot e 10m/s , a negovata dol`ina e 150 m .  
 

 178. Dadeni se ramninata   i pravite a  i b , koi ne le`at vo  . Niz 
sekoja od pravite a  i b  da se povle~e ramnina, taka {to dvete ramnini da 

se razli~ni i pravata vo koja se se~at da le`i vo  .  
 
 

 Re{enie. Neka a  i b  se me|usebno paralelni pravi i neka   e ramnina vo koja le`at 

pravite a  i b . Ako M  e proizvolna to~ka od   i ne le`i vo  , toga{ baranite ramnini 

1  i 2  se opredeleni so M  i a  odnosno M  i b .  
 

 Neka pravite a  i b  se se~at vo to~kata P . Ako P  le`i vo  , toga{ baranite ramnini 

se proizvolni ramnini 1  i 2  niz pravite a  i b  soodvetno; ako, pak, P  ne le`i vo  , 

toga{ takvite ramnini ne postojat.  
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 Neka pravite a  i b  se razminuva~ki. Ako tie se paralelni so  , toga{ takvi ramnini 

ne postojat; ako a A  , ||b  , toga{ baranite ramnini se proizvolna ramnina 1  niz 

pravata a i ramninata 2  opredelena so A  i b ; ako a A  , b B  , toga{ barnanite 

ramnini se ramninite 1  i 2  opredeleni so A  i b  odnosno so B  i a .    
 

 179. Neka to~kite , ,M N P  i Q  se soodvetno sredini na stranite 

, ,AB BC CD  i DA  na ~etiriagolnikot ABCD . Ako MN NQ  toga{ 

AC BD . Doka`i!   
 

 Re{enie. ^etiriagolnikot MNPQ  (vidi crte`) e 

paralelogram na koj dijagonalite MP  i NQ  se 

zaemno normalni, pa toj e romb. Zna~i,  MN MQ . 

No 2AC MN , 2BD MQ , pa AC BD .  
 

 180. Na izlet bile 4  mom~iwa i 4  devoj‐
~iwa. Poznato e deka sekoe mom~e e brat na 
edno devoj~e, t.e. deka ima ~etiri para 
bra}a i sestri od ~etiri razli~ni semejstva, i poznati se imiwata i 
prezimiwata na devoj~iwata i mom~iwata soodvetno. Na izletot izele 32  

kola~i i toa: Marija 1 kola~, Jovanka 2  kola~i, Ivanka 3  kola~i i Ana 4  
kola~i. Mom~iwata izele: Petreski kolku i negovata sestra, Markoski 
dvapati pove}e od svojata sestra, Poposki tripati pove}e od svojata 
sestra i Pavloski ~etiri pati pove}e od svojata sestra. Kako glasat 
imiwata i prezimiwata na devoj~iwata.  
 

 Re{enie. Devoj~iwata so prezimiwa Petreska, Markoska, Popeska i Pavloska neka 

izele , ,a b c  i d  kola~i soodvetno. Toga{ bratot i sestrata Petreski izele 2a  kola~i, 

Markoski 3b  kola~i, Poposki 4c  kola~i i Pavloski 5d  kola~i. Pritoa, , , , 4a b c d   i 

2 3 4 5 32a b c d    , od kade sleduva deka b  i d  se i dvata se parni ili i dvata se neparni 

broevi. Zna~i, imame ~etiri mo`nosti: 1, 3b d  ; 3, 1b d  ; 2, 4b d   i 4, 2b d  . 

Lesno se proveruva deka e mo`en samo slu~ajot 4, 2, 3, 1b d a c    .  

 Sledovatelno, devoj~iwata se: Ivanka Petreska, Ana Markoska, Marija Poposka i 
Jovanka Pavloska.  
  
 

 

 II godina  
 

 181. Da se presmeta  
1989

1989 1989

(1 )

(1 ) (1 )

i

i i


  

 ( 2 1i   ).  

 

 Re{enie. Bidej}i  
 

 

   2 2(1 ) 1 2 1 2 1 2i i i i i          i  2 2(1 ) 1 2 1 2 1 2i i i i i          ,  
 

}e imame  
 

A

B

CD

M

N

P

Q
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   1989 1989 994 994 2 497 994(1 ) (1 ) (1 ) (2 ) (1 ) 2 ( ) (1 ) 2 (1 )i i i i i i i i            

a sli~no i 1989 994(1 ) 2 (1 )i i    . Koristej}i gi  ovie ravenstva, dobivame  
 
 

1989 994

1989 1989 994 994

(1 ) 2 (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) 1 .
(1 ) (1 ) 1 1 2 2 2(1 ) (1 ) 2 (1 ) 2 (1 )

i i i i i i i i
i i i i ii i i i

                
              

 

 
 

 182. Za koi vrednosti na parametarot a  razlikata od korenite na 

ravenkata 22 ( 1) ( 1) 0x a x a      e ednakva na nivniot proizvod?  
 

 Re{enie. Neka 1x  i 2x  se korenite na dadenata ravenka. Spored Vietovite formuli, 

 imame 1 2
1

2
ax x   , 1 2

1
2

ax x  . Po uslov od zada~ata imame 1 2 1 2x x x x  , pa, re{avaj}i go 

sistemot  
 
 

   
1 2

1 2

1
2

1
2

ax x

ax x

  
   


,  

 

dobivame 1 2
ax  , 2

1
2

x  . Ako edniot od ovie koreni go zamenime vo ravenkata, dobivame 

2a  .  
 
 

 183.  Da se re{i ravenkata ( 1)( 2)( 4)( 5) 40x x x x     , vo   . 
 
 

 Re{enie. Bidej}i 2( 1)( 5) 6 5x x x x      , 2( 2)( 4) 6 8x x x x     , ravenkata dobiva 

oblik  

   2 2( 6 5)( 6 8) 40x x x x     .  
 

Stavaj}i 2 6 5x x y   , ja dobivame ravenkata ( 3) 40y y    ~ii re{enija se 1 5y   i 2 8y   . 

Re{avaj}i gi sega ravenkite  
 

   2 6 5 5x x   ,  2 6 5 8x x    ,  

gi dobivame korenite na dadenata ravenka: 1 0x  , 2 6x  , 3 3 2x i  , 4 3 2x i  . 
  

 184. Vo edna pravilna ~etiristrana prese~ena piramida da se vpi{e 
piramida, zemaj}i go za osnova gorniot kvadrat, a za teme centarot na 
dolniot kvadrat. Stranite na kvadratite se: na dolniot a , na gorniot b . 
Kolku iznesuva visinata na piramidata, ako bo~nite plo{tini na dvete 
piramidi se ednakvi? ( Da se utvrdi pri koi uslovi zada~ata ima re{enie.)  
 

 Re{enie. Neka 1, ,M N M  i 1N  se sredini na rabovite AB  , CD , 1 1A B  i 1 1C D  soodvetno 

(vidi crte`). Toga{ ~etiriagolnikot 1 1MNM N  e trapez so osnovi MN a  i  1 1M N a . Se 

bara visinata 1H SS  na ovoj trapez. Neka 1 1MM h , 1 2M S h . Za bo~nite plo{tini 1P  i 

2P  na dadenata piramida i vpi{anata soodvetno, }e imame: 
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1 1 1

4( )
2( )

2

a b
P h a b h

   ,   2
2 2

4
2

2

bh
P bh  .  

 

 So 1 2P P  dobivame 

    1 22( )a b h bh  .                    (1) 

Od pravoagolniot triagolnikk 1MEM (vidi crte`) imame  

   
2

2 2
1

( )

4

a b
H h

  ,  

a od pravoagolniot triagolnik 1 1SS M  imame  

   
2

2 2
2 4

bH h  .  

Zna~i,  

   
2 2

2 2
1 2

( )

4 4

a b bh h
   ,  

t.e.  

   2 2 2
2 14 4 2h h a ab   .                    (2) 

 Od (1) i (2)  dobivame 
2

2
1

(2 )

4(2 )

b b a
h

b a




 pa 
2 4 2 2

2 (2 ) ( ) (2 )

4(2 ) 4 4(2 )

b b a a b a b a
H

b a b a

    
 

.  

 Zada~ata ima re{enie ako i samo ako 2 22 0b a  , t.e. 2a b .  

 
 III godina  
 

 185. Opredeli gi site vrednosti na parametarot m , taka {to za sekoj x  
va`i  
 

     2 2(4 5 1) 2( 1) 1 0m m x m x      .                            (1) 
 
 

 

 Re{enie. Neravenstvoto 2 0ax bx c    va`i za sekoj realen broj x  ako i samo ako 

0a   i 2 4 0D b ac   . Vo na{iov slu~aj  
 

 

 

    24 5 1 ( 1)(4 1)a m m m m       
 

 

   2 24( 1) (4 5 1) 4 ( 3 7)D m m m m m        .  
 

A B

CD

M

N

1B

1M

1N 1C1D

1A

S

1S

M N

1N1M

S

1S

E

1h

2h
H h

S

1A 1B

A B

1A 1B

h
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Od 0a   sleduva deka  1, 1,
4

m       
 

, a od 0D  , pak, sleduva deka 

7( ,0) ,
3

m      
 

, t.e. va`i neravenstvoto (1) za sekoj realen broj x  ako i samo ako  

 

   7( ,0) ,
3

m      
 

. 

 

 186. Da se doka`e identitetot  
 
 

   
2

2

1 tg1 sin 2 sin
sin cos 1 tg

     
    

.                  (1) 

 

 Re{enie. Za levata strana L  na (1) imame:  
 
 

   

2
2

2 2 222 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

2
2

sin
1

cos cos sin(sin cos )sin cos 2sin cos
sin cos sin cossin cos sin

1
cos

sin cos cos sin

L



  

  




           

      


       

 

 
 

 187. Za koi realni broevi x  i y  va`i ravenstvoto  

   24 12 sin( ) 9 0?x x xy    
 

 Re{enie. Imame  

  2 2 2 2 24 12 sin( ) 9 4 12 sin( ) 9sin ( ) 9sin ( ) 9 (2 3sin( )) 9cos ( )x x xy x x xy xy xy x xy xy           

pa dadenata ravenka ja zapi{uvame vo oblikot  

   2(2 3sin( )) 9cos ( ) 0x xy xy   .  

Od poslednata ravenka sleduva deka  

    2 3sin( ) 0x xy    i  cos( ) 0xy   

Od vtorata ravenka dobivame:  

   
2

xy k   , k ,  

Pa zamenuvaj}i vo prvata ravenka }e imame  

   1
3
2

x   ,      2
3
2

x  ,  

i soodvetno  

    1
2

3 3
ky     ,  1

2
3 3

ky    ,  k .  

 
 

 188. Okolu topka so radius R  e opi{an prese~en konus pri koj 
plo{tinata na ednata osnova e ~etiripati pogolema od plo{tinata na 
drugata osnova. Da se presmeta volumenot na prese~eniot konus.  
 

 

 Re{enie. Od uslovot 1 24P P  dobivame deka 1 22r r . Triagolnicite ABC  i EFC  se 

sli~ni, pa imame 1 2: ( 2 ) :r r h R R  . Isto taka, triagolnicite CEF  i CDO  se sli~ni, pa 

A B

C

D

E F2r

RO
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imame 2 : :r R h CD . Od triagolnikot CDO  dobivame 22CD Rh h  . Zna~i, gi dobivame 

ravenstvata:  

   1 22r r ,  1 2( 2 )r R r h R  ,  2
2 2r Rh h hR  ,  

od kade {to sleduva deka:  

   2h R ,  2
2

2
Rr  ,    1 2r R .  

 Sledstveno, za volumenot V  na prese~eniot konus dobivame:  

   
3

2 2
1 1 2 2

2 7( ) .
3 3
R RV r rr r      

  IV godina  
 189. Kolku prirodni broevi me|u 1000  i 3000  mo`e da se formiraat od 

cifrite 1,2,3,4,5  ako:  

  a)  e dozvoleno povtoruvawe na cifrite;  
  b)  ne e dozvoleno povtoruvawe na cifrite?   
 

 

 Re{enie. Spored uslovot na zada~ata, treba da se najde brojot na site ~etiricifreni 

broevi abcd , kade {to 1a   ili 2a  , , , , {1,2,3,4,5}a b c d  , t.e. dovolno e da go najdeme 

brojot na site tricifreni broevi bcd , kade {to , , {1,2,3,4,5}b c d   vo dvata slu~aja.  

 a) Brojot na site tricifreni broevi od cifrite 1,2,3,4,5  kade {to e dozvoleno 

povtoruvawe na cifrite, se sovpa|a so brojot 3
5V  od site varijacii so povtoruvawe od 

klasa 3  nad mno`estvo od 5  elementi. Toj broj e 3 3
5 5V  , pa postojat to~no 32 5 250   

prirodni broevi so baranoto svojstvo.  
 

 b) Ako ne e dozvoleno povtoruvawe na cifrite, toga{ brojot na site tricifreni 

broevi od cifrite 2,3,4,5 (1,3,4,5 ) e ednakov na 
4

3! 4!
3
   
 

. Zna~и, baraniot broj e 2 4! 48  .  

 190. Da se doka`e deka eden triagolnik e ostroagolen ako i samo ako za 
aglite ,   i   na triagolnikot se ispolneti neravenstvata  

     tg tg 1   ,   

     tg tg 1   ,  

     tg tg 1    .  
 

 Re{enie. Neka pretpostavime deka triagolnikot ABC  e ostroagolen, t.e. deka 90   , 

90    i 90   . Toga{ cos 0  , pa  

   cos( ) cos(180 ) cos 0         ,  

t.e. cos cos sin sin     , od kade {to poradi cos 0  , cos 0  , dobivame deka tg tg 1   .  

 Obratno, da pretpostavime deka tg tg 1   . ]e doka`eme deka 
2
  . Od tg tg 1    

sleduva deka tg tg 0   , t.e. tg 0   i tg 0   (eden triagolnik ne mo`e da ima dva tapi 

agli). Zna~i, 90    i  90   , t.e. cos 0   i cos 0  . Spored toa, neravenstvoto  
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tg tg 1    mo`eme da go napi{eme vo oblikot sin sin cos cos     , t.e. cos( ) 0   , pa 

cos 0  . Sledstveno, 90   . 
 

 191. Da se najde geometriskoto mesto na na to~kite ( , )P u v  koi se ednakvo 

oddale~eni od krivata 2 24 0x x y    i od to~kata (2,0)M .  
 

   Re{enie. Krivata 2 24 0x x y    e kru`nica so centar ( 2,0)S   i radius 2  (vidi 

crte`). Ako ( , )N x y  e proizvolna to~ka od kru`nicata, toga{ spored uslovot na zada~ata, 

imame NP MP , 
 

  2SP SN NP MP    .  
 

Bidej}i  
 

2 2 2( 2)SP u v   , 2 2( 2)MP u v   , 

zamenuvaj}i vo vtoroto ravenstvo 
na (1), dobivame  
 

  2 2 2 2( 2) 2 ( 2)u v u v      ,  

t.e.  
 

  
2

2 1
3
vu   . 

Sledstveno, baranoto geometrisko mesto na to~ki e hiperbola.    
 

 192. Ako 0a b c d     i , , ,a b c d  se ~etiri posledovatelni ~lenovi na 

aritmeti~ka progresija, toga{  

    n n n na d b c   .  
 

 Re{enie. Od a b c d    sleduva neravenstvoto  
 

    1 2 1 1 2 1... ...n n n n na a b b c c d d            .            (1) 

Bidej}i, pak, , , ,a b c d  se posledovatelni ~lenovi na aritmeti~ka progresija i  a b c d   , 

sleduva deka  
 

    0a b c d    .                    (2) 

Od (1)  i (2)  go dobivame neravenstvoto  
 

    1 2 1 1 2 1( )( ... ) ( )( ... )n n n n na b a a b b c d c c d d               
 

   n n n na b c d   .  
 

 

   XIII regionalen natprevar ‐ 1990 godina 
 

 I godina  
 

 193. Doka`i deka za sekoj n  brojot 7n n  e deliv so 7 .  

   Re{enie. Dovolno e da doka`eme deka brojot 7n n  e deliv so 7  za 1,2,3,4,5,6,7n  . 

Imame: 
 

   71 1 0  ,      72 2 126 7 18    ,    73 3 2184 7 312    ,   

( 2,0)S  (2,0)M

D

N

O

y

x
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   74 4 16380 7 2340      75 5 78120 7 11160       76 6 279930 7 39990     

   7 67 7 7(7 1)   .  

 194. Da se uprosti izrazot  
12 6

3 2 2
28 4096

( 4 8 8)
x x
x x x

 
  

.  

 Re{enie. Imame 
 

   12 6 6 2 3 2 3 2 2 2 2 2 2 2128 4096 ( 64) ( 8) ( 8) ( 2) ( 2 4) ( 2) ( 2 4)x x x x x x x x x x x               
 

   3 2 3 2 24 8 8 ( 8) 4 ( 2) ( 2)( 2 4 4 ) ( 2)( 2 4)x x x x x x x x x x x x x                 .  

 Zna~i,  
 

   

2 2 2 2 2 212 6

3 2 2 2 2 2

2 2 2

( 2) ( 2 4) ( 2) ( 2 4)28 4096
( 4 8 8) ( 2) ( 2 4)

( 2) ( 2 4) .

x x x x x xx x
x x x x x x

x x x

        
     

   

 

 195. Po patekata pokraj strmna pruga se dvi`i pe{ak (po nadolnina)  so 
brzina od 6 km/h . Toj zabele`al deka vozot {to doa|a od sprotiven pravec 

minuva kraj nego za 12,6  sekundi. So istiot voz, so koj po ugornina se 

dvi`el so brzina od 3,6  km/h  se razminuval 15  sekundi. Kolku e dolg 

vozot i kolkava mu e brzinata?  
 

 Re{enie. Neka brzinata na vozot e m / secx , a negovata dol`ina e my . Od uslovite na 

zada~ata go dobivame sledniot sistem ravenki: 

   
12,6 6 12,6

15 3,6 15

x y

x y

  
   

 

Od kade dobivame 15x  , 210y  . Zna~i, brzinata na vozot e 15 m / sec 54 km/h , a negovata 

dol`ina e 210 m .  

 196. Daden e pravoagolen triagolnik ABC  i vo nego e vpi{ana kru`nica, 

koja {to ja dopira hipotenuzata BC  vo to~kata M . Ako BM m , MC n , 

toga{ ABCP mn . Doka`i! 
 

 Re{enie. Neka P  i Q   se dopirnite to~ki na 

vpi{anata kru`nica so katetite AB  i AC  

soodvetno (vidi crte`). Toga{ imame BP BM m  , 

CQ CM n  . Za plo{tinata ABCP  imame:  

  22 ( )( ) ( )ABCP x m x n x m n x mn       .  

Spored Pitagorovata teorema,  

  2 2 2( ) ( ) ( )x m x n m n     ,  

t.e. 2 ( )x m n x mn   , {to zna~i deka ABCP mn .  

 II godina  

 197. Neka   1 1( )
2 2

n n
i if n

        
   

 kade i  e imaginarna edinica.  

A B

C

P

M

Q

m

m

n

n

x

x
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Presmetaj (1986) (1990)f f !  
 

 Re{enie. Ako 1
1

2
iz  , 2

1
2
iz  , toga{ 2

1z i , 2
2z i  , 4 4

1 2 1z z   . Koristej}i go toa, 

dobivame:  

   
1986 1986 1990 1990 1986 4 1986 4
1 2 1 2 1 1 2 2

1986 1986
1 2

(1986) (1990) (1 ) (1 )

( 1 1 ) ( 1 1 ) 0.

f f z z z z z z z z

z z

         

    
 

 

 198. Ako , ,a b c  se neparni broevi, toga{ korenite na ravenkata 
2 0ax bx c    ne se racionalni broevi. Doka`i! 

 

 Re{enie. Ako 2 1, 2 1, 2 1a k b m c n      , toga{  

   
2(2 1) 4(2 1)(2 1) 4 ( 1) 8(2 ) 3

4 ( 1) 8(2 1) 5

D m k n m m kn k n

m m kn k n

           
      

 

Brojot ( 1)m m   e sekoga{ paren, pa brojot 4 ( 1)m m   e deliv so 8 . Zna~i, 8 5D p  . Za 

korenite na ravenkata da bidat racionalni broevi, treba 8 5D p   da bide potpoln 

kvadrat. No D  e neparen broj pa 2(2 1) 4 ( 1) 1D q q q     , t.e. D  ne mo`e da bide potpoln 

kvadrat. Sledovatelno, korenite na ravenkata ne mo`e da se racionalni broevi.  
 

 199. Da se re{i sistemot ravenki  

   
3 3

2

341

330

x y

xy yx

  


 
 

 

 Re{enie. Ako vtorata ravenka ja pomno`ime so 3 , a potoa dvete ravenki gi sobereme, 

dobivame 3 3( ) 11x y  , od kade {to 11x y  . Zamenuvaj}i vo vtorata ravenka dobivame 

30xy  . Na krajot imame 5, 6x y   ili 6, 5x y  .  

 200. Kocka so rab a  prese~ena e so ramnina koja minuva niz 
dijagonalata na eden yid i niz sredinite na dva sosedni raba od 
sprotivniot yid. Da se presmeta plo{tinata  na presekot.  

 

 Re{enie. Presekot ABCD (vidi crte`) e 

ramnokrak trapez so osnovi 2AB a , 2
2

aCD   i 

krak 5
2

aBC  . Za visinata h  na trapezot }e imame  

   

22
2

2 5 21 92
2 2 2 8

a a ah a
    

            
.  

 Zna~i, 

      
2

22
2 92

2 3 8

aa
a aP


  .  

 III godina  

 201. Da se re{i ravenkata 15 8 500xx x  .  

A

B

C

D

a
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 Re{enie. So stepenuvawe na dadenata ravenka dobivame 
2 1 2 35 8 2 5x x x x   , t.e. 

2 3 35 2x x x  .  Ponatamu, so logaritmirawe }e imame  

    2
2( 3 )log 5 3x x x   , 

    2( 3)( log 5 1) 0x x    

od kade {to dobivame 1 2 53, log 2x x   .  

 202. Da se re{i ravenkata   

   2 2
(3 7) (2 3)log (9 12 4 ) log (6 23 21) 4.x xx x x x        

 Re{enie. Bidej}i  

   2 29 12 4 (3 2 )x x x    ,   26 23 21 (2 3)(3 7)x x x x     ,  

dadenata ravenka se sveduva na ravenkata  
 

    (3 7) (2 3)2log (2 3) 1 log (3 7) 4x xx x      ,  

t.e. 2
(3 7) (3 7)2[log (2 3)] 3log (2 3) 1 0x xx x      , od kade {to dobivame  

   (3 7)log (2 3) 1x x   ,    (3 7)
1log (2 3)
2x x   .  

 Re{avaj}i gi ovie ravenki dobivame 1 4x   , 2 2x    i 3
1
4

x   . Lesno se proveruva deka 

re{enie na ravenkata e samo 3
1
4

x   .   

 203. Vo konus se postaveni dve topki so radiusi 2  i 1. Pogolemata topka 
ja dopira osnovata i obvivkata. Da se presmeta volumenot na konusot.  
 

 Re{enie. Da go razgledame napre~niot presek na konusot (vidi crte`). Neka 1CO x . Od 

sli~nosta na triagolnicite 1CO M  i  2CO N  dobivame 1 2 1 2: :CO CO OM O N , t.e. : ( 3) 1: 2x x   , od 

kade {to 3x  . Za visinata H  na konusot }e imame  
 

    1 1 2 2 8H CD CO O O O D     .  
 

Od sli~nosta, na triagolnicite 1CO M  i CDB  dobivame 
 

     1 : : .O M CM r CD   
 

Bidej}i 1 1,O M   8CD   i 
2 2 2

1 1 8CM O C O M   , dobivame 

2 2r  . Zna~i,  
 

    21 64
3 3

V r H    .  

 204. Da se doka`e deka 1cos36 cos72
4

  .  
 

 Re{enie. Imame: 
  

  

2sin36 cos36 cos72 2cos72 sin 72 sin144cos36 cos72
2sin36 4sin36 4sin36

sin(180 36 ) sin36 1
44sin36 4sin36

   

  

      
  

  

 

 

A B

C

D

2O

1O

N

M

r
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 IV godina  

 205. Ako 1 2cosx
x

   , toga{ 1 2cosn
n

x n
x

   . Doka`i!  

 Re{enie I. Od 1 2cosx
x

    ja dobivame ravenkata 2 2 cos 1 0x x     ~ii re{enija se  

    1 cos sinx i    ,  2 cos sinx i    .  

Bidej}i 2
1

1 x
x
 , imame:  

    1 (cos sin ) (cos sin ) cos sin cos sin 2cosn n n
n

x i i n i n n i n n
x

                     

 Re{enie II. Neka  

    1n
n n

S x
x

  . 

Prvo da zabele`ime deka  

    1 1 1n n nS S S S   .  

Da pretpostavime deka ravenstvoto va`i za sekoj priroden broj pomal ili ednakov na n . 

Toga{ imame  

  1 4cos cos 2cos( 1) 2(2cos cos cos( 1) ) 2cos( 1)nS n n n n n                  

Sledstveno, spored principot na matemati~ka indukcija, ravenstvoto va`i i za sekoj 
priroden broj.  

 206. Neka 1A  e sredinata na otse~kata AB . So 2A  ja ozna~uvame 

sredinata na 1AA , so 3A  sredinata na 1 2A A , so 4A  sredinata na 2 3A A  itn. Da 

se najde granicata kon koja te`i nizata od dol`inite na otse~kite 

1 2 3, , ,...AA AA AA . 

 Re{enie. Neka AB a ; toga{  

   
1 1

2 3 4

( 1) ( 1)1 1 1 1 ... 1
2 32 2 2 2 2

n n

n n n
aAA a

               
   

.  

 Zna~i,  

   lim
3n

n

aAA


 . 

 207. Da se doka`e deka za sekoj n  va`i neravenstvoto  

   1 1 1... 1
1 2 3 1n n n
   

  
  

 Re{enie. Neravenstvoto }e go doka`eme so pomo{ na principot na matemati~ka 

indukcija. Za taa cel, levata strana na dadenoto neravenstvo da ja ozna~ime so nS . Imame  

   1
1 1 1 13 1
2 3 4 12

S      .  

Da pretpostavime deka 1kS  . Toga{ imame:  

  
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1...
1 3 3 1 3 2 3 3 3 4 3 2 3 3 3 4 1

1 1
(3 2)(3 3)(3 4)

k k

k k

S S
k k k k k k k k k k

S S
k k k
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a aO

M

x

y

Zna~i, spored principot na matemati~kata indukcija, neravenstvoto e to~no za sekoj 
priroden broj n .  

 208. Dadena e otse~ka AB  ( 2AB a ). Da se najde geometrisko mesto na 

to~kite M , za koi va`i 
2 2

2MA MB c  ( constc  ).   
 

 Re{enie. Izbirame pravoagolen koordinaten sistem, taka  

{to x -oskata e pravata AB , a y -oskata simetralata na otse~‐ 

kata AB . Toga{ imame ( ,0)A a , ( ,0)B a . Od uslovot  

    
2 2

2MA MB c  ,  

dobivame  

   2 2 2 2( ) ( ) 2x a y x a y c       

Od kade {to, pak, dobivame 
2
cx
a

 . Zna~i, baranoto 

 geometrisko mesto e prava normalna na otse~kata AB .  
 

   XIV regionalen natprevar ‐ 1991 godina 
 

 I godina  
 209. Dvajca prijateli Du{an i Nikola se sretnale posle mnogu godini. 
Du{an izjavil deka ima tri sina. Nikola zapra{al po kolku godini imaat. 
“Proizvodot od nivnite godini e 36 , a zbirot e ednakov na brojot na 
avtobusot {to momentalno pominuva pokraj nas”-odgovoril Du{an. Vrz 
osnova na ovie podatoci Nikola ne mo`el da ja odredi nivnata starost. 
“Samo najstariot od niv e sme| kako mene” dodal Du{an. Dodavaj}i ja ova 
informacija Nikola  gi presmetal godinite na decata? (Godinite se 
izrazeni so prirodni broevi).   
  Re{enie. Proizvodot na tri prirodni broja mo`e da bide ednakov na 36  samo vo 

slednite slu~ai: 1 1 36  , 1 2 18  , 1 3 12  , 1 4 9  , 1 6 6  , 2 2 9  , 2 3 6  , 3 3 6  . Za sekoj od 

ovie slu~ai zbirot e ednakov na: 38, 21, 16, 14, 13, 13, 11, 10  soodvetno. Bidej}i Nikola ne 

mo`el vrz osnova na brojot na avtobusot da gi odredi godinite, sleduva deka brojot na 

avtobusot e 13 . Koga Du{an dodal deka najstariot sin e sme|, Nikola od kombinaciite 

1,6,6  i 2,2,9  ja odbral vtorata, za{to tuka se znae koj sin e najstar.    

 210. Da se doka`e deka proizvodot na site prirodni broevi od 101 do 

200  e deliv so 1002 , no ne e deliv so 1012 .   
 Re{enie. Imame:  

  

100

100

(1 2 3 ... 100) (101 102 ... 200) (1 3 5 ... 199) 2 (1 2 3 ... 100)
101 102 103 ... 200

1 2 3 ... 100 1 2 3 ... 100

2 (1 3 5 ... 199)

                      
       

     

 

Zna~i, proizvodot 101 102 103 ... 200     e deliv so 1002  no ne e deliv so 1012 , za{to site 

mno`iteli vo zagradata se neparni broevi.  

 211. Da se doka`e deka 3 320 14 2 20 14 2 4    .  
 Re{enie. Imame  
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    3 2 2 3 320 14 2 8 12 12 2 2 2 2 3 2 ( 2) 3 2 2 ( 2) (2 2)                

Sli~no, 320 14 2 (2 2)   .  

 Na krajot,  3 320 14 2 20 14 2 (2 2) (2 2) 4         

 212. Osnovata na prava ~etiristrana prizma e romb ~ii dijagonali se 
razlikuvaat za 14 cm . Ako pomalata dijagonala se zgolemi za 2 , a 

pogolemata se namali za 4 , plo{tinata na rombot ostanuva ista. Da se 
presmeta plo{tinata na prizmata ako nejzinata visina e dva pati 
pogolema od stranata na rombot.   
 Re{enie. Dijagonalite na rombot da gi ozna~ime so 1d  i 2d , 1 2d d . Od uslovite na 

zada~ata imame: 1 2 14d d  , 1 2 1 2( 4)( 2)

2 2

d d d d 
 ,  od  kade {to dobivame 1 24d  , 2 10d  .  

 Bidej}i dijagonalite vo sekoj romb se zaemno normalni(napravi crte`), sleduva deka 

  
2 2

2 2 21 2 12 5 169
2 2

d d
a

          
   

,  t.e. 13a  .  

 Na krajot, za plo{tinata P  na prizmata }e imame 1 22 4 1592
2

d d
P aH   .  

 II godina  
 

 213. Da se doka`e deka 2 2|1 | | | (1 | |) (| | | |)ab a b ab a b        kade {to a  

i b  se kompleksni broevi.   
 Re{enie. Imame: 

   
2 2

2 2 2 2 2

|1 | | | (1 )(1 ) ( )( ) (1 )(1 ) ( )( )

1 1 | | | | | | 2 | | 2 | | (1 | | ) (| | | |)

ab a b ab ab a b a b ab ba a b a b

abab aa bb ab a b ab ab ab a b

               

             
 

 214. Vozrasta na edno lice vo ova godina e ednakva na zbirot na cifrite 
od godinata na negovoto ra|awe. Kolku godini ima liceto?  
 Re{enie. Liceto ima najmnogu 9 9 9 9 36     godini, {to zna~i deka e rodeno vo XX -

ot vek, t.e. vo 19xy  godina. Spored uslovot na zada~ata, imame  

   1 9 1991 (1000 900 10 )x y x y        ,  

t.e.  

   11 2 81x y  ,  

od kade {to dobivame 7, 2x y  . Sledstveno, liceto e rodeno vo 1972  godina i sega ima 

1 9 7 2 19     godina.  
 

 215. Dadena e ravenkata 1 1 1
2x a x a

 
 

, a .  

  a) Da se doka`e deka za sekoj a  re{enijata na ravenkata se realni.  

  b) Da se odredi a , taka {to 1 2

2 1
3

x x
x x

  . 

 Re{enie. Dadenata ravenka mo`e da se napi{e vo oblikot  

   2 2(3 2) 2 3 0x a x a a     .  
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 a)Korenite na ravenkata se realni ako 0D  . No  

   2 2 2(3 2) 4(2 3 ) 4 0D a a a a       ,  

pa zna~i korenite se realni i razli~ni.   
 b)Spored Vietovite pravila imame:  

   1 2 3 2x x a     i  2
1 2 2 3x x a a  ,  

pa od 1 2

2 1
3

x x

x x
  , dobivame  

   
2

1 2 1 2

1 2

( ) 2
3

x x x x

x x

 
 ,  

   
2 2

2
(3 2) 2(2 3 )

3
2 3

a a a

a a

   


.  

Poslednata ravenka e ekvivalentna so ravenkata 2 4 3 0a a   , ~ii re{enija se 1 1a   i 

2 4a   .       

 216. Osnovniot rab na pravilna triagolna piramida e а , a bo~niot yid 

e navednat kon osnovata pod agol od 60 . Da se opredeli rastojanieto od 
te`i{teto na osnovata do bo~niot yid na piramidata. 
 Re{enie. Bo~niot yid SAC  e ramnostran triagol‐

nik ~ija visina SM  so visinata MN  na osnovata 

obrazuva agol od 60 , 60SBM   . Baranoto rastojanie 

e otse~kata TN , kateta na pravoagolniot triagolnik 

MTN . Spored toa,  

   3 3 31
3 2 2 6

a aMT     ,  

   sin 60 TN
MT

 ,  

t.e.    3 31
3 2 2 4

a aTN     .   

 III godina  
 

 217. Re{i ja ravenkata  
   8log log .... log logx ax x

a a a x    , 0a  . 

 Re{enie. Imame  
   8log log .... log logx ax xa a a x    , 0a   

   log 2log .... 8log logx x x aa a a x    , 0x   

   36log logx aa x  

   236log 1a x   

   1log
6a x    

 Re{enija na ravenkata se: 6x a  i  
6
1x
a

 .  

60

A B

C

S

TM

N
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A B

C

D
E

OF

M

N

S

 218. Re{i go sistemot ravenki  
 

   

2

2

2

1 2

1 2

1 2

x y

y z

z x

  


 
  

.  

 Re{enie. So sobirawe na ravenkite na sistemot dobivame  

   2 2 21 1 2 2 2x y z x y z        

   2 2 2( 2 1) ( 2 1) ( 2 1) 0x x y y z z          

   2 2 2( 1) ( 1) ( 1) 0x y z       

 Zbirot od kvadratite na tri broja e ednakov na nula, ako sekoj od sobirocite e ednakov 

na nula, t.e. 1 0, 1 0x y     i 1 0z   . Ottuka sleduva deka 1, 1, 1x y z   .   

 219. Ako cos cos
2 3
x x , toga{ x  ne mo`e da bide agol vo triagolnik.   

 Re{enie. Od ravenkata direktno sleduva deka 2
2 3
x x k    i  2

2 3
x x k    , k . 

Bidej}i x  e agol vo triagolnik, sleduva deka 1k  . No vo toj slu~aj 12x k     i 
12

5
kx    , od kade dobivame deka x  ne mo`e da bide agol vo triagolnik.    

 220. Apotemata na pravilna {eststrana piramida e m , a agolot pome|u 
osnovata i bo~niot yid e  . Da se najde plo{tinata i volumenot na 
piramidata. 
 Re{enie. Neka M  i N  se sredinite na stranite AF  i CD  soodvetno(vidi crte`). 

Triagolnikot MNS  e ramnokrak so krak m MS NS   i agol pri osnovata  . Zatoa, 

2 cosMN m  . Ako a  e stranata na osnovata, toga{ 2 3MN OM a  . Zna~i,    

   2 3 cos
3

a m  .  

Za plo{tinata P  na piramidata imame  

   
2

236 2 3(1 cos )cos
4 2

a amP m
 

      
 

.  

Visinata na piramidata e sin ,H m  pa za volumenot 

V  dobivame:  

   2 22 3 sin cos
3

V m   .  

 IV godina  
 

 221. Da se presmeta vrednosta na izrazot  

   
1 2 2 3 1

1 1 1...
n n

S
a a a a a a

   
  

,  

kade {to 1 20, 0,..., 0na a a    i 1 2, ,..., na a a  obrazuvaat aritmeti~ka 

progresija.   
 

 Re{enie. Imame:  
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2 3 11 2
1 2 2 3 1

1 2 2 3 1

1
1

1... ...

1 1

n n
n n

n n

n
n

a a a aa a
S a a a a a a

a a a a a a d

na a
d a a






 
            

  
  


 

 222. Neka 2 1a p p   , 2 2b p p   i 2 1c p  ( 0p  ) se dol`inite na 

stranite na eden traigolnik. Da se presmeta sredniot po golemina agol na 
toj triagolnik.    
 Re{enie. Prvo imame  

   2( 1)а p p   ,  2( 1) 1b p   ,  2 1c p  ,  

pa  

   -ako 0 1p  , toga{ b a c  ;  

   -ako 1p  , topga{ 3a b c   ;  

   -ako 1p  , toga{ c a b  .  

 Zna~i, a  e sredna po golemina strana na triagolnikot, pa   e sreden po golemina agol 

na triagolnikot. Spored kosinusnata teorema, imame  

   
2 2 2 2 22 2 2

2

( 2 ) (2 1) ( 1) 1cos
2 22( 2 )(2 1)

p p p p pb c a
bc p p p

         
 

,  

pa 60   .  

 223. Na koi cifri zavr{uva binomniot koeficient 
4
n 
 
 

, 4,5,6,...n  .   

 Re{enie. Imame  

   
( 1)( 2)( 3)

4 24

n n n nn      
 

.                   (1) 

Sekoj priroden broj mo`e da se pretstavi vo eden od oblicite  

    5k , 5 1k  ,  5 2k  ,  5 3k  ,  5 4k  .  

 Ako n  e od oblik 5k  ili 5 1k    ili 5 2k   ili 5 3k  , toga{ brojot ( 1)( 2)( 3)n n n n    

e deliv so 5 . Bidej}i 5  i 24  se zaemno prosti,, sleduva deka 
4
n 
 
 

 e deliv so 5 , pa 
4
n 
 
 

 

zavr{uva na 0  ili 5 .  

 Ako 5 4k  , toga{, zamenuvaj}i vo (1), }e dobieme deka  

    5 1
4 24
n m    
 

.                      (2) 

koristej}i deka 5  i 24  se zaemno prosti i deka 5
24
m  e priroden broj, sleduva deka 5

24
m  e 

deliv so 5 , t.e. toj zavr{uva so 0  ili 5 . Spored toa, brojot 
4
n 
 
 

, 5n   }e zavr{uva na 1  

ili 6 .  

 224. Dadeni se dve zaemno normalni pravi p  i q  i edna to~ka O  {to ne 

le`i na niedna od pravite p  i q . Edna promenliva prava niz to~kata O  

gi se~e pravite p  i q  soodvetno vo to~kite A  i B . Da se najde 

geometriskoto mesto na sredinite M  od otse~kite AB .     
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 Re{enie.  Da izbereme pravoagolen koordinaten sistem so po~etok vo to~kata O  i 

koordinatni oski paralelni so pravite p  i q  soodvetno. Ako x -oskata e paralelna so 

pravata p , a y -oskata e paralelna so pravata q , toga{ ravenkite na pravite p  i q  }e 

bidat soodvetno y a  i x b . Ravenkata na proizvolna prava niz to~kata O  }e bide y kx ,  

kade {to k  e realen parameter. Ovaa prava ja se~e pravata p  vo to~kata ,aA a
k

 
 
 

, a 

pravata q  vo to~kata ( , )B b kb . Sredinata M  na otse~kata AB  }e ima koordinati  

  1
2

ax b
k

   
 

,  1 ( )
2

y a kb  .  

 So eliminacija na parametarot k  dobivame  

  2xy ax by   

{to pretstavuva ravenka na baranoto geometrisko mesto.  
 

   XV regionalen natprevar ‐ 1992 godina 
 
 

 I godina  
 

 225. U~enik gi ot~ukuva po red prirodnite broevi od 1 do 1000 . Koja 
cifra stoi na 1992 -to mesto?  
 

 Re{enie. So ot~ukuvawe na ednocifrenite i dvocifrenite broevi, u~nikot ot~ukal 

9 1 90 2 189     cifri. Zna~i, ostanuvaat u{te 1992 189 1803   cifri, a 1803:3 601 , t.e. 

u~nikot gi ot~ukal prvite 601  tricifreni broevi. Spored toa, 1992 -ta cifra e tretata 

cifra na 601 -ot tricifren broj, t.e. 700 . Sledstveno, baranata cifra e 0 .  

 226. Da se doka`e deka brojot 5555 22222222 5555  e deliv so 7 .  
 

 Re{enie. Imame: 
 

    

5555 2222 5555 5555 2222 2222 5555 2222

5554 5553 5553 5554

2221 2220 2220 2221

2222 3333 2222

2222 5555 ( 2222 4 ) ( 5555 4 ) ( 4 4 )

(2222 4)(2222 2222 4 .... 2222 4 4 )

( 5555 4 )(5555 5555 4 ... 5555 4 4 )

4 (4 1) 7 7 4 (6A B

       

        

        

     1111

2222 1110 1109

4 1)

7 7 4 (64 1)(64 64 ... 64 1)

7 7 7 7( )

A B

A B C A B C

 

        
     

 
 

 227  A. Ako barem eden od broevite ,a b  i c  e razli~en od nula, toga{ 

barem eden od broevite 2( ) 8a b c ab   ,  2( ) 8a b c bc    i 2( ) 8a b c ca    

e pozitiven. Doka`i! 
 

 Re{enie. Go pretpostavuvame sprotivnoto, t.e. deka  
 

    2( ) 8 0a b c ab    ,  2( ) 8 0a b c bc    ,  2( ) 8 0a b c ca    .  
 

Ako gi sobereme ovie tri neravenstva se dobiva  
 

   2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b c a b b c c a         ,  

{to e vo sprotivnost so uslovot 2 2 2 0a b c   . Zatoa, barem eden od dadenite tri broja e 

pozitiven.  
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 228  A. Osnovata na pravilna ~etiriagolna piramida e romb so strana 
2 cma  , sostaven od dva ramnostrani triagolnici. Pokratkiot rab na 

piramidata ima dol`ina 2 cmb  . Da se opredeli plo{tinata i volumenot 

na piramidata.  
 Re{enie. Bidej}i osnovata na piramidata 
e romb sostaven od dva ramnostrani triagol‐

nici so strana 2 cma   imame  

   
2 23 32
4 2

a aB   .  

 Za da ja opredelime plo{tinata na obviv‐
kata na piramidata treba da ja opredelime 

visinata 1h SH . Triagolnikot ACS  e 

ramnostran so strana a , pa negovata visina e 

3
2

aH  . Bidej}i AEO  e polovina od 

ramnostran triagolnik, negovata visina 1h  e polovina od visinata na AEC , t.e. 1
3

4
ah  . No 

1H OS  e pravoagolen pa 2 2 2 2
1

153 3
4 16 4

ah H h a a     . Zna~i,  plo{tinata na 

piramidata e  
2 23 154 2 2 3(1 5)

2 2 4
a aahP B        a volumenot na piramidata e  

   
2 33 31 1 2

3 3 2 2 4
a a aV BH    .   

 229  B. Vo prodavnica imalo 6  sandaci so jabolka so te`ini od 15 kg,

18kg, 19kg, 20kg  i 31 kg . Dvajca kupuva~i kupile 5  sandaci, taka {to edni‐

ot zel dvapati pove}e jabolka od drugiot. Koj sandak ostanal neprodaden?  
 Re{enie. Zbirot na te`inite na site sandaci iznesuva 119 kg . Kupuva~ite zele 5  sandaci, 

so toa {to edniot zel dvapati pove}e od drugiot, pa 

zatoavkupnata te`ina mora da e deliva so 3 . Toa e 

edinstveno mo`no ako se izostavi sandakot od 20 kg

, bidej}i samo 20  pri delewe so tri ima ist ostatok 

kako i pri deleweto na 119  so 3 . Za da proverime 

deka zada~ata ima smisla, da vidime koi sandaci gi 
kupile kupuva~ite. Vkupnata te`ina na pette 

sandaci e 99 kg . Prviot kupuva~  zel 66 kg , a 

vtoriot 33 kg . Zna~i, prviot gi kupil sandacite so 

te`ini 16 kg,19kg  i 31 kg , a vtoriot gi kupil 

sandacite so te`ini 15 kg  i  18 kg .  

 230 B. Vo prava pravilna ~etiriagol‐
na piramida e vpi{ana kocka, taka {to 
~etiri nejzini raba se na bo~nite yidovi 

A

B C

D

S

O1H

h
1h

H

A B

C
D

S

1A

2A

1B

2B

1C1D

2C
2D

1O

O
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na piramidata, a drugi ~etiri raba se na osnovata na piramidata. Da se 
opredeli volumenot i plo{tinata na kockata ako piramidata ima visina 
h  i osnoven rab  a .  
 Re{enie. Piramidata da ja ozna~ime so SABCD , a kockata vpi{ana vo nea so 

1 1 1 1 2 2 2 2A BC D A B C D . Da go ozna~ime so x  rabot na kockata. Od sli~nosta 1 1~SO B SOB   

dobivame 1 1 1: :SO SO OB O B . Znaeme deka  

    1SO h , SO h x  , 
2
xON  , 1

2
aO B   

od kade se dobiva  h x x
h a
  , ahx

a h



.  

 Od ovde, za plo{tinata i volumenot na kockata se dobiva  

   
2

26 6 ahP x
a h

     
,  

3
3 ahV x

a h
     

.  

 

 II godina  
 

 231. Najdi kompleksen broj z  {to gi zadovoluva ravenstvata  
   | 2 | | 4 |z i z i     i  | 4 | 1z   .    

 Re{enie. Neka z a ib  .  So zamena vo ravenstvata dobivame  

   | 2 | | 4 |a ib i a ib i          i  | 4 | 1a ib    

koi se ekvivalentni so  

   | ( 2) | | ( 4) |a i b a i b         i  | 4 | 1a ib     

   2 2 2 2(2 ) ( 4)a b a b        i  2 2( 4) 1a b    

   2 2 2 24 4 8 16a b b a b b          i  2 28 16 1a a b     

   12 12b           i  2 28 16 1a a b   .  

Zatoa, 1b  , a 4  e re{enie na na ravenkata 2 8 16 0a a   . Odovde 4a  , pa 4z i  .    

 

 232. Ako kracite na eden trapez se me|usebno normalni, toga{ zbirot 
od kvadratite na negovite dijagonali e ednakov na zbirot od kvadratite na 
negovite osnovi. Doka`i!  

 Re{enie. Neka kracite na trapezot se se~at vo 

to~kata S . Od ACS  i BDS  imame  

   
2 2 2

AC AS CS  ,  
2 2 2

BD BS DS  ,  

a od ovde  

   
2 2 2 2 2 2

AC BD AS BS CS DS     .      (1) 

Od pravoagolnite triagolnici ABS  i DCS  

imame  

   
2 2 2

AB AS BS  ,   
2 2 2

DC DS CS  .  

 So zamena na ova vo (1) se dobiva  

   
2 2 2 2

AC BD AB DC   .  

A B

CD

S
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 233  A. Ako ,a b  i c  se realni broevi, takvi {to 2a b c    i 

1ab bc ca   , toga{ 40
3

a  . Doka`i!   

 Re{enie. Od 2a b c    se dobiva 2b c a   . Od 1ab bc ca   , se dobiva  

    1 ( ) 1 (2 )bc a b c a a      .  

Zatoa broevite b  i c  se re{enija na kvadratnata ravenka  

    2 ( 2) 1 (2 ) 0x a x a a      .  

Bidej}i b  i c  se realni broevi, mora diskriminantata na kvadratnata ravenka da e 

nenegativna, t.e.  

     2 20 ( 2) 4(1 (2 )) 3 4D a a a a a         ,  

od kade {to sleduva 40
3

a  .  

  234 A. Da se doka`e neravenstvoto  

   2 2 2
1 2 1 2 3... | | | | | | ... | |n na a a a a a a          

 Re{enie.Dadenoto neravenstvo e ekvivalentno so  

   2 2 2 2
1 2 1 2 3... (| | | | | | ... | |)n na a a a a a a        .             (1) 

Desnata strana na (1) e  

 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2

1

| | | | | | ... | | 2 | | | | | | | | | | ... | | ...n i j n n
i j n

a a a a a a a a a a a a a
  

                

pa so toa neravenstvoto (1)  e doka`ano.  
 

 235 B. So formulata  

    2 22( 1)y x k x k    , k ,  

dadeno e mno`estvo od paraboli.  
 

  Da se opredeli geometriskoto mesto na temiwata na parabolite.  
 

 Re{enie. Temeto na parabolata 2y ax bx c    e zadadeno so 
24,

2 4
b ac bT
a a

  
 

. 

Zamenuvaj}i 1, 2( 1)a b k    i 2c k , se dobiva deka temeto e ( 1,2 1)T k k   za daden realen 

broj k . Bidej}i 2 1 2( 1) 1k k    , baranoto geometrisko mesto e pravata 2 1y x     

 236  B. Dadena e kru`nica {to dopira {est ednakvi na nea kru`nici 
{to se dopiraat me|u sebe. Okolu niv e opi{an 
koncentri~en prsten so plo{tina ednakva na 
plo{tinata na site sedum krugovi zaedno. Da se 
doka`e deka {irinata na prstenot e ednakva na 
radiusot na krugovite.  
 

 Re{enie. Da go ozna~ime centarot na dadeniot krug so 

O , radiusot so R , a {irinata na prstenot BC  so x . 

Plo{tinata na koncentri~niot prsten po uslov na 
zada~ata e ednakva nap lo{tinata na site krugovi zaedno. 
Zatoa  

O
R

A
B

C
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2 2 2 2 2( ) [(3 ) (3 ) ] 7OC OB R x R R        ,  

od kade {to sleduva  

   2 26 7 0x Rx R   .  

 Bidej}i 0x  , od kvadratnata ravenka se dobiva x R .  

 III godina  
 237. Ako 1 2 3, ,x x x  i 4x  se rastojani‐

jata od proizvolna to~ka M  vo eden 
tetraedar ABCD  do negovite yidovi, a 

1 2 3, ,h h h  i 4h  se soodvetnite visini na 

tetraedarot, toga{ 

   31 2 4

1 2 3 4

1
xx x x

h h h h
    .  

 Re{enie. Neka 1 2 3, ,h h h  i 4h  se visinite 

spu{teni od temiwata , ,A B C  i D  soodvetno. 

Plo{tinite na triagolnicite , ,BCD ACD

ABD  i ABC  da gi ozna~ime soodvetno so 

1 2 3, ,S S S  i 4S . Toga{ 

1 1 2 2 3 3 4 4
31 2 4

1 2 3 4 1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 1 1
3 3 3 3 1
1 1 1 1
3 3 3 3

BCDM ACDM ABCM ABCDABDM

ABCD ABCD ABCD ABCD ABCD

x S x S x S x Sx V V V Vx x x V

h h h h V V V V Vh S h S h S h S

   
            

   
 

 238. Da se doka`e deka  2 tg1 tg2 ctg1 tg2      .  

 Re{enie. Od 
tg2 tg1

tg1 tg(2 1 )
1 tg2 tg1

  


 
  

   se dobiva 1 tg2 tg1 ctg2 tg1 1      
 odnosno  

   2 tg1 tg2 ctg1 tg2     . 

 239 A. Da se re{i ravenkata   

    2 2
2log ( 7 10) 3 cos 7 1 1x x x         

 Re{enie. Mora da bide 2 7 10 0x x    , od kade {to se dobiva 2 5x  . Isto taka, mora 

da bide 2cos( 7 ) 1 0x     od kade se dobiva 2cos( 7 ) 1x   , t.e. 2 7 2x k    , k  ili 

2 7 2x k  , k . Od 2 7 0x    dobivame 2 7 2x k   kade {to 0,1,2,...k  . Zatoa, 

22 4 7 5x k     kade {to 0,1,2,...k  . Za 0k   i 1k  , x  ne postoi vo mno`estvoto na 

realnite broevi. Za 2k   se dobiva 3x  , a za 3k   se dobiva 29 5x    {to ne e mo`no. 

Zna~i, ravenkata ima smisla samo za 3x  , a toa e i re{enie na ravenkata.   

 240  A. Ako vo daden triagolnik eden negov agol iznesuva 120 , toga{ 
triagolnikot so temiwa vo presecite na simetralite na aglite so 
sprotivni strani  e pravoagolen. Doka`i! 
 

4h

4x

M

A

B

C

D
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 Re{enie. Neka 120ABC   , a so ,L M  i N  da gi 

ozna~ime presecite na simetralite na aglite kaj 

temiwata ,C A  i B  so stranite ,AB BC  i CA  

soodvetno. ]e doka`eme deka NL  e simetrila na 

agolot ANB . Navistina, rastojanieto od L  do 

pravata AC  e ednakvo so rastojanieto od L  do 

pravata BC , za{to CL  e simetrala na agolot BCA . No, rastojanieto od L  do pravata BC  

e ednakvo so rastojanieto od L  do pravata BN , bidej}i 60NBL LBK    . Zatoa 

rastojanieto od L  do pravata AC  e ednakvo so rastojanieto od L  do pravata BN , i od ovde 

sleduva deka NL  e simetrala na agolot ANB . Analogno se poka`uva deka MN  e 

simetrala na agolot BNC . Zatoa,  

    1 1 1 180 90
2 2 2

LNM LNB BNM ANB BNC            .  

 241 B. Da se konstruira ramnokrak triagolnik, ako se dadeni agolot pri 
vrvot i razlikata na krakot i osnovata.  
 

 Re{enie. Neka ABC  ima strana AB a , BC CA b   i ACB   

e dadeniot agol. Neka to~kata D  e izbrana na otse~kata AC  taka 

{to CD b a  . Od uslovot  

   2 180ACB     ,  

dobivame 90
2

BAC
  . Koristej}i deka ABD  e ramnokrak se 

dobiva deka ABD   . Toga{ od uslovot  

   2 180BAC     ,  

zamenuvaj}i  ja dobienata vrednost za agolot BAC , se dobiva 45
4
   . 

Odovde sleduva deka 180 135
4

BDC
      . Zatoa, BDC  mo`e da se konstruira(imeno, 

poznati se: stranata CD b a  , agolot   i BDC ). Neka s  e simetrala na stranata BD . 

Toga{ { }s CD A  .   
 

 242B. Da se najde mno`estvoto re{enija na ravenkata  

   2
2 2 2

1log [1 log (1 log )]
2

x x x    .   

 Re{enie. Mora da bide 21 log 0x  , t.e. 1
2

x  . Isto taka, mora da bide 21 0
2

x x   od 

kade {to sleduva 10
2

x  . Spored toa, mno`estvoto re{enija na ravenkata e prazno 

mno`estvo.  
 

 IV godina  
 243.  Vo jazikot na edno pleme ima samo dve bukvi. Poznato e deka niту 
eden zbor od toj jazik ne e po~etok na drug zbor. Dali мo`e re~nikot na 
ova pleme da ima:  

A

B C

L

M

N

A a B

C

D

a





b a

b
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  3   zbora so ~etiri bukvi, 
  10  zbora so pet bukvi, 
  30  zbora so {est bukvi  i  
  5    zbora so sedum bukvi?   
 Re{enie. ]e poka`eme deka odgovorot e “ne”. Da zememe koi bilo pet zbora so so 

dol`ina 7 . Od uslovot na zada~ata treba da imame 130 2 60   zbora so dol`ina 6  koi ne se 

javuvaat kako po~etok na zborovi so dol`ina 7 . Od uslovot na zada~ata isto taka se dobiva 

deka treba da imame 210 2 40   zbora so dol`ina 5  koi ne se javuvaat kako po~etok na 

zborovi so dol`ina 7  i treba da imame 33 2 24   zborovi so dol`ina 4  koi ne se javuvaat 

kako po~etok na zborovi so dol`ina 7 . Zatoa, dokolku odgovorot na zada~ata e pozitiven, 

toga{ postojat barem 5 60 40 24 129     zbora so dol`ina 7 . No ova e protivre~nost 

bidej}i zborovi so dol`ina 7  ima to~no 7128 2 .  
 

 244. Da se opredelat broevite ,A B  i C , taka {to za sekoj priroden broj 

n  da va`i ravenstvoto  

   
2 3

1 2 3 ...
2 2 2 2 2n n

n An B C      .                   (1) 

 Re{enie. ,A B  i C  treba da se odredat taka {to da va`i  (1)  za sekoj priroden broj n . 

Za 1n   se dobiva  

   1
2 2

A B C  .                                  (2) 

 Za 1n   ravenstvoto (1) stanuva  

   
2 3 1 1

( 1)1 2 3 1...
2 2 2 2 2 2n n n

A n Bn n C 
        .  

Pri pretpostavka deka ravenstvoto (1) va`i za brojot n , prethodnoto ravenstvo va`i ako i 

samo ako  

   
1 1

( 1)1
2 2 2n n n

A n BAn B nC C 
      .  

Po sreduvaweto se dobiva  

   ( 1) ( 1) 0A n B A     .  

Ova ravenstvo treba da va`i za sekoj priroden broj n , 

pa zatoa 1 0A   i 1 0B A   , t.e. 1A    i 2B   . 

Od (2) se dobiva 2C  . Od principot na matemati~ka 

indukcija proizleguva deka za ovie vrednosti na ,A B  

i C  ravenstvoto (1) navistina va`i za sekoj n  .  
 

 245  A. Neka vo ostroagolen triagolik 
ABC  te`i{nite linii povle~eni vo B  i C  
se zaemno normalni.  Doka`i deka   

   2ctg ctg
3

B C   . 

 Re{enie. Neka T  e te`i{teto na triagolnikot, 

1A  e sredinata na otse~kata BC  , a 'A  e proekcijata 



A

B C1A

T

'A
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na to~kata A  vrz pravata BC (vidi crte`). Od  

  'ctg
'

BAB
AA

 ,  'ctg
'

CAC
AA

 ,  

dobivame  

1

' ' ' 'ctg ctg
' ' ' '

BA CA BA CA BC BCB C
AA AA AA AA AA

      
   

 (1) 

Bidej}i 90BTC   , sleduva deka 1 1
1
2

TA AC BC  , a osven toa 1 13AA TA . Spored toa, od (1) 

dobivame  

     1

1 1 1

2 2ctg ctg
33 3

TABC BCB C
AA TA TA

      .  

 246  A. [to pretstavuva geometriskoto mesto na to~ki vo ramninata 

Oxy  ednakvo oddale~eni od kru`nicata 2 2 1x y   i to~kata  (3,0)A ? 

 Re{enie. Neka ( , )M x y  e proizvolna to~ka od baranoto geometrisko mesto 

to~ki i N  e to~ka vo koja pravata OM ( O  e koordinaten po~etok) se se~e so 

kru`nicata. Bidej}i NM AM , imame  

    1NM OM ON OM    ,  2 2OM x y   ,    2 2( 3)AM x y   ,  

dobivame    

    2 2 2 21 ( 3)x y x y     .  

 So kvadrirawe se dobiva  

    2 2 3 4x y x   .  

So povtorno kvadrirawe se dobiva  

    2 28 24 16 0;x x y     

   
2

238 2,
2

x y    
 

 

a ova e ravenka na hiperbola.  

 247 B.  Da se poka`e deka za sekoj triagolnik ABC va`i ravenstvoto  
 

   
2 2 2sin( ) sin( ) sin( )

0
sin sin sin

a b c         
  

 

 

 Re{enie. Od 2 2 24 sina R  , 2 2 24 sinb R   i  2 2 24 sinc R  , kade {to R  e radiusot na 

opi{anata kru`nica, dovolno e da se poka`e deka  

   sin sin( ) sin sin( ) sin sin( ) 0              .          (1) 

 No,  

   

1sin sin( ) [cos( ) cos( )]
2
1sin sin( ) [cos( ) cos( )]
2
1sin sin( ) [cos( ) cos( )]
2

              

               

             

 

pa so sobirawe na ovie tri ravenstva se dobiva ravenstvoto (1).  

O

N

M

A x

y
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 248 B. To~kata (1,2)T  e te`i{te na triagolnikot ABC , to~kata (3,4)D  

e sredina na stranata BC , a 14 10,
9 9

S  
 
 

 e centar na opi{anata kru`nica na 

triagolnikot ABC . Najdi gi koordinatite na temiwata na triagolnikot 
ABC .  

 Re{enie. Od svojstvoto na te`i{teto imame : 2 :1AT TD  . Spored toa, ( 3, 2)A   . 

Zna~i, kvadratot na radiusot na opi{anata 

kru`nica na triagolnikot ABC  e 
22 2465

81
r AS  , a ravenkata na kru`nicata 

glasi  

  2 2(9 14) (9 10) 2465x y    .    (1) 

 Koeficientot na pravecot na 

simetralata DS  na stranata BC  e 2k  . 

Zatoa, koeficientot na pravecot na 

stranata BC  e 1 1'
2

k
k

   , a nejzinata 

ravenka glasi  

  2 11 0x y                (2) 

So re{avawe na sistemot ravenki (1) i (2)  

dobivame (7,2)B  i ( 1,6)C  .   
 

   XVI regionalen natprevar ‐ 1993 godina 
 I godina  
 249. Dva rabotnika so postojano tempo na rabota mo`at da zavr{at edna 
rabota za 30  dena. Po 6  dena zaedni~ka rabota, prviot rabotnik se 
otka`uva, a vtoriot ja zavr{uva rabotata za 40  dena od denot na 
otka`uvaweto na prviot rabotnik. Za kolku dena bi ja zavr{il prviot 
rabotnik istata rabota ako toj ostane sam po 6  dena zaedni~ka rabota?  
 Re{enie. Neka prviot rabotnik sam ja zavr{uva celata rabota za а  dena, a vtoriot za 

b  dena. Toga{ 1x
a

  e delot od rabotata {to prviot rabotnik ja zavr{uva za eden den, a 

1y
b

  e delot od rabotata {to vtoriot rabotnik ja zavr{uva za eden den. Bidej}i celata 

rabota dvajcata rabotnici ja zavr{uvaat za 30  dena, dobivame deka  

    30 30 1x y  .                    (1) 

Od druga strana, bidej}i po 6  dena zaedni~ka rabota, vtoriot rabotnik raboti u{te 40  

dena za da ja dovr{i rabotata, dobivame deka  

    6 6 40 1x y y   .                   (2) 

 Re{avaj}i go sistemot linearni ravenki (1) i (2), se dobiva deka  

    1
75

x  , 1
50

y  ,                  (3)  

t.e. prviot rabotnik sam celata rabota ja zavr{uva za 75  dena, a vtoriot za 50 .  

(1,2)T

(3,4)D

(7,2)B

( 1,6)C 

( 3, 2)A  

O

 1014
9 9

,S
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 So z  da go ozna~ime brojot na denovi potrebni prviot rabotnik da ja dovr{i rabotata 

po 6  dena zaedni~ka rabota. Toga{  

    6 6 1x y zx   ,                   (4) 

Zamenuvaj}i gi vrednostite na x  i y  od (3) vo (4) se dobiva 60z  . Zna~i, na prviot 

rabotnik bi mu bile potrebni 60  dena dodatna rabota za da ja zavr{i rabotata po 6  dena 

zaedni~ka rabota.  
 

 250. Na edna kru`nica se naneseni 1993  to~ki pri {to edna od niv e 
oboena crveno, a site drugi sino. Dadenite to~ki opredeluvaat razni mno‐
guagolnici, vpi{ani vo kru`nicata, pri {to ako edno od temiwata na 
mnoguagolnikot e crvenata to~ka, mnoguagolnikot e crven, a ako site 
temiwa na mnoguagolnikot se sini i mnoguagolnikot e sin. Dali postojat 
pove}e crveni ili sini mnoguagolnici i zo{to? (Pri re{avaweto da ne se 
zemaat predvid mnoguagolnicite kaj koi {to postoi se~ewe na nesosedni 
strani.)  
 

 Re{enie. Da razgledame eden sin mnoguagolnik. Temiwata na ovoj mnoguagolnik zaedno so 
crvenoto teme opredeluvaat crven mnoguagolnik. Na ovoj na~in na sekoj sin n -agolnik mu 

pridru`uvame eden crven ( 1)n  -agolnik. Pri toa, razli~ni sini mnoguagolnici opredeluvaat 

razli~ni crveni mnoguagolnici, bidej}i dobienite crveni mnoguagolnici se razlikuvaat vo 
svoite sini temiwa. Zna~i,  postojat barem onolku crveni mnoguagolnici kolku {to postojat 
sini. Od druga strana, crvenite triagolnici ne soodvetstvuvaat na navedeniot na~in na nitu 
eden sin mnoguagolnik, pa zna~i, postojat pove}e crveni mnoguagolnici otkolku sini.  
 

 251 A. Da se opredelat site parovi celi broevi x  i y  koi {to se re{e‐

nija na ravenkata 2 2 2 2( 1993) 1993x y x y     .    
 

 Re{enie. Imame  

    2 2 2 2( 1993) 1993x y x y     , 

  2 2 2 2 2 21993 2 2 1993 2 1993 1993x y xy x y x y          ,   

  1993 1993 0xy x x   ,   2( 1993)( 1993) 1993x y    

Imaj}i vo predvid deka 1993  e prost broj, a x  i y  se celi broevi od poslednata ravenka se 

dobivaat slednite {est sistemi linearni ravenki:  

  
2

1993 1

1993 1993

x

y

 


 
,     

21993 1993

1993 1

x

y

  


 
 ,    

1993 1993

1993 1993

x

y

 
    

 

  
2

1993 1

1993 1993

x

y

  


  
,     

21993 1993

1993 1

x

y

   


  
 ,    

1993 1993

1993 1993

x

y

  
   

.  

~ii {to re{enija se parovite:  

  ( 1992,3970056) ,     (3970056, 1992) ,     (0,0) ,  
 
 

  (1994, 3974042) ,     ( 3974042, 1994)  ,    ( 3986,3986) .  

 252 A. Neka ABCD  e tristrana piramida pri {to site tri agli kaj te‐

meto D  se pravi. Da se presmeta visinata na piramidata spu{tena od 

temeto D  , ako se dadeni dol`inite na rabovite 5AB AC   i 4 2BC  .   
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Re{enie. Triagolnicite ABD  i ACD  se skladni, bidej}i se pravoagolni triagolnici so 

teme vo D , zaedni~ka kateta AD  i ednakvi hipotenuzi AB AC . Od skladnosta na ovie 

triagolnici, dobivame deka BD CD . ]e ja ozna~ime ova dol`ina so x . Triagolnikot 

BCD  e pravoagolen so teme vo D . Spored Pitagorovata teorema, za negovite strani va`i 
2 2 2(4 2)x x  , od kade {to se dobiva 4x  .  

 

 Da ja ozna~ime dol`inata na rabot AD  so y . Triagolnikot ADB  e pravoagolen so teme vo D . 

Spored Pitagorovata teorema, za negovite strani va`i 2 2 25x y  , od kade {to se dobiva 3y  .  

 Bidej}i triagolnikot ABC  e ramnokrak so 

teme vo A , visinata spu{tena od temeto A  kon 

osnovata BC  (~ija {to dol`ina ja ozna~uvame 

so h ) istata ja prepolovuva. Spored 

Pitagorovata teorema, dobivame 
 

     2 25 (2 2) 17h    .  
 

 Da ja ozna~ime nepoznatata dol`ina na visinata 
na piramidata so H . Volumenot na piramidata e  
 

1 1 1 24 2 17 34
3 3 2 3ABCV P H H H        . 

 

Od druga strana, bidej}i aglite kaj temeto D  
se pravi, volumenot na piramidata e 
 

1 1 1 4 4 3 8.
3 6 6BCDV P y x x y              

Bidej}i, e 2 34
3

B H   , dobivame deka 12 6 34
1734

H   .   

 253 B. Da se skrati algebarskiot racionalen izraz  

   
3 2 2 2 2 3

3 2 2 2

3 2 3

2 4 3

x x x y xy xy y y
A

x x y xy y

     
  

.  

 Re{enie. Da go razlo`ime broitelot na mno`iteli: 
 

   
3 2 2 2 2 3 3 2 2 2 2 2 2 3

2 2 2

3 2 3 2 2 2

( 1 ) 2 ( 1 ) ( 1 ) ( ) ( 1 )

x x x y xy xy y y x x x y x y xy xy xy y y

x x y xy x y y x y x y x y

                

            
 

Da se obideme sega da go razlo`ime imenitelot na mno`iteli od koi {to edniot mno`itel e x y :  
 

3 2 2 2 3 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 4 3 2 2 3 3 2 ( ) ( ) 3 ( )

( )(2 3 )

x x y xy y x x y x y x y xy y x x y xy x y y x y

x y x xy y

               

   
 

 

 

Polinomot 2 22 3x xy y   go razlo`uvame na mno`iteli 
 
 

 

    2 2 2 22 3 2 2 3 3 2 ( ) 3 ( ) ( )(2 3 )x xy y x xy xy y x x y y x y x y x y             .  
 
 

 

 Kone~no, dobivame 
2

2

( ) ( 1) 1

2 3( ) (2 3 )

x y x y x y
A

x yx y x y

     
 

.  

H

A

B

Ch

D

x

x

y
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 254 B. Neka vo ramninata e dadena kru`nica k  i na nea se naneseni dve 

dijametralno sprotivni to~ki A  i B . Vo ramninata e dadena i to~ka C  

koja {to  ne le`i na kru`nicata k  nitu na pravata AB . Samo so pomo{ na 

linijar da se konstruira normala od to~kata C  kon pravata AB .  
 

 Re{enie. Konstrukcija:  
 

 1  Povlekuvame pravi AC  i BC ; neka 1AC k B   i 

1BC k A  .  

 2  Gi povleuvame pravite 1AA  i 1;BB neka 1 1 .AA BB H   

 3   Pravata CH  e baranata normala.  
 

 Dokaz. Navistina, po konstrukcija, to~kite 1A  i 1B  

le`at na  kru`nica k , pa, spored Talesovata teorema, 

1AB B  i 1AA B  se pravoagolni so pravi agli vo 1B  i 1A  

soodvetno. So drugi zborovi, 1AA  i 1BB  se visini na triagolnikot ABC  spu{teni kon 

stranite BC  i AC  soodvetno, pa zna~i to~kata H  e ortocentarot na triagolnikot ABC . 

Bidej}i pravata CH  minuva niz ortocentarot na triagolnikot ABC  i niz temeto C , jasno 

e deka taa e normalna na stranata AB  na triagolnikot ABC .  

 Dosega{nata diskusija (a i konstrukcijata) va`i samo ako 1A B  i 1B A . No, dokolku, 

na primer va`i 1A B , toga{ pravata CB  e tangenta na kru`nicata k  vo to~kata B , pa 

zna~i e normalna na dijametarot AB .   

 
 II godina  
 

 255. Neka 1x  i 2x  se korenite na ravenkata 2
2

1 0
2

x px
p

   , kade {to p  

e proizvolen realen parametar . Za koja vrednost na parametarot p  va`i 

4 4
1 2 2 2x x   .   

 

 Re{enie. Spored Vietovite vrski imame  

  1 2x x p   ,   1 2 2
1

2
x x

p
  .  

Od druga strana 4 4 3 2 2 3 3
1 2 1 1 2 2 2 1 2 2( ) 4 6 4x x x x x x x x x x      , od kade {to  

  4 4 4 2 2 2 4
2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 4

1( ) 4 ( ) 6( ) 2
2

x x x x x x x x x x p
p

          .  

Od ravenkata 4
4

12 2 2
2

p
p

    , dobivame 

2

2
2

1 0
2

p
p

 
   

 
, t.e. 

8
1
2

p   .  

 

 256. Neka O  e prese~nata to~ka na dijagonalite na trapezot ABCD          

( || )AB CD , a 1P  i 2P  se plo{tinite na triagolnicite ABO  i CDO  soodvet-

no. Da se izrazi plo{tinata na trapezot ABCD  preku plo{tinite 1P  i 2P .      
 





A B

C

H

1A

1B

1C

k

h
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1P

2P

3P 3P

A

D C

B

O

 Re{enie. Triagolnicite ABC  i ABD  imaat ednakvi plo{tini, bidej}i imaat zaedni~ka osno-

va i ednakvi visini. Spored toa, od 1AOD ABDP P P   i 1BCO ABCP P P  , se dobiva 3ADO BCOP P P  .  

 Bidej}i triagolnikot ADO  i ABO  imaat ednakvi visini, odnosot na nivnite plo{-

tini e ednakov na odnosot na nivnite osnovi, t.e.  

  3 1: :P P OD OB .          (1)  

 Analogno, za plo{tinite na triagolnicite CDO  i CBO  
 va`i  

  2 3: :P P OD OB  .          (2) 

Od (1) i (2) se dobiva 3 1 2P PP , pa za plo{tinata na trapezot dobivame  

  2
1 3 2 1 1 2 2 1 22 2 ( )P P P P P PP P P P        .   

 

 257 A. Presmetaj ja vrednosta na zbirot  

  
2 3 1993

1 1 1 1...
2 2 2 2
i i i iS

                 
     

, i  e imaginarna edinica.  

 Re{enie. Da stavime 1
2
iz  . Lesno se proveruva deka 2z i . Od tuka se dobiva  

  
2 3 1993 2 4 1992 2 4 1992 2 4 1992

2 996

... (1 ... ) ( ... ) ( 1)( ... )

( 1)( ... ) ( 1)[( 1 1) ( 1 1) ... ( 1 1)]

S z z z z z z z z z z z z z z z z

z z i i i z z z i i i i i i z

                    

                     
 

 

 258 A. Neka ravenkata 2 0ax bx c   , kade {to 0a  , nema realni 
re{enija. Da se opredeli znakot na c , ako se znae deka 0a b c   .   
 

 Re{enie. Spored uslovot na zada~ata, kvadratnata funkcija 2( )f x ax bx c    nema 

realni nuli, pa zna~i ( ) 0f x   za sekoj x  ili ( ) 0f x   za sekoj x . No 

(1) 0f a b c    , pa zna~i mora (0) 0f c  .  
 

 259 B. Da se uprosti izrazot  

  
2 4 8

1 1 1 11 1 1 1
2 2 2 2

i i i iA
                                                   

, i  e imaginarna edinica.  
 

 Re{enie. Imame 
2

1
2 2

i i   
 

, 
4

1 1
2 4

i    
 

, 
8

1 1
2 16

i   
 

, pa, zna~i   

  1 1 1 2551 1 1 1 (1 )
2 2 4 16 256

i iA i                              
.  

 

 260 B. Da se opredelat prvite 1993  cifri po decimalnata zapirka na 

brojot 0,9999...9 ,  kade {to vo decimalniot zapis na brojot pod koren se 

iskoristeni 1993  devetki.  
 

 Re{enie. Da stavime 0,999...9a  . Bidej}i va`i 0 1a  , dobivame deka 0 1a  . Od 

poslednite dve neravenstva se dobiva  

  0 1a a a a    ,  

t.e. 0 1a a    od kade {to sleduva deka prvite 1993  cifri po decimalnata zapirka na 

brojot a  se devetki.  
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 III godina  
 

 261. Ne koristej}i tablici nitu kalkulator, da se presmeta ostriot 

agol   ako se znae deka ctg 2 2 3 6     .  

 Re{enie. Imame  

  

32
2 3 2 2ctg 2 2 3 6 2( 2 1) 3( 2 1) ( 2 1)( 2 3)
2 1 2 1

2 2

105 152sin cos
sin60 sin45 152 2 ctg

2sin45 sin30 15 752sin cos
2 2


              
 

  


 

  

   

 

Da zabele`ime deka pri krateweto go koristime faktot {to  

  105 105 75sin cos 90 cos
2 2 2

    
 

  
 .  

 Bidej}i   e ostar agol i ctg ctg7 30'   , dobivame 7 30'   .    
 

 262.  Da se re{i ravenkata 2 2
3 4 2 1log (2 1) log (6 11 4) 4x xx x x      .  

 

 Re{enie. Za osnovite na logaritmite da bidat pozitivni treba 3 4 0x    i 2 1 0x   , od 

kade {to se dobiva deka 1
2

x   . Za vakvite vrednosti na x , 2 1x   i 

26 11 4 (2 1)(3 4)x x x x      se, isto taka, pozitivni. Zna~i, ravenkata e osmislena samo za 

1
2

x   . Po red imame:  

  2 2
3 4 2 1log (2 1) log (6 11 4) 4x xx x x       

  3 4 2 12log (2 1) log (2 1)(3 4) 4x xx x x        

  3 4 2 1log (2 1) log (3 4) 3x xx x      

  3 4
3 4

1log (2 1) 3
log (2 1)x

x

x
x



  


.  

Voveduvame smena 3 4log (2 1)x x t    i ja dobivame ravenkata 12 3t
t

  , ~ii {to re{enija se 

1  i 1
2

. Zamenuvaj}i gi ovie vrednosti za t  vo napravenata smena, se dobivaat re{enija za 

x  i toa 1 3x   , 2 1x    i 3
3
4

x  . Od niv samo za tretata vrednost na x  ravenkata e 

osmisledna. Zna~i, edinstvenoto re{enie na dadenata ravenka e 3
4

x  .  

 

 263 A. Neka 1 2, ,..., nx x x   se realni broevi i 1 2 ... nx x x n    . Doka`i 

deka 2 2 2
1 2 1 2... ...n nx x x x x x         

 

 Re{enie. Neka 1i ix y   za 1,2,...,i n . Od tuka se dobiva 

  1 2 1 2... ...n nx x x n y y y        .  
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Od uslovot 1 2 ... 0nx x x     dobivame 1 2 ... 0ny y y    .  

 Od druga strana, za kvadratite na ix  va`i 2 2 2(1 ) 1 2i i i ix y y y     , (za 1,2,3,...,i n ) pa 

zna~i   

  
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

... 2( ... ) ... 2( ... )

... ... .
n n n n

n n

x x x n y y y y y y n y y y

n y y y x x x

                 
        

 

 

 264 A. Da se konstruira ,ABC ako se poznati dol`inite ,BC a

1 bBB h (visinata spu{tena od temeto ,B  so podno`je vo 1)B i 

AC AB b c   . Da se izvr{i diskusija za postoeweto na re{enija, kako i 
za nivniot broj, vo zavisnost od dadenite dol`ini.  
 

 Re{enie. Analiza. Neka ABC  e bara-

niot triagolnik. Triagolnikot 1BBC  mo`e 

da se konstruira, bidej}i e pravoagolen 
triagolnik so poznati kateta i hipote-

nuza. To~kata A   le`i na pravata 1p CB . 

Na pravata 1CB  mo`e da se opredeli 

to~kata D , taka {to  

  CD CA AD b c    .  

 Da go razgledame triagolnikot BAD . Bidej}i AD b c CA c AB     , dobivame deka 

triagolnikot BAD  e ramnokrak so teme vo A  i osnova BD . Zna~i,  temeto A  le`i na 

simetralata na stranata BD . Od tuka sleduva deka temeto A  e vo presekot na pravata 

1p CB  i simetralata na stranata BD .  

 Diskusija. Jasno e deka za da postoi re{enie mora da bide ispolneto ah a b c   (ova 

va`i za sekoj triagolnik).  

 Neka ah a b c   . Bidej}i to~kata D  mo`eme da ja konstruirame na pravata 1CB  

merej}i go rastojanieto b c  kon to~kata 1B , no i vo sprotivna nasoka, jasno e deka 

zada~ata ima dve re{enija i toa vo prviot slu~aj agolot kaj temeto C  e ostar, a vo vtoriot 

agolot kaj temeto C  e tap.  

 Ako ah a b c   , toga{ baraniot triagolnik e pravoagolen so teme vo C  i to~kite C  

i 1B  se sovpa|aat. Vo ovoj slu~aj pravata p  na koja {to le`at to~kite A  i D  se dobiva 

kako normala na pravata 1BB  vo to~kata 1B . Ponatamo{nata konstrukcija e ista kako i vo 

prethodniot slu~aj, so toa {to e seedno na koja strana }e go naneseme rastojanieto b c  za 

da ja opredelime to~kata D , t.e. dvata dobieni triagolnici se skladni.  
 Konstrukcijata i dokazot se jasni od analizata i diskusijata.  
 

 265 B. Neka ( )P x  e polinom so celobrojni koeficienti pri {to 

| (3) | | (7) | 1P P  . Doka`i deka ( )P x  nema celobrojni koreni.  
 

 Re{enie. Neka 1 2
1 2 1( ) ...n n

n nP x a x a x a x a x a
       , kade {to ia  se celi broevi za 

0 i n  . Neka b  i c  se proizvolni celi broevi. Toga{  

s

D A C1B

B

bh
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  1 1
1 1( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n

n nP b P c a b c a b c a b c b c M 
          ,  

kade M  e cel broj. Zna~i, b c  e delitel na ( ) ( )P b P c .  

 Da pretpostavime deka d  e celobroen koren na polinomot ( )P x . Spored prethodnata 

diskusija 7 d  mora da  e delitel na (7) ( ) 1P P d   , od kade {to se dobiva deka 6d   ili 

8d  . Od druga strana, 3 d  mora da e delitel na (3) ( ) 1P P d   , od kade {to se dobiva 

deka 2d   ili 4d  . Poradi ova gledame deka ne postoi celobroen koren na polinomot 

( )P x .  
 

 266 B. Od proizvolna to~ka M , {to se nao|a vo vnatre{nosta na daden 
ostar agol so teme vo A , se spu{teni normali MP  i MQ  kon kracite na 

agolot, pri {to P  i Q  le`at na kracite na agolot. Od temeto A  e spu-

{tena normal AK  kon PQ , taka {to K  le`i na pravata PQ . Doka`i deka  

  .PAK MAQ   
 

 Re{enie. Neka k  e kru`nica so dijametar AM . 

To~kite P  i Q  le`at na kru`nicata k , bidej}i 

90APM AQM    . Toga{ 
 

 1) MAQ MPQ  , (kako periferiski agli nad MQ );  

 2) 90PAK APK   ;(bidej}i MP AP ) 

 3) 90MPQ APK   ;(bidej}i MP AP ) 

 Od (2) i (3) sleduva PAK MPQ  , pa od 1) imame 

PAK MAQ  .  

 

 IV godina  
 

 267. Vo ramninata e daden pravoagolen koordinaten sistem so po~etok 
O . To~kite A  i B  se dadeni so svoite koordinati ( ,0)A a  i ( ,0)B a , pri 

{to 0a  . Na normalata na x -oskata vo A , dadena e proizvolna to~ka ,C a 

to~kata D  se nao|a na normalata na x -oskata vo  ,B  taka {to agolot COD  

e prav. Da se opredeli i ispita geometriskoto mesto na to~ki opredeleno 
so presecite na pravite BC  i AD .   
 

 Re{enie. Neka ravenkata na pravata OC  e y kx , kade {to k  e proizvolen parameter. 

Bidej}i pravata OD  e normalna na pravata OC  nejzinata ravenka e  

  :OD   1y x
k

  .  

Od tuka lesno se dobivaat koordinatite na 

to~kite C  i D , t.e.  

  ( , )C a ka   i  1,D a a
k

  
 

.  

Ravenkite na pravite AD  i BC  se  

A Q

P

K M









AB

C

D

O

y

x
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  :AD  1 ( )
2

y x a
k

     i      :BC  ( )
2
ky x a  .     

 (1)   

Koordinatite na to~kata AD BC  se dobivaat so re{avawe na sistemot (1) , {to zna~i 

me|usebna zavisnost na koordinatite na prese~nata to~ka se dobivaat so eliminacija na 

parametarot k  od sistemot (1).  

 Od ravenkata na BC  se dobiva 
2y

k
x a




, pa so zamena na ravenkata na AD , se dobiva  

  
22

2 2
1

2

yx
a a

 
 
 
 

.  

 Zna~i, baranoto geometrisko mesto na to~ki e elipsa ~ija {to golema oska e AB , a 
malata oska e polovina od golemata.  
 Od ova elipsa treba da se isklu~at to~kite A  i B , bidej}i ako presekot na pravite 

AD  i BC  le`at na pravata AB , toga{ i to~kite D  i C  le`at na pravata AB , pa toga{ 

agolot COD  ne mo`e da e prav.   
 

   268. Da se najdat onie [0,2 ]x  , koi {to ja zadovoluvaat neravenkata  

  2cos | 1 sin 2 1 sin 2 |x x x     
 

 Re{enie. Da zabele`ime prvo deka neravenkata e osmislena za sekoja vrednost na x .  

 Ako cos 0x  , levata strana na neravenkata e negativna, a desnata e nenegativna, pa 

zna~i neravenkata e zadovolena za site x  za koi {to cos 0x  , t.e. za site 3,
2 2

x    
 

.  

 

 Neka cos 0x  , t.e. 30, ,2
2 2

x             
. Vo toj slu~aj i dvete strani na neravenkata se 

negativni, pa po kvadriraweto nasokata na neravenstvoto se menuva, i dobivame  
 

  2 24cos 2 2 cos 2x x   

  22cos 2 1 | cos2 |x x   

  | cos2 | cos2x x   
 

Poslednata neravenka e o~igledno zadovolena za site x  za koi {to cos2 0x  , pa vodej}i 

smetka deka 30, ,2
2 2

x             
, dobivame deka 3 7, ,

4 2 2 4
x              

.  

 

 Zaedno so drugite re{enija (koga cos 0x  ), dobivame deka 7,
4 4

x      
.  

 269 A. Neka  1 2, ,...a a e aritmeti~ka progresija so razlika .d  Da se 

presmeta  
 

  
2 2 2 2 2 2 2
1 4 7 3 2 2 5 3 1... ...n n nS a a a a a a a          ,  

 

t.e. da se izrazi nS  preku 1,a d  i n .   
 

 

 Re{enie. Imame  
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 4 7 3 2 2 5 8 3 1 1 2 4 5 3 2 3 1

1 2 1 2 4 5 4 5 3 2 3 1 3 2 3 1

1 2 4 5 3 2 3 1 1 4 7 3 2

... ... ...

( )( ) ( )( ) ... ( )( )

( ... ) ( ...

n n n n n

n n n n

n n n

S a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

d a a a a a a d a a a a

   

   

  

                 
          

               2 5 3 1

1 2 1

... )

(2 ( 1)3 ) (2 ( 1)3 ) (2 (3 2) )
2 2

na a a

n nd a n d a n d dn a n d

   

               

 

 270 A.  Dve kru`nici, so radiusi x  i y , koi {to se dopiraat odnadvor, 

ja dopiraat kru`nicata 1 1 1( , )k O R  odvnatre vo dve nejzini dijametralno 

sprotivni to~ki. Kru`nicata ( , )k O R  gi dopira site tri kru`nici. 

Doka`i deka: 

 a) 
2
1

1

RR
xy

R R



 

 b) 1

3

R
R  . Vo koj slu~aj se dostignuva ravenstvo?  

 

 Re{enie. Neka to~kite P  i Q , koi {to le`at na eden 

dijametar na 1k , se centri na dvete vpi{ani kru`nici. Nivnite 

radiusi se x  i y , soodvetno.  

 Toga{ 1x y R  , 1 1O P R x y   , 1 1O Q R y x   , OP R x  , 

OQ R y   i 1 1O O R R  .  Imaj}i predvid deka  

 1 1 180POO QOO    ,  

dobivame  1 1cos cos 0POO QOO   ,  od kade {to, koristej}i ja 

kosinusnata teorema, se dobiva  

  
2 2 2 2 2 2

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
0

2 ( ) 2 ( )

R R y R x R R x R y

y R R x R R

       
 

 
.  

Po sreduvaweto na posledniot izraz, se dobiva 
2
1

1

RR
xy

R R



. Koristej}i go neravenstvoto 

2

2

x y
xy

   
 

, koe {to va`i za site realni broevi (a ednakvosta e ispolneta samo za x y ). 

No, 1x y R  , pa zatoa 
2 2
1 1

1 4

RR R

R R



, od kade {to se dobiva baranoto neravenstvo. Ravenstvo 

va`i samo vo slu~aj koga x y , t.e. dvete vpi{ani kru`nici se ednakvi i dvete imaat 

radiusi 1

2

R
.  

 

 271 B. Neka 1 2, ,..., na a a  se ~lenovi na aritmeti~ka progresija.  

Doka`i  deka  

  
1 2 2 3 1 1

1 1 1 1...
n n n

nS
a a a a a a a a

      

 

 Re{enie. Za proizvolno 1k   va`i  

P Q

R

x y yx

O

1O

k
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  1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1k k

k k k k k k k k

a ad
a a d a a d a a d a a



   

 
       

 
,  

Od kade {to se dobiva  

  1

1 2 2 3 1 1 1 1 1

( 1)1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1... .n

n n n n n n

a a n d nS
d a a a a a a d a a d a a d a a a a

                         
   

  

 272 B. Za koj priroden broj n  izrazot 
lg 2 lg3 lg 4 ... lg

10n

n   
 prima najmala 

vrednost?   
 

 Re{enie. Neka 
lg 2 lg3 lg 4 ... lg

10
nn

n
a

     . Toga{ 1
lg

10n n
n

a a  . Od tuka e jasno deka:  

  ako 
lg

1
10

n  , toga{ 1n na a   

  ako 
lg

1
10

n  , toga{ 1n na a   i  

  ako  
lg

1
10

n  , toga{ 1n na a  .  

Ravenstvo e ispolneto samo za 1010n  ; za 1010n   va`i 1n na a  , a za 1010n   va`i 1n na a   .  

 Zna~i, nizata 1 2, ,...a a  opa|a do 1010 1n   , za 1010 1n    i 1010n   se dobivaat ednakvi 

~lenovi, a potoa nizata raste. Najmalata vrednost na na  se dobiva zna~i za 1010n   i 

1010 1n   .  

 
 
    

XVII Regionalen natprevar ‐ 1994 
 
    

 I godina 
    

 273. Eden selanec odej}i po pat gi sretnal Itar Pejo i Nasradin Oxa. 
Eve go nivniot razgovor: 
 Selanecot: -Dobar den 
 

 Pejo i Nasradin: -Dobar den.  
 

 Selanecot: - Koj den e denes? 
 

 Nasradin:  -Utre }e zboruvam vistina.    
 

 Selanecot: -A, koj den e utre? 
 

 Nasradin: -Utre ne e nedela. 
 Selanecot se vrti kon Pejo: -Pejo, daj barem ti ka`i koj den e denes? 
 Pejo: prozboruva ne{to i odi.  
 Selanecot se vrti kon Nasradin: -Ete ti sega, ne slu{nav dobro. [to 
re~e Pejo? 
 Nasradin: -Re~e deka ne e ponedelnik.  
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 Selanecot: -E, sega znam koj den e denes. Ajde dogledawe.  
 Mo`ete li da utvrdite koj den vo nedelata e voden razgovorot, ako go 
znaete ona {to i selanecot go znae, a toa e deka Pejo la`e vo ponedelnik, 
vtornik i sreda, a drugite denovi zboruva vistina, dodeka Nasradin la`e 
vo ~etvrtok, petok i sabota, a drugite denovi zboruva vistina? 
 

 Re{enie. So ogled na uslovite od zada~ata, svojata prva izjava Nasradin ne mo`e da ja 
dade vo sreda, zatoa {to vo sreda zboruva vistina, a izjavata bi bila la`na i ne mo`e da ja 
dade vo sabota, zatoa {to vo sabota la`e, a izjavata bi bila vistinita. Vo site drugi 
denovi ovaa izjava e mo`na.  

Vtorata izjava Nasradin ne mo`e da ja dade vo ~etvrtok i petok, zatoa {to vo tie 
denovi la`e, a izjavata bi bila vistinita. Vo site drugi denovi izjavata na Nasradin e 
mo`na.  
 Zna~i, razgovorot e voden vo nedela, ponedelnik ili vtornik. Vo site ovie denovi 
Nasradin zboruva vistina, pa zna~i Pejo navistina rekol deka e ponedelnik.  
   No, Pejo vo nedela ne bi rekol deka e ponedelnik, zatoa {to vo nedela ne la`e, a vo 
ponedelnik ne bi rekol deka e ponedelnik, zatoa {to toga{ la`e.  
  Zna~i, ostanuva edinstvenata mo`nost razgovorot da e voden vo vtornik. Lesno se 
proveruva deka vo vtornik nitu edna od dadenite izjavi ne e nevozmo`na, pa zna~i vtornik 
e baraniot den.  
 
 

 274. Neka ABCDT  e piramida ~ija osnova ABCD  e kvadrat i rabot TA  e 
normalen na osnovata.  
 

 a) Doka`i deka okolu piramidata mo`e da se opi{e sfera.  
 

 b) Ako plo{tinata na opi{anata sfera e 11 , a osnovniot rab e 1, da se 
opredeli volumenot na piramidata.  
 

 

 Re{enie. a) Vo temiwata ,B C  i D  povlekuvame 

normali na osnovata i na niv izbirame to~ki ,P Q  i R  

soodvetno, taka {to ABCDTPQR  e kvadar. Okolu sekoj 

kvadar mo`e da se opi{e sfera so centar vo presekot na 
glavnite dijagonali na istiot. Vo dadeniot slu~aj 

centarot e vo presekot na dijagonalite AQ  i TC . 

Sferata opi{ana okolu ABCDTPQR  e opi{ana i okolu 

piramidata ABCDT .  
 

 

 b) Da ja ozna~ime so r  dol`inata na radiusot na 

opi{anata sfera, so P  plo{tinata na istata, so h  

dol`inata na rabot TA , so a  dol`inata na osnovniot rab i so b  dol`inata na rabot TC .  

 Spored prviot del na zada~ata, centarot na sferata e na polovina na rabot TC , pa, 

zna~i, 2b r . Bidej}i rabot TA  e normalen na osnovata, spored Pitagorinata teorema, 

dobivame 2 2 2( 2 )h b a  , odnosno 2 2 24 2h r a  . Bidej}i 24P r   i 11P   , dobivame 

24 11r  , od kade {to dobivame 2 11 2 9h    , odnosno 3h  . Za volumenot na piramidata 

ABCDT , kone~no, dobivame 21 1
3

V a h  .  

 

A

B C

D
a

b

P Q

RT
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 275 A. Nekoja stoka, koja ~ini 455 denari, e platena so moneti od 5 
denari i banknoti od 10 i 50 denari, pri {to vkupno se dadeni 23 moneti i 
banknoti. Brojot na monetite od 5 denari e pomal od brojot na banknotite 
od 10 denari. So kolku moneti od 5 denari i banknoti od 10 i 50 denari e 
platena stokata? 
 

 Re{enie. Go ozna~uvame brojot na moneti od 5 denari so x  , a broevite na banknote so 

10 i 50 denari so y  i z  soodvetno.  

 Za izbrano z , najmala mo`na suma {to mo`e da se plati so raspolo`ivite banknoti i 

moneti e 50 (23 ) 5 45 115z z z     . Ako 8z   ovaa suma }e ja nadmine sumata od 455 denari, 

pa zna~i, 7z  .  

 Sli~no, za izbrano z , najgolema suma {to mo`e da se plati e 50 (23 ) 10z z    odnosno 

40 230z  . Ako 5z   ovaa suma }e bide pomala od 455 denari, pa, zna~i, 6z  .  

 Neka 7z  . Od uslovite na zada~ata go dobivame sistemot: 

  

5 10 105

16

x y

x y

 
  

 

~ie {to re{enie 11x  , 5y   ne gi zadovoluva uslovite od zada~ata, bidej}i e poznato deka 

x y .  

 Neka 6z  . Od uslovite na zada~ata go dobivame sistemot: 

  

5 10 155

17

x y

x y

 
  

 

~ie{to mre{enie e 3, 14x y  . Ova re{enie gi zadvoluva site uslovi na zada~ata.  

 Zna~i, stokata e platena so 3  moneti od 5  denari, 14  banknote od 10  denari i 6  

banknote od 50  denari.  
 

 276 A. Na mudrecot S  mu go ka`ale samo zbirot na tri posledovatelni 

prirodni broevi, a na mudrecot P  samo nivniot proizvod, no nieden od 
niv ne bil vo sostojba da utvrdi koi se trite po~etni broevi.  
 ”Ako jas znaev, rekol” S , ”deka tvojot broj e pogolem od mojot, }e gi 
opredelev broevite”. 
 ”No mojot broj e pomal od tvojot” zaklu~il P , i ”broevite se ..., ... i ...”.  
 Opredeli gi trite broevi.  
 

 Re{enie. Da ja ozna~ime sumata na trite broevi so s , a proizvodot so p . Jasno e deka 

3s  .  
 

 Mudrecot S  ja znae sumata s , no taa e takva da toj ne mo`e da gi odredi broevite 

znaej}i ja samo ovaa suma bez dopolnitelna informacija.  
 

 

 Ako 3s  , trite dadeni broevi se ednakvi na 1 , vo toj slu~aj mudrecot S  vedna{ bi gi 

odredil broevite. Zna~i, s  ne e 3 .  
 

 

 Ako 4s  , trite broevi se 2,1  i 1 , no i vo ovoj slu~aj mudrecot S  vedna{ bi gi odredil 

broevite. Zna~i, s  ne e 4 .  
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 Ako 5s  , trite broevi se 3,1  i 1 , ili, pak 2,2  i 1 . Vo prviot slu~aj 3p  , a vo 

vtoriot 4p  . Vo dvata slu~ai p s ; {to zna~i deka S  vo ovoj slu~aj znae deka proizvodot 

e pomal od sumata i ne bi ja dal izjavata dadena vo tekstot. Zan~i, s  ne e 5 .  
 

 Neka 7s  . Osven drugite mo`nosti, trite broevi mo`at da bidat 2,2  i 4s  , kako i 

2,1  i 3s  . Vo prviot slu~aj: 
 

 4 16 3 16 211 16 5p s s s s s s           , a vo vtoriot: 
 

 2 16 16 7 6 1p s s s s s s           .  
 

 Vo dvata slu~ai proizvodot e pogolem od zbirot, pa mudrecot S  duri i ako znae deka 

proizvodot e pogolem od zbirot, ne mo`e da odredi koi se trite broevi (ima barem dve 

mo`nosti). Zna~i, 6s  .  
 

 Ostanuva mo`nosta 6s  . Vo ovoj slu~aj trite broevi se 4,1  i 1  ili 3,2  i 1  ili 2,2  i 

2 . Vo prviot slu~aj 4p  , vo vtoriot 6p   a vo tretiot 8p  . Mudrecot S  gi znae ovie 

tri mo`nosti i dokolku znae deka proizvodot e pogolem, ko`e da zaklu~i deka trite dadeni 

broevi se 2,2  i 2 . Zna~i, 6s  .  

 Mudrecot P  razmisluva na prethodno izlo`eniot na~in i zaklu~uva deka 6s  . P  go 

znae proizvodot i tvrdi deka toj e pomal od zbirot. Zna~i, 4p  i dadenite broevi se 4,1  i 1.   
 

 277 B. Vo zlatarskata rabotilnica treba da se napravi 5 kg  smesa vo 

koja odnosot na koli~estvata na zlato i srebro e 22 : 41 . Vo zaliha ima dve 
smesi. Vo ednata koli~estvata zlato i srebro se nao|aat vo odnos 4 : 5 , a vo 
vtorata 2 : 5 . Kolku treba da se zeme od sekoja smesa za da se dobie baranata 
smesa? 
 Re{enie. Vo novata smesa od 5 kg  treba da ima 22

635  kg  zlato. Da zememe x kg  od prvata 

i y kg  od vtorata smesa. Koli~estvoto zlato {to treba da se dobie na ovoj na~in e 
4 2
9 7x y   .  

 Spored uslovite na zada~ata go dobivame sistemot 
4 2 22
9 7 635

5

x y

x y

     


 
 ~ie{to re{enie e 

2x   i 3y  .  

 Spored toa, treba da zememe 2 kg  od prvata i 3 kg  od vtorata smesa.  

 278 B. Najdi gi site celi broevi m  za koi dropkata 
3 1

1
m
m



 e isto taka 

cel broj.  

 Re{enie. Imame 
3

21 21
1 1

m m m
m m

    
 

, pa ( 1) | 2m  . Od ovde se dobiva deka 

1 { 2 , 1 , 1 , 2 }m     , odnosno { 1,0,2,3}m  .  
 
 

 II godina 
 
 

 279. Neka O  e vnatre{na to~ka vo ABC . Ponatamu, neka pravite ,p q  

i r  minuvaat niz to~kata O  pri {to ||p AC , ||q AB  i ||r BC  i neka ,K L  i 
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M  se prese~nite to~ki na ,p q  i r  

so pravite ,AB BC  i AC  

soodvetno. To~kite ,P Q  i R  se 

prese~nite to~ki na pravite CK  i 
AL , AL  i BM , BM  i CK , 
soodvetno. Doka`i deka zbirot na 
plo{tinite na triagolnicite 
AKP , BLQ  i CMR  e ednakov na 

plo{tinata na triagolnikot PQR .  

 Re{enie. Imame  

  PQR ABC ABL BCM CAK AKP BLQ CMRP P P P P P P P       .          (1) 

 Prethodnoto va`i bidej}i plo{tinata na PQR  mo`e da se presmeta na toj na~in {to 

od plo{tinata na ABC  }e se odzemat plo{tinite na ,ABL BCM   i ACK , a potoa, 

bidej}i so vakvoto odzemawe na plo{tinite na ,AKP BLQ   CMR  se odzemeni po dva 

pati, istite plo{tini se dodadat po edna{.  

 Triagolnicite ABL  i ABO  imaat ista osnova AB  i ednakva visina ( ||q AB ), pa zna~i 

ABL ABOP P  . Analogno, va`i i BCM BCOP P  , kako i CAK CAOP P  . No, bidej}i 

ABO BCO CAO ABCP P P P      , dobivame ABL BCM CAK ABCP P P P      , od kade {to so zamena vo 

(1) se dobiva baranoto tvrdewe.  
 

 280. Neka ,a b  i c  se pozitivni realni broevi pri {to 1a b c    i 

eden koren na ravenkata 2ax bx c x    e vo intervalot ( 0 , 1 ) .  

 Doka`i deka 2 1a b  .  
 

 Re{enie. Vedna{ se gleda deka edno re{enie na dadenata ravenka e 1 . Da go ozna~ime 

ova re{enie so 1x , a drugoto so 2x . Od vietovite vrski imame 1 2
cx x
a

 , a bidej}i 1 1x  , 

dobivame 2
cx
a

 . Od dvete re{enija samo 2x  mo`e da se nao|a vo intervalot ( 0 , 1 ) , pa 

zna~i 1c
a
 . Ottuka dobivame c a  i  

  1 2a b c a b a a b        .  
 

 281 A. Neka ,a b  i c  se kompleksni broevi za ~ii{to moduli va`i: 

| | | | | | 1a b c   . Doka`i deka 1ab bc ac
a b c
  
 

.  

 Re{enie. Ako z  e kompleksen broj, toga{ 2| |z z z  . Za proizvolni kompleksni broevi 

z  i w  va`i ( )z w z w    i .z w z w   Koristej}i gi ovie svojstva dobivame 

1a a bb cc   . Ponatamu: 
 

A B

C

q

p

r

O

M

K

L

R

P Q
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2| | ( )( ) ( )( )

3

ab bc ac ab bc ac ab bc ac ab bc ac a a b b c c

a b a b b c c b a c a c

               

            
 

 

  2| | ( ) ( ) 3a b c a b c a b c a b a b b c c b a c a c                     ;  

i kone~no 
2

1ab bc ac
a b c
  
 

, od kade {to direktno sleduva baranoto tvrdewe.  

 

 282 A. Da se odredat realnite re{enija na ravenkata  3 4 1x x a     

kade {to a  e proizvolen realen broj. Vo zavisnost od parametarot a  da se 
opredeli brojot na re{enija na ravenkata i tie da se navedat.  
 
 

 Zabele{ka: Korenite se smetaat za aritmeti~ki, t.e. vrednostite na korenite se 
nenegativni.  
 

 Re{enie. Jasno e deka ravenkata nema re{enie ako 0a  , zatoa {to levata strana na 

ravenkata nikoga{ ne e negativna. Poradi toa pretpostavuvame 0a  .  

 Da vovedeme smena 1x t  , kade {to 0t  (poradi nenegativnosta na korenite). Od 

smenata dobivame 2 1x t  . So zamena vo dadenata ravenka dobivame:   

 2 1 3 4t t a      2 4 4t t a    2( 2 )t a   | 2 |t a        (1) 

 Poradi znakot na apsolutna vrednost, razgleduvame dva slu~ai: 
 

 I. 2t  . Vo ovoj slu~aj | 2 | 2t t    i ravenkata (1) dobiva oblik 2t a  , od kade {to 

2t a  .  

 No poradi uslovite 0t   i 2t  , za parametarot a  treba da va`i 2 0a    i 2 2a   , 

odnosno 2a    i 0a  . Zna~i, 2t a   za 0a  .  
 

 II. 2t  . Vo ovoj slu~aj | 2 | 2t t    i ravenkata (1) go dobiva oblikot 2 t a  , od kade 

{to 2t a  .  

 No, poradi uslovite 0t   i 2t  , za parametarot a  treba da va`i 2 0a   i 2 2a  , 

odnosno 2a   i 0a  . Zna~i, 2t a   za ( 0 , 2 ]a .  

 Se vra}ame na smenata 1x t  , odnosno 2 1x t   i kone~no dobivame: 

 -ako 0a   ravenkata nema re{enie.  

 -ako 0a   ravenkata ima edinstveno re{enie 5x  ;  

 -ako (0,2]a  ravenkata ima dve re{enija 2 4 5x a a   ; 

 -ako 2a   ravenkata ima edinstveno re{enie 2 4 5x a a   .  
 

 283 B. Neka se ,a b  i c  se kompleksni broevi. Doka`i deka  

  2 2 2 2 2 2 2| | | | | | | | | | | | | |a b c a b c a b b c a c           .  

 Re{enie. Ako z  e kompleksen broj, toga{ 2| |z z z  . Za proizvolni kompleksni broevi 

z  i w  va`i z w z w   . Koristej}i gi ovie svojstva dobivame: 

 
2 2 2 2| | | | | | | | ( ) ( )

2 2 2

a b c a b c a a b b c c a b c a b c

a a b b a b b a a b b c c b c a a c
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2 2 2| | | | | | ( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2 2

a b b c c a a b a b b c b c c a c a

a a b b a b b a a b b c c b c a a c

             

                 
 

od kade {to direktno sleduva tvrdeweto.  
 

 284 B. Da se opredelat realnite re{enija na ravenkata  

  1 1 2 2x x x     .  
 

 Zabele{ka. Korenite se smetaat za aritmeti~ki, t.e. vrednostite na korenite se nenegativni. 
  

 Re{enie. Bidej}i 1 1x x    za sekoj realen broj x  jasno e deka  za sekoj realen broj od 

definicionata oblast na ravenkata va`i 1 1x x   , odnosno 1 1 0x x    . Bidej}i 

levata strana na ravenkata e negativna, a desnata e nenegativna, dadenata ravenka nema 
re{enie.  
 

 III godina 
 

 285. Da se re{i neravenkata  

  2 2 2 2 2 2
1 2 997 1 2 997... ... 1994tg x tg x tg x ctg x ctg x ctg x         

 

 Re{enie. Dadenata neravenka e ekvivalentna so neravenkata: 

 2 2 2
1 1 2 2 997 997( ) ( ) ... ( ) 0tgx ctgx tgx ctgx tgx ctgx       ,  

od kade dobivame deka za sekoj {1,2,....,997}i  va`i: 

 0i itgx ctgx   odnosno i itgx ctgx .  

Od poslednata ravenka dobivame deka za {1,2,....,997}i  va`i: 

    3
4 4

/ /ix k k m m           

Za vakvite vrednosti na ix , vsu{nost vo neravenkata va`i ravenstvo.  
 

 286. Prav cilindar so radius 39r   i prav konus so radius 9R   imaat 

ednakva visina 15H  . Na koja nenulta visina x , treba da se prese~at 
cilindarot i konusot za da novodobieniot cilindar so visina x  i 
prese~eniot konus so visina x  imaat ednakvi volumeni? 
 

 Re{enie. So y  go ozna~uvame radiusot na pomalata osnova na prese~eniot konus so 

visina x . Od sli~nosta na triagolnicite 'AOO  i 'ACC , dobivame  

 
y H x
R H

             (1) 

 Za volumenot na prese~eniot konus va`i 

 
22

2 2 2( )
( )

3 3 3k
y H xR HV R H y H y x
       .  (2) 

Ako od (1) go izrazime y  i go zamenime vo (2) dobivame  

 
2

2 2
2

( 3 3 )
3

k
R xV x Hx H

H
   .        (3) 

 So izedna~uvawe na ovoj volumen i volumenot na 
cilinderot so visina x  ja dobivame ravenkata: 

x

y

R
O 'O

C 'C

A
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2

2 2 2
2

( 3 3 )
3
R xr x x Hx H

H
    .  

Ako ja podelime ravenkiata so x ( 0x  ) i gi zamenime dadenite vrednosti za ,r H  i H , 

dobivame 2 45 350 0x x   .  
 

 Re{enijata na poslednata ravenka se 10 i 35 , od koi vtoroto ne go zemame predvid 

bidej}i ja nadminuva visinata na dadenite cilindar i konus.  
 

 Zna~i, cilindarot i konusot treba da se prese~at na visina 10x  .  
 

 287 A. Da se re{i ravenkata 3
3 1
8 12 6 2 1

2 2
x x

x x
     
 

.  

 Re{enie. Voveduvame smena 2xt  . So zamena vo dadenata ravenka se dobiva ravenkata 

3
3
8 26 1t t

tt
     
 

, koja {to e ekvivalentna so ravenkata 
3

2 1t
t

   
 

. Od poslednata ra-

venka se dobiva 2 1t
t

   od kade {to 1t    ili 2t  . So ogled na napravenata smena, t  e 

pozitiven broj, pa, zna~i 2t  , od kade {to dobivame 1x  .  
 

 Lesno se proveruva deka 1x   e navistina re{enie na dadenata ravenka.  
 

 288 A. Neka ABC  e triagolnik, pri {to     (so   e ozna~en agolot kaj 

temeto ,C a so   agolot kaj temeto B ). Neka O  e centarot na vpi{anata 

kru`nica, a ,M N  i L  se to~kite na stranite ,BC AB  i ,AC soodvetno, vo koi 

{to vpi{anata kru`nica gi dopira stranite na triagolnikot. Ponatamu, 
neka K  e prese~nata to~ka na pravite AO  i .MN  Doka`i deka AKC  e prav.  
 

 Re{enie. Agolot AKC  e ednakov na agolot .OKC  Agolot OMC  e prav bidej}i e 

agol me|ui tangentata i soodveten radius na 
vpi{anata kru`nica. Za da doka`eme deka 

AKC OKC  e prav dovolno e da poka`eme deka 

~etiriagolnikot OKMC  e tetiven (postoi 

kru`nica opi{ana okolu OKMC ), zatoa {to vo toj 

slu~aj aglite OKC  i OMC se ednakvi kako 

periferni agli nad ista tetiva OC .  

 ]e poka`eme deka OKMC  e tetiven na toj na~in 

{to }e doka`eme deka  

 180KOC KMC    .  

Imame  

 
2 2

KOC
       ( KOC  e nadvore{en za OAC )        (1) 

 BOM BON       (priznak CAC )             (2) 
 

 BMON  e deltoid   (direktno od (2))             (3) 
 

 MN BO       (direktno od (3)             (4) 





A

B CM
K

O

N
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 90
2

BOM
       ( 90BMO   )              (5) 

 
2

KMO
       ( od  (4) i (5))              (6) 

 90
2

KMC
       ( 90OMC    i (6))            (7) 

 180KOC KMC      (od (1), (7) i 180      ) 
 

 So toa dokazot e zavr{en.  
 

 289 B. Da se opredelat realnite re{enija na ravenkata 
3

2 7 4 338 0,5 1
x
x xx

   . 

 

 Re{enie. Imaj}i predvid deka 38 2  i 10,5 2 , a vo soglasnost so pravilata za 

stepenuvawe i korenuvawe, dadenata ravenka ja sveduvame na ravenkata 
3 4 3

2 7 3 32 2 1
x x
x x
  
   , od 

kade {to dobivame 
3 4 3

2 7 3 32 1
x x
x x
  
   . No 2 1y   ako i samo ako 0y  , pa od prethodnata ravenka 

 ja dobivame ravenkata 3 9 4 3 0
2 7 3 3

x x
x x
   
 

, koja {to se sveduva na kvadratnata ravenka 

2 14 48 0x x   , ~ii re{enija se 1 6x   i 2 8x  .  

 Za ovie vrednosti na x , izrazite vo po~etnata ravenka se definirani, a osven toa za 

niv ravenkata e zadovolena. Zna~i, ravenkata ima dve realni re{enija 1 6x   i 2 8x  .  

 290 B. Neka ABCD  e konveksen ~etiriagolnik i neka , ,M N P  i Q  se 

sredinite na stranite ,AB ,BC CD  i DA  soodvetno. Doka`i deka dijago-

nalite na ABCD  se zaemno normalni, ako i samo ako dijagonalite na 
MNPQ  se ednakvi.  

 Re{enie. ]e poka`eme prvo deka ~etiriagolnikot 

MNPQ  e paralelogram. Navistina, MN  i PQ  se 

sredni linii na triagolnicite ABC  i ,ADC soodvetno, 

pa, zna~i dvete se paralelni na .AC Dobivame deka 

,MN PQ  i AC  se paralelni. Analogno se dobiva deka 

i ,NP QM  i BD  se paralelni. Ottuka e jasno deka 

MNPQ  e paralelogram ~ii strani se paralelni na 

dijagonalite na ABCD .  

 Ako dijagonalite na paralelogramot MNPQ  se 

ednakvi, toga{ toj paralelogram e pravoagolnik, od 

kade {to dobivame deka dijagonalite na ABCD  se 

zaemno normalni.  
 

 IV godina 
 

 291. [to pretstavuva geometriskoto mesto na te`i{tata na triagolnicite 

so temiwa: A  e vo temeto na parabolata 2 2y px , B  vo fokusot na parabolata 

i C  na dadenata parabola? 

A

B

C

D

M

N

P

Q
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 Re{enie. Neka 1 1( , )C x y  e proizvolna to~ka od parabolata 2 2y py , razli~na od 

(0,0)А . To~kata C  se bira da bide razli~na od A  za da ABC  bide triagolnik. Neka 

( , )T x y  e te`i{teto na triagolni-

kot ABC . Za temeto B  koe{to e vo 

fokusot na parabolata  2
,0pB  , a 

za polovinata na stranata AB  imame  

 1 4
,0pC  . Bidej}i T  ja deli otse~-

kata 1C C  vo odnos 1: 2,  dobivame 

12
6

p xx   i 1
3

,yy  od kade {to 

6
1 2

x px   i 1 3 .y y Bidej}i 1 1( , )C x y  

le`i na parabolata, dobivame 
62

2
9 2 x py p  , od kade {to: 

   2
6

2 py p x        

                (1) 
 Zna~i, baranoto geometrisko mesto na to~ki e parabola dadena vo (1), no bez temeto 

 6
,0p , zatoa {to A Cx .  

 292. Doka`i deka za sekoj priroden broj n , cos( )nx  mo`e da se izrazi 

kako polinom po cos x  od n -ti stepen.  
 Re{enie. Tvrdeweto }e go doka`eme so pomo{ na principot na matemati~ka indukcija. 
Indukcijata }e ja sproveduvame po n . Vo dokazot se koristat formulite: 

  cos( ) cos cos sin sin           

i 

  1sin sin (cos( ) cos( ))
2

          .  

 Za 1n   tvrdeweto e o~igledno.  

 Neka tvrdeweto va`i za sekoj n k  i neka za takvi n  imame: 

 cos( ) (cos )nnx P x  

kade {to (cos )nP x  e polinom po cos x  od n -ta stepen.  

 Za 1k   dobivame: 

  1 1
2 2

cos(( 1) ) cos( ) cos( ) cos sin( ) sin

cos( ) cos cos(( 1) ) cos(( 1) )

k x kx x kx x kx x

kx x k x k x

       

     
 

od kade {to se dobiva  

  1cos(( 1) ) 2cos( ) cos cos(( 1) ) 2 (cos ) cos (cos )k kk x kx x k x P x x P x         

 Dadeniot izraz za cos(( 1) )k x  e polinom po cos x  od stepen 1k  .  

 Spored principot na matemati~ka indukcija, tvrdeweto va`i za sekoj priroden broj.  
 

 293 A. Opredeli gi site aritmeti~ki progresii so razlika 2d  , taka 

{to odnosot 3n

n

S

S
 ne zavisi od n .  

A B

C

1C

T

x

y
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 Re{enie. Neka prviot ~len na aritmeti~kata progresija koja go zadovoluva dadeniot uslov e 

1a . Sumata na prvite k -~lenovi na ovaa progresija e 1 1[2 ( 1) 2] ( 1)
2k
kS a k k a k       .  

 Od uslovot sleduva deka za 1n   i 2n   va`i 3 6

1 2

S S

S S
  od kade {to ja dobivame 

ravenkata 1 1

1 1

3( 2) 6( 5)

2( 1)

a a

a a

 



, ~ie edinstveno re{enie e 1 1a  .  

 Zna~i, ako nekoja progresija so razlika 2  go zadovoluva dadeniot uslov, toga{ taa ima 

prv ~len 1 1a  .  

 Obratno, ako 1 1a  , toga{  

  

2
3

2

3 (1 3 1) 9 9
(1 1)

n

n

S n n n
S n n n

   
 

,  

pa zna~i, dadeniot odnos ne zavisi od n .  

 Zna~i, postoi samo edna takva progresija i toa 1,3,5,... .  

 294 A. Opredeli gi site prirodni broevi n , za koi postojat tri posle-

dovatelni koeficienti vo razvojot na ( )na b  koi {to formiraat aritme-

ti~ka progresija.  

 Re{enie. Neka 
1

n
k
 
  

, 
n
k
 
 
 

 i 
1

n
k
 
  

 se tri posledovatelni koeficienti na razvojot na 

( )na b , pri {to 0 k n  . Potreben i dovolen uslov da ovie tri koeficienti formiraat 

aritmeti~ka progresija e: 

  2
1 1

n n n
k k k
                 

,  

od kade {to, po sreduvaweto, dobivame: 

  2 24 4 2 0k nk n n     .                  (1) 

 Zna~i, baranite broevi se site onie n  za koi ravenkata (1) ima barem edno 

celobrojno re{enie k  taka {to 0 k n  .  

 Re{enijata na ravenkata se 1/ 2
2

2
n nk   .  

 Bidej}i treba da va`i 10 k n   ili 20 k n  , dobivame 2n n n    . Uslovot 

2n n    e sekako ispolnet za n , a uslovot 2n n   e ispolnet za 3n  .  

 Obratno, ako 3n  , toga{ va`i 1 20 k k n   .  

 Za da barem edno re{enie na ravenkata (1) bide cel broj potrebno e 2n   da e kvadrat 

na priroden broj, t.e. 22n s   za nekoj s .  

 Obratno, ako 22n s   za nekoj s , re{enijata na ravenkata (1) se: 1/ 2

( 1)
1

2

s s
k

  , a 

ovie dva broja se celi bidej}i ( 1)s s   i ( 1)s s   se proizvodi na posledovatelni broevi, pa 

zna~i, delivi se so 2 .  

 Kone~no, zaklu~uvame deka baranite broevi se: 2 2n s  , za 3,4,5,....s  .  

 295 B. Mno`estvoto prirodni broevi e razbieno na mno`estva na sled-
niot na~in: 
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  {1} , { 2,3} , { 4,5,6} , { 7,8,9,10} , ... 

 Neka kS  e zbirot na broevite vo k -toto mno`estvo (mno`estvo so k  

elementi). Doka`i deka 4
1 3 5 2 1... nS S S S n     .  

 Re{enie. Pred najmaliot priroden broj vo k -toto mno`estvo ima  

  
( 1)

1 2 3 ... ( 1)
2

k k
k

       

broevi, pa, zna~i, najmaliot broj vo k -toto mno`estvo e 
( 1)

1
2

k k  . Sumata kS  mo`e da se 

dobie kako suma na k  ~lenovi na aritmeti~ka progresija so razlika 1  i prv ~len 

( 1)
1

2

k k  . Dobivame: 
3( 1)

2 1 ( 1)
2 2 2k

k kk k kS k
         

  
. 

 ]e go doka`eme dadenoto tvrdewe so pomo{ na principot na matemati~ka indukcija.  

 Za 1n   tvrdeweto va`i, bidej}i 4
1 1 1S   .  

 Da pretpostavime deka tvrdeweto e to~no za n m , t.e.  
 

  4
1 3 5 2 1... mS S S S m     .  

 Toga{, za 1n m  , dobivame: 

  
1 3 5 2 1 2( 1) 1 1 3 5 2 1 2 1

3
4 4 3 2 4

... ...

(2 1) (2 1)
4 6 4 1 ( 1)

2

m m m mS S S S S S S S S S

m m
m m m m m m

               

          
 

Spored principot na matemati~ka indukcija, tvrdeweto va`i za sekoj priroden broj n .  

 296 B. Neka 1994( ) ( 2 3 )P x x  . Presmetaj go zbirot na site koeficienti 

na polinomot ( )P x , koi stojat pred neparnite stepeni na x .  
 

 Zabele{ka. Krajnite rezultati treba da bidat dadeni vo {to pokratok oblik, t.e. ne 
treba da figuriraat sumi od golem broj na sobiroci.  
 

 Re{enie. Imame  
 

1994 1994 1993 1992 2 1993 1993 1994 19941994 1994 1994
( ) (2 3 ) 2 2 3 2 (3 ) ... 2 3 3

1 2 1993
P x x x x x x

     
               

     
 

 

 Da go ozna~ime zbirot na site koeficienti na polinomot ( )P x  so s , a zbirot na site 

koeficienti na polinomot ( )P x  koi stojat pred parnite stepeni na x , so t .  
 

 Od razvienata forma na ( )P x  se gleda deka s  e ednakov na vrednosta na ( )P x  za 1x  , 

t.e. , 1994(1) 5s P  .  
 

 Da go razgledame ( 1 ) ( 1)P P  . Vo ovoj zbir koeficientite pred parnite stepeni na x  

se sobrani dva pati (edna{ kaj (1)P  i edna{ kaj ( 1)P  ), dodeka koeficientite pred 

neparnite stepeni na x  ne se voop{to vklu~eni (odnosno, pri sumiraweto se kratat 

bidej}i se ednakvi po apsolutna vrednost, no so razli~ni znaci). Zna~i: 
 

 

  
1994(1) ( 1) 5 1

2 2

P P
t

    .  
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   XVII regionalen natprevar - 1995 godina 
 

 I godina 
 

 297. Neka zbirot na tri realn i broja e 0 , a zbirot na nivnite kvadrati 

e 4 . Da se presmeta zbirot na ~etvrtite stepeni na trite broja.  
 Re{enie. Da gi ozna~ime trite broja so ,x y  i z . Spored uslovite na zada~ata, imame  

  0x y z   ,                     (1) 

  2 2 2 4x y z   .                    (2) 

Ako go kvadrirame prvoto ravenstvo, dobivame: 

  2 2 2 2( ) 0x y z xy yz zx      ,                  

od kade dobivame  

  2xy yz zx                        (3) 

Ako go kvadrirame ravenstvoto (3), dobivame: 

  2 2 2 2 2 2 2 2 22( ) 4x y y z z x x yz xy z xyz      ,  

  2 2 2 2 2 2 2 ( ) 4x y y z z x xyz x y z      , 
od kade zaradi (1) sleduva deka: 

  2 2 2 2 2 2 4x y y z z x   ,                  (4) 
Ako go kvadrirame ravenstvoto (2), dobivame: 
 

  4 4 4 2 2 2 2 2 22( ) 16x y z x y y z z x       

od kade, poradi (4), sleduva deka 4 4 4 8x y z   .  

 298. Neka ' ' ' 'ABCDA B C D  e kocka so rab ,a kade ABCD  e eden od 

yidovite na kockata, a ', ', 'AA BB CC  i 'DD  se rabovi na kockata. Da se 

presmeta (vo zavisnost od a ) visinata na piramidata ' 'ACB D , spu{tena od 

temeto D .  
 Re{enie. Vedna{ da zabele`ime deka site 

rabovi na piramidata ' 'ACB D  se ednakvi i imaat 

dol`ina 2.b a Zna~i, ' 'ACB D  se dobiva od da-

denata kocka, koga }e se otstranat ~etirite 

ednakvi tristrani piramidi ' , ' ,ACB B ACD D

' ' 'AB D A  i ' ' 'CB D C  so volumeni ednakvi na 
3

6
a . Zna~i, volumenot V  na ' 'ACB D  e 

3

3
a . Od 

druga strana za volumenot V  va`i 
2 3
12

b hV  , 

kade h  e baranata visina, pa so izedna~uvawe 

na dvata volumeni po sreduvaweto, dobivame 2 3
3

ah  .  

 299 A. Avtomobil se dvi`el od gradot A  kon gradot B  so brzina 
60 km/h  na nagorninite, 72 km/h  na ramnite delovi i 90 km/h  na nadol-

ninite i celiot pat go izminal za 5  ~asa. Za da se vrati nazad, dvi`ej}i se 

so istite brzini na avtomobilot mu bile potrebni 4  ~asa.  

A B

C
D

'A 'B

'C'D
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 Kolkavo e rastojanieto od A  do B .  
 

 Re{enie. Neka kmg  od patot A  do B  se sostoi od nagornini, kmr  se sostoi od ramni 

delovi i kmd  se sostoi od nadolnini. Toga{, spored uslovite na zada~ata, dobivame: 

  5
60 72 90

g r d                       (1) 

Dvi`ej}i se nanazad, onie delovi koi bile nagornini stanuvaat nadolnini i obratno, pa 
zatoa imame: 

  4
90 72 60

g r d   .                    (2) 

Od sumiraweto na (1) i (2) dobivame 9
36

g r d   , odnosno 324g r d   .  

 Zna~i, rastojanieto od A  do B  e 324 km .  

 300 A. Doka`i deka postojat dva pozitivni prirodni broevi taka {to 
nivnata suma e 1995  a proizvodot e deliv so 1995 .  
 Re{enie. Da pretpostavime deka postojat dva takvi broja i neka toa se x  i y . Spored 

uslovite od zada~ata, imame: 

  1995x y   i 1995xy k ,  

kade k  e pozitiven priroden broj. Ako go izrazime od prvoto ravenstvo i go zamenime vo 
vtoroto, dobivame: 

  2 1995( )x x k  ,  
odnosno  

  2 3 5 7 19( )x x k     .  

Zna~i, 2x  e deliv so 3 , od kade dobivame deka i x  e deliv so 3 . Analogno zaklu~uvame 

deka x  e deliv so 5,7  i 19 . Zna~i, x  e deliv so 3,5,7  i 19 , {to zna~i, deka e deliv i so 

nivniot zaedni~ki sodr`atel, odnosno so 1995 . Od poslednoto, bidej}i x  e priroden broj, 

dobivame deka 1995x  , od kade {to dobivame deka 0y  . Posledniot zaklu~ok protivre~i 

na pretpostavkata, pa zna~i ne postojat prirodni broevi so baranite svojstva.  

 301 B. Na raspolagawe ni se smesa AB  sostavena od supstanciite A  i B  
vo odnos 2 : 3 , smesa BC , sostavena od supstanciite B  i C  vo odnos 1: 2  i 
smesa CA , sostavena vo odnos 1:1 . Po kolku grama od sekoja od smesite 
treba da se zemat za da se dobie 24 g  smesa vo koja odnosot na supstanciite 

,A B  i C  e 1:1:1? 
 Re{enie. Da zememe x  grama od prvata smesa, y grama od vtorata smesa i 24 x y   

grama od tretata smesa.Vo dobienata smesa treba da ima po 8  grama od sekoja od 

supstanciite. Od druga strana, vo dobienata smesa ima 2 1 (24 )
5 2

x x y    grama od 

supstancijata A  i 3 1
5 3

x y  grama od supstancata B . Re{avaj}i go sistemot ravenki  

  

2 1
5 2
3 1
5 3

( 24 ) 8

8

x x y

x y

    


 

,  

dobivame 10, 6x y  , a ottamu i 8z  .  

 Zna~i, potrebni se 10 g  od prvata, 6 g  od vtorata i 8 g  od tretata smesa.  
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 302 B. Neka ABC  e triagolnik, K  e to~-

ka na stranata ,AC razli~na od A  i ,C M  

e to~ka od stranata BC  razli~na od B  i 

C  i neka X  e prese~na to~ka na KB  i 

.MA  Doka`i deka ne e mo`no da bidat is-

polneti ravenstvata KX XB  i MX XA .  
 

 Re{enie. Da pretpostavime deka e mo`no da se ispolneti dadenite ravenstva. Toga{ 

ABMK  e ~etiriagolnikot ~ii dijagonali se prepolovuvaat, od kade sleduva deka ABMK  e 

parallelogram. Od tuka dobivame deka otse~kite AK  i BM , odnosno otse~kite AC  i BC  

se paralelni, {to ne e mo`no.  

 II godina 
 303. Neka ,a b  i c  se dol`ini na strani na triagolnik. Doka`i deka 

funkcijata :f   , dadena so: 

  2 2 2 2 2 2( ) ( )f x b x b c a c     ,  

prima pozitivna vrednost za sekoj realen x .  
 

 Re{enie. Funkcijata :f   , dadena so 2( )f x Ax Bx C    prima pozitivna vrednost 

za sekoj realen broj x  ako i samo ako 0A   i 2 4 0D B AC   .  

 Bidej}i, vo dadeniot slu~aj, imame 2 0A b  , prviot uslov e ispolnet.  

 Za vtoriot uslov, imame 
 

  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 4 ( 2 )( 2 )

[( ) ][( ) ] ( )( )( )( ).

D b c a b c b c a bc b c a bc

b c a b c a a b c b c a b c a a b c

           

             
 

Bidej}i ,a b  i c  se dol`ini na strani na triagolnik, imame 0a b c   , 0b c a   , 

0b c a    i 0a b c   , od kade {to se dobiva deka 0D  , odnosno deka e ispolnet i 

vtoriot uslov.  

 304. Niz vnatre{na to~ka M  na triagol-
nikot ABC  povle~eni se pravi paralelni na 
stranite na triagolnikot ABC . Istite go 

delat triagolnikot na {est delovi od koi 

tri se triagolnici so plo{tini 1 2,P P  i 3P . 

Izrazi ja plo{tinata na triagolnikot ABC  

preku plo{tinite 1 2,P P  i 3P .  
 

 Re{enie. Neka P  e plo{tinata na ABC . Sekoj od triagolnicite ,RMS KLM  i MPQ  e 

sli~en na triagolnikot ABC , pa zatoa  
 

  1P RM
P AB

 , 2P KL
P AB

  i 3P MP
P AB

 .  

So sobirawe na gornite ravenstva imaj}i predvid deka RM AK  i MP LB , dobivame  
 

A B

C

X

K M

1P

2P

3P

A B

C

K L

P

Q

R

S

M
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  1 2 3 1
P P P AK KL LB AB

P AB AB

      ,  

 

od kade {to sleduva deka 2
1 2 3( )P P P P   .  

 305 A. Neka z  e kompleksen broj, a  e realen broj i 1z a
z

  . Doka`ete 

deka z  e realen broj ili | | 1z  .  

 Re{enie. Od dadeniot uslov, dobivame 2 1 0z az   . Zna~i, z  e re{enie na kvadratnata 

ravenka 2 1 0x ax   . Poslednata ravenka ima realni re{enija, i toga{ z  e realen broj, 

ili re{enijata i se parot konjugirani kompleksni broevi z  i z . No, toga{ spored 

Vietovite vrski, dobivame 1zz  , odnosno | | 1z  .  

 306 A. Neka ,a b  i c  se celi broevi i 0a  . Doka`i deka, ako ravenkata 

2 0ax bx c    ima dve realni re{enija vo intervalot  10,
2

, toga{ 5a  .  

 Re{enie. Neka 1x  i 2x  se re{enija na dadenata ravenka. Spored Vietovite vrski, imame 

1 2
cx x
a

 , od kade,  bidej}i  1 2
1, 0,
2

x x  , dobivame 10
4

c
a

  , odnosno 0 4c a  . Od 

poslednoto e jasno deka c  e pozitiven broj, pa bidej}i i a  i c  se celi pozitivni broevi, 

dobivame 4 1 4 1 1 5a c      .  

 307 B.  Da se opredelat site kompleksni broevi z  za koi va`i  

  1 ( )zz i z z    .  

 Re{enie. Neka z a ib  , kade a  i b  se realni broevi. Bidej}i 2 2zz a b   i 2z z bi  , 

dadenata ravenka se transformira vo 2 2 1 2a b b   , od kade dobivame  2 2( 1) 0a b   . No, zbir 

na kvadrati na realni broevi e 0  ako i samo ako kvadriranite broevi se 0 , od kade dobivame deka 

0a   i 1 0b   , odnosno 1b  .  

 Zna~i, postoi edinstven kompleksen broj koj gi ispolnuva uslovite i toa e z i .  

 308 B.  Doka`i deka ako 110 11
3

x y  , toga{ 2 2 1
1995

x y  .  

 Re{enie. Od uslovot 110 11
3

x y  , dobivame 1 30
33

xy  , od kade  

  
2

2 2 2 21 30 1 (1989 60 1)
33 1089

xx y x x x       
 

.  

Da stavime 2( ) 1989 60 1f x x x   . Toga{, minimalnata vrednost na f  e  

  
2

min
4 4 1989 3600 121( )

4 4 1989 221
ac bf x

a
    


.  

Zna~i, 2 2 21 1 121 1 1(1989 60 1)
1089 1089 221 1989 1995

x y x x        .  

 

 III godina 
 

 309. Opredeli gi realnite re{enija na ravenkata: 

  2 3log (1 ) logx x  .  
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 Re{enie. Voveduvame smena 3log x y , od kade {to se dobiva 3yx  . Zamenuvaj}i vo 

po~etnata ravenka, dobivame 

  2log (1 3 )y y  ,  

  1 3 2y y  ,  

  31 1
2 2

yy           
.  

Edno o~igledno re{enie na poslednata ravenka e 2y  . Ako 2y  , toga{ 

   
2

1 1 1
2 2 4

y
       
      

 i   
2

3 3 3
2 2 4

y
   

    
   

, 

 od kade  

  31 1 3 1
2 2 4 4

yy             
.  

Ako pak 2y  , toga{ 
2

1 1 1
2 2 4

y
       
   

 i 
2

3 3 3
2 2 4

y
   

    
   

, od kade  

  31 1 3 1
2 2 4 4

yy             
.  

Zna~i, 2y   e edinstvenoto re{enie na ravenkata 31 1
2 2

yy           
, od kade {to se dobiva, 

(vra}aj}i se vo izvr{enata smena), deka 9x   e edinstvenoto re{enie na po~etnata ravenka.  

 

 310. Neka ABCDT  e ~etiristrana piramida so osnova ABCD  ( A  i C  ne 
se sosedni temiwa) ~ii dijagonali AC  i BD  se zaemno normalni i se se~at 
vo to~kata O  koja e podno`je na visinata na piramidata od vrvot T . Neka 

, , ,      se soodvetno, aglite me|u visinata na piramidata i visinite 

spu{teni na bo~nite yidovi , ,ABT BCT CDT  i DAT , spu{teni od vrvot T . 

Doka`i deka  

  2 2 2 2ctg ctg ctg ctg      .  

 Re{enie. Da gi ozna~ime so ', ', 'A B C  i ',D soodvetno, podno`jata na visinite na 

bo~nite yidovi , ,ABT BCT CDT  i DAT , spu{teni od vrvot T ; so ', ', 'a b c  i 'd , dol`inite 

na otse~kite ', ', 'OA OB OC  i 'OD , 

soodvetno; so , ,a b c  i d  dol`inite na 

otse~kite , ,OA OB OC  i OD , soodvetno; 

so h  dol`inata na visinata na 

piramidata.  
 Imame: 

  
2 2

2 2
2 2' '

h hctg ctg
a c

       

i  

  
2 2

2 2
2 2' '

h hctg ctg
b d

     .  

А

B

C

D
O

'A

T
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Da go razgledame triagolnikot ABO . Toj e pravoagolen, so prav agol vo temeto O , a 

otse~kata 'OA  mu e visina spu{tena kon hipotenuzata. Zna~i,  

  
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
1 1 1
'

AB a b
a a b a b a b

    ,  

i analogno  
2 2 2

1 1 1
'b b c
  , 

2 2 2
1 1 1
'c c d
   i 

2 2 2
1 1 1
'd a d
  . So ogled na dobienite ravenstva, 

imame: 

2 2 2 2 2
2 2 2 2

1 1 1 1ctg ctg h ctg ctg
a b c d

            
 

. 

 311 A. Doka`i deka ne postoi polinom P  so realni koeficienti taka 
{to za sekoj realen broj x  va`i (sin ) cosP x x .  

 Re{enie. Prv na~in. Da pretpostavime deka postoi takov polinom. Neka sint x . Toga{ za 

1 1t    va`i  

  2 2( ( )) 1P t t                       (1) 

od kade {to e jasno deka P  mora da e linearen polinom, odnosno ( )P t at b  . So zamena vo 

(1), dobivame  

  2 2 2 22 1a t bt b t     ,  

od kade {to, dobivame 2 1a   , {to ne e mo`no za nitu eden realen broj.  
 

 Zna~i, ne postoi polinom so baranoto svojstvo.  
 
 

 Re{enie. Vtor na~in. Da pretpostavime deka postoi takov polinom. Toga{  
 

  1 cos (sin ) (0) (sin 0) cos0 1P P P         ,  
 

{to ne e mo`no.  
 Zna~i, ne postoi polinom so baranoto svojstvo.  

 312 A. Neka ABCDT  e piramida so osnova ABCD  ( A  i C  ne se sosedni 

temiwa), ~ii dijagonali AC  i BD  se se~at vo to~kata ,O  koja e podno`je 

na visinata na piramidata od vrvot T . Neka , ,P Q R  i S  se sredinite na 

otse~kite , ,AB BC CD  i DA , soodvetno. Niz otse~kite , ,PQ QR RS  i SP  se 

povle~eni 4  ramnini, normalno na osnovata na piramidata koi od pirami-
data otsekuvaat 4  tristrani 
piramidi koi gi otfrlame. Doka`i 
deka plo{tinata na preostanatiot 
del na piramidata e ednakva na 
vkupnata plo{tina na ~etirite 
otfrleni piramidi.  
 

 Re{enie. Neka F  e prese~na to~ka na 

otse~kite PQ  i .BD Otse~kata PQ  e sredna 

linija za triagolnikot ABC . Zatoa F  e 

sredina na otse~kata ,BO  a visinata 'FF  

na otfrlenata piramida so osnova PQB  e 

sredna linija na triagolnikot .OTB  A B

CD

S

P

Q
G F

O

'G 'F

T
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Zaklu~uvame deka otse~kite PF  i 'QF  se sredni linii na triagolnicite ATB  i ,CTB  

soodvetno. Analogni zaklu~oci mo`at da se izvedat za sekoja od otfrlenite piramidi.  
 Za da se presmeta vkupnata plo{tina na otfrlenite piramidi, od interes e da se znae 
vkupnata plo{tina na nivnite osnovi. Od druga strana, ne e te{ko da se poka`e deka 
srednite linii na sekoj triagolnik istiot go delat na ~etiri triagolnici so ednakva 
plo{tina, odnosno sekoj od dobienite ~etiri dela ima plo{tina ednakva na  ~etvrtina od 

plo{tinata na dadeniot triagolnik. Ottamu sleduva deka vkupnata plo{tina B  na 

osnovite na otfrlenite piramidi e  

  1 ( )
4
1 2
4 2

PQB RSD QRC SPA

ACB BDC CDA DBA

B P P P P

P P P P

BB

    

    

 



.  

kade so B  e ozna~ena plo{tina na osnovata ABCD . Zna~i, polovina od plo{tinata na 

osnovata na po~etnata piramida e vo preostanatiot del, a polovina u~estvuva vo 
plo{tinata na otfrlenite piramidi.  

 Neka plo{tinata na obvivkata na po~etnata piramida e .M Da go razgledame 

triagolnikot .ABT  Dva od ~etirite dela na koi toj e podelen so svoite sredni linii se vo 

preostanatiot del, a dva se vo otfrlenite piramidi. Analogna diskusija mo`e da se izvr{i 
i za drugite bo~ni yidovi na po~etnata piramida. Zna~i, polovina od plo{tinata na 
obvivkata na po~etnata piramida e vo preostanatiot del, a polovina u~estvuva vo 
plo{tinata na otfrlenite piramidi.  
 Site preostanati yidovi se vsu{nost yidovite po koi e vr{eno otsekuvaweto na 
otfrlenite delovi i istite se zaedni~ki zaz preostanatiot del i za otfrlenite piramidi. 
Neka nivnata plo{tina e Z .  
 Zna~i, plo{tinata na preostanatiot del, kako i vkupnata plo{tina na otfrlenite 

piramidi, e ednakva na 
2 2
B M Z  .  

 313 B. Da se opredeli agolot  , ako se znae deka 2
0,     i  

  1 2sin
6 3 2 2 2

 
  

.  

 Re{enie. Imame 

  
 

2 2
2 2 4 4

6 3 2 2 21 2 1 2sin
6 3 2 2 2 6 3 2 2 2 6 3 2 2 2

2 2 2 231 2 13 2 2 2 2
2 2 2 24(1 2)

1 1 1 cos 1 cos
cos sin cos sin

6 2 6 2 6 2 6 2

7cos sin sin cos sin sin
6 8 6 8 8 6 24

 

      
        

       


          

            
 

 

od kade {to e jasno deka 7
24
  .  

 314 B. Neka ABCDT  e piramida so osnova ABCD  ( A  i C  ne se sosedni 

temiwa), ~ii dijagonali AC  i BD  se se~at vo to~kata O , koja e podno`je 
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na visinata na piramidata od vrvot T . Neka , ,P Q R i S  se sredini na 

otse~kite , ,AB BC CD  i DA  soodvetno. Niz otse~kite , ,PQ QR RS  i SP  se 

povle~eni ~etiri ramnini, normalno na osnovata na piramidata, koi od 
piramidata otsekuvaat 4  tristrani piramidi koi gi otfrlame. Doka`i 
deka volumenot na preostanatiot del na piramidata e tri ~etvrtini od 
volumenot na piramidata ABCDT .  
 Re{enie. Neka F  e prese~nata to~ka na otse~kite PQ  i BD . Otse~kata PQ   e sredna 

linija za triagolnikot ABC . Zatoa F  e sredina na otse~kata BO , a visinata na otfr-

lenata piramida so osnova PQB  e sredna linija na triagolnikot OTB . Zna~i, visinata H  

na ovaa piramida e polovina od visinata H  na po~etnata piramida. Istoto va`i za 
visinata na sekoja od ~etirite otfrleni piramidi. Za da se presmeta vkupniot volumen na 
otflenite piramidi od interes e da se znae vkupnata plo{tina na nivnite osnovi. Od 
druga strana, ne e te{ko da se poka`e deka srednite linii na sekoj triagolnik istiot go 
delat na ~etiri triagolnici so ednakva plo{tina, odnosno sekoj od dobienite ~etiri dela 
ima plo{tina ednakva na ~etvrtina od plo{tinata na dadeniot triagolnik. Ottamu 

sleduva deka vkupnata plo{tina B  na 

osnovite na otfrlenite piramidi e: 

  1 ( )
4
1 2 .
4 2

PQB QRC RSD SPA

ABC BCD CDA DBA

B P P P P

P P P P

BB

   

   

 



 

kade so B  e ozna~ena plo{tinata na osno-
vata ABCD . Vkupniot volumen  na otfrle-
nite piramidi V  e  

  1 1 1
3 3 2 2 4 3

B H BHV B H     ,  

pa volumenot na preostanatiot del e 3
4 3

BH   

 IV godina  

 315. Da se opredeli koeficientot pred 3x  vo razvienata forma (po 
izvr{enite stepenuvawa)  na izrazot  

  3 4 1995(1 ) (1 ) ... (1 )x x x      .  
 Re{enie. Spored formulata za suma na geometriska progresija, dobivame: 

  
3 1993 1996 3

3 4 1995 (1 ) [(1 ) 1] (1 ) (1 )
(1 ) (1 ) ... (1 )

x x x x
x x x

x x

             .  

Bidej}i vo imenitelot se nao|a x , za opredeluvawe na baraniot koeficient dovolno e da 

se opredeli koeficientot pred 4x  vo broitelot. No, 4x  ne se javuva vo 3(1 )x , pa dovolno 

e da se opredeli koeficientot pred 4x  vo 1996(1 )x . 

 Zna~i, baraniot koeficient e 
1996

4

 
 
 

.  

 316. Neka :[0,1]f    e funkcija taka {to za 0,
2

x    
 va`i  

A B

CD

P

Q
F

O

'F

T
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  2 (sin ) 3 (cos ) sinf x f x x  .                (1) 
 a) da se opredeli (0)f , 
 b) da se opredeli funkcijata .f   

 Re{enie. a) Ako vo (1) zamenime za 0x   i za 
2

x  , go dobivame sistemot linearni 

 ravenki 
2 (0) 3 (1) 0

2 (1) 3 (0) 1

f f

f f

 
  

,  po ~ie re{avawe se dobiva 3(0)
5

f  .  

 b) Ako ja vovedeme smenata 
2

t x  , od (1), dobivame deka za 
2

0,t      va`i 

2 (cos ) 3 (sin ) cosf t f t t  , odnosno za 
2

0,x      va`i  

  2 (cos ) 3 (sin ) cosf x f x x  .                 (2) 

Re{avaj}i go sistemot ravenki (1) i (2) po nepoznati (sin )f x  i (cos )f x , dobivame  

  1(sin ) (3cos 2sin )
5

f x x x  .  

Kone~no, stavaj}i sin x y , dobivame deka za [0,1]y  va`i 23 2( ) 1
5 5

f y y y   .  

 Lesno se proveruva deka dobienata funkcija go zadovoluva ravenstvoto (1).  

 317 A. Neka 1 2, ,...a a  e beskone~na aritmeti~ka progreija ~ii ~lenovi se 

celi broevi. Doka`i deka ako vo dadenata aritmeti~ka progreija postoi 
~len koj e kub na cel broj, toga{ beskone~no mnogu ~lenovi na 
progresijata se kubovi na celi broevi.  
 Re{enie. Bidej}i ~lenovite na progresijata se celi celi broevi, jasno e deka razlikata 

d  e cel broj. Neka va`i 3
ka n , kade n  e cel broj. Ako 0d  , toga{ site ~lenovi na 

progresijata se ednakvi na 3a n , odnosno site se kubovi na cel broj. Da pretpostavime 

deka razlikata d  ne e nula. Imame  

  2 2
3 3 2 2 3 2 2

(3 3 )
( ) 3 3 (3 3 )k k n nd d
n d n n d nd d a n nd d d a

  
            

i poop{to 

  2 2 3 2
3 3 2 2 2 3 3 2 2 3 2

(3 3 )
( ) 3 3 (3 3 )k k n i ni d i d
n id n n id ni d i d a n i ni d i d d a

  
          .  

Bidej}i za razli~ni prirodni broevi i  na levata strana na poslednoto ravenstvo 

figuriraat kubovi na razli~ni celi broevi ( 0d  ), jasno e deka dadenata progresija 

sodr`i beskone~no mnogu ~lenovi koi se kubovi na celi broevi, no samo pod uslov brojot  
 

  2 2 3 2(3 3 )k n i ni d i d    

da e pozitiven za sekoj nenegativen cel broj i (bidej}i e toa o~igledno za 0i  , dovolno e da se 

razgleduva samo slu~ajot koga i  e priroden broj). No, diskriminantata na kvadratniot trinom 

(razgleduvan po d ) 3 2 2 23 3i d ni d n i   e 2 43 0D n i   , a za glavniot koeficient 3i  va`i 3 0i  , 

pa zna~i 3 2 2 23 3 0i d ni d n i   , od kade sleduva deka 2 2 3 2(3 3 )k n i ni d i d    e pozitiven broj.  

 318 A. Dadena e elipsata 
22

2 2
1

yx
a b

  , kade 0a b  . [to pretstavuva 

geometriskoto mesto na to~ki koi se sredini na site tetivi na elipsata 

koi minuvaat niz desniot forkus 2 ( ,0)F e ? 
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 Re{enie. Ravenkata na proizvolna prava niz desniot fokus e: 
  ( )y k x e  .                     (1) 
So zamena vo ravenkata na elipsata, dobivame: 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 0b a k x a k ex a k e a b     .             (2) 

Ako so 1x  i 2x  gi ozna~ime re{enijata na kvadratnata ravenka (2), koi se vsu{nost 

apscisite na krajnite to~ki na tetivata opredelena so pravata (1), apscisata na srednata 
to~ka na soodvetnata tetiva, spored Vietovite formuli, e: 

  
2 2

1 2
2 2 22

x x a k ex
b a k


 


                  (3) 

Soodvetnata ordinate e: 

  
2

2 2 2
( ) b key k x e

b a k
   


.                  (4) 

Od (3) i (4) sleduva: 

  
2

2
x a k
y b
  ,                     (5) 

pa so eliminacija na k  od (1) i (5) ja dobivame ravenkata na baranoto geometrisko mesto na 
to~ki: 

     2 2
2 2 2

2 2
e ebb x a y   ,  

 
   

2
2

2
2 2

2 2

1
e

e eb
a

x y
  .  

Zna~i, baranoto geometrisko mesto na to~ki e elipsa.  

 319 B. Za kula od karti ode den kat potrebni se dve karti, za dva kata 
potrebni se 7  karti, a za kula od tri kata potrebni se 15  karti (vidi 
crte`). Kolku karti se potrebni za kula od n  kata? 
 Re{enie. Za prviot kat (broeno od gore) se potrebni edna karta nakosena na desno, edna 
nakosena na levo i nitu edna horizontalna, 
za vtoriot dve nakoseni nadesno, dve nalevo i 
edna horizontalno postavena, za tretiot kat 
tri nakoseni nadesno, tri nalevo i dve hori-
zontalno postaveni i se taka do n -tiot kat, 

za koj se potrebni n  karti nakoseni nadesno, 

n  nalevo i 1n   horizontalno postavena. 

Zna~i, vkupniot broj na potrebni karti e: 

(1 1 0) (2 2 1) ... [ ( 1)] 2(1 2 3 ... ) (1 2 3 .. 1)

2 ( 1) ( 1) (3 1)

2 2 2

n n n n n

n n n n n n

                      
    

  

 320 B. So 2 22( 1)y x k x k    , kade k  e realen broj e dadeno mno`estvo 

paraboli (sekoj broj k  opredeluva po edna parabola). Da se opredeli 
geometriskoto mesto na na to~ki koi se temiwa na dadenite parboli.  

 Re{enie. Apscisata na temeto na parabolata 2 22( 1)y x k x k    , e 
2

1b
a

x k    , a 

soodvetnata ordinata e 2 2( 1) 2( 1)( 1) 2 1y k k k k k        . So eliminacija na parame-

tarot k , ja dobivame ravenkata na baranoto geometrisko mesto na to~ki: 

  2 1y x  .  

 Zna~i, baranoto geometrisko mesto na to~ki e prava. 
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XIX Regionalen natprevar - 1996 godina 
 
 I godina  
 

 321 A. Razlo`i go na mno`iteli polinomot 5 1x x  .  
 

 Re{enie. Za dadeniot izraz imame  

  

5 5 4 3 4 3 2 2

3 2 2 2 2

2 3 2

1 1

( 1) ( 1) 1( 1)

( 1)( 1)

x x x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x x x

           

         

    

 

 

 322 A. Dadeni se broevite 5,52,525,5252,52525,.... . Odredi go najmaliot 

me|u niv koj e deliv so 99 .  
 

 Re{enie. Neka 1S  e zbirot na cifrite na neparnite mesta, a 2S  e zbirot na 

cifrite na parnite mesta vo proizvolen broj Na  od dadenata niza.Broj e deliv so 

11  ako 1 211| S S . Broj e deliv so 9  ako 1 29 | S S .  

 1) Neka brojot na cifri N  e paren. Toga{ zbirot na cifrite na brojot Na  e 

ednakov na 7
2
N , a 3

1 2 2
NS S  . Za da brojot Na  bide deliv so 99  mora 1 29 | S S  i 

1 211| S S . Ovoj uslov go ispolnuvaat site broevi N  za koi 99 | N , t.e. 99N k . 

Najmaliot k  za koj ova e ispolneto e 2k  . Najmal vakov Na  }e ima 2 99 198   

cifri. ( 198N  ).  

 2) Neka N  e neparen. Toga{  
 

  1 2
7( 1) 7 35

2 2
N NS S
     ,  

 

  1 2
3( 1) 3 75

2 2
N NS S
     .  

Pritoa  
 

 

  1 29 | S S   7 39 |
2

N    9 | (7 3)N   5(mod9)N  .  

Osven toa,  
 

     1 211| S S 3 711|
2

N   11| (3 7)N   11| 4(3 7)N   11| ( 6)N   5(mod 11)N   
 

Najmaliot neparen broj N  takov {to 6(mod 9)N   i 5(mod 11)N   e 159 .  
 
 

 323 B. Ako za pozitivnite realni broevi ,a b  i c  va`i ravenstvoto  

  0
2 2 2

a b b c c aab c bc a ac b                 
     

,  

toga{ a b c  . Doka`i!  
 
 

 Re{enie. Ravenstvoto e ekvivalentno so  
 

  2 2 2( ) ( ) ( ) 0
2 2 2
a a cb c a c a b      .  
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Bidej}i , ,a b c  se pozitivni realni broevi, se dobiva deka 0a b b c c a      , t.e. 

a b c  .  

 324 B. Legura na cink i srebro so masa 3,5  kilogrami sodr`i 75%  

srebro. Koga ovaa legura }e se stopi i }e se izme{a so druga legura od 
istite elementi, se dobiva treta legura so masa 10,5  kilogrami, koja ima 

84 % srebro. Kolkav e procentot na srebro vo vtorata legura? 
 

 

 Re{enie. Vo prvata legura imalo 3,5 0,75 kg=2,625 kg  srebro. Vo tretata legura 

imalo 10,5 0,84 kg 8,82 kg  srebro. Na prvata legura i se dodadeni (10,5 3,5)kg 7kg   

legura, koja imala (8,82 2,66)kg 6,16 kg   srebro. Zna~i, vo vtorata legura imalo 

6,195 100 88%
7
   srebro.  

 

 325 AB. Igor, Jovan, Kire i Lazar gi pokanile svoite devojki na 
igranka. Na eden tanc Beti igrala so Igor, Ana so mom~eto na Vera, 
Gordana so mom~eto na Ana, Jovan so devojkata na Kire a Kire so devojkata 
na Igor. Opredeli gi vqubenite parovi.  
 

 

 Re{enie. (1) Beti igrala so Igor, (2) Ana so mom~eto na Vera, (3) Gordana so 
mom~eto na Ana, (4) Jovan so devojkata na Kiro, (5) Kiro so devojkata na Igor.  
 

 Dali site igrale so tu| partner? Eventualno bi mo`elo toa da ne e beti i 
Igor, no od (5) toa se eliminira, pa (6) nikoj ne igral so svojata devojka. Od (1), (2) 
i (3), a zemaj}i predvid (6) sleduva deka (7) Gordana e devojka na Igor. Od (2), (3) i 
(5) sleduva deka (8) Kiro e mom~eto na Ana, (9) Jovan e mom~eto na Vera. Na krajot 
ostana deka (10) Beti e devojka na Lazar.  
 

 326 AB. Trojca musketari Atos, Portos i Aramis posle kratkotrajno 
dru`ewe vo krajpatnata kafeana zaminale kon svoite domovi, po nasoki 

koi zafa}ale agli od 120 .  Brzinite so koi se dvi`ele musketarite 
soodvetno se: 10,20  i 40  kilometri na ~as. Doka`ete deka vo sekoj moment 

polo`bite na musketarite se temiwa na pravoagolen triagolnik.  
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 

 Re{enie. Neka O  e kafeanata, a ,tA P  i rA  to~kite vo koi vo odreden moment se 

nao|aat musketarite. Vo sekoj moment Atos se nao|a na rastojanie l , Portos na 
rastojanie 2l  i aramis na rastojanie 4l  od to~kata O . Jasno POX   e pravoagolen, 

l
4l rA

P

tA

OX
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so 3 ,XP l XO l  , pa zatoa 2 2( 3) ( 4 ) 28rP A l l l l   , 2 2( 3) ( 4 ) 28tP A l l l l    , 

   22 21 1
2 2

3 4 21t rA A l l l l    . So proverka se uveruvame deka   

  
2 2 2

"r t t rP A P A A A   .  

 II godina  
 

 327 A. Re{ete ja vo   ravenkata  
 

  2 3 3 3 2( 3) (4 6) 6 18(4 6)(3 )x x x x       .  
 

 Re{enie. So smenite: 

  2 3a x  , (4 6)b x   , 6c   
ravenkata go dobiva oblikot  

  3 3 3 3 0a b c abc       2 2 2( )( ) 0a b c a b c ab bc ac           

     2 2 21( ) [( ) ( ) ( ) ] 0
2

a b c a b b c a c           

     ( 0)a b c    ili 0a b a c b c         

    2 3 4 6 6 0x x      ili 

2

2

3 4 6 0

3 6 0

4 6 6 0

x x

x

x

    
   
    

  

    1 2 7x   , 2 2 7x   , 3 3x   .  
 

 328 A. Dijagonalite na konveksniot ~etiriagolnik ABCD  se se~at vo 
to~kata E . Presmetajte ja plo{tinata na ~etiriagolnikot ABCD  ako 
plo{tinite na triagolnicite ,ABD ACD  i AED  soodvetno iznesuvaat 

210 cm , 29 cm  i 26 cm .  
 

 Re{enie. Neka 1 2 3 4, , ,AED DEC CEB ABEP P P P P P P P       . ]e doka`eme deka  

  1 3 2 4PP P P ,                     (*) 

Navistina, neka so 1h  ja ozna~ime visinata spu{tena od temeto D  na dijagonalata 

AC , a so 2h  ja ozna~ime visinata spu{tena od temeto B  na istata dijagonala AC . 

Toga{  

1 3 1 2 1 2
1 1 1
2 2 4

PP AE h EC h AE EC h h             (1) 

     2 4 1 2 1 2
1 1 1
2 2 4

P P EC h AE h AE EC h h        .      (2) 

Od (1) i (2) sleduva (*). Sega dobivame  

 2 2 2
2 9cm 6cm 3cmDEC ACD AEDP P P P         

 2 2 2
3 10cm 6cm 4cmAEB ABD AEDP P P P        .  

Od (*) i od gornite presmetki, dobivame 

 2 22 4
3

1

3 4 cm 2cm
6

P P
P

P
   .  

 Kone~no,  

A

B

C

D

E

1h

2h
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 2 2
1 2 3 4 (6 3 4 2)cm 15cmABCDP P P P P         .  

 

 329 B. Neka 1 2,z z  se kompleksni broevi. Ako 1 2| | | | 1z z   i 1 2 1z z   , 

toga{ 1 2

1 21

z z
z

z z





 e realen broj. Doka`ete! 

 Re{enie. Kompleksniot broj z  e realen ako i samo ako z z . Spored toa  

  1 2 1 2

1 2 1 21 1

z z z z

z z z z

 


 
   2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1| | | | | | | |z z z z z z z z z z z z          

        1 2 2 1 1 2 2 1z z z z z z z z       .  
 

 330 B. Najdete x , za koj{to funkcijata 2 2 2
1 2 1996( ) ( ) ... ( )y x x x x x x        

prima najmala vrednost.  
 

 Re{enie. Imame 

 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1996 1 1 2 2 1996 1996( ) ( ) ... ( ) 2 2 ... 2y x x x x x x x xx x x xx x x xx x                 ,  

pa zatoa  

 2 2 2 2
1 2 1996 1 2 19961996 2( ... ) ( ... )y x x x x x x x         .  

Poslednata e kvadratna funkcija so koeficient 1996 0a   , pa zna~i prima 

najamala vrednost vo 1 2 1996...

1996

x x x  
.  

 

 331 AB. Ako 2 2( 1)( 1) 1x x y y     , toga{ 0x y  . Doka`ete! 

 Re{enie. Ako dadenoto ravenstvo se pomno`i so 2 1x x   dobivame  

  2 2( 1)( 1) 1y y x x      .                (1) 

Ako, pak, go pomno`ime so 2 1y y   dobivame  

  2 2( 1)( 1) 1x x y y      .                 (2) 

Taka od (1) imame 2 21 1x y x y     , a od (2) imame 2 21 1x y y x     . So 

sobirawe na poslednite dve ravenki dobivame: 2( ) 0x y   od kade 0x y  .  
 

 332 AB. Ako aglite na triagolnikot ABC  se: 80   , 90   , toga{ za 

negovite strani va`i ravenstvoto 2 ( )a b c c  . Doka`ete! 
 

 Re{enie. Da povle~eme prava CD  koja zafa}a 40ACD   (napravi crte`), 

toga{ i 60   , pa triagolnikot CDA  e ramnokrak so AD AC b  . O~igledno e 

deka ~ABC CBD  . Ottuka  

  : :AB BC CB BD    : : ( )c a a b c    2 ( )a b c c  .  

 
 III godina  
 

 333 A. Neka , , ,a b c d   i neka :f    e funkcija zadadena so  
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  ( ) 1 cos sin cos2 sin 2f x a x b x c x d x     .  

Doka`ete deka, ako za sekoj x  va`i ( ) 0f x  , toga{ za sekoj x  va`i 

i ( ) 3f x  .  
 

 Re{enie. Ako gi iskoristime ravenstvata  

     2 2
3 3

cos cos cos 0x x x       

     2 2
3 3

cos2 cos2 cos2 0x x x       

     2 2
3 3

sin sin sin 0x x x       

     2 2
3 3

sin 2 sin 2 sin 2 0x x x       

dobivame    2 2
3 3

( ) 3f x f x f x       za sekoj x . No bidej}i ( ) 0f y   za sekoj 

y , sleduva deka ( ) 3f x   za sekoj x .  
 

 334 A. Vo kru`nica e vpi{an ramnostran triagolnik .ABC  Na kru`niot 
lak AB  koj ne ja sodr`i to~kata ,C  izbrana e to~ka M  razli~na od A  i .B  

Neka pravite AC  i BM  se se~at vo to~kata ,K  a pravite BC  i AM  vo 

to~kata .N  Doka`ete deka proizvodot od dol`inite na otse~kite AK  i 
BN  ne zavisi od izborot na to~kata .M   

 

 Re{enie. ^etiriagolnikot ACBM  e vpi{an 
vo kru`nicata. Spored toa  

  180 60 .AMK AMB ACB        
Od osobinite na nadvore{en agol za triagolni-
kot AMK  dobivame  
  .MAC CKB AMK     
Od druga strana MAC MAB BAC    . Bidej}i 

60BAC AMK     i poslednite dve ravenstva do-

bivame MAB CKB  . Osven toa, 120KAB ABN    . 
Spored toa, triagolnicite ABK  i BNA  se sli~ni, 

{to zna~i : :AK AB AB NB , t.e.  

  
2

cosntAK NB AB   .  
 

 335 B. Najdete go agolot   na triagolnikot ABC , ako za negovite agli 

, ,    va`i ravenstvoto 
sin sin

sin
cos cos

   
  

.  

 Re{enie. Bidej}i , ,    se agli na triagolnik, od sin sin
sin

cos cos
   
  

 dobivame 

cos cos 0    , cos 0
2

    , 
2 2 2

       pa zatoa  

 2 2

2 2

2sin cossin sin
sin

cos cos 2cos cos

 

 
    
  

   22sin cos cos
2 2 2
     cos 0

2
   ili  

 2sin 1
2
        , {to ne e mo`no, ili 

2
  .  

 

A B

C

M
N

K



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

133 

 336 B. Daden e kvadrat ABCD  so strana a  i centar vo to~kata O . Niz 
sprotivnite temiwa A  i C  na kvadratot se povle~eni polupravi AX  i 
CY  normalni na ramninata na kvadratot i od ista strana na taa ramnina. 

Na AX  e zemena to~ka M  takva {to OM a , a na CY  to~ka N  takva {to 

2MN a . Doka`ete deka MN  e normalna na ramninata DMB .  
 

 Re{enie. ]e poka`eme deka MON  e pravoagolen, t.e.  

  
2 2 2

OM NM ON  .  
Od OMA  (nacrtaj  crte`) nao|ame  

  
2 22 2 2 2

2 2
a aMA OM OA a       

pa spored toa  2
2

aMA  .  

 Neka P  e to~ka na polupravata CY  takva {to PC MA . Od MPN  katetata NP  

iznesuva 2 2(2 ) 2 2NP a a a   . Bidej}i PC MA , imame  

  2 32 2
2 2

a aNC PC NP MA NP a       .  
 

Za OCN  va`i: 

  
2 2

2 2 2 22 3 2 5
2 2

a aON OC NC a
   

       
   

. 
 

Toga{, 
2 2 22 24ON NM a a ON    .  

 

 337 AB. Re{ete ja neravenkata 1 1x y y x xy    .  
 

 Re{enie. Bidej}i 1x   i 1y  , dadenata neravenka e ekvivalentna so: 
 

  
11 1

yx
x y

   .  

Sega sekoj od sobirocite na levata strana od neravenkata ne e pogolem od 0,5 , t.e.  

  1 1
2

t
t
    24( 1)t t   2( 2) 0t    

pri {to ravenstvo se dostignuva koga 2t  . Zna~i, 2x y  .  
 

 338 AB. Najdete gi site vrednosti na parametarot k , za koi {to 
ravenkata  

  2lg( 2 ) lg(8 6 3) 0x kx x k      
ima dvoen koren, a potoa odredi go toj koren.  
 

 Re{enie. Dadenata ravenka ja transformirame vo kvadratna ravenka  

  2 2( 4) 6 3 0x k x k      

koja {to ima dvoen koren ako diskriminantata e ednakva na nula, t.e. ako  

  24( 4) 4(6 3) 0k k    ,  

odnosno 2 14 13 0k k   . Ottuka 1 1k  , 2 13k  .  
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 )i Za 1k  , po~etnata ravenka go dobiva oblikot 2lg( 2 ) lg(8 9) 0x x x     ili 
2 6 9 0x x    , od kade {to 1 2 3x x  .  

 )ii Za 13k  , na sli~en na~in nao|ame deka 1 2 9x x   , no za ovaa vrednost na x  

logaritmot ne e definiran.  
 Zna~i, edinstvena vrednost za k  e 1 , i vo toj slu~aj 3x  .  
  

 IV godina  
 

 339 A. Bez upotreba na logaritamski tablici, doka`ete deka tg11 0,2 . 
 

 Re{enie. Neka tg 0,2  . Toga{  

  
2

2tg 5tg2
121-tg

  


, 
2

2tg2 120tg4
1191-tg 2

  


  tg4 1 tg45    ,  

Funkcijata tangens e raste~ka na  2 2
,  , pa sleduva 4 45   , t.e. 11   . Zna~i, 

tg11 tg 0,2   .  
 

 340 A. Neka 1 2, ,....a a  e aritmeti~ka progresija so razlika d , a 1 2, ,....b b  e 

geometriska progresija so koli~nik , 1q q  . 

 Presmetajte go zbirot  

  1 1 2 2 ....n n nS a b a b a b    .  
 

 Re{enie. Bidej}i za sekoj priroden broj k  va`i  

  1 ( 1)ka a k d   ; 1
1

k
kb b q   

za nS  dobivame: 

  

2 1 2
1 1 2 2 1 1 1

1
2

1 1 1 1 1 1 2

.... (1 ... ) (1 2 ... ( 1) )

1 1 ( 1) 1
(1 2 ... ( 1) )

1 1 (1 )

n n
n n n

n n n n
n

S a b a b a b a b q q q db q q n q

q q n q nq
a b db q q n q a b db q

q q q

 




              

           
  

 

Zbirot 21 2 ... ( 1) nq n q      se presmetuva na sledniot na~in: 
 

 

1

1 2 1 2 2 3 2 2

1 2 3 2
2 3 2

1 12 2 1 1
1

1 2 ... ( 1) (1 ... ) ( ... ) ... ( )

1 1 1 1
...

1 1 1 1

( 1)1 ... ( 1) ( 1) 1

1 1 (1

n

n n n n n n

n n n
n n

q nn n n n
q

q n q q q q q q q q q q

q q q q
q q q q

q q q q

n qq q q n q n q nq

q q



     

  
 

   


                 

         
   

           
   2)q

 

 

 341 B. Neka 1 2, ,..., na a a  se ~lenovi na aritmeti~ka progresija. Doka`ete 
deka  

  
1 2 1 1 2 1 1 1 2 1

1 1 1 1 2 1 1 1 1... ...
n n n n n n na a a a a a a a a a a a a a  

 
           

.  

 

 Re{enie. Bidej}i 1 2, ,..., na a a  e aritmeti~ka progresija, sleduva: 

  1 2 1 1....n n na a a a a a       
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i 

 1 2 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1

1 1 2 1 1 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1... ...

1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1... ...

n n n n n n n n n n

n n n n n n n

a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a

   

 

     
                            

   
                     

 

 

 342 B. Neka za aglite , ,    na triagolnikot ABC  va`i ravenstvoto  

  
2 2 2sin sin sin

1
sin sin

     
 

.  

Presmetajte go agolot  .  

 Re{enie. Spored sinusnata teorema imame: 2
sin sin sin

a b c R  
  

, pa spored toa  

  

2 2 2

2 2 2

2

2 2 2 2 2 2
4 4 4

4

sin sin sin
1

sin sin

b c a

R R R
bc

R

b c a
bc

         
 

.  

Zna~i,  
 

  2 2 2a b c bc   .                    (1) 
Od kosinusna teorema imame  
 

  2 2 2 2 cosa b c bc    .                  (2) 
 

Od (1) i (2) dobivame 2cos 1   a ottuka 
3
  .  

 

 343 AB. Ako temiwata na eden triagolnik pripa|aat na hiperbolata 
1xy  , toga{ negoviot ortocentar pripa|a na taa hiperbola. Doka`ete! 

 

 Re{enie. Neka 1 1( , )A x y , 2 2( , )B x y  i 3 3( , )C x y  se temiwa na triagolnikot. Ravenkata 

na visinata spu{tena od temeto A  e: 
 

  3 2
1 1

3 2

( )
x x

y y x x
y y


   


.  

 

Ako zamenime 1
1

1y
x

 , 2
2

1y
x

 , 3
3

1y
x

  dobivame 

 

  2 3 1
1

1 ( )y x x x x
x

                      (1) 

 

Ravenkata na visinata spu{tena od temeto B  e: 3 1
2 2

3 1

( )
x x

y y x x
y y


   


. So zamena 

1
1

1y
x

 , 2
2

1y
x

 , 3
3

1y
x

  dobivame: 

 

  3 1 2
2

1 ( )y x x x x
x

   .                   (2) 

 

So re{avawe na sistemot ravenki (1) i (2) po nepoznati x  i y  dobivame 

1 2 3

1x
x x x

  , 1 2 3y x x x  . Zna~i, 
1 2 3

1x
x x x

  , 1 2 3y x x x   se koordinatite na 

ortocentarot. Za niv va`i 1xy  , od kade sleduva deka ortocentarot pripa|a na 
hiperbolata.  
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 344 AB. Ako 1 12
1 1

x xf f x
x x

            
, najdete ja ( )f x .  

 

 Re{enie. Da stavime 1
1

xt
x



, toga{ 1
1

tx
t



, pa dobivame 

  1 1( ) 2
1

tf t f
t t

      
.                   (1) 

 

Da stavime 1
1

xt
x



, toga{ 1
1

tx
t




, pa dobivame  
 

  1 12 ( )
1

tf t f
t t

      
.                   (2) 

Od (1) i (2) nao|ame 1( )
1

tf t
t




, sledstveno 1( )
1

xf x
x




.  

 
XX regionalen natprevar - 1997 godina 

 

 I godina  
 

 345. Najdete trocifren broj so razli~ni cifri, koj{to e pet pati 
pomal od zbirot na drugite tricifreni broevi zapi{ani so istite cifri. 
Odredete gi site re{enija! 
 

 Re{enie. Od  

  5xyz xzy yxz yzx zxy zyx     ,  
t.e.  

  6xyz xyz xzy yxz yzx zxy zyx      ,  
dobivame  
  6(100 10 ) 222( )x y z x y z      
  7 3 4x y z   
  7( ) 3( )x z y x   .  
 Spored toa 7 | ( )y z  i bidej}i z  i y  se ednocifreni broevi, dobivame 

( , ) {(8,1),(1,8),(9,2),(2,9)}y z  . So zamena vo poslednata ravenka gi dobivame broevite 

481,518,592  i 629 .     
 

 346. Presmetaj ja vrednosta na izrazot  

  7 48 5 24 3 8       
 

 Re{enie. Imame  

 2 2 27 48 5 24 3 8 (2 3) ( 3 2) ( 2 1) 1             
 

 

 347A. Doka`i deka, ako 0, 0, 0a b c   , toga{  

  3
2

a b c
b c a c a b

  
  

.                  (1) 

 Pritoa znak za ravenstvo }e va`i ako i samo ako a b c  .  
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 Re{enie 1. Od  

 
2 2 2

2 ( )( ) 2 ( )( ) 2 ( )( ) 3( )( )( )

2( )( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
0

2( )( )( )

a a b a c b b c b a c c a c b a b b c c aa b c
b c a c a b a b b c c a

a b a b b c b c a c a c
a b b c c a

              
     

        
  

 

Dobivame deka neravenstvoto va`i za sekoi 0, 0, 0a b c   . 

 Za da go doka`eme vtoriot del od tvrdeweto }e koristime deka, ako 0, 0, 0      , 

 toga{ 2 2 2 0A B C      ako i samo ako 0A B C   .  

 Bidej}i 1 0
2( )( )b c c a


 

,  1 0
2( )( )a b c a


 

, 1 0
2( )( )a b b c


 

 imame  

  2 2 21 1 1( ) ( ) ( ) 0
2( )( ) 2( )( ) 2( )( )

a b b c a c
b c c a a b c a a b b c

     
     

,  

ako i samo ako 0a b b c c a      , t.e. ako i samo ako a b c  .  
 

 Re{enie 2. Neka stavime  
  x b c  ,  y c a  ,   z a b  .             (2) 

Od 0, 0, 0a b c     sleduva 0, 0, 0x y z   . Od (2) imame 
2

y z x
a

  , 
2

z x y
b

  , 

2

x y z
c

  . So ovie transformacii neravenstvoto (1) e ekvivalentno na 

neravenstvoto  3
2 2 2 2

y z x z x y x y z

x y z

        , t.e. na neravenstvoto  

  6
y yx z z x

y x z y x z

               
    

.               (3) 

Od  0, 0, 0x y z    sleduva  

   2
yx

y x
  ,   2

y z
z y
  ,   2z x

x z
  .           (4) 

 Ako gi sobereme neravenstvata (4) go dobivame neravenstvoto (4). Pritoa vo (4) 
va`i znak za ravenstvo ako i samo ako znak za ravenstvo va`i vo sekoe od 
ravenstvata (3), t.e. ako i samo ako x y z   odnosno ako i samo ako a b c  .  
 

 348 A. Odredete gi site podredeni dvojki ( , )x y , x , y  za koi{to 

tri od navedenite tvrdewa se to~ni, a samo edno e neto~no: 
 

 (1) | ( 1)y x    (2) 2 5x y    (3) 3 | ( )x y   (4) 7x y  e prost broj  
 
 

 Re{enie. Tvrdewata (2) i (3)  ne mo`e istovremeno da se to~ni. Od 2 5x y   i 

3 | ( )x y , t.e. 3x y k  , k   sleduva 2 5 3y y k   , 5 3( )k y  . Poslednoto 

ravenstvo ne e mo`no, bidej}i desnata strana e deliva so 3  a levata ne e.  
 

 Isto taka, tvrdewata (3) i (4) ne mo`at istovremeno da bidat to~ni. Od 
3x y k  , k  , dobivame 7 3 7 3( 2 )x y k y y k y      , pa od 2 1k y   povlekuva deka 

2k y  ne mo`e da bide prost broj za niedni ,k y .  
 

 Sledstveno, treba da se to~ni (1),(2) i (4). Od (1) sleduva 1x my  , m , pa so 

zamena vo (2) dobivame: 
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  1 2 5my y   ,  6
2

y
m




.  

Za da bide y  priroden broj, treba ( 2) | 6m  , t.e.  
 
 

  ( 2) {1,2,3,6}m      ili  {3,4,5,8}m .  
 
 

Toga{ dobivame: ( , ) {(17,6),(11,3),(9,2),(7,1)}x y  . Za da bide to~no i tvrdeweto (4)  

treba za ovie vrednosti na x  i y  izrazot 7x y  da e prost broj, a toa e to~no samo 

za podredenite parovi (17,6)  i (9,2) .    
 
 

 349 B. Za koi vrednosti na prirodniot broj n  zbirot  
 
 

  2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3)n n n n       
 

e deliv so 10 .  
 
 

 Re{enie. Dadeniot zbir e ednakov na 2 24 12 14 (2 3) 5n n n      i o~igledno e 

deka e deliv so 2  za sekoj priroden broj n . Ovoj zbir e deliv so 5  ako i samo ako 
5 1n k  , {0,1,2,3,....}k  .  

 
 

 350 B. Tri umorni patnici pristignale vo eden an i pobarale da jadat. 
Anxijata nemal ni{to drugo da im ponudi osven pe~eni kompiri. Dodeka 
kompirite se pe~ele patnicite zaspale. Posle nekoe vreme, otkako kompi-

rite bile gotovi, prviot patnik se razbudil, izel 1
3

 od kompirite i 

prodol`il da spie, bez da gi razbudi ostanatite patnici. Potoa vtoriot 

patnik se razbudil, izel 1
3

 od preostanatite kompiri i legnal da spie. Na 

krajot i tretiot patnik se razbudil i izel 1
3

 od preostanatite kompiri i 

se vratil da spie. Anxijata seto ova vnimatelno go nabquduval i koga gi 
prebroil preostanatite kompiri videl deka se 8 .  
 

 Kolku kompiri ispekol anxijata? 
  
 

 Re{enie I. Ako so x  go ozna~ime brojot na kompirite {to im gi ispekol anxijata, 

toga{ posle postapkata na prviot patnik ostanale 1
3

x x  kompiri. Vtoriot patnik 

izel  1 1
3 3

x x  kompiri, posle {to ostanale  1 1 1
3 3 3

x x x x    kompiri, od koi 

tretiot patnik izel  1 1 1 1
3 3 3 3

x x x x    
 

. Spored toa, anxijata izbroil  
 

     1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3

x x x x x x x x        
 

 
 

kompiri. Od dosega iznesenoto ja dobivame ravenkata  
 
 

       1 1 1 1 1 1 1 8
3 3 3 3 3 3 3

x x x x x x x x         
 

,  
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~ie re{enie e 27x   {to ne e te{ko da se dobie.  
 

 Zna~i, anxijata ispekol 27  kompiri.  
 

 Re{enie II. O~igledno tretiot patnik zateknal 12  kompiri, bidej}i zemal 1
3

 

od niv, a ostanale 2
3

, t.e 8 . Na sli~en na~in zaklu~uvame deka vtoriot patnik 

zateknal 18  kompiri, bidej}i zel 1
3

 od niv, a ostanale 2
3

, t.e. 12 . Prviot patnik 

ostavil 18  kompiri {to e 2
3

 od kompirite {to gi zateknal. Zna~i, toj zateknal 

27  kompiri.  
 

 II godina  
 

 351. Plo{tinata na eden pravoagolen triagolnik e 245 cm . Najdete ja 

plo{tinata na triagolnikot, ~ii temiwa se ortogonalni proekcii na 
te`i{teto vrz stranite na triagolnikot.  
 

 Re{enie. Neka ,D E  i F  se ortogonalnite proekcii na te`i{teto T  na tria-

golnikot ABC  na stranite ,AC BC  i AB , soodvetno. ]e doka`eme deka 2
3DEFP P  , 

kade {to P  e plo{tinata na triagolnikot ABC . O~igledno, ~etiriagolnikot 

CDTE  e pravoagolnik, pa spored Talsovata teorema dobivame: 

  1 1: : 1: 3CD CA AT AA  , 

   1 1: : 1: 3CE CB B T BB  .  

Ottuka sleduva deka ||DE AB  i 
1
3

DE AB . Ako FP DE , t.e. FP AF  

toga{ ||FP CH  i 2
3

FP CH .  

 Za plo{tinata na triagolnikot 
DEF  dobivame  

 1 1 1 2 2
2 2 3 3 9DEFP DE FP AB CH P      .  

Vo na{iot slu~aj dobivame 2 45 10
9DEFP    .  

 Zna~i, baranata plo{tina e 210 cm .  
 

 352. Vo mno`estvoto na celite broevi re{i ja ravenkata  

  

1997

...x x x x y



    
koreni

.                 (1) 

 

 Re{enie. Od (1)  imame 0x  , 0y  . Ako dadenata ravenka ja kvadrirame, pa od 

desnata strana go prefrlime x  i postapkata ja povtorime 1995  pati, toga{ 

dobivame ravenka vo oblik 







C A

B

H

F

T
E

1A

D 1B

P
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  x x m  ,  m  .                 (2) 

So kvadrirawe na poslednata ravenka nao|ame  

  2x x m  .  

Od ,x m   od (2) }e sleduva deka 2,x k k   .  
 

 ]e razgledame dva slu~ai.  
 

 Ako 0k  , toga{ od 0x   i od (1) dobivame 0y  .  
 

 Neka 0k  . Toga{ od (2) dobivame 2 2k k m  . No, za 0k   va`i 

  2 2 2( 1)k k k k    ,  

od {to sleduva 2 2 2( 1)k m k   , t.e. kvadrat na priroden broj se nao|a me|u kvadra- 

tite na dva posledovatelni prirodni broja {to e protivre~nost.  
 Zna~i, edinstveno re{enie na dadenata ravenka e 0, 0x y  .  

 353 A. Neka 1 2 1 2, , ,p p q q  se realni broevi takvi {to  

  1 2 1 22( )p p q q  .  

Doka`i deka barem edna od ravenkite  

  2
1 1 0x p x q   ,   2

2 2 0x p x q    
ima realni koreni.  
 Re{enie. Neka pretpostavime deka nitu edna od dadenite ravenki nema realen 

koren. Toga{ 2
1 14 0p q   i 2

2 24 0p q  . Ako gi sobereme poslednite dve neravenstva 

dobivame  

  2 2
1 1 2 24 4 0p q p q     

   2 2
1 2 1 24( ) 0p p q q    ,  

  2 2
1 2 1 22 0p p p p    

  2
1 2( ) 0p p  ,  

{to e protivre~nost.  

 354 A. Neka vo kompleksnata ramnina na to~kite , ,A B C  i D  soodvet-

stvuvaat kompleksnite broevi , 1,2,3,4jz j   takvi {to | | 1jz  , 1,2,3,4j   i  

  1 2 3 4 0z z z z    .                   (1) 
 Doka`ete deka ~etiriagolnikot ABCD  e pravoagolnik.    
 Re{enie. Kvadratite na dol`inite na stranite na ~etiriagolnikot se ednakvi 

na  2
1 2| |z z , 2

2 3| |z z , 2
3 4| |z z  i 2

4 1| |z z  .  

 Bidej}i to~kite A  i B  le`at na edine~nata kru`nica dobivame  

  2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| | ( )( ) 2 ( )z z z z z z z z z z        .  

Analogno dobivame 2
2 3 2 3 2 3| | 2 ( )z z z z z z    , 2

3 4 3 4 3 4| | 2 ( )z z z z z z    , 2
4 1 4 1 4 1| | 2 ( )z z z z z z    .  

 

 Od uslovot (1)  sleduva 1 2 3 4( )z z z z     i  1 2 3 4( )z z z z    . Ako gi pomno`ime 

ovie ravenstva, dobivame 1 2 1 2 3 4 3 4z z z z z z z z   . Spored toa,  
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  2 2
1 2 3 4| | | |z z z z   , t.e. 1 2 3 4| | | |z z z z   .  

 Analogno se doka`uva deka 2 3 4 1| | | |z z z z   .  

 Kone~no, tetivniot ~etiriagolnik ABCD  e paralelogram, {to zna~i deka toj e 

pravoagolnik.  

 355 B. Neka p  i q  se realni broevi takvi {to za korenite 1x  i 2x   na 

ravenkata  2 0x px q   , va`i 1 2| | | | 1x x  . Doka`i deka 
2

0
p
q

 .  

 Re{enie. Od Vietovite pravila za korenite 1x  i 2x , dobivame  

  1 2( )p x x   ,  1 2q x x .  

Od 1 2| | | | 1x x   sleduva 1

2

1
x

x
 , pa zatoa 1

2

1 Re 1
x

x

 
   

 
. Spored toa,  

  
22

1 2 1 2 1 1 1

1 2 2 1 2 22

( )
2 2 2 2Re 0

x x x x x x xp
q x x x x x xx

 
          

 
.  

 356 B. Neka z  e kompleksen broj takov {to 1 1z
z

  . Presmetajte ja 

vrednosta na izrazot  

  1993 1994 1995 1996 1997z z z z z    . 

 Re{enie. Od 1 1z
z

  , dobivame  

  
2

2
2

1 1 2 1z z
zz

       
 

.  

 Od 1 1z
z

   dobivame 2 1 0z z   , od {to sleduva 2( 1)( 1) 0z z z    , 3 1 0z   , t.e. 

3 1z   .  
 Spored toa,  

  
1993 1994 1995 1996 1997 1995 2

2

1995 3 665 665

1 1 1

( ) ( 1) 1.

z z z z z z z z
zz

z z

           
 

     

 

  III godina  
 

 357. Vo mno`estvoto na realnite broevi re{i ja ravenkata  

  3 2x a a x   .                   (1)  
 Re{enie. Ako ja kvadrirame dadenata ravenka dobivame:  

  2 24 (4 3) 0x a x a a     .  

 Zna~i, 1/2
4 3 8 9

8
a ax    . Da proverime dali najdenite re{enija ja zadovoluvaat 

po~etnata ravenka. Desnata strana ima vrednost  

  3 8 92
8

aa x     .  

Bidej}i 2a x  e nenegativen broj, dobivame deka koren mo`e da bide samo  
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   1
4 3 8 9

8
a ax    .                  (2) 

Osven toa, od (1) o~igledno e deka 0a  , pa zatoa:  

  

2
3 8 9 3 8 9 9 4 6 8 92

4 4 8

12 9 6 8 9 3
8

a a a aa x

a a a x a

              
 

     

 

 358. Bo~nite rabovi na tetraedarot SABC  se me|u sebe normalni. 

Doka`ete deka 2
1 2 3

9
2

P P P H   , kade 1 2 3, ,P P P  se mernite broevi na plo{-

tinite na bo~nite strani na tetraedarot, a H  e merniot broj na negovata 
visina.   
 

 Re{enie. Neka SA a , SB b , SC c . Toga{  
 

  1
1
2

P ab , 2
1
2

P bc , 3
1
2

P ac .  

Od 3
3

x y z
xyz

    dobivame  

  

 3 2 2 2
1 2 3

1 3( )
2 2

P P P ab bc ca a b c      .   (1) 

 Od druga strana pravata SO  na koja le`i 

visinata H  obrazuva agli , ,    za koi va`i:  
 

 2 2 2cos cos cos 1      .  

Vo na{iot slu~aj e 
2 2 2

2 2 2
1H H H

a b c
   , ili  

2 2 2 2 2 2 32 2 2 2
2 2 2 2 2 2 3 4 4 4

1
33

a b c a b cH a b c
a b b c c a a b c

  
 

, 

t.e.  

 3 2 2 2 23a b c H .         (2) 

 Od (1) i (2) imame 

3 2 2 2 2
1 2 3

3 9
2 2

P P P a b c H    . 

 359 A. Daden e ~etiriagolnikot 

ABCD , vo koj AB AD , 90ABC ADC    . 
Na stranite BC  i CD  se izbrani to~ki 
F  i E , soodvetno, takvi {to DF AE . 
Doka`i deka AF BE .     
 

 Re{enie. Znaeme deka dijagonalite na 
eden ~etiriagolnik se zaemno normalni 
ako i samo ako zbirovite na kvadratite na 
negovite sprotivni strani se ednakvi. Od A

B

C

D
E

F







A

B

C

S

Ha

b

c

O
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DF AE , sleduva deka  
 

  
2 2 2 2

AD FE AF ED   .     (1) 

No, AB AD , pa zatoa (1) e ekvivalentno na  
 

  
2 2 2 2

AB FE AF ED   .     (2) 
 

 Od pravoagolnite triagolnici FBA  i EDA  dobivame: 

  
2 2 2

AB BF AF  , 
2 2 2

AD ED AE  . (3) 
 

 Od (2) i (3)  imame  
   

  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
,

BF AE AF AB AD ED

AF ED AB FE

     

   
  

 
 

t.e. va`i  
2 2 2 2

BF AE AB FE   , {to zna~i AF BE .   

 360 A.  Vo mno`estvoto na celite broevi re{ete ja ravenkata  

  1 1 1arctg arctg arctg
10x y

  . 

 Re{enie. Ako koristime deka tg tg
tg( )

1 tg tg
     
  

 i tg(arctg )   , za sekoe 

( , )   , tg tg 1   , dobivame deka dadenata ravenka e ekvivalentna po red so 
ravenkite  

  1 1 1tg arctg arctg tg arctg
10x y

       
  

,  

  

1 1
1

1 1 101

x y

x y




 
, 

  ( 10)( 10) 101x y   .  

Bidej}i 101  e prost broj od poslednata ravenka gi dobivame sistemite  

  
10 1

10 101

x

y

 
  

,  
10 1

10 101

x

y

  
   

 ,  
10 101

10 1

x

y

 
  

,  
10 101

10 1

x

y

  
   

,  

~ii re{enija se poredenite parovi (11,111), (9, 91),  

(111,11), ( 91,9) ,soodvetno. Kone~no, re{enie e sekoj 

podreden par  
 ( , ) {(11,111), (9, 91), (111,11), ( 91,9)}x y    .  

 361 B. [est kvadrati se postaveni kako 
{to e prika`ano na crte`ot. Najdete go 
odnosot na zbirot plo{tinite na 
kvadratite ,A B  i C  i na zbirot na 

plo{tinite na kvadratite ,E F  i D .  
 

 Re{enie. Da ozna~ime  
  1 A B CP P P P    




a

bc

a a

c

c
b

b

1a

1b
1c

A

B

C

E

F
D

P

T

Q
R
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i  
  2 E F DP P P P   .  

O~igledno: 

  2 2 2
1 1 1 1P a b c     

i  

    2 2 2
2P a b c   .  

 Od kosinusnata teorema, primeneta za triagolnikot T , dobivame  

  
 

2 2 2
1

2 2 2 2

2 cos 2
2 2

2 cos 2 cos ,

a b c bc

b c bc b c bc

           
 

         
  

odnosno  

  2 2 2
1 2 cosa b c bc    .                       (1) 

 Sli~no, od triagolnicite Q  i R  nao|ame  

   2 2 2
1 2 cosb a c ac    ,                   (2) 

  2 2 2
1 2 cosc a b ab    .                         (3) 

Ako od (1), (2) i (3) zamenime vo relacijata za 1P  dobivame  

 2 2 2
1 2( ) 2 cos 2 cos 2 cosP a b c ab bc ca        .               (4) 

Sli~no, od triagolnikot P  nao|ame  

  2 2 2 2 cosa b c bc    ,                   (5) 

  2 2 2 2 cosb a c ac    ,                   (6) 

  2 2 2 2 cosc a b ab    .                   (7) 

 Ako gi sobereme (4), (5), (6) i (7) dobivame  

  2 2 2
1 23( ) 3P a b c P    ,  

pa zatoa 1

2

3
P

P
 .  

 362 B. Neka a  i b  se pozitivni realni broevi za koi {to va`i   

  1997 1997 1995 1995a b a b   .  

Doka`i deka  2 2 2a b  .  
 Re{enie. Ako eden od broevite a  ili b  e ednakov na 1 , toga{ od (1) sleduva 

deka i drugiot e ednakov na 1 , pa zatoa 2 2 2a b  . Neka pretpostavime deka a b  i  

1b  . ]e doka`eme deka od  

  2 2n n n na b a b     

sleduva 2 2 2a b  .  

 ]e razgledame dva slu~ai: 

 1. Ako 21 0b  , toga{  

  2 2n n n na a b b     

  2 2( 1) (1 )n na a b b    
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2

2
1 1

1

nn

n
a b b

ab a
     

  
 

pa zatoa 2 21 1a b   , t.e. 2 2 2a b  .  

 2. Ako 21 0b  , toga{ 21 b  i 2 21 b a   pa zatoa 2n nb b   i 2n na a  , t.e.  

  2 2n n n na b a b    ,  

{to e protivre~nost.  
   

 IV godina  
 

 363. Popolnete gi praznite poliwa vo tablicata taka {to broevite vo 
sekoja redica i vo sekoja kolona da formiraat aritmeti~ka progresija.  
 Re{enie. Neka broevite od prvata redica formiraat aritmeti~ka progresija so 
razlika d , a broevite od vtorata kolona formiraat aritmeti~ka progresija so raz-

lika 1d . Toga{ va`at slednite ravenstva: 21 4k d  , 11 4k d  , od kade {to dobivame  

  1 5d d  .            (1) 

 Za elementite , , ,k l m n  va`at slednite ravenstva  

  1l k d              (2) 

  2n k d              (3) 

  2(16 )n l l             (4) 

  27 2( )n m n   .          (5) 

Ako od (2), (3) i (4)  zamenime vo (5) i zememe predvid 
deka 14k l d   dobivame  

  15 17d d              (6) 

Od (1) i (6) nao|ame 2d  , 1 3d   . Sega mo`eme da ja 

popolnime tablicata.   

 364. Daden e trapez so osnovi a  i b  ( a b ), 
visina h , zaemno normalni dijagonali i agol 

me|u kracite ednakov na  .  

 Doka`i deka  1 1 1 ctg
h b a

    
 

.   
    

 Re{enie. Da go razgledame triagolnikot .AED  

Od kosinusnata teorema dobivame  
 

  
2 2 2

2 cosAE AD DE AD DE     ,     
  
t.e.  
 

  
2 2 2

cos
2

AD DE AE
AD DE
  


.     

 

Od druga strana imame  
 

  1
2AEDP AE h      i sinAEDP DE AD     ,  

 

pa zatoa      

k n 21

l 16 m

27

1

13 15 17 19 21

10 16 22 28 34

7 17 27 4737

4 18 32 46 60

1 19 37 55 73



a bA B

CD

S

'C



E
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  sin AE h
DE AD

 


.         (2) 

Od (1) i (2) dobivame  

  
2 2 2

ctg
2

AD DE AE
AE h

  


.  

Bidej}i dijagonalite na trapezot se zaemno normalni, imame 
2 2 2

AD AS SD  , 
2 2 2

DE BS SC  , 

od kade sleduva  

  
2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )AD DE AS BS SD SC a b       .  

 Ako poslednoto ravenstvo go zamenime vo (3) i zememe vo predvid deka AE a b  , go 

dobivame ravenstvoto: 
2 2 2( )

2( )

a b a b
ctg

a b h

   


, koe e ekvivalentno na ravenstvoto 

  1 1 1 ctg
h b a

    
 

. 

 

 365 A. Na pravata 3x   najdi to~ka T  takva {to trapezot formiran od 

dvete tangenti povle~eni od to~kata T  kon kru`nicata 2 2 9x y   i 

koordinatnite oski ima najmala plo{tina. 
 Re{enie. Ednata tangenta povle~ena od T  kon dadenata kru`nica ima ravenka 3x  . 

To~kata T  ima koordinati (3, )y . Neka ravenkata na vtorata tangenta e y kx l  . Toga{ 

va`i  
 

  2 29(1 )k l  .            (1) 
 

 Bidej}i to~kata (3, )T y  le`i na y kx l  , dobivame  
 

  3y k l  .           (2) 
 

 Od (1) i (2) sleduva  

  
2 9

6

y
k

y


 


,  

2 9

2

y
l

y


 


.  

Sega zap lo{tinata na trapezot dobivame  
 

  
3( ) 9 39 3 9 3

2 4 4 2

y l
P y y

y y

 
      

 


 
 

,  

pri {to znak za ravenstvo va`i ako i samo ako 3y
y




, t.e. ako i samo ako 3y   .  

 Kone~no, baranite to~ki se (3, 3)T  , a maksimalnata plo{tina e 9 3
2

 kvadratni edinici.  

 366 A. Neka e 1 2{ , ,..., }np p p  proizvolna permutacija na mno`estvoto 

{1,2,..., }n . Ako n  e neparen broj, doka`i deka proizvodot  
 

  1 2( 1)( 2)...( )np p p n    

e paren broj. 
 Re{enie. Dovolno e da se doka`e deka za nekoj {1,2,3,..., }k n  brojot kp k  e paren. ]e 

pretpostavime sprotivno, t.e. deka za sekoj  {1,2,3,..., }k n  brojot kp k  e neparen broj. 

Bidej}i n  e neparen broj, brojot  

O

(3, )T y

x

y
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1 1 1

( ) 0
n n n

k k
k k k

p k p k
  

        

treba da e neparen, {to e protivre~nost.  
 

 367 B. Najdete go geometriskoto mesto na to~ki vo ramninata za koi 
{to kvadratite na rastojanijata od dadena to~ka i od dadena prava e 
konstanta. 
 

 Re{enie. Neka to~kata A  ne le`i na pravata l . Vo ramninata izbirame koordinaten 

sistem takov {to x -oskata se sovpa|a so pravata l , a to~kata A  le`i na y  oskata. To~kata 

A  ima koordinati (0, )y , 0y  .  

 Neka ( , )M x y  e proizvolna to~ka od baranoto geometrisko mesto na to~ki i neka 

1MM l , 1( ,0)M x . Po uslov e: 

  
2 2

1MA MM c  ,  c .  

 Ottuka nao|ame: 

  2 2 2( )x y y y c    , 

  2 2 2x y yy c    , 

  
2

21
2 2

y c
y x

y y


  

 
.  

 Zna~i, baranoto geometrisko mesto na to~ki e 
parabolata. Pritoa: 

 1. Ako 2y c , parabolata ja dopira pravata l .  

 2. Ako A l , toga{ 0y  , pa baranoto geometrisko mesto pri 0c   se dve pravi, 

normalni na pravata l  i na rastojanie c  od to~kata A . Pri 0c   pravite se sovpa|aat, a 

pri 0c   baranoto mno`estvo to~ki e prazno.  
 

 368 B. Funkcijata f  gi zadovoluva uslovite  

  a) (0) 1f   

  b) Za sekoj n  va`i  
   1 (0) (1) ... ( 1) ( )f f f n f n      .             (1) 

Presmetajte go zbirot  

    2 2 2 2(0) (1) ... ( 1) ( )S f f f n f n      . 

 Re{enie. Ako vo ravenstvoto (1) namesto n  stavime 1n   dobivame  

  1 (0) (1) ... ( 2) ( 1)f f f n f n       .              (2) 

Od (2) zamenuvame vo (1) i dobivame  

  ( ) 2 ( 1)f n f n  .                    (3) 

Od (0) 1f   i od (3), za 1,2,3n   nao|ame  

  (1) 2 (0) 2 1f f   , 

  2(2) 2 (1) 2 2 2f f    , 

  2 3(3) 2 (2) 2 2 2f f    .  

 ]e doka`eme deka ( ) 2nf n  , n  .  

O

( , )M x y

x

y

(0, )A y

1( ,0)M x
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 Za 1n   tvrdeweto e to~no.  

 Neka pretpostavime deka tvrdeweto e to~no za n k , t.e. deka ( ) 2kf k  . Od 

pretpostavkata i od (3), za 1n k   imame  

  1( 1) 2 ( ) 2 2 2k kf k f k      , 

 t.e. tvrdeweto e to~no i za 1n k  . Od principot na matemati~ka indukcija sleduva deka  

  ( ) 2nf n  ,  n  .  

 Kone~no, z abaraniot zbir dobivame  
 

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
2 1

(0) (1) ... ( 1) ( ) 1 2 (2 ) ... (2 )

4 1 11 4 4 ... 4 (4 1).
4 1 3

n

n
n n

S f f f n f n




           

       


 

 

XXI regionalen natprevar - 1998 godina 
 

 I godina  
 

 369. Trojca patnici sednale da jadat. Prviot izvadil 3  somuni, a 
vtoriot 4  somuni. Gi podelile sedumte somuni na tri ednakvi delovi i gi 
izele. Tretiot patnik izvadil 7  gro{a i im rekol: ,,Jas nemav somuni, no 
eve vi davam 7  gro{a, a vie podelete si gi pravilno”.  
 Kolku gro{a mu pripa|aat na prviot, a kolku na vtoriot patnik?  

 Re{enie. Sekoj patnik izel 7
3

 od somunite. Tretiot patnik gi platil svoite 7
3

 so 7  

gro{a-zna~i sekoja tretina somun ja platil po 1  gro{.  

 Prviot patnik donel 3  somuni, t.e. 9
3

, a izel 7
3

, {to zna~i na tretiot patnik mu dal 

2
3

. Sli~no, vtoriot patnik donel 12
3

, a izel 7
3

, {to zna~i na tretiot patnik mu dal 5
3

 od 

somunite. Kone~no, prviot patnik treba da dobie 2  gro{a, a vtoriot patnik 5  gro{a.  

 370. Dadeni se realnite broevi 1 2, , ..., na a a  i  1 2, , ..., nb b b . Ako 

   1 2 ...k kS b b b    , 1,2,3...,k n ,  

doka`i deka  
 

  1 1 2 2 1 2 1 2 3 2 1 1... ( ) ( ) ... ( )n n n n n n na b a b a b a a S a a S a a S a S            .  

 Re{enie. Od 1 1S b , 2 1 2S b b  , 3 1 2 3S b b b   ,… sleduva:  
 

  1 1b S , 2 2 1b S S  , 3 3 2b S S  ,…., 1n n nb S S   .  
 

Ponatamu imame  
 

  

1 1 2 2 1 1 2 2 1 3 3 2 1

1 1 2 2 2 1 3 3 3 2 1

1 2 1 2 3 2 1 1

... ( ) ( ) ... ( )

...

( ) ( ) ... ( )

n n n n n

n n n n

n n n n n

a b a b a b a S a S S a S S a S S

a S a S a S a S a S a S a S

a a S a a S a a S a S





 

           

        

       

 

 371 A. Dadena e nizata broevi 1,1,2,3,7,22,155,...  vo koja sekoj ~len, 

po~nuvaj}i od tretiot, e ednakov na proizvodot od prethodnite dva ~lena 
zgolemen za 1 . Doka`i deka nieden ~len na nizata ne e deliv so 4 . 
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  Re{enie. Lesno se voo~uva deka po sekoi dva neparni ~lenovi na nizata, sleduva paren 
~len, po nego dva neparni, pa pak paren, itn. Dovolno e da doka`eme deka nitu eden od 

parnite ~lenovi ne e deliv so 4 . Za taa cel izbirame pet posledovatelni ~lenovi na 

nizata: , , , ,a b c d e  od koi ,b e  se parni; , ,a c d  se neparni. Toga{: 

  1c ab  ,  1d bc  ,  21 ( 1)( 1) 1 ( ) 2e cd ab bc ab c b a c          .  

 Bidej}i b  e paren broj, sleduva 24 | ab c . Proizvodot ( )b a c  e isto taka deliv so 4 , 

bidej}i b  e paren i zbirot a c  e paren broj. Zna~i, prvite dva sobiroci se delivi so 4 , a 

tretiot ne, pa ottuka zaklu~uvame deka e  ne e deliv so 4 .  

 372 A. Vo pravoagolnikot ABCD  e povle~ena normalata BK  na 
dijagonalata AC . To~kite M  i N  se sredini na otse~kite AK  i CD , 

soodvetno. Doka`i deka 90BMN   .  
 

 Re{enie I. Neka BK AC  (vidi crte`). Toga{ BK  e visina vo triagolnikot MBC . 
Da gi povle~eme drugite dve visini MP  i CQ  i neka tie se se~at vo to~kata H , koja e 

ortocentar na triagolnikkot MBC .  
 Bidej}i MP BC  i M  e sredina na otse~kata AK , sledu-
va deka MH  e sredna linija vo triagolnikot ,ABK  pa imame: 

  1
2

MH AB ,  ||MH NC .  

 Ottuka sleduva deka ~etiriagolnikot MHCN  e parale-
logram, t.e. ||MN CH . No, ,CH MB  pa sleduva deka i 

MN MB , t.e. 90BMN   . 
 

 Re{enie II. Kako i vo re{enieto 1 doka`uvame deka ~etiriagolnikot MHCN  e 
paralelogram, t.e. ||MN CH . No, toga{ ~etiriagolnikot MQCN  e trapez, pa sleduva 

180QMN MQC    , od kade {to, poradi 90MQC    sleduva 90QMN   , t.e. 

90BMN   . 
 

 373 B. Odredi go najmaliot priroden broj, na koj proizvodot na cifrite 
e ednakov na 75600 .  

  Re{enie. Go razlo`uvame brojot 75600  na prosti mno`iteli i dobivame 4 3 275600 2 3 5 7    . 

Bidej}i site prosti deliteli na 75600  se ednocifreni broevi, toa zna~i deka postoi broj takov 

{to proizvodot na negovite cifri e ednakov na 75600 .   

 Baraniot broj gi sodr`i cifrite 5,5  i 7 , bidej}i so mno`ewe na koj bilo od broevite 

2,3,5,7  so 5  ili 7  se dobiva broj pogolem od 9 . Proizvodot 4 32 3  mo`eme da go zapi{eme 

so najmnogu 7  cifri ( 2 2 2 2 3 3 3      ), a so najmalku 3 cifri ( 6 8 9  ). Bideji se bara 

najmaliot priroden broj, zaklu~uvame deka toj se zapi{uva so cifrite 6,8,9,5,5,7 , a toa e 

brojot 556789 .     
 

 374 B. Na stranata AB  na triagolnikot ABC  e izbrana proizvolna 
to~ka F , a to~kite D  i E  se na stranite BC  i AC , takvi {to ||FD AC  i 

||FE BC . Izrazi ja plo{tinata P  na triagolnikot CDE  preku plo{ti-

nite 1P  i 2P  na triagolnicite AFE  i BDF .     
 

 Re{enie. Od uslovot na zada~ata sleduva deka FDCE  e paralelogram, pa va`i FD EC . 

Triagolnicite AFE  i FDB  se sli~ni, i zaradi FD EC  dobivame  
 

A B

CD N

M

K

Q

H P
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2 2 2 2

1 2: : :P P AE FD AE EC  .     (1) 

 Ponatamu, triagolnicite AFE  i EDC  imaat ednak-

vi visini ( FH DG ), pa imame  
 

  1 : :P P AE EC .         (2) 

 Od (1) i (2)  dobivame 2 2
1 2 1: :P P P P , t.e. 1 2P PP .  

  
 
 
 
 

 

 II godina  
  

 375. Ako z  i w  se kompleksni broevi takvi {to Re 0z   i Re 0w  , 

toga{ 1z w
z w
 


. Doka`i!   

 Re{enie I. Neka z x iy  , w a ib  . Toga{  

  
2 2

2 2

( ) ( )| ( ) ( ) || |
| ( ) ( ) || | ( ) ( )

x a y bx a y b iz wz w
x a y b iz w z w x a b y

       
       

. 

 Ako 0x   i 0a  , toga{ 2 2( ) ( )x a x a   , a 2 2( ) ( )y b b y   , pa zatoa potkorenovata 

veli~ina na broitelot e sekoga{ pomala od onaa na imenitelot, t.e. dropkata e pomala od 

1 , so {to tvrdeweto e doka`ano.   

 Re{enie II. Od Re 0z  , Re 0w   i od svojstvata na kompleksnite broevi imame  

  
2 2| | | | ( )( ) ( )( )

[ ( ) ( )] ( )( ) 4Re Re 0 ,

z w z w z w z w z w z w zz zw zw ww zz zw zw ww

z w w z w w w w z z z w

                 

            
 

t.e. 2 2| | | |z w z w   , od {to sleduva 1z w
z w
 


.  

 376. Niz krajnite to~ki na pomalata osnova na trapezot ABCD  se 
povle~eni dve paralelni pravi, koi{to zaedno so dijagonalite go delat 
trapezot na sedum triagolnika i eden petagolnik. Doka`i deka plo{tinata 
na toj petagolnik e ednakva na zbirot na plo{tinite na trite triagolnici, 
~ija {to edna strana e ili krak ili pomalata osnova na trapezot.   
 Re{enie. Neka ABCD  e trapez so pomala osnova CD . Povlekuvame dve paralelni pravi 

niz C  i D  koi ja se~at pogolemata osnova (za da imame 7  triagolnici, vidi crte`). Neka 

so P  ja ozna~ime plo{tinata na petagolnikot, a so 1 2 3, ,P P P  plo{tinite na triagolnicite 

~ija edna strana e krakot AD , pomalata osnova CD  i krakot BC , soodvetno.  
 

 Najprvo da zabele`ime deka ACD BCDP P . Od druga 

strana ~etiriagolnikot EFCD  e parallelogram ~ija 

plo{tina e dvapati pogolema od plo{tinata na sekoj 

od triagolnicite ACD , odnosno BCD . Spored toa  
 

  2 1 2 2 3x y x yP P P P P P P P P P         ,  

t.e.  

  1 2 3P P P P   .  

P1P

xP yP

3P

2P

A B

CD

E F

A B

C

G

E

F

D
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 377 A. Najdi gi site pozitivni broevi а , za koi{to i dvata korena na 

ravenkata 2 2 21 7 0a x ax a     se celi broevi.  
 Re{enie. Ravenkata }e ima realni re{enija, ako 0D  , t.e.  

  2 2 2 2 20 4 (1 7 ) (28 3)a a a a a     ,  

od kade {to dobivame 2 3
28

a  , t.e. 281
3a

 .  

 Od Vietovite formuli imame 1 2
1x x
a

   . Bidej}i 1x  i 2x  se celi broevi, sleduva deka 

i 1
a

  e cel broj, a od 0a   zaklu~uvame deka 1
a

 e priroden broj. Edinstveni prirodni 

broevi za koi va`i 1 28
3a

  se broevite 1,2  i 3 . Zna~i,  1 11, ,
2 3

a . Za ovie vrednosti na 

a  soodvetnite vrednosti na diskriminantite se 1 25D  , 1
2

1D  , 1
3

1
81

D  , a soodvetnite 

re{enija na ravenkite se: 3  i 2 ; 3  i 1 ; 2  i 1 .     

 378 A. Ako , ,x y z  i x y z   se racionalni broevi, toga{ i ,x y  

i z  se isto taka racionalni broevi. Doka`i!  

 Re{enie. Ako x y z r   , r , toga{ y z r x   . Posledniot izraz go 

kvadrirame i go dobivame izrazot  

  22 ( ) 2zy r x z y r x     ,  

od koj so povtorno kvadrirawe dobivame  

  2 2 2 24 ( ) 4 4 ( )yz r x y z r x r r x z y x         .  

 Bidej}i , ,x y z  i r  se racionalni broevi, zaklu~uvame deka i x  e racionalen broj. Na 

sli~en na~in zaklu~uvame deka i y  , odnosno z  e racionalen broj.      

 379 B. Vo mno`estvoto realni broevi re{i go sistemot ravenki  

  

13
3

1 1 1 13
3
1

x y z

x y z
x y z

   
   

 


 

 Re{enie. Imame: 13
3

y z x   , 13( )
3

x y z yz   , 1zy
x

 . Ako od prvata i tretata 

ravenka zamenime vo vtorata ja dobivame ravenkata  

  13 13 1
3 3

x x
x

    
 

,  

koja e ekvivalentna na ravenkata 2 313 3 13 3 0x x x    , t.e. na ravenkata 

  ( 1)(3 10 3) 0x x x    . 

 Re{enija na poslednata ravenka se  

  1 1x  ,   2 3x  ,  3
1
3

x  .  

 Bidej}i ravenkite vo sistemot se simetri~ni zaklu~uvame deka re{enija na sistemot se 
slednite {est podredeni trojki  
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  11,3,
3

 
 
 

,  11, ,3
3

 
 
 

, 1 ,1,3
3

 
 
 

, 1 ,3,1
3

 
 
 

, 13,1,
3

 
 
 

, 13, ,1
3

 
 
 

. 

 380 B. Ako za realnite broevi , ,a b c  va`i: 0a   i b a c  , toga{ 

ravenkata 2 0ax bx c    ima dve realni re{enija. Doka`i!  
 Re{enie. Treba da doka`eme deka od 0a   i b a c   sleduva 0D  .  

 1) Ako 0c  , toga{ poradi 0a   imame 2 4 4 0D b ac ac     .  

 2) Ako 0c  , toga{ od neravenstvata 0a   i b a c   gi dobivame neravenstvata 

0a c   i 0b a c   . Od poslednoto neravenstvo sleduva deka  

  2 2 24 ( ) 4 ( ) 0D b ac a c ac a c        . 
 

 III godina  

 381. Re{i ja ravenkata 2 2
23 log ( 4 6) 4x x x x     .  

 Re{enie. Ja zapi{uvame ravenkata vo vidot  
 

  2 2log(( 2) 2) 1 ( 2)x x     .  

Bidej}i  

   2
2log(( 2) 2) log 2 1x      

sleduva  

  2 2log(( 2) 2) 1 1 ( 2)x x      .  

 Ravenstvo e ispolneto za 2 0x   , t.e. 2x   koe e i edinstveno re{enie na ravenkata.  

 382. Ramninata   gi se~e bo~nite rabovi 1 1 1 1, , ,A S B S C S D S  na pravilna 

~etiriagolna piramida 1 1 1 1A B C D S  vo to~ki ~ii rastojanija do vrvot na 

piramidata se , , ,a b c d  soodvetno. Doka`i deka 1 1 1 1
a c b d
   .  

 Re{enie. Da go ozna~ime so   agolot {to visinata go zafa}a so bo~nite rabovi na 

piramidata i prese~nite to~ki na ramninata so bo~nite rabovi na piramidata da gi 

ozna~ime so , , ,A B C D  soodvetno. Toga{  

  SA a ,  SB b , SC c , SD d .  

Od triagolnikot ACS  imame ASC AOS OSCP P P  , pa zatoa  
 

  1 1 1cos 2 sin sin
2 2 2

ac a SO c SO       .  

 Poslednoto ravenstvo e ekvivalentno na ravenstvoto  
 

  
2cos 1 1

a cSO

   .           (1) 

 Analogno, od triagolnikot BDS  dobivame:    

  
2cos 1 1

b dSO

   .            (2) 

 Od ravenstvata (1) i (2)  sleduva 1 1 1 1
a c b d
   . 

 383 A. Neka vo triagolnikot ABC  agolot pri vrvot na temeto C  e 120  
i neka biektrisite na aglite vo temiwata , ,A B C  gi se~at sprotivnite 

strani vo to~kite , ,D E F , soodvetno. Doka`i deka  90DEF   . 

1A 1B

1C
1D

S

A B

CD

O

1O
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 Re{enie. Neka , ,AD BE CF  se bisektrisi na aglite , ,    vo triagolnikot ABC  (vidi 

crte`). O~igledno CD  e bisektrisa na KCF , a AD  na CAB . Zatoa FD  e bisektrisa na 

CFB (na nadvore{niot agol kaj temeto F  na triagolnikot AFC -bisektrisite se se~at vo 

edna to~ka koja e centar na pri-
pi{anata kru`nica). Zna~i, 

 1CFD BFD    .  

 Sli~no, FE  e bisektrisa na 

AFC , pa sleduva 

  2AFE EFC    .  

 Ottuka sleduva deka  

 1801 2 90
2

EFD    
    .  

 384 A. Ako re{enijata na ravenkata 3 2 3 1 0x ax x     se pozitivni realni 
broevi, toga{ tie se me|usebno ednakvi i pritoa 3a   . Doka`i! 
 Re{enie. Od Vietovite formuli za ravenkata dobivame: 

  1 2 3x x x a    ,  1 2 2 3 3 1 3x x x x x x   ,  1 2 3 1x x x  .  

 Ako vtoroto ravenstvo go podelime so 1 2 3x x x  dobivame  

  
1 2 3

1 1 1 3
x x x
   .  

Od neravenstvoto me|u harmoniska i geometriska sredina za pozitivnite broevi 1 2 3, ,x x x  

dobivame  

  3
1 2 3

1 2 3

3 1
1 1 1

x x x

x x x

 
 

, t.e.  
1 2 3

1 1 13
x x x

   .  

 No, 
1 2 3

1 1 1 3
x x x
   , {to zna~i deka me|u ovie dve sredini va`i znak za ravenstvo , a toa 

e mo`no ako i samo ako 1 2 3x x x  .     
 

 385 B. Ako za realnite broevi 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b  va`i 
 

  2 2 2 2 2 2
1 2 1 2... ... 1n na a a b b b        ,  

 

toga{ 1 1 2 2| ... | 1n na b a b a b    . Doka`i!  
 

 Re{enie I. Od neravenstvoto na Ko{i-Buwakovski-[varc imame  
 
 
 

  2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2| ... | ... ... 1 1 1n n n na b a b a b a a a b b b             

 Re{enie II. Koristej}i gi neravenstvata | | | | | |x y x y   , 
2 2

| |
2

x y
xy

  dobivame  

 

  

2 22 2 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

| ... | | | | | ... | | ...
2 2 2

... ... 1 1 1 .
2 2 2 2

n n
n n n n

n n

a ba b a b
a b a b a b a b a b a b

a a a b b b

 
           

     
    

 

 

 386 B. Doka`i deka 3 5 1sin sin sin
14 14 14 8
    . 

60 60

C 'k
60 60

E
D

F
B

A

112
2
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 Re{enie. Neka 3 5sin sin sin
14 14 14

x    . Ravenstvoto go mno`ime so 8cos
14
  i dobivame  

  

3 5 2 3 58 cos 8cos sin sin sin 4sin sin sin
14 14 14 14 14 14 14 14

3 7 3 3 3 6 62 cos cos sin 2 cos sin sin cos cos .
14 14 14 14 14 14 2 14 14

x                

                     
   

 

 Sledstveno, 8 1x  , t.e. 3 5 1sin sin sin
14 14 14 8

x     .  

 IV godina  

 387. Najdi go koeficientot pred 2x  vo razvojot 2 9(1 )x x  .   

 Re{enie. Da stavime 2 (1 )x x x x y    . Toga{ dadeniot izraz go dobiva oblikot 

9(1 )y , a op{tiot ~len e: 1
9 k

kT y
k
   
 

, 0 9k  . No, (1 )k k ky x x  , pa ako op{tiot ~len na 

binomot (1 )kx  go ozna~ime so 1mL   dobivame 1
m

m
k

L x
m
   
 

, 0 m k  . Sega, op{tiot ~len 

na razvojot 2 9(1 )x x   e: 

  1
9 9k m k m

k
k k

T x x x
k m k m




             
      

, 0 9k  , 0 m k  .  

 Bidej}i go barame koeficientot pred 2x  sleduva deka 2k m  , pa od 0 m k   

dobivame 0 2 k k   , t.e. 1k   i 2k  , {to e mo`no za 1,2k  . Soodvetnite vrednosti za 

m  gi dobivame od uslovot 2k m  , t.e. 1,0m  .  

 Spored toa, postojat dva ~lena vo razvojot na izrazot 2 9(1 )x x   koi sodr`at 2x  i 

zbirot na nivnite koeficienti e:  

   
9 1 9 2

45
1 1 2 0
           
     

.  

 

 388. Doka`i deka pomalata visina vo 
paralelogramot ABCD  e ednakva na 

2 2
tg

2
a b

a
  , kade {to a  i b  se dol`inite 

na stranite, a   e ostriot agol me|u 

dijagonalite na paralelogramot.   
 Re{enie. Od uslovot na zada~ata sleduva deka a b , t.e. a bh h . Zna~i, treba da 

doka`eme deka 
2 2

tg
2a

a bh
a

 . Plo{tinata P  na paralelogramot ABCD  e: 

  1 2
12 2 2 sin 2 sin( ) 2 sin sin

2 2 2AOD AOB
OA OD OA OBP P P OA OB d d             .  

 Od druga strana aP ah , pa zatoa 1 2
1 sin
2aah d d  , t.e. 1 2

2

sin
aah

d d


 .  

 Od kosinusna teorema za triagolnikot AOB  dobivame  



A B

CD

ah

a

O
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2 2

2 2 2 2 21 2 1 2
1 2 1 2

1 12 cos ( 2 cos ) 2 2 2 cos
2 2 2 2 4 4 sin

aahd d d d
b d d d d a b  


                

     
.  

 Poslednoto ravenstvo e ekvivalentno na ravenstvoto  

  
2 2

tg
2a

a bh
a

 ,  

koe i treba{e da se doka`e.  

 389 A. Broevite 1 2, ,..., n    se posledovatelni ~lenovi na aritmeti~ka 

progresija, a i broevite 1 2cos ,cos ,...,cos n     se isto taka posledovatelni 

~lenovi na aritmeti~ka progresija. Odredi go n , ako 1
1cos
2

   a 

1cos
2n   .  

 Re{enie. Neka d  e razlkata na prvata progresija. Toga{: 

  2 1 3 2 1... n n d              

i za sekoj 1 k n   va`i 1 1

2
k k

k

   
 . Isto taka za vtorata progresija imame  

  
1 1 1 1 1 1

1 1

( ) ( )
2cos cos cos 2cos cos 2cos cos

2 2 2
2cos cos

k k k k k k k k
k k k k

k d

          



     
 

    
    


 

Ottuka cos (1 cos ) 0k d   . Ako 1 cos 0d  , toga{ 2 ,d m m  , pa od uslovot 

1 ( 1)n n d     sleduva 1cos cosn  , {to protivre~i na uslovite  

  1
1cos
2

  ,  1cos
2n   .  

 Zna~i, cos 0k   za sekoj k , 1 k n  , pa progresijata e:  

  1
1cos
2

  ,  2cos 0  , 3cos 0  ,…, 1cos 0n   , 1cos
2n   ,  

a pri aritmeti~ka progresija toa e mo`no samo ako nizata ima tri ~lena. Zna~i, 3n   i vo 

ovoj slu~aj nizite se 2, ,
3 2 3
    i  1 2 1cos ,cos 0,cos

3 2 2 3 2
      . 

 

 390 A. Dadena kru`nica dopira dadena parabola vo to~kata A  i ja  se~e 
vo to~kite B  i C . Doka`i deka sredinata na te`i{nata linija AD  na 
triagolnikot ABC  pripa|a na oskata na parabolata.  
 

 Re{enie. Voveduvame koordinaten sistem, takov {to temeto na parabolata e vo 
koordinatniot po~etok, oskata na parabolata e y -oskata i e normalna na x -oskata. Toga{ 

ravenkata na parabolata e od vidot 2y mx , 0m  .  

 Neka , ,a b c  se apscisi na to~kite , ,A B C  soodvetno. Apscisa na to~kata D  e 
2

b c , a 

apscisa na sredinata na otse~kata AD , na to~kata M  e 2
4

a b c  .  

 Ravenkata na kru`nicata e od vidot 2 2 2( ) ( )x y r     . Koordinatite na zaedni~kite 

to~ki na parabolata i kru`nicata go zadovoluvaat sistemot ravenki  
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  2y mx    2 2 2( ) ( )x y r     ,  

od kade {to sleduva  

  2 2 2 2( ) ( )x mx r     ,  

t.e.  

 2 4 2 2 2 2(1 2 ) ( 2 ) ( ) 0m x m x x r           .  

 No, korenite na ova ravenka se apscisite na 

to~kite , ,A B C , t.e. ,x a x b  , x c , pri {to 

x a  e dvoen koren. Od Vietovite formuli 

sleduva 0a a b c    . Zna~i 2 0a b c   , t.e. 

apscisata na to~kata M  e 0 , a toa zna~i deka M  

le`i na y -oskata, t.e. na oskata na parabolata.  

 391 B. Neka 1 2 2 1, ,..., ,n na a a a   e raste~ka 

aritmeti~ka progresija so pozitivni ~lenovi. Doka`i deka   

  
1 2 1 1 2 3 4 2 1 2 2

1 1 1...
n n n n

n n
a a a a a a a a a a 

    
  

 

 Re{enie. Bidej}i progresijata e raste~ka, to~ni se neravenstvata  

  
1 1 2 2 3 2 2 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1...
n n n na a a a a a a a a a  

    


.  

 Da ja ozna~ime so d  diferencijata na progresijata i neka 
1 2 3 4 2 1 2

1 1 1...
n n

S
a a a a a a

    . 

Toga{ za udvoenata suma 2S , imaj}i gi predvid gornite neravenstva imame:    

  

1 2 1 2 3 4 3 4 2 1 2 2 1 2

1 1 2 2 3 3 4 2 2 2 1 2 1 2

1 1 2 2 3 2 1 2

2 2 2

1 1 1 1 1 12 ...

1 1 1 1 1 1...

1 1 1 1 1 1 1 1 1...

21 1 1 1 2

n n n n

n n n n

n n

n n n

S
a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

d a a a a a a a a

a nd a n
d a a d a a a a

 

  



       

       

 
           

 
   

     
 





 

  

 

 Zna~i, 
2n

nS
a a




.  

 Na sli~en na~in dobivame  
 

  

1 2 1 2 3 4 3 4 2 1 2 2 1 2

1 2 2 3 3 4 3 4 2 1 2 2 2 1

1 1

1 2 1 2 1 1 2 1

1 1 1 1 1 12 ...

1 1 1 1 1 1...

21 1 1 1 2

n n n n

n n n n

n n n

S
a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a

a nd a n
d a a d a a a a

 

 

  

       

       

   
     

  

 

 Zna~i,  
1 2 1n

nS
a a 

 . Kone~no  

 

  
1 2 1 2n n

n nS
a a a a

 


.  

A

B

C

D
M

x

y
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 392 B. Neka n  e priroden broj. Kolku razli~ni re{enija 2( , )x y   ima 

neravenkata | | | |x y n  .   
 Re{enie. Grafikot na funkcijata | | | |x y n   
 e kvadrat so temiwa ( ,0)n , ( ,0)n , (0, )n  i (0, )n  
(vidi crte`). Da vidime kolku celobrojni re{enija  
ima ova ravenka za konkretni vrednosti na n .  

Za 0n  , taa ima edno re{enie.  

Za 1n   taa ima 4  celobrojni re{enija. 

Za 2n   taa ima 8  celobrojni re{enija. 

Za 3n   taa ima 12  celobrojni re{enija 

itn. O~igledno, za n k  ravenkata  

| | | |x y k   ima 4k  celobrojni re{enija.  

 Od dosega iznesenoto e jasno deka brojot na 

celobrojni re{enija na neravenkata | | | |x y n   
e ednakov na zbirot na celobrojnite re{enija na 
ravenkite 

   | | | |x y k  , 1,2,3,...,k n  

i istiot iznesuva  

  2( 1)
1 4 8 12 ... 4 1 4(1 2 3 ... ) 1 4 1 2

2

n n
n n n n

                .  

   XXII regionalen natprevar - 1999 godina 
 

 I godina 
 

 393 AB. Re{i go sistemot ravenki 

  
| | | 1| 1

2 3

x y

x y

  
  

 

a) analiti~ki,  
 

 b) grafi~ki 
 
 

 Re{enie. a) Ako 0, 1x y   go dobivame sistemot  

  
1 1

2 3

x y

x y

  
  

 

~ie re{enie e (1,1). Ako 0, 1x y  , go dobivame sistemot  

  
1 1

2 3

x y

x y

  
  

, 

a ovoj sistem nema re{enie vo ovaa oblast. Ako 
0, 1x y   go dobivame sistemot 

1 1

2 3

x y

x y

   
  

, 

~ie re{enie e  51
3 3

, . Ako 0, 1x y   go dobivame sistemot  

  
1 1

2 3

x y

x y

   
  

, 

y

x

b)

1

1

1

123

2

3

2 3

2

3

x

y
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a ovoj sistem nema re{enie vo ovaa oblast. 
 
 

 394. Ako m  e cel broj, doka`i deka dropkite 7 1
4

m  i 5 3
4

m  ne mo`at 

istovremeno da bidat celi broevi.  
 

 

 Re{enie. Da go pretpostavime sprotivnoto t.e. neka 7 1 ,
4

m a   5 3 ,
4

m b   ,a b . Toga{ 

7 4 1m a  , 5 4 3m b  . Ottuka dobivame 4 1 4 3
7 5

a b  , odnosno  2 7 5 13b a  . Bidej}i levata 

 strana vo poslednoto ravenstvo e deliva so 2, a desnata ne e, sleduva deka poslednata ravenka nema 

re{enie vo  , pa dadenite dropki ne mo`at istovremeno da bidat celi broevi. 

395 A. Vo pravoagolen triagolnik so ostar agol 15 , radiusot na opi-

{anata kru`nica e geometriska sredina od katetite a  i b , t. e. R ab . 

Doka`i!  
 Re{enie. Neka ABC  e pravoagolen triagolnik so prav 

agol kaj temeto C , agolot kaj temeto A  e 15 , katetite 

BC  i AC  se a  i b  soodvetno i hipotenuzata e c . Neka 

M  e to~ka na stranata AC  taka {to 15ABM   .  

 Centarot na opi{anata kru`nica  e vo sredinata na hipotenuzata, a bidej}i ABM  e 

ramnokrak sleduva deka MO  e visina vo ABM . ~MOB BCA  , pa sleduva 

: :BO BM AC AB . Agolot kaj temeto M  vo pravoagolniot triagolnik BCM  e 30 , a 

bidej}i vo pravoagolen triagolnik katetata sproti agolot od 30  e polovina od 

hipotenuzata, sleduva deka 2BM a . Imaj}i predvid deka 2 , ,AB R BO R   od gornata 

proporcija sleduva R ab . 

 396 A. Odredi gi aglite vo triagolnikot, kaj koj visinata i te`i{nata 
linija povle~eni od isto teme, go delat agolot pri toa teme na tri ednakvi 
dela.  

Re{enie. Neka ABC  e triagolnik taka {to visinata CH  i te`i{nata linija CT  go 

delat agolot kaj temeto C  na tri ednakvi dela. AHC CHT    bidej}i CH  e zaedni~ka, 

90AHC CHT      i od uslovot na zada~ata, ACH HCT   . Zna~i 
 
 

  1 1
2 4

AH HT TB AB   .  

CT  e simetrala na agolot kaj temeto C  vo 
CHB , pa od svojstvoto na simetralata, sleduva 

: :CH CB HT TB . Ottuka dobivame 
 
 

  
1
2 1

2

TBCB HTCH CB CB
TB TB
    . 

 
 

Triagolnikot CHB  e pravoagolen, taka {to ednata kateta e dva pati pomala od 

hipotenuzata. Sleduva deka 30HBC   i 60BCH   . Spored toa, aglite vo triagolnikot 

ABC  se 30 , 60   i 90 . 

A B

C
M

O

cb

a



A B

C

H T
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 397 B. Edno mom~e za da stigne do sakanata cel treba da pomine niz tri 
vrati. Na sekoja vrata stoi po eden ~uvar. Mom~eto vo sebe nosi izvesen 
broj jabolka. Na prviot ~uvar treba da mu dade polovina od toj broj i u{te 
polovina jabolko. Na vtoriot ~uvar treba da mu dade polovina od ostato-
kot i u{te polovina jabolko i na tretiot ~uvar treba da mu dade polovina 
od ostatokot i u{te polovina jabolko. Da se najde najmaliot broj na 
jabolka {to treba da go nosi so sebe mom~eto, za da stigne do sakanata cel, 
bez da se prese~e nitu edno jabolko. 
 

 Re{enie. Neka x  e brojot na jabolkata {to mom~eto gi nosi so sebe. Na prviot ~uvar 

treba da mu dade 11
2 2 2
x x   jabolka. Mu ostanale 1 1

2 2
x xx     jabolka. Na vtoriot ~uvar 

trba da mu dade 1 11
4 2 4

x x     jabolka. Mu ostanale 1 1 3
2 4 4

x x x     jabolka. I na tretiot 

~uvar treba da mu dade 3 11
8 2 8

x x    jabolka. Bidej}i ne e dozvoleno se~ewe na jabolkata, 

potrebno e broevite  1 1
2 4

,x x  i 1
8

x  da bidat prirodni. Zna~i brojot 1x   treba da bide 

delliv so 8. Najmaliot priroden broj x  za koj {to va`i ova e 7x  . 
 

 398 B. Doka`i deka plo{tinata na pravoagolen triagolnik e ednakva na 
proizvodot od dol`inite na otse~kite na koi e razdelena hipotenuzata so 
vpi{anata kru`nica.  
 

Re{enie. Neka vpi{anata kru`nica ja dopira hipotenuzata AB  vo to~kata M  i neka 

,AM x BM y  . Radiusot na vpi{anata kru`nica da go ozna~ime so r , a so P  }e ja 

ozna~ime plo{tinata na ABC . Toga{  

  2 222
2 2

xyxrP r xr yr r       

Od druga strana 
2( )( )

2 2 2 2

x r y r xy xr yr r xy PAC BCP
          

pa ottuka dobivame deka P xy .  

 
 II godina 
 

 399. Doka`i deka 1
1

z
z

w 
 , kade {to z  e kompleksen broj takov {to 

1z   , e ~isto imaginaren ako i samo ako | | 1z  .  
 

 Re{enie. Neka | | 1z   i neka z a ib  . Toga{ 

  
     
2 2 2 2

2 2 22 2 2
1 1 1 2 1 2
1 1 1 1 1

a ib a ib a b ib a b b
a ib a ib a b a b a b

w i        
         

      . 

Brojot w  e ~isto imaginaren ako 2 21 0a b   , odnosno 2| | 1z  , a ottuka sleduva | | 1z  . Ako | | 1z  , 

toga{ 2 21 0a b   , pa jasno e deka w  e ~isto imaginaren. 
 

 400. Neka M  e sredina na stranata BC  na paralelogramot ABCD  i neka 
AM  ja se~e dijagonalata BD  vo to~kata O . Odredi ja plo{tinata na 
~etiriagolnikot OMCD , ako plo{tinata na paralelogramot ABCD  e P . 

A

B

C

M

r

r

y

y

x

x
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Re{enie. O~igledno e deka va`i 1 1
4 2

,ABM BCDP P P P   i ~BMO ADO   so koeficient 

na sli~nost 2. Ottuka sleduva deka : 2 :1AO OM  , 

odnosno : 3 :1AM OM  . Zna~i 3ABM BMOP P  

(imaat isti visini). Bidej}i 1
4ABMP P , sleduva 

deka 1
12BMOP P . Kone~no dobivame  

51 1
2 12 12OMCD BCD BMOP P P P P P     . 

 

 401 A. Najdi relacija me|u korenite na kvadratnata ravenka  

     2 26 5 5 6 0x m m x x         

{to ne zavisi od m ? 
 

 Re{enie. Ako 1m   , toga{ ravenkata e ekvivalentna so ravenkata  

  2 5 6 6 1
1 1

0m m
m m

x x 
    , 

i ima koreni 1x i 2x  za koi va`at ravenstvata  

  5 6 6 51 1
1 2 1 21 1 1 1

5 , 6m m
m m m m

x x x x 
            

Ako gi sobereme ovie dve ravenstva, dobivame 1 2 1 2 11x x x x   . 
 

 402 A.  Doka`i deka 3 32 5 2 5 1    . 
 

 Re{enie. I na~in.  Neka 3 32 5 2 5x     . Ako gi stepenuvame dvete strani na ova 

ravenstvo na treti stepen dobivame: 

   3 3 3 3 32 5 2 5 3 2 5 2 5 2 5 2 5x              

odnosno 3 4 3x x  , a od tuka dobivame   21 4 0x x x    . Bidej}i ravenkata 2 4 0x x    

nema realni re{enija, sleduva deka 1x  . 
 

 II na~in.  

         3 3
5 5 5 53 3 1 1 1 13 3

2 2 2 2 2 2 2 2
2 5 2 5 1            . 

 

 403 B. Vo ravenkata 2 0x px q    odredi gi realnite broevi p  i q , ako 
razlikata na korenite na ravenkata e ednakva na 5, a razlikata na nivnite 
kubovi e 35. 
 

 Re{enie. Neka 1x i 2x  se koreni na dadenata ravenka. Od uslovot na zada~ata imame 

1 2 5,x x   3 3
1 2 35x x  . Bidej}i 

  3 3 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2( )( )x x x x x x x x     , 

dobivame 2 2
1 1 2 2 7x x x x   . Toga{ 

   2 2 21 1
1 2 1 1 2 2 1 23 3

( ) ( ) 7 25 6q x x x x x x x x             

     2 22
1 2 1 2 1 24 25 24 1p x x x x x x         

pa ottuka dobivame deka 1p    ili 1p  . 

A B

CD

O M
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 404B. Presmetaj go zbirot 

  1 1 1 1...
2 1 1 2 3 2 2 3 4 3 3 4 1999 1998 1998 1999

   
   

. 
 

 Re{enie. Za sekoj priroden broj n  va`i 

  
   

 
 

 
 

1 11 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 .
1 1

n n n n

n n n n n n n n n n n n

n n n n

n n n n

  
 

        

  
  

 

 

Toga{ zbirot e ednakov na: 

 

1 1 1 1...
2 1 1 2 3 2 2 3 4 3 3 4 1999 1998 1998 1999

1 1 1 1 1 1 1 1 1... 1 .
1 2 2 3 3 4 1998 1999 1999

    
   

          
 

 

 III godina 
 

 405. Najdi 35log 28 , ako 14log 7 a i 14log 5 b .  

 Re{enie. 
14

14 14 14 14 14

14 14 14

141 loglog 28 log 14 log 2 1 log 14 log 77 2
35 log 35 log 5 log 7

log 28 a
a b a b a b

   
        . 

 

 406. Te`i{nite linii at  i bt  vo triagolnikot ABC  obrazuvaat so stra-

nata AB  agli ~ij zbir e 60 . Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot 

ABC , ako 3a bt t  .  
 

Re{enie. Bidej}i te`i{nite linii so stranata AB  formiraat agli ~ij zbir e 60 , 

sleduva deka  

  1 1120 , 120 ,ATB ATB      

  1 60ATB    i 1 60ATB   . 

Neka 1, ,AT n AT m BT s    i 1BT t . Sega  

    3 a bt t m n s t mt ms nt ns         

 
 

1 1

1 1 1 1
2 2 2 2

3 3
4 4

sin120 sin 60 sin120 sin 60

.

ABA BP ns sm mt nt

ns sm mt nt

   

    

   

 

Bidej}i 1 1A B  e sredna linija vo ABC , sleduva deka triagolnicite ABC  i 1 1A B C  se sli~ni 

so koeficient na sli~nost 2. Ottuka sleduva deka 
1 1

4ABC A B CP P , odnosno 

1 1 1 1

1 1
3 4A B C ABA BP P  . Zna~i 

1 1 1 1
1ABC ABA B A B CP P P   .  

 

 407A. Presmetaj ja najgolemata vrednost na izrazot sin sin sin     , 

ako ,   i   se agli vo triagolnik.  
 

 Re{enie. Barem dva od aglite ,   i   se ostri. Neka se toa aglite   i  . Bidej}i   i 

  se ostri agli, sleduva deka 
2

0 cos 1  , a bidej}i 0     , sleduva deka  2 6
0 cos 1    .  

A B

C

1A1B
T
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Dobivame: 

    
2 2 2 3 3

3 2 6 2 6 3

sin sin sin 2sin cos sin 2sin sin sin sin

2sin 2sin cos sin

       

     

            

     
 

 

 
     

 

3 2 6 3

1 1
2 2 6 2 2 6 3

3 3
3 2 6 3 3 3 2

2sin 2sin sin

4sin cos sin

4sin cos sin 4sin sin .

    

       

    

    

    

     

 

 Ako 
3
      , toga{ 3 3

2
sin sin sin      . Zna~i najgolemata vrednost {to mo`e 

da ja primi izrazot sin sin sin      e 3 3
2

. 
 

 408A. Neka S  i P  se plo{tinite na dva yida na edna triagolna pira-
mida. Ako a  e dol`inata na nivniot zaedni~ki rab,   agolot me|u tie dva 

yida, toga{ volumenot na piramidata e 2 sin
3

SP
a

 . Doka`i! 
 

Re{enie. Neka plo{tinata na ABC  e S , a na BCD  

e P . Ponatamu, neka visinata na piramidata spu{tena od 

D  e H , a visinata na yidot BCD  e h  i zaedni~kiot rab 

e BC a . Od BCD  sleduva 2P
a

h  , a od 1OD D  sleduva 

2 sinsin P
a

H h   . Zna~i volumenot e  

 2 sin
3 3

SH SPV
a

   . 

 

 409B. Ako 
2

0        , doka`i deka  

  sin sin sin
cos cos cos

tg tg   
        . 

 

 Re{enie. Funkcijata sin x  e raste~ka na intervalot  2
0,  , pa sleduva sin sin sin .      

Funkcijata cos x  e opa|a~ka na intervalot  2
0,  , pa sleduva cos cos cos     . 

Dobivame: 

  
sin sin sin sin sin sin 3sin3sin ,
cos cos cos 3cos cos cos cos 3cos

tg tg
           
       

 

Zna~i  

sin sin sin
cos cos cos

tg tg
     
  

. 

 

 410B. Na tri razminuva~ki rabovi na kocka so rab a  se izbrani temiwa na 
triagolnik, razli~ni od temiwata na kockata, takvi {to zbirot od kvad-
ratite na stranite na toj triagolnik da bide najmal. Kolkav e toj zbir?  
 

 Re{enie. Na rabovite 1,AA BC  i 1 1C D  gi izbirame to~kite ,X Y  i Z  soodvetno. 

Ozna~uvame AX x , BY y , 1C Z z , i AB a . Toga{:   





A

BC

D

H
h

1D

O

a 
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2 2 2 2 2 2 2 2 2XY XB BY XA AB BY x a y         

 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1YZ YC C Z YC CC C Z a y a z        

   2 2 2 2 2 2 2 22
1 1 1 1 1 1ZX ZA A X ZD D A A X a z a a x         

So sobirawe na poslednite tri ravenstva dobivame: 

 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 29
2 2 2 4

2( ) 2 ( ) 6

2 ( ) ( ) ( ) .a a a

XY YZ ZX x y z a x y z a

x y z a

        

        
 

Ovoj zbir }e bide najmal ako 
2
ax y z   , odnosno ako 

to~kite ,X Y I Z  se sredini na soodvetnite rabovi. Zna~i, najmaliot zbir e 29
4

a . 

 
 IV godina 
 

 411. Neka to~kite  , , 1,2,3,4i i iA x y i   se razli~ni me|u sebe i pripa|aat 

na hiperbolata 1xy  . Ako ovie ~etiri to~ki pripa|aat na edna kru`nica, 

doka`i deka 1 2 3 4 1x x x x  . 
 

 Re{enie. Neka to~kite  , , 1,2,3,4i i iA x y i   pripa|aat na kru`nicata 

2 2 0x y Ax By C     . Toga{  , , 1,2,3,4i ix y i   se re{enija na sistemot  

  
2 2

1

0

xy

x y Ax By C




    
 

Ako vo vtorata ravenka od sistemot stavime 1
x

y  , dobivame  

  2
2 1 0B

xx
x Ax C      

 odnosno,  

  4 3 2 1 0x Ax Cx Bx                                        (1) 

Bidej}i 1 2 3, ,x x x  i 4x  se re{enija na ravenkata (1),sleduva deka 

      4 3 2
1 2 3 41x Ax Cx Bx x x x x x x x x          

So izedna~uvawe na slobodnite ~lenovi dobivame 1 2 3 4 1x x x x  . 
 

412. Ako te`i{nite linii AM  i BN  vo triagolnikot ABC  se zaemno 

normalni, doka`i deka 4
5

cos   . (   e agolot kaj temetoC )  
 

 Re{enie. ABT  e pravoagolen, pa sleduva  

     2 22 2 2
3 3a bc t t  . 

Bidej}i  

  
2 2 22

2 4
,b c a

at
   

2 2 22
2 4

a c b
bt

   

dobivame 2 2 25c a b  .  

Od kosinusnata teorema dobivame 

  
2 2 2 2 2 2

2 2 2
4 4 4 4

2 2 55
cos a b c c c c

ab ab a b c
 


      . 

1A

A

1B

1B

C

1C

D

1D

X
Y

Z

A B

C

MN
T
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 413A. Daden e triagolnik ABC  so plo{tina P . Od negovite te`i{ni 
linii e konstruiran drug triagolnik, potoa od te`i{ni linii na vtoriot 

triagolnik e konstruiran tret triagolnik i.t.n. Op{to,  1n  -ot tria-

golnik e konstruiran od te`i{nite linii na n -tiot triagolnik. Presme-
taj go zbirot od plo{tinite na site triagolnici od taka dobienata niza. 
 

Re{enie. Neka 1 1,AA BB  i 1CC  se te`i{nite linii vo ABC . Neka 1AXA e triagolnik 

taka {to 1 1||A X CC , 1 ||BB AX . Stranite na triagolnikot 1AXA  imaat ednakvi dol`ini kako 

i te`i{nite linii na triagolnikot ABC . Od na~inot na konstruiraweto na triagolnikot 

1AXA  jasno e deka sekoj triagolnik {to e konstuiran od te`i{nite linii na ABC  ima 

ednakva plo{tina kako i 1AXA . ^etiriagolnikot 1 1XBAC  e paralelogram ( 1AXBB  e 

paralelogram, bidej}i, od na~inot na konstrukcija na 1AXA  sleduva deka 1,AX BB  

1||AX BB ; ottuka sleduva 1 1||BX AC , 1 1
1
2

AC AC  i 1
2

BX AC ), pa sleduva deka to~kata Y  e 

sredina na otse~kite 1A X  i 1C B  (presek na dijagonalite) i 3
4

AY AB . Zna~i tri-

agolnicite 1AYA  i AXY  imaat ista plo{tina. Ako h  e visinata na triagolnikot ABC  

spu{tena od temeto C , toga{ jasno e deka visinata na 

triagolnikot 1AYA  spu{tena od temeto 1A  e 1
2

h . Neka 1P  

e plo{tinata na triagolnikot 1AXA . Toga{ 

  3 31 1
1 2 4 2 4

2P AB h P     

Ako 2 3, ,..., ,...kP P P  se plo{tinite na vtoriot, treti-

ot,..., k -tiot triagolnik itn, jasno e deka 

     2 33 3 3
2 34 4 4

, , ... , , ...k
kP P P P P P  

 2

2 3
4

3 3 3 1
1 2 4 14 4

... ... 1 ... ... 4
k

kkP P P P P P P


             . 

 

 414A. Na kolku na~ini mo`e kralot na {ahovskata tabla 8 8  da stigne od 
dolniot lev agol do gorniot desen agol dvi`ej}i se samo desno i napred? 
 

 Re{enie. Za da stigne kralot od dolniot lev agol do gorniot desen agol treba da se 
dvi`i sedum pati desno i sedum pati napred. Dvi`eweto desno da go ozna~ime so D, a 
dvi`eweto napred so P. Zada~ata se sveduva na slednoto: na kolku na~ini mo`e da se 
rasporedat sedum bukvi D i sedum bukvi P. Zna~i se raboti za permutacii od 14 elementi 

od koi 7 se povtoruvaat i drugite sedum se povtoruvaat. Toj broj iznesuva 14!
7! 7!

3432 . 
 

 415B. Dali mo`at broevite 2, 6  i 9
2

 da bidat ~lenovi na edna arit-

meti~ka ili na edna geometriska progresija? 
 
 

 Re{enie. Neka dadenite broevi se ~lenovi na edna aritmeti~ka progresija. Toga{ 

postoi realnen broj d  i prirodni broevi k  i l  taka {to 9
2

6 2 , 6kd ld    . No, 

9
2

2 (11 6 30)6 2
576

k
l




  , a ovoj broj ne e racionalen. Zna~i, ne mo`e dadenite broevi da bidat 

A

1B

1C

1A

B

C

X

Y
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 ~lenovi na edna aritmeti~ka progresija. 
 Dadenite broevi se ~lenovi na nekoja geometriska progresija bidej}i 

  
9
2

3
6 6 3

2 26
,k kq q    

 
 

za nekoj priroden broj k . 
 

 416B. Ako 2n   i 1x  , doka`i deka    1 1 2
n n nx x    . 

 

 Re{enie.  

   1 1 1
n n

x x    
1

n 
 
 

x 
2

n 
 
 

2x  
1

n

n

 
  

1nx  
n

n

 
 
 

nx   

                               1 
1

n 
 
 

x 
2

n 
 
 

2x   1( 1)n
1

n

n

 
  

1nx   ( 1)n
n

n

 
 
 

nx   

                                2 1 
2

n 
 
 

2x 
4

n 
 
 

4 ( )x a x   

 

kade {to ( )a x 
n

n

 
 
 

nx  ako n  e paren i ( )a x 
1

n

n

 
  

1nx   ako n  e neparen. Da ozna~ime 

  2 1A x  
2

n 
 
 

2x 
4

n 
 
 

4 ( )x a x  . Bidej}i 1x  , sleduva deka  
2

n

k

 
 
 

2kx 
2

n

k

 
 
 

za sekoj 

priroden broj k . Zna~i izrazot  A x  }e bide najgolem ako 1x    i vo toj slu~aj negovata 

vrednost e 2n . Spored toa 
 

     1 1 2
n n nx x    . 

 

XXIII regionalen natprevar - 2000 godina 
 
 

 I godina 
 
 417. Od 37  moneti naredeni vo eden red, 9  se svrteni so ,,petka”, a 28  so 
,,glava” nagore. Vo eden ~ekor se prevrtuvaat koi bilo 20  moneti. Dali e 
mo`no po nekolku ~ekori site moneti da bidat ,,petki”? A ,,glavi”? Vo 
kolku najmalku ~ekori e mo`no toa? 
 
 

 Re{enie. Neka so prviot ~ekor x  “petki” svrtime vo “glava”. Toga{ 20 x  “glavi” }e 

svrtime vo “petki”. Po ovoj ~ekor imame 9 (20 ) 29 2x x x      “petki”  i 

(28 (20 )) 8 2x x x      “glavi”. Po prviot ~ekor }e imame neparen broj “petki” i paren 

broj “glavi”. O~igledno, ovaa zakonitost }e ostane i vo sekoj nareden ~ekor. Zna~i, sekoga{ }e 
imame neparen broj “petki”, t.e. nikoga{ nema da dobieme site moneti da bidat “glavi”. Bidej}i 
po prviot ~ekor brojot na glavi ostanuva paren, toga{ e mo`no da se izbere x  takov {to 

2 8 20x   , odnosno 6x  . Pa, po prviot ~ekor }e imame 17  “petki”  i 20  “glavi”. Vo vtoriot 

~ekor 20 “glavi” gi prevrtuvame vo “petki” i site moneti se prevrteni so “petka” nagore. 

Zna~i, site moneti }e bidat svrteni nagore so “petka ” vo najmalku 2  ~ekora. 
 
 

 418. Neka ,x y  i z  se prirodni broevi takvi {to 3 3 3x y z   e deliv so 
7 . Doka`i deka proizvodot xyz  e deliv so 7 .  
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 Re{enie. Neka n  e proizvolen priroden broj. Toga{ n  mo`e da se zapi{e vo oblik 

7n k r  , kade {to {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}r . Brojot 3 3(7 )n k r   pri delewe so 7  dava ist 

ostatok kako i brojot 3r  pri delewe so 7 . Broevite 3 3 3 3 3 3 30 ,1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6  pri delewe so 7  

davaat ostatoci 0,1,1, 6,1, 6, 6  soodvetno. Ottuka dobivame deka brojot 3 3 3x y z   pri 

delewe so 7  dava ostatok koj e ostatok pri delewe na zbirot na tri broja koi pripa|aat na 

mno`estvoto {0,1, 6}  so 7 . No, za da bide zbirot na tri broevi od mno`estvoto {0,1, 6}  

deliv so 7 , mora barem eden od niv da e 0 , a toa zna~i deka barem eden od broevite , ,x y z  

da bide deliv so 7 . Sledstveno, proizvodot xyz  e deliv so 7 .  
 

 419 A. Odredi go najmaliot priroden broj n  taka {to da va`i pro-
porcijata  
 

  : : : ( 1):( 2)a b ch h h n n n    

ako , ,a b ch h h  se dol`ini na visinite vo triagolnikot ABC .  
 
 

 Re{enie. Od 2 a b cP ah bh ch    dobivame  
 

  1 1 1 1 1 1: : : : : :
1 2a b c

a b c
h h h n n n

 
 

, 

odnosno  
 

  2 2 2: : ( 1)( 2 ) : ( 2) : ( 1) ( 3 2) : ( 2 ) : ( )a b c n n n n n n n n n n n n          . 

Bidej}i a b ch h h  , sleduva a b c  , pa dovolno e da najdeme priroden broj n  za koj va`i 

neravenstvoto a b c  . Dobivame 2 2 23 2 2n n n n n n      , a ottuka 2 2n  . Baraniot 

najmal priroden broj e 2 .  
 
 

 420 A. Niz presekot O  na dijagonalite na kvadratot ABCD  e povle~ena 
proizvolna prava p , koja ne minuva niz temiwata na kvadratot. Najdi go 

zbirot od kvadratite na rastojanijata od sekoe teme do pravata p , ako 

dol`inata na stranata na kvadratot e 1 m .  
 

 Re{enie. Od skladnosta na triagolnicite AOM  i 

COR  sleduva AM CR x  , a od skladnosta na triagol-

nicite BPO i DNO  sleduva .BP DN y   Od skladnosta pak, 

na pravoagolnite triagolnici AMO  i BPO  ( AO BO , 

AOM OBP    agli so zaemno normalni kraci) sleduva 

OP AM x  . Od pravoagolniot triagolnik OPB  dobivame 

2 2 2
OP BP BO   odnosno  2 2 1

2
x y  . Ottuka imame  

 

  
2 2 2 2 2 22 2 1AM BP CR DN x y      . 

 

 421 B. Dali postojat realni broevi x  i y  za koi vo isto vreme se ispol-

neti ravenstvata  

N
O

A B

P
R

M

CD



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

167 

  1x y  , 2 2 2x y   i 3 3 3x y  ? 
 

 Re{enie. Da pretpostavime deka takvi broevi x  i y  postojat. Ako go kvadrirame 

izrazot 1x y   dobivame 2 22 1x xy y    pa, imaj}i go vo predvid izrzot 2 2 2x y   dobivame 

1
2

xy   . Ako go kubirame prvoto ravenstvo dobivame  

  3 3 3 ( ) 1x y xy x y     

i bidej}i 1x y  , 1
2

xy   , 3 3 3x y  ,  dobivame  

  1
2

3 3 ( ) 1 1      

{to ne e mo`no. Zna~i, ne postojat realni broevi x  i y  za koi se ispolneti vo isto vreme 

dadenite ravenstva.  
 

 422 B. Tangentata na vpi{anata kru`nica vo triagolnikot ABC , para-

lelna na stranata AB , gi se~e stranite AC  i BC  vo to~kite 1A  i 1B , 

soodvetno. Presmetaj ja dol`inata na otse~kata 1 1A B , ako dol`inite na 

stranite na triagolnikot ABC  se ,a b  i c .  
 

 Re{enie. Neka 1 1AC b , 1 1B C a , 1 1A B x . Od sli~nosta na triagolnicite ABC  i 1 1A B C  

sleduva 1 1 1: :AB BC A B B C  odnosno  

  1
a
c

a x                                  (1) 

Od istata sli~nost sleduva 1 1 1: : ,AB AC A B AC odnosno  

  1
b
c

b x                       (2) 

Bidej}i ~etiriagolnikot 1 1ABA B  e tangenten, sleduva: 

  1 1 1 1AB A B AA BB    

odnosno,                    

   1 1c x b b a a     . 

Od poslednoto ravenstvo i ravenstvata (1) i (2) sleduva .a b c
a b c

x c 
 

  

 
 II godina 
 

 423. Ako 3 3 3ax by cz   i 1 1 1 1
x y z
   , doka`i deka 

  2 2 2 3 3 33 ax by cz a b c     . 
 

 

 Re{enie. Da stavime 2 2 23A ax by cz   . Imaj}i gi predvid dadenite ravenstva, 

dobivame: 
 
 

  
3 3 3

2 2 2 3 33 1 1 13 3 ( )
a x b y c z

x y z x y z
A ax by cz ax x a          . 

 

Analogno, 3A y b  i 3A z c . Ponatamu, 3 A
x

a  , 3 A
y

b  , 3 A
z

c  , a ottuka sleduva  
 

A

1A

B

1B

C

1a1b

x
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  2 2 23 3 3 31 1 1( )A A A
x y z x y z

a b c A A ax by cz            . 

 424. Vo konveksniot ~etiriagolnik ABCD  so S  e ozna~en presekot na 

dijagonalite. Neka 1 ABSP P , 2 BCSP P , 3 CDSP P , 4 DASP P . Ako 2
1 3P PP  i 

4 1 32P P P  , doka`i deka ~etiriagolnikot ABCD  e paralelogram. 

 Re{enie. Neka 1h  e visinata vo triagolnicite ABS  i BCS  spu{tena od temeto B , a 

2h  e visinata spu{tena vo triagolnicite ASD  i CDS  spu{tena od temeto D . Toga{ 

1
1 12

P AS h  , 1
2 12

P CS h  , 1
3 22

P CS h   i 1
4 22

P CS h  ,  a ottuka  dobivame 1 3 2 4PP P P .  

 Od ova ravenstvo i od uslovot 2
2 1 3P PP  sleduva 2 4P P . Ottuka dobivame deka 2 1 3P PP  i 

2 1 32P P P  . Zna~i 1 3 1 32 PP P P  , a ottuka so elementarni transformacii, sleduva deka 1 3P P . 

Bidej}i 1 4 3 4P P P P   , dobivame deka triagolnicite ABD  i ACD  imaat ista plo{tina. 

Bidej}i imaat zaedni~ka strana ( AD ), sleduva deka visinite 

spu{teni od temiwata B  i C  kon stranata AD  se ednakvi, od-

nosno, temiwata B  i C  se na ednakvo rastojanie od pravata AD . 

Ova zna~i deka ||AD BC . Bidej}i 1 2 1 4P P P P   , sleduva deka 

triagolnicite ABD  i ABC  imaat ednakva plo{tina, pa 

analogno kako vo prethodniot slu~aj, zaklu~uvame deka ||AB CD . 

So toa doka`avme deka ~etiriagolnikot ABCD  e paralelogram.  
 

 425 A. Najdi ja najmalata i najgolemata vrednost na izrazot 1| |
z

z  , ako 

z  e kompleksen broj takov {to | | 2z  .  

 I re{enie. 
2 22 | 1| | 1|1 1
| | 2

| | | |
z zz

z z z
z

     . Bidej}i 2 2| 1| | | 1 4 1 3z z       i 2 2| 1| | | 1 5z z    , 

dobivame 3 51
2 2

| |
z

z   . Ako 2z   , toga{ 31
2

| |
z

z   , pa najmalata vrednost na 1| |
z

z   e 3
2

 

a ako 2z i  , toga{ 51
2

| |
z

z   , pa najgolemata vrednost na 1| |
z

z   e 5
2

. 
 

 II re{enie. Neka z a ib  . Od | | 2z   sleduva 2 2 4a b  , pa imame: 

  

2 2 2 22

2

| 1| | 1|2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 1
4 4 4| |

2 2 2 91 1 1
4 4 4 4

| | | | | 1 | | 1 | ( 2 1 )( 2 1 )

(5 2 )(5 2 ) (25 4 ) (25 4(4 )) .

z zz
z z z

z z z a a b a a b

a a a b b

               

         
 

Od 2 2 4a b   sleduva deka 20 4b  , pa 3 51
2 2

| |
z

z   . Najmalata vrednost e za 2z    i 

iznesuva 3
2

, a najgolemata vrednost e za 2z i   i iznasuva 5
2

. 

 426 A. Neka p  i q  se realni broevi takvi {to ravenkata 

  62 4( ) 4 0q
p

x p x q     

 nema realni re{enija.  
 

 Doka`i deka ravenkata  

  2 0x px q    

A B

C

S

D

1P

2P
3P

4P
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 ima dve razli~ni realni re{enija.  

 Re{enie. Bidej}i dadenata ravenka nema realni re{enija, sleduva 
6 216( ) 16 0
q
p

p q   , 

odnosno 
6 2( ) 0
q
p

p q   . Mno`ej}i go dadenoto neravenstvo so 2p  dobivame 
 

  4 2 2 212 36 0p p q p q q    .  

Ottuka dobivame  
 

  2 2( 4 )( 9 ) 0p q p q   .   

Imame dve mo`nosti: 
 

  1  
2

2

4 0
9 0

p q

p q

  


 
        i     2  

2

2

4 0
9 0

p q

p q

  


 
 

Ako va`i 1 , toga{ mno`ej}i go vtoroto neravenstvo so 1  dobivame 
2

2

4 0
9 0

p q

p q

  

  

, pa sobiraj}i gi 

dvete neravenstva dobivame 5 0q  , {to ne e mo`no, bidej}i od uslovot 6 2( ) 0q
p

p q    sleduva 

6 20 ( )q
p

p q   . Zna~i 2 4 0p q   i 2 9 0p q  . So toa doka`avme deka ravenkata 2 0x px q    

ima dve razli~ni realni re{enija.  
 

 427 B. Neka z  i w  se kompleksni broevi takvi {to | | | | | |z w z w   . 

Presmetaj ja vrednosta na  300z
w

. 

 Re{enie. Ako z
w

x , toga{ 
| |
| |

| | | | 1
zz

w w
x    , | 1| | 1| 1

z wz
w w

x


     . Od 21 | 1| ( 1)( 1)x x x     , 

dobivame 1 1xx x x    . No bidej}i 21 | |x xx  , sleduva 1 0x x   . Ako pomno`ime so 

x ( 0)x  , }e dobieme 2 1 0x x   , a od tuka, mno`ej}i so 1x  , ( 1)x   , }e dobieme 

3 1 0x   , odnosno 3 1x   . Kone~no, 300 3 100( ) ( ) 1z
w

x  .  
 

 428 B. Re{i go, vo mno`estvoto na realnite broevi, sistemot ravenki 
 

  
2 2

11

19 .

x y xy

x xy y

  


  
 

 Re{enie. Ako gi sobereme dvete ravenki, dobivame 2 22 30x xy y x y     , odnosno 

2( ) ( ) 30x y x y    . So voveduvawe na smenata t x y  , ja dobivame kvadratnata ravenka 

2 30 0t t   , ~ii re{enija se 1 5t   i  2 6t   . Od 5x y  , dobivame 5y x  , pa 

zamenuvaj}i vo edna od dadenite ravenki, dobivame 1 3x  , 2 2x   i 1 2y  , 2 3y  . Od 

6x y    dobivame 6y x   , pa zamenuvaj}i vo edna od ravenkite dobivame kompleksni 

re{enija. Zna~i dadeniot sistem ima dva para realni re{enija  3, 2  i  2, 3 . 
 

 III godina 
 

 429. Doka`i go neravenstvoto 4 5 6 7log 5 log 6 log 7 log 8 4,4    .  
 

 Re{enie. Preminuvaj}i vo logaritam so osnova 2  i koristej}i go neravenstvoto me|u 
aritmeti~ka i geometriska sredina, dobivame: 
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2 2 2 2 2 2 2 244 5 6 7
2 2 2 2 2 2 2 2

2 44
2

log 5 log 6 log 7 log 8 log 5 log 6 log 7 log 8
log 5 log 6 log 7 log 8 4

log 4 log 5 log 6 log 7 log 4 log 5 log 6 log 7

log 8 34 4 4 1,1 4,4.
log 4 2

        

    

 

 

 430. Dadena e pravilna ~etiriagolna piramida SABCD  so osnova ABCD . 
Niz temiwata B , C  i niz sredinata M  na rabot SA  e povle~ena ramnina. 
Najdi go soodnosot na volumenite na delovite od piramidata, na koi e 

podelena so dadenata ramnina.  
 Re{enie. Neka volumenot na dadenata piramida e ,V  a 

dol`inata na visinata na piramidata ABCDS  e H . 

Ramninata niz to~kite ,B C  i M  go se~e rabot SD  vo 

to~kata N  koja e negova sredina. So 1V  }e go ozna~ime 

volumenot na ,ABCDMN  a so 2V  volumenot BCMNS . 

Zabele`uvame deka  

  1 ABDM DMNB BCDNV V V V    

  1 1 1 1
3 2 3 2 2 4

H H
ABDM ABD ABCDV P P V     

  1 1 1 1
3 2 3 2 2 4

H H
BCDN BCD ABCDV P P V    . 

Bidej}i MN  e sredna linija na triagolnikot ADS , sleduva deka 1
4DNM ADSP P . Ako so 1H  

ja ozna~ime visinata na piramidata ABDS  spu{tena od temeto B  kon yidot ADS , toga{ za 

volumenot  na piramidata imame 1
13ADSB ADSV P H  . No, 1

2ADSBV V , pa za volumenot na 

piramidata DNMB  dobivame  
 

  1 1 1 1 1
1 13 3 4 4 8DNMB DNM ADS ABDSV P H P H V V        

Kone~no,  
 

  51 1 1
1 4 8 4 8

V V V V V    , a 3
2 1 8

V V V V   . 
 

 Sleduva 1 2: 5 : 3V V  .  

 431 A. Neka 
2

0 x   . Doka`i go neravenstvoto  
 

     1 1
sin cos

1 1 3 2 2
x x

    .  

 Re{enie. 1 1 1 1 1 1 1 2
sin cos sin cos sin cos sin cos sin 2

(1 ) (1 ) 1 1
x x x x x x x x x

          . Za koi 

bilo nenegativni realni broevi a  i b  va`i 2a b ab  , pa stavaj}i 1
sin x

a  , 1
cos x

b  , 

(bidej}i 
2

0 x   , sin x  i cos x  se pozitivni) dobivame  
 

  1 1 1 2
sin cos sin cos sin 2

2 2
x x x x x
   . 

Bidej}i 
2

0 x   , sleduva 0 2x   , pa sin 2 0x   i 1
sin 2

1
x
 . Kone~no dobivame  

  1 1 1 1 2 2 2
sin cos sin cos sin 2 sin 2 sin 2

(1 ) (1 ) 1 1 2 1 2 2 2 3 2 2
x x x x x x x

              . 

A B

CD

M

N

S
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 432 A. Neka AD  e simetrala agolot BAC  vo triagolnikot ABC . Neka 
M  i N  se to~ki od pravite AB  i AC  soodvetno takvi {to MDA ABC   
i NDA ACB   i AD  i MN  se se~at vo to~kata P . Doka`i deka 

3
AD AB AC AP   .  

 Re{enie. Bidej}i triagolnicite AND  i ADC  se sli~ni 

( CAD  e zaedni~ki, ADN DCA    po uslov) sleduva  

  
2

AD AN AC             (1)  
 Bidej}i triagolnicite AMD  i ABD  se sli~ni ( BAD  e 

zaedni~ki, ABD ADM    po uslov) sleduva  

  
2

AD AM AB             (2) 

Od (1) i (2) sleduva 
4

AD AM AN AB AC    . Za da va`i 
3

AD AB AC AP    dovolno e da doka`eme deka AD AP AM AN   . ^etiriagolnikot AMDN  

e tetiven bidej}i  

 180MDN MAN MDA ADN MAN ABC BCA BAC            . 

Zna~i, ADN AMN    (periferni agli nad ist kru`en lak), pa triagolnicite AMP  i 

AND  se sli~ni. Ottuka sleduva deka AD AP AM AN   .  
 

 433 B. Najdi gi site vrednosti na realniot broj k  za koi izrazot  

  6 6 4 4sin cos (sin cos )x x k x x    

ne zavisi od x .  
 Re{enie.  

6 6 4 4

2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 23 3 21
4 2 4

sin cos (sin cos )

(sin cos )(sin sin cos cos ) (( sin cos ) 2 sin cos )

( sin cos ) 3sin cos (1 2sin cos )

1 sin 2 (1 sin 2 ) 1 sin 2 .k

x x k x x

x x x x x x k x x x x

x x x x k x x

x k x k x

   

      

    

      

 

 Izrazot ne zavisi od x  ako 3 2 0k  , odnosno za 3
2

k   . 

 434 B. Doka`i deka otse~kata ~ii krajni to~ki se sredinite na sprotiv-
nite strani na konveksen ~etiriagolnik, gi deli negovite dijagonali vo 
ist odnos.  

 Re{enie. Neka M  e sredina na otse~kata AD , N   e 

sredina na BC , E  i F  se prese~nite to~ki na MN  so 

AC  i BD  soodvetno, 1 1 1 1, , ,A B C D  se podno`jata na 

normalite spu{teni na pravata MN  od temiwata 

, , ,A B C D  soodvetno, i neka 1 2 3 4, , ,h h h h  se rastojanijata 

na temiwata , ,A B C  i D  od pravata MN .  

 Od skladnosta na pravoagolnite triagolnici 1AAM  i 

1DD M  ( 1 1AMA DMD    kako nakrsni agli i AM MD ) 

sleduva 1 4h h , a od skladnosta na pravoagolnite triagolnici 1BB N  i 1CC N  ( 1 1BNB CNC    

A

B CD

P
M

N




1h
2h

3h
4h

A B

C
D

E F 1C
1D

M
N 1B

1A
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kako nakrsni agli i BN CN ) sleduva 2 3h h . Od sli~nosta na triagolnicite 1AA E  i 1CC E  

sleduva 1 3: :AE EC h h , a od sli~nosta na triagolnicite 1BB F  i 1DD F  sleduva 2 4: :BF FD h h . 

Bidej}i 1 4h h  i 2 3h h , sleduva deka : :AE EC BF FD .  
 

 IV godina 
 

 435. Kracite na proizvolen prav agol so teme vo koordinatniot 

po~etok ja se~at parabolata 2 2y x  vo to~kite X  i Y . Najdi go geomet-

riskoto mesto od sredinite na otse~kite .XY  
 Re{enie. Edniot krak, na primer pravata OX , ima ravenka y tx , 0t  . Toga{ ravenkata 

na drugiot krak, pravata OY , e 1
t

y x  . Za koordinatite na to~kite X  i Y  dobivame 

2
2 2( , )

tt
X  i 2(2 , 2 )Y t t . Sredinata na otse~kata XY  da ja ozna~ime so M  i nejzinite 

koordinati se 2
2 1 1( , )

tt
X t t  . Da ozna~ime 2

2 1 1,
tt

x t y t    . Zabele`uvame deka 

2
2 21 2 2

t
y t x     . Zna~i baranoto geometrisko mesto e parabolata 2 2y x  .  

 

 436. Neka 1 2, ,..., na a a  se pozitivni posledovatelni ~lenovi na 

geometriska progresija. Ako se poznati zbirovite  

  1 2 ... nS a a a        i    
1 2

1 1 1...
na a a

T      

izrazi go proizvodot 1 2 ... na a a  samo preku ,S T  i n . 

 Re{enie. Neka 1q   e koli~nikot na progresijata toga{ od 1 2 ... nS a a a     dobivame  
 

  1
1 1

nq
q

a S
                                           (1) 

 

Od 
1 2

1 1 1...
na a a

T      dobivame  
 

  11

11 1
1

n

n

q
a q q

T

                              (2) 

Od (1) dobivame 
1

1
1

nq S
q a

   , pa zamenuvaj}i vo (2) dobivame 2

1

1n S

a T
q   . Sega 

 

 
( 1) 2

22 2
2
1

1 2 3 ... 1
1 2 1 1 1 1... ( )

n
nn n n n

n
n n n n n n S S S

n Ta T T
a a a a q a q a q a


            

 
 

 

Ako 1q  , toga{ 1na S , 
1

n
a

T , pa 1
S
T

a  . Ottuka sleduva 1 2 1...
n

n
n S

n T
a a a a  . 

 
 

 437. Neka AM  i BN  se te`i{nite linii vo triagolnikot ABC  i T  e 

nivnata prese~na to~ka. Ako BC a  i AC b  i to~kite , , ,M T N C  le`at 

na ista kru`nica, najdi ja dol`inata na otse~kata AB . 

 Re{enie. Neka AB c . Ja primenuvame kosinusnata teorema za triagolnicite ABC  i 

ABT : 

  2 2 2 2 cosc a b a b                            (1) 
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2 22 2 cosc AT BT AT BT                          ( 2) 

 Bidej}i ~etiriagolnikot NTMC  e tetiven, sleduva deka 

     , a ottuka cos cos    , pa od (2) dobivame  

  
2 22 2 cosc AT BT AT BT                (3) 

Triagolnicite ATN  i AMC  se sli~ni (agolot kaj temeto A  

im e zaedni~ki i ATN ACM     ), pa dobivame: 

  : :AN AT AM AC  

Bidej}i 2
3

AT AM , 
2
bAN  , AC b , dobivame 

3
bAT  . 

Analogno, 
3

aBT  . Zamenuvaj}i gi ovie vrednosti vo (3) dobivame  

  
2 22
3 3 3

2 cosb a abc                                          (4) 

Od (1) i (4) dobivame 
2 2

4
cos a b

ab
  , pa povtorno zamenuvaj}i vo (1), 

2 2

2
a bc  . 

 

 438. Vo triagolnikot ABC  va`i AB AC  i cos 7
cos 15

BAC
ABC


  . Presmetaj sin

sin
BAC
ABC


 . 

 Re{enie. Neka AB c , BC a , AC b , BAC   , ABC    i b c . Od kosinusnata 

teorema sleduva  

  
2 2 2 2

22 2
cos 1b c a a

bc b

         i    
2 2 2

2 2
cos a c b a

ac b
    . 

Od uslovot cos 7
cos 15

BAC
ABC


   sleduva 

  
2

2
215 7 5

2 2 2 22
0 15cos 7cos 15(1 ) 7 ( ) 15 ( 3) (3 5)a a a a a a

b b b b bb
                

Bidej}i , 0a b  , sleduva 5
2

3 0a
b

   , odnosno 6
5

a
b
 . Od sinusnata teorema sleduva deka 

sin 6
sin 5


  .  

 

 439 B. Najdi go ~lenot so najgolem koeficient vo razvojot na binomot  

  50( 2 )x . 

 Re{enie. Da razgledame dva posledovatelni ~lena na razvojot  

  50 50
1 1

50
2k k k

k kT x A x
k

 
 

 
  
 

, 1 50 1 50 150
2

1
k k k

k kT x A x
k

     
   

. 

Da vidime za koi vrednosti na k  odnosot me|u koeficientite 1kA   i kA  e pomal od 1 . Od 

1

50
2

50
2

1

1

k

k

k

k


 
 
 

 
  

  sleduva 51 2 1k
k
  , a ottuka 51(2 2 ) 29,875k    . Po~nuvaj}i od 30  tiot ~len 

odnosot 1 :k kA A  e pomal od 1 , pa zna~i 31 30A A . Ako 30k   odnosot 1 :k kA A  e pogolem od 1 , 

pa 30 29 28 ...A A A   . Zna~i triesettiot ~len ima najgolem koeficient.  
 

 440 B. Neka  ,   i   se aglite vo triagolnikot ABC , s  e negoviot 

poluperimetar, a R  e radiusot na opi{anata kru`nica. Ako va`i  

   2 23 3 cos 2 cos 2 cos 2 2R s        

doka`i deka triagolnikot e ramnostran. 

A B

C

N M
T
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 Re{enie. Slednite ravenstva se ekvivalentni:  

  2 23 3 cos2 cos 2 cos2 2R s           2 23 1 cos2 1 cos 2 1 cos2 2R s           

  2 2 2 2 23 2sin sin sin 2R s         2( )2 2 2 2
2

3 2sin 2sin 2sin a b cR          

  2 2 2 2 23 4sin 4sin 4sin ( )R a b c         

Od sinusnata teorema imame  

   2 2 2 2 2 23 2 2 2a b c a b c ab bc ac         

a ottuka dobivame       

  2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b b c a c       

t.e.               

  a b c   

 Zna~i triagolnikot e ramnostran.  
 

XXIV regionalen natprevar - 2001 godina 
 

 I godina 
   

 441. Da se doka`e deka proizvodot na ~etiri posledovatelni prirodni  
broevi  e:  
 

  a) deliv so 24  
 

  b) ne e perfekten broj (t.e. ne kvadrat na priroden broj) 
 

 Re{enie. a) Neka , 1, 2, 3n n n n    se ~etiri posledovatelni prirodni broevi. Toga{ 

nivniot proizvod e ( 1)( 2)( 3)n n n n   , vo koj  dva od broevite se parni, pri {to eden od 

niv e deliv so ~etiri, a najmalku eden e deliv so 3 . Spored toa toj e deliv so proizvodot 
2 3 4   t.e. so 24 .  

 

 b) Proizvodot ( 1)( 2)( 3)n n n n    go zapi{uvame vo vidot 

  
2 2

2 2 2 2 2

( 1)( 2)( 3) [ ( 3)][( 2)( 1)] ( 3 )( 3 2)

( 3 ) 2( 3 ) 1 1 ( 3 1) 1

n n n n n n n n n n n n

n n n n n n

          

         
 

od kade zaklu~uvame deka ne e kvadrat na priroden broj za sekoj priroden broj n . 

 442 A.  Ako 1 1 2
a c b
   i 0ac  , toga{ 4

2 2
a b c b
a b c b
  
 

. Doka`i! 
 

 Re{enie. Imame, 1 1 2
a c b
  2 2a c acb

ac b a c
   


. Spored toa 

2 2

2 2

2 2
3 3

2 22 2 2 22 2

1 3 1 3 3 31 1 2 1 3 4.
2 2 2 2 2 2

ac aca c
a b c b a ac c aca c a c

ac aca b c b a ca c
a c a c

c a c a
a c a c

 
         
   

 
              
 

 

 Pritoa go koristevme neravenstvoto 2c a
a c
  , koe va`i za 0.ac   Znakot za ednakvost 

va`i za .a c  
  

 443B.  Mile i Zlatko pi{uvale doma{na rabota. Koga kaj niv do{ol Goran 
i gi zapra{al po koi predmeti pi{uvaat doma{na rabota tie odgovorile: 
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 Mile ,,Ako jas pi{uvam po matematika, toga{ Zlatko pi{uva po makedonski" 

 Zlatko: ,,Jas pi{uvam po makedonski ili Mile ne pi{uva po matematika’’ 
 Goran se podzamislil i rekol: ,,Vie ili dvajcata ja zboruvate vistinata 
ili dvajcata ne ja zboruvate vistinata’’ 
 Dali Goran ja zboruva vistinata? 
 Re{enie. So p  i q  da gi ozna~ime slednive iskazi: 

 p : ,,Mile pi{uva doma{na rabota po matematika’’ 

 q : ,,Zlatko pi{uva doma{na rabota po makedonski’’ 

Toga{ re~enicite na Mile i Zlatko se:  
 Mile: p q  

 Zlatko: q   p  

Bidej}i iskaznata formula ( ) (p q q    )p  e tavtologija dobivame deka Mile i Zlatko 

ili istovremeno ja zboruvaat vistinata ili istovremeno ne ja zboruvaat vistinata. Zna~i 
Goran ja zboruva vistinata. 

   444 A. Ako H  e ortocentar na triagolnikot ABC , toga{ kru`nicite 
opi{ani okolu triagolnicite ,ABH BCH  i CAH  imaat ednakvi radiusi. 

Doka`i! 
Re{enie. Neka H e ortocentarot na 

,ABC  neka 1k  i 2k  se kru`nici opi{a-

ni okolu triagolnicite ABH  i BCH  i 

neka HL  i HM  se dijametri na 1k  i 2k  

(vidi crte`). Dovolno e da doka`eme deka 

.HL HM  Bidej}i 90 ,HBL HBM     

sleduva deka to~kite ,L B  i M  se koline-

arni. ]e doka`eme deka .HLM HML    

    (1) ,HLB HAB    kako periferni 

agli nad lakot HB  od kru`nicata 1k . 

    (2) ,HMB HCB    kako periferni 

agli nad lakot HB  od kru`nicata 2k . 

Od sli~nosta na pravoagolnite 

triagolnici 1HAC  i 1HCA  sleduva 

    (3) 1 1,HAC HCA   t.e. .HAB HCB    

Od (1), (2) i (3) sleduva deka 

,HLB HMB    t.e. .HLM HML    

Zna~i LMH  e ramnokrak, pa ,HL HM  t.e. dijametrite na kru`nicite 1k  i 2k  se ednakvi. 
 

445 B. Ako dve kru`nici se koncentri~ni i pritoa dijametarot na 
ednata e dvapati pogolem od dijametarot na drugata, toga{ agolot {to go 
zafa}aat tangentite povle~eni od koja bilo to~ka na pogolemata 

kru`nica kon pomalata kru`nica e 60 . 




 

2k

1k

A B

C

H

1A

1B

1C

M

L
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 Re{enie. Neka AB  i AC  se tangentite po-

vle~eni od to~kata A  na malata kru`nica. Vo 

pravoagolniot triagolnik OAB  e: ,OB r  

2 ,OA r  t.e. 2 ,OA OB  zna~i katetata OB  e dva-

pati pomala od hipotenuzata ,OA  pa sleduva deka 

30 .OAB    Analogno nao|ame 30 ,OAC    pa 

sleduva 60 .BAC     
   

 446 AB. Odredi go najgolemiot 
priroden broj pomal od vrednosta na 
izrazot 

3 3 3

2001   корени 2001   корени

6 6 6 6 6 6 ,        ako se znae deka 3 6 1,8.  

 

 Re{enie. Bidej}i 6 2,4  i 3 6 1,8  dobivame  

  3 33 34,2 6 6 6 6 ... 6 6 6 ... 6          . 

 Od druga strana e: 

 6 6 ... 6   < 6 6 ... 6 3 3     i 3 33 33 36 6 ... 6 6 6 ... 6 2 2          

pa zatoa 33 36 6 ... 6 6 6 ... 6 5.         

 Zna~i baraniot broj e 4. 
   

 II godina 
  

 447 A. Neka a  i b  se koreni na ravenkata 2 3 8 0,x cx d    a c  i d  se 

koreni na ravenkata 2 3 8 0x ax b   . Presmetaj go zbirot ,a b c d    ako 

, ,a b  ,c d  se razli~ni realni broevi. 
 

 Re{enie. Od Vietovite formuli imame 3a b c  , 3c d a  , 8ab d  , 8cd b  . Ako gi 

sobereme prvite dve ravenki dobivame 3( )a b c d a c     . Od niv nao|ame: 3b c a  , 

3d a c   i so zamena vo drugite dve ravenki dobivame: (3 ) 8(3 )a c a a c    , 

(3 ) 8(3 )c a c c a    . 

 Ako ovie dve ravenki gi odzememe dobivame: 2 2 32( )c a c a   . 

 Bidej}i a c , sleduva 32a c  . Toga{ 3( ) 32 3 96.a b c d a c         
   

 448 B. So formulata   21 2 1y k x kx k     ,  \ -1k  e opredeleno mno-

`estvo paraboli. 
 a) Odredi go geometriskoto mesto na temiwata na ovie paraboli;  

 b) Re{i ja ravenkata   21 2 1 0k x kx k     . 

 Re{enie. a) Neka  ,T x y  e temeto na parabolata   21 2 1y k x kx k     , toga{  



D B

C

O

A

E
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  1 11 , .
1 1 1

kx y
k k k

    
  

 

So eliminirawe na k  od gornite ravenki go dobivame baranoto geometrisko mesto: 

1y x  . Spored toa geometriskoto mesto na temiwata na parabolite e prava. 

 b) Bidej}i 2 24 4( 1) 4,D k k     dobivame 1 1,x  2
1.
1

kx
k



 

 449 A. Re{i go vo   sistemot ravenki 3x y  , 3y z  , 3z x  . 
 

 

 Re{enie. x y z y   , y z x z   , z x y x   . Da pretpostavime deka x y .  

Toga{ 0z y   t.e. z y . Ponatamu sleduva 0,x z   t.e. x z , a ottuka y x . 

Zna~i .x y  Analogno dobivame .x z  Spored toa x y z  . Zatoa e dovolno da ja re{ime 

ravenkata 3,x x   t.e. 3 ,x x   kade {to 0,3x   . 

 Nejzino re{enie e 7 13 ,
2

  pa sleduva deka re{enie na sistemot e 

  7 13 7 13 7 13, , .
2 2 2

   
 
 

 

 450 B.  Re{i go vo   sistemot ravenki x y z  , 2 2x y z  , 3 3x y z  . 
 

 Re{enie.  So kvadrirawe i kubirawe na prvata ravenka dobivame: 

  2 2 22x y xy z   ,  22z xy z  , 21
2

( )xy z z    i 

  3 3 33 ( )x y x y x y z    ,  2 33
2

( )z z z z z   ,    1 2 0z z z   . 

 Ako 0z  , toga{ 0x y  , 0xy  , pa re{enie e  0,0,0 . 

 Ako 1z  , toga{ 1x y  , 0xy  , pa re{enija se  0,1,1  i  1,0,1 .   

 Ako 2z  , toga{ 2x y  , 1xy  , pa re{enie e  1,1,2  

Sledstveno re{enija na sistemot se :  0,0,0 ,  0,1,1 ,  1,0,1  i  1,1,2 .  
 

 451. Daden e kompleksniot broj u . Odredi gi site kompleksni broevi z  

taka {to 
1
u uz

z



 e realen broj. 

 Re{enie. Kompleksniot broj a  e realen broj ako i samo ako a a .  
 

 Neka   
1 1
u uz u uz

z z

      
,  t.e.  

1 1
u uz u uz

z z
 
 

 

 

  u uz uz uzz u uz uz uzz       ,     1 0u u zz   . 
 

  Ako u  e realen broj, toga{ u u , pa re{enie e sekoj  \ 1z . 
 

  Ako u  e kompleksen broj, toga{ re{enie e sekoj  \ 1z  taka {to | | 1z  . 

  452. Daden e pravoagolnikot ABCD . Ako  1 1 1,k O R  e kru`nicata koja 

minuva niz A  i D  i ja dopira BC , a  2 2 2,k O R  e kru`nicata koja minuva 

niz A  i B  i ja dopira CD , toga{ 
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 1 2
5
8

R R a b   , 

 kade {to a AB , b AD . Doka`i! 
 

 Re{enie. Neka kru`nicata 1k  minuva niz A  

i D  i ja dopira stranata BC  vo to~kata .N  

O~igledno e deka N  e sredina na .BC  Neka M  e 

sredina na stranata AD , toga{ od pravo-

agolniot triagolnik 1MO D  dobivame: 

   
2

2 2 22
1 1 12

bR MD MO a R      
 

. 

 Ottuka sleduva deka 
2 2

1
4

8
b aR

a
  i analogno 

2 2

2
4

8
a bR

b
 . Kone~no, 

       2 2
3 2 3 2

1 2

3 2 3 54 4 .
8 8 8 8

a b a b ab a b ab ab a bb a b a abR R
ab ab ab

             

  

 III godina 
   

 453. Re{i ja neravenkata  lg (5 20) lg 2x x x x    .                    

 Re{enie. Bidej}i lg 2 (lg10 lg 2) lg5 lg5 .xx x x x      Neravenkata go dobiva vidot 

lg (5 20) lg5 .x xx    Ottuka 5 20 0x x   , 5 20 5 ,x xx    pa 20.x   
 

 454 A. Za proizvolni ,   i   barem eden od broevite sin cos  , 

sin cos  , sin cos   ne e pogolem od 1
2

.  Doka`i! 

 Re{enie. Da go pretpostavime sprotivno, t.e. deka sekoj od ovie proizvodi e pogolem od  
1
2

. Toga{  

  1 1 1 1
2 2 2 8

sin cos sin cos sin cos            , 

  1
8

2sin cos 2sin cos 2 sin cos 8          , 

  sin 2 sin 2 sin 2 1    , 

{to ne e mo`no, bidej}i sin 2 ,sin 2 ,sin 2 1    . 
 

 455 B.  Re{i ja ravenkata 2 2sin 2 2 sin (2 2 ) cosx x x   . 
 

 Re{enie. Ako cos 0x  , toga{ 2sin 1,sin 2 2sin cos 0x x x x   , pa ravenkata nema 

re{enie. Dadenata ravenka ja delime so 2cos x  i dobivame 

  22 2 2 2 0tg x tgx    , ( 1)( 2 2 2) 0tg x tg x     

Zna~i 1tgx   ili 2 1tgx   . Re{enija na ovie dve ravenki se: 1 4
x k   , 2 8

x m   , 

( , ).k m  

N

A B

CD

M
1O

1R
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   456 A. Rabovite ,AB AC  i AD  od tetraedarot ABCD  se dijametri na 

topkite ABT , ACT  i ADT . Doka`i deka ovie tri topki go prepokrivaat 

tetraedarot.  
 Re{enie.  Od temeto A  spu{tame normala AH  

na yidot BCD  na tetraedarot. Od to~kata H  

spu{tame normali ,HL HM  i HK  na stranite 

,BD DC  i CB  na triagolnikot BCD . ]e doka`eme 

deka sekoja od piramididte ,ABKL ACKM  i ADML  

e prepokriena so topkite ABT , ACT  i ADT  soodvetno.  

 Da ja razgledame piramidata ABKL . Od 
konstrukcijata e jasno deka 

  90AKB ALB AHB       , 

 pa spored toa to~kite , ,K H L  pripa|aat na sfe-

rata ABS . Spored toa otse~kite ,BL BH  i BK  

pripa|aat na topkata, a isto taka i  ,AL AH  i AK . 

Sledstveno, triagolnicite ,AKB AHK  i ALB  kako 

i ~etiriagolnikot BLHK  pripa|aat na topkata ABT . Zna~i, piramidata ABHKL  e 

prepokriena so topkata ABT . 
   
 

 457B. Radiusite na opi{anata i vpi{anata 
kru`nica na na eden pravoagolen triagolnik 
se odnesuvaat kako 5 : 2 , soodvetno. Odredi gi 
ostrite agli vo triagolnikot. 
 

 Re{enie. Neka R  e radius na opi{anata kru`nica, a 
r  radius na vpi{anata kru`nica vo pravoagolniot 

triagolnik 
1

2 2 1
2 2

2 2

ctg ctg
ctg

ctg ctg

          
.  Va`i 

 
2 2 2 2

AB AD DB ODctg ODctg r ctg ctg
         

 
. 

Bidej}i 45
2 2

o    se dobivame: 2
2 2

R r ctg ctg
   

 
. 

Ottuka 52 2 5
2 2 2

Rctg ctg
r

      . Triagolnikot ABC  e pravoagolen pa 90 .     Zna~i 

45 .
2 2

     Od ravenstvoto 
1

2 2 1
2 2

2 2

ctg ctg
ctg

ctg ctg

          
, sleduva deka 6

2 2
ctg ctg

  . Zemaj-

}i     i re{avaj}i go sistemot ravenki 5
2 2

ctg ctg
   , 6

2 2
ctg ctg

  , dobivame deka 

3
2

ctg    i 2
2

ctg
  . Ottuka 2 3 36 52 12 , 2 2 53 07 48 .arcctg arcctg         

   

O

A B

C

D

2


2







A

B

C

DL

K

M
H
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 458AB.  Ako , , ,a b c d  se strani na konveksen ~etiriagolnik, s -  polupe-

rimetar, a 2  zbirot na dva negovi sprotivni agli, toga{ negovata 

plo{tina  e      2cosP s a s b s c s d abcd       .  Doka`i! 
   

 Re{enie. Neka ABCD  e konveksen ~etiriagolnik. Da 

ozna~ime: ,AB a  ,BC b  AD d  AD d  i 2     . 

So dijagonalata AC  toj e podelen na dva triagol-

nika. Toga{ negovata plo{tina e 

  sin sin
2 2ABC ACD
ab cdP P P      . 

Ottuka 2 sin sinP ab cd    . So kvadrirawe na 

poslednoto ravenstvo se dobiva 

  2 2 2 2 2 2 24 sin sin 2 sin sinP a b c d abcd       . 

Ako vo poslednata ravenka zamenime 2 2sin 1 cos    , 

2 2sin 1 cos     i ja dopolnime do poln kvadrat se dobiva 

     2 224 cos cos 2 1 cos cos sin sinP ab cd ab cd abcd             . 

Bidej}i 21 cos2 2cos    , so zamena vo poslednoto ravenstvo se dobiva  

      2 22 24 cos cos 4 cosP ab cd ab cd abcd        .                             (1) 

 Neka AC e . Od triagolnicite ABC  i ACD  so primena na kosinusnata teorema se 

dobiva:  

  2 2 2 2 cose a b ab    , 2 2 2 2 cose c d cd    . 
So odzemawe na ovie dve ravenki se dobiva:  

   2 2 2 21cos cos
2

ab cd c d a b       . 

So zamena na poslednoto ravenstvo vo (1) se dobiva  
 

     222 2 2 2 2 214 4 cos
4

P ab cd c d a b abcd        , 

 a ottuka 

      2 214 4 cos
4

P a b c d a b c d a b c d a b c d abcd                 

  2 2cos
2 2 2 2

a b c d a b c d a b c d a b c dP abcd                               (2)        

Od uslovot na zada~ata 
2

a b c d s    , pa so zamena vo (2) dobivame  
 

       2cosP s a s b s c s d abcd       . 
   

 IV godina 
   

 459 A. Vo beskone~na aritmeti~ka progresija, ~ii ~lenovi se celi bro-
evi, eden ~len na progresijata e kvadrat na priroden broj. Doka`i deka pro-
gresijata ima beskone~no mnogu ~lenovi koi se kvadrati na prirodni 
broevi. 

A B

C

D

e
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  Re{enie. Neka 1( )n na 
  e aritmeti~ka progresija ~ii ~lenovi se celi broevi so razlika 

d . Ako ~lenot 2a m , kade m ,  toga{  

  2 2 2( ) (2 )m kd m d mk k d     

e isto taka ~len na progresijata.  

 460 B. Binomnite koeficienti na vtoriot, tretiot i ~etvrtiot ~len vo 

razvojot na binomot  1
n

x obrazuvaat aritmeti~ka progresija. Presmetaj 

go n . 

 Re{enie. Imame .
2 1 3 2

n n n n       
         

       
So sreduvawe se dobiva 2 9 14 0.n n    Re{enija se 

1 7n   i 2 2n  , no za 2 2n   zada~ata nema smisla. Zna~i 7n  .   

 461A. Re{i ja neravenkata    
1

1 62 1 2 1
x x
x




   . 

 Re{enie. Bidej}i va`i   1 2 112 1 2 1
2 1 2 1

     
 

, neravenstvoto go dobiva oblikot 

   
1

1 62 1 2 1
x x
x



   . Ottuka 
1

1 6

x x
x





, t.e. 

 
26 6

0
6 1

x x x

x

  



. 

 Ako 0x  , toga{ 
 

25 6 0
6 1
x x

x
  


, odnosno 
  

 
2 3

0
6 1

x x

x

 



. Zna~i 0, 2 3,x       . 

 Ako 0x  , toga{ 
 

27 6 0
6 1
x x

x
   


, odnosno 

  
 
1 6

0
6 1

x x

x

 



. Zna~i    6, 1 1,0x      .  

Kone~no   6, 1 1,2 3,x           . 

462B. Kru`nica so radius r  gi dopira kracite na agolot 60   , vtorata 
pomala kru`nica gi dopira kracite na agolot   i prvata kru`nica, tretata 
kru`nica gi dopira kracite na agolot   i vtorata kru`nica i t.n. Presmetaj 
go zbirot od: 
 a) perimetrite 
 b) plo{tinite na site krugovi.  

  Re{enie. Neka 1AM r , BN r , OM a , 

MN b . Od sli~nosta na triagolnicite OBN  i 

OAM  se dobiva 
1

r a b
r a

 . Od druga strana 

1sin30
r

a
 , pa 12a r . Zna~i  

  1
1 1 1

1 1

1 1 1
2 2

r rb br r r r
a r r

             
     

. 

Dobivame deka 1 3
rr  . Analogno 1

2 3 9

r rr   , i t.n. 

a) Zbirot od perimetrite e 

M

N

A BO
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   1 2
12 ... 2 ... 2 3

13 9 1
3

r rr r r r r r              
  

 

b) Zbirot od plo{tinite e  

    2 4
2 2 2 2 2 2

1 2 2 4
1 9. . . ...

1 83 3 1
9

r rr r r r r r
              
  

. 

 

 463. Dadeni se koncentri~nite kru`nici a  i b  so centar O  i to~kata 
P O  vo vnatre{nosta na pomalata kru`nica. Polupravata l  so po~etna 
to~ka P  gi se~e kru`nicite a  i b  vo to~ki A  i B , sodvetno.  Doka`i deka 

dol`inata AB   e najgolema ako polupravata l  e normalna na pravata .OP  
 

 

 Re{enie.  Voveduvame pravoagolen koordinaten sistem so koordinaten po~etok vo O . Ne se 

gubi od op{tosta ako pretpostavime deka to~kata P  le`i na y -oskata.  Neka d OP , a r  i R  

se radiusi na pomalata i pogolemata kru`nica, soodvetno. Toga{ ravenkata na polupravata l  e 

, 0y kx d x    (ne se gubi od op{tosta ako se pretpostavi deka 0x  ). Ako l  e del od y -

oskata, }e smetame deka k   . Neka    , , ,A A B BA x y B x y . Toga{ va`i 2 2 2
A Ax y r   i  

A Ay kx d  , 0Ax  . Od ovie dve ravenki dobivame 
 
 

   2 2 2 21 2 0A Ak x kdx d r     . 
 

Od r d  sleduva deka  2 2 21 0k r d   , pa ravenkata ima dve realni re{enija. No, od  

r d  dobivame    2 22 2kd r d kr   , t.e.     2 2 2 21kd k r d   . Bidej}i 0Ax  , go zemame 

samo re{enieto: 
 
 

  
 2 2 2

2

1

1
A

kd k r d
x

k

   



. 

 

Analogno  
 

  
 2 2 2

2

1

1
B

kd k R d
x

k

   



. 

 
 

Spored toa A Ay kx d  , B By kx d  , pa rastojanieto me|u 

to~kite    , , ,A A B BA x y B x y  e: 
 
 

     
2 22 2

2 2
2 2

2 21 1

B A B A
R rD k x x y y

d dR r
k k

    
  

 

. 

 

 Posledniot izraz ima najgolema vrednost ako imenitelot e najmal, t.e. ako  
2

21
d

k
 ima najgolema 

vrednost, a taa se dostignuva za 0k  . Ottuka sleduva deka polupravata l  e normalna na pravata OP . 
   

 464. Pravoagolnik ABCD  e prese~en so m  pravi paralelni so stranata 
AB  i m  pravi paralelni so stranata .BC   Najdi go brojot na dobienite 
pravoagolnici. 

A B
l

O

Pa

b

x

y
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 Re{enie. Horizontalni pravi zaedno so AB  i CD  ima 2m  , isto kolku i vertikalni 

pravi. Sekoi dve horizontalni pravi opredeluvaat eden pravoagolnik, pa brojot na taka 
dobienite pravoagolnici e 

2
2

2

2
m m

C   
  
 

. 

Brojot na pravoagolnicite opredeleni od vertikal-
nite pravi e isto taka 

  2
2

2

2
m m

C   
  
 

. 

Zna~i vkupniot broj na pravoagolnici e 

  
   2 22

2 12

2 4

m mm   
 

 
. 

 
   XXV regionalen natprevar - 2002 godina 

 

 I godina 
 

 465 AB. Paralelno so stranite na triagolnikot ABC  povle~eni se 
tangenti na negovata vpi{ana kru`nica. Sekoja od tangentite od 
triagolnikot otsekuva triagolnik. Ako r  e radiusot na vpi{anata 

kru`nica vo ABC  a 1 2 3, ,r r r  se radiusi na vpi{anite kru`nici vo 

otse~enite triagolnici, toga{ 1 2 3r r r r   . Doka`i! 
 

 Re{enie. Sekoj od malite triagolnici e sli~en so 

triagolnikot ABC . Ako L  e perimetar na triagol-

nikot ABC  a 1 2,L L  i 3L  se perimetri na malite 

triagolnici so po edno teme , ,A B C  soodvetno, toga{ 

  1 1L r

L r
 , 2 2L r

L r
  i 3 3L r

L r
 . 

 Neka dopirnite to~ki na otse~kite , ,AB BC CA  so 

vpi{anata kru`nica se 1 1 1, ,C A B  soodvetno. Jasno e deka 

1 1 1L AB AC  , 2 1 1L BA BC   i 3 1 1L CA CB  . Od dobie-

nite ravenstva, jasno e deka  1 2 3L L L L   .         

 Spored toa 3 3 1 2 31 2 1 2 1
r L L L Lr r L L L

r r r L L L L L

 
        , t.e. 1 2 3r r r r   .       

 466 A. Za pozitivnite realni broevi x  i y  ispolneto e ravenstvoto 
2 2 6x y xy  . Presmetaj ja vrednosta na izrazot x y

x y

 . 

  

 Re{enie. Ako na dvete strani od ravenstvoto 2 2 6x y xy   dodademe 2xy  dobivame 

  2 22 8x xy y xy    t.e. 2( ) 8x y xy  .                                                

 Ako na dvete strani na istoto ravenstvo dodademe 2xy  dobivame  

  2 22 4x xy y xy   , t.e. 2( ) 4x y xy  .       

A B

C

m
m

n

n

O
r

1r
2r

3r

A B

CD
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 Spored toa 
2 2

2

( ) 8
2

4( )

x yx y xy
x y xyx y

        
. Kone~no, 2

x y

x y

  


.                

 467 B. Uprosti go izrazot 
   

   
2

2

2 1 1

2 1 1

x y x

xy

y x y

yx

x y

y x





 

 
. 

 Re{enie. ]e napravime transformacija i na broitelot i na imenitelot na zadadeniot 
izraz: 

   

   
2

2

2 2 2 2
2 1 1

2 2

2 22 22 1 1
22

2

2

1 1 ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

x y x x y xx y x
x y xxy

y y y x yx y x y

y y x yx

x x y x

x y x

y y

x y xy x y xy
x y xy y x

x y xyx y xyy x
x yxx

xy xy xy xy
y x x

xy xy
x

 




 







              
         

  
     


   ( 1) ( 1)

x y
x y

x y x y

y x y

x x
yxy xy y

y y




 



 
   

    


 

  

 468. Zbirot na 20  prirodni broevi e 2002 . Najdi ja najgolemata vrednost 
{to mo`e da ja primi nivniot NZD.  
  

 Re{enie. Neka 1 2 20, ,...,a a a  se prirodni broevi za koi 1 2 20... 2002a a a    . Ako 

d  NZD 1 2 20( , ,..., )a a a , toga{ i ia d k  , 1,2,...,20i   kade 1 2 20, ,...,k k k  . 

 Zna~i   1 2 20( ... ) 2002 2 7 11 13d k k k        .  

Bidej}i 1 2 20s k k k     (zbir na dvaeset prirodni broevi) i d  se prirodni broevi za 

koi 2 7 11 13s d      i 20s  , najmala vrednost koja mo`e da ja primi brojot 

1 2 20s k k k     e 2 11 20.  Spored toa najgolema vrednost na d  e 91.  

 Nizata broevi  

  1 2 3 19 2091, 91, 91,..., 91, 273a a a a a       

gi ima baranite svojstva.  
  

 469 A. To~kata H  e ortocentar, a to~kata O  e centar na opi{anata 
kru`nica vo triagolnikot .ABC  Ako M  e srednina na otse~kata ,AH  a K  

e sredina na stranata ,BC  doka`i deka .AO KM   
  

 Re{enie. Neka L  e sredina na stranata 

.AC  Bidej}i O  e centar na opi{anata kru`-

nica ||OK AH  i || ,OL BH  a bidej}i L  i K  se 

sredini na stranite AC  i BC  soodvetno, 

||LK AB . Spored toa 0.c b   Bidej}i 

1
2

,KL AB  koeficientot na sli~nost e 1
2

. 

Spored toa 1
2

OK AH AM  . Zna~i, ~etiri-

agolnikot OKMA  e paralelogram i AO KM .  
  

M

A B

C

D

K
H

E
L

M
O

F
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 470 B. Daden e ABC  i M AB , K BC  se takvi {to ||MK AC . Ako L  e 

proizvolna to~ka od stranata AC  na triagolnikot, ABCP P  , MBKP S  , 

opredeli ja LMBKP .  
  

 Re{enie. Plo{tinata na KLM  ja 

ozna~uvame so Q , t.e. KLMP Q  . Bidej}i 

triagolnicite KLM  i KMB  imaat ista strana 

KM  imame 

  
1

22 2 1
1

1 1 112

1 1
KM h h h hQ Ph

S h h h SKM h

 
      


.  

 Ottuka  dobivame Q P S S   , t.e. 

  Q S P S   .   

 Zna~i, LMBKP P S  .   

  
 II godina 
 

 471. Ako , ,a b c  se neparni broevi, toga{ ravenkata 2 0ax bx c    nema 
racionalni re{enija. Doka`i! 
 

  

 Re{enie. Ako 2 1a k  , 2 1b m  , 2 1c n  ,toga{ diskriminantata na ravenkata e: 
2(2 1) 4(2 1)(2 1) 4 ( 1) 8(2 ) 3 4 ( 1) 8(2 1) 5D m k n m m kn k n m m kn k n                   

Brojot ( 1)m m   e paren, pa zatoa brojot 4 ( 1)m m   e deliv so 8 . Zna~i, 8 5D p  . Za korenite 

na ravenkata da bidat racionalni broevi D  treba da bide potpoln kvadrat. Od 

prethodnata diskusija D  e neparen, pa zaradi toa 2(2 1) 4 ( 1) 1 8 1D q q q r       .Zna~i 

D  ne mo`e da bide poln kvadrat, t.e. ravenkata nema racionalni koreni. 
  

 472 AB. Neka , ,a b c  se kompleksni broevi za koi {to | | | | | | 1a b c   . 

Doka`i deka  1ab bc ac
a b c
  
 

. 
  

 Re{enie. Ako z  e kompleksen broj, toga{ 2| |z z z  . Za proizvolni kompleksni broevi 

z  i w  e ispolneto ravenstvoto ( )z w z w    i z w z w   . Koristej}i gi ovie osobini 
dobivame  

  
2| | ( )( ) ( )( )

3

ab bc ac ab bc ac ab bc ac ab bc ac a b b c c a

a b a b b c c b a c a c

               

            
 

     2| | ( )( ) ( )( ) 3a b c a b c a b c a b c a b c a b a b b c c b a c a c                          

 Spored toa, 1ab bc ac
a b c
  
 

. 

  

 473A. Vo pravoagolnikot ABCD  povle~ena e normala BK  na dijago-
nalata AC ( K AC ). To~kite M  i N  se sredini na AK  i CD  soodvetno. 
Doka`i deka BMNC  e tetiven ~etiriagolnik.  
  

















A

B

C

MK

L

h

1h

1h
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 Re{enie. Ako P BC , takva {to ||MP AB , toga{ MP e visina na BMC . Ako 

{ }H KB MP  , toga{ H  e ortocentar na BMC  i CH MB . Neka { }Q CH MB  . 

 Bidej}i M  e sredina na AK  i ||MH AB , MH  e sredna linija na ABK  pa zatoa  

  1 1
2 2

MH AB DC NC   .  

Zna~i MHCN  e paralelogram, pa spored toa 

||MN QC . Kone~no, 

  90NMB CQB     ,  t.e. 

  90NMB NCB     ,  

od kade {to sleduva deka MBCN  e tetiven  (zbirot 

na sprotivnite agli e 180 ).  
  

 474B . Ako 3 3 3 0a b c   , toga{ 3( ) 27a b c abc   . Doka`i! 
 
  

 Re{enie. Od dadenoto ravenstvo, neposredno dobivame  

  3 3 3a b c      3 33 3 3( ) ( )a b c     3 32 23 3a b a b b a c         

  3 3 3 3 3 3 33 ( ) 3a b c a b a b a b c       3 33 3 3( ) (3 )a b c a b c     

  3( ) 27a b c abc    
  

475 A. Tri kru`nici so centri 1 2,O O  i 3O  i radiusi  1 2,r r  i 3r  soodvetno, 
se dopiraat poparno me|u sebe od nadvore{na strana i site tri ja dopiraat 

pravata p . Doka`i deka 
1 2 3

1 1 1
r r r
   ( 3r  e radius na najmalata kru`nica).   

  

 Re{enie. So 1 2 3, ,A A A  gi ozna~uvame proekciite na to~kite 1 2, ,O O  3O  na pravata p . 

Neka '
3O  e proekcijata na to~kata 3O  na pravata 1 1O A  (kru`nicata so radius 3O  ima najmal 

radius). Od pitagorovata teorema za '
3 3 1O O O  imame 

2 2'
3 3 1 3 1 34O O rr A A  . So sli~na postapka se 

dobiva deka 
2

2 3 2 34A A r r  i 
2

1 2 1 24A A rr , od kade go 

dobivame baranoto ravenstvo.  

 Zna~i  1 3 1 32A A rr , 1 2 1 22A A rr  i 2 3 2 32A A r r . 

 Bidej}i 1 2 1 3 2 3A A A A A A  , imame 1 2 1 3 2 3rr rr r r    

{to  treba{e da se doka`e.  
  

 476 B. Vo ABC  centrite na vpi{anata 

i opi{anata kru`nica se simetri~ni 
vo odnos na stranata AB . Najdi gi 
aglite na triagolnikot.  
  

Re{enie. Neka S  e centar na vpi{anata 

kru`nica, a O  e centar na opi{anata kru`-

nica. Triagolnikot ABC  e ramnokrak tria-

golnik (pravata OS  e simetrala na AB ). Spo-

A B

C

S

M

O

2


2


p

1O
2O

3O
1r 2r

3r

1A 3A2A

'
3O ''

3O

A B

CD

M

N

K

H

Q
P
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red toa BAC ABC   . Ako { }M SO AB   toga{ SM OM  i AMO AMS   , pa zatoa 

2
MAO   . Periferniot agol ABC  nad tetivata AC   e ednakov na polovina od centralniot 

AOC  nad istata tetiva. Spored toa  
 

  1 1
2 2 2

(90 )ABC AOC         t.e. 4 180    . 

 Spored toa, aglite na triagolnikot se 36      i 108   .  

  

 III godina 
  
 

 477 A. Doka`i deka  
 

  
log log log

log log log log log log
log

a b c
a b b c c a

abc

N N N
N N N N N N

N

 
      .  

  

 Re{enie. Koristej}i gi osobinite na logaritamskata funkcija imame  
  

  
2 2

log log log log log log

log log log log log log

log log log log log log

log (log log log ) log 1

log log log l

a b b c c a

abc abc abc abc abc abc

abc abc abc abc abc abc

abc abc abc abc abc

abc abc abc

N N N N N N

N N N N N N

a b b c a c

N a b c N

a b b

     

  
   

  

   
 

 
2

log log log
log log log

og log log

log log log log
.

logabc abc abc

a b c

abc abc abc

abc a a a
N N N

abcN N N

a b b

N N N N

N


 

 
 

 

  

 

 478 B. Re{i ja ravenkata 
1( 2 3)

1
2 log 2

log (4 4)
x

x x
 

   .  
  

 

 Re{enie. Koristej}i gi osobinite na logaritamskata funkcija 1
log

log
ba a

b  , log a
ba b  

i log ( ) log loga a ac d c d   , dadenata ravenka }e ja zapi{eme vo oblik: 
 

  2 1
2 2 2log (2 4) log 2 log (2 3)x x x     2 1

2 2log (2 4) log [2 (2 3)]x x x   . 
 

Voveduvame smena 2x y  i ravenkata go dobiva oblikot  

  2
2 2log ( 4) log [ (2 3)]y y y     2 4 (2 3)y y y   .  

 

 

Kvadratnata ravenka 2 3 4 0y y    ima re{enija 1 1y    i 2 4y  . Ravenkata 2 1x    nema 

re{enija a ravenkata 2 4x   ima re{enie 2x  .  
 

 So zamena na 2x   vo po~etnata ravenka dobivame deka 2x   e re{enie na po~etnata 

ravenka. 
  

 

 479 A. Presmetaj ja vrednosta na izrazot  
 

 

  sin 3 sin 6 sin 3 cos3 cos 6 cos3
sin sin 2 sin cos cos 2 cos

... ...x x nx x x nx
x x nx x x nx
      . 
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 Re{enie. Koristej}i ja adicionata teorema sin( ) sin cos sin cos           i 

trigonometriskata formula za dvoen agol sin 2 2sin cos    , dobivame  
 

sin3 sin6 sin3 cos3 cos6 cos3 sin3 cos3 sin6 cos6
sin sin 2 sin cos cos2 cos sin cos sin 2 cos2

sin3 cos3 sin3 cos cos3 sin sin6 cos2 cos
sin cos sin cos

... ... ...x x nx x x nx x x x x
x x nx x x nx x x x x

nx nx x x x x x x
nx nx x x

A

 

                 
     

1 1 1
2 2 2

1
2

6 sin 2 sin3 cos cos3 sin
sin 2 cos2 sin cos

sin(3 ) sin(6 2 ) sin(3 ) sin 2 sin 4 sin 2
sin cos sin 2 cos2 sin cos 2sin cos 2sin 2 cos2 2sin cos

sin 2 sin 4
sin 2

...

... ...

x x nx nx nx nx
x x nx nx

x x x x nx nx x x x
x x x x nx nx x x x x nx nx

x x
x



  

  

        

  1 1
2 2

sin 2
sin 4 sin 2

... 2 2 ... 2 2nx
x nx

n

n      

 

 480 B. Doka`i go neravenstvoto | sin | | cos | 1x x   .  
  

 Re{enie. Ako na osnovnata trigonometriska relacija dodademe od dvete stani 

2 | sin | | cos |x x  dobivame  

  2 2sin 2 | sin | | cos | cos 1 2 | sin | | cos |x x x x x x       

  2(| sin | | cos |) 1 2 | sin | | cos | 1x x x x      

 Bidej}i | sin | | cos | 0x x  , od neravenstvoto 2(| sin | | cos |) 1x x  , koe e ispolneto za 

sekoj realen broj x , dobivame | sin | | cos | 1x x  . 
  

 481 A. Za stranite , ,a b c  na triagolnikot ABC  ispolneto e raven-

stvoto 2 2 25b c a  . Doka`i deka b ct t . 
  

Re{enie. Za dadeniot triagolnik, spored kosi-

nusna teorema imame 2 2 2 2 cosa b c bc     , t.e. 
2 2 25 5( ) 10 cosa b c bc     . Od ravenstvoto od uslo-

vite na zada~ata imame     
22 cosa bc   .            (*)   

 Ako ja primenime kosinusna teorema na triagol-

nicite 1BB A  i 1CC A  gi dobivame ravenstvata  

  
2 (*) 2 2 2 2 22
4

4 8 3 3cos
4 4

b
b

c b a c at c bc           

  
2 (*) 2 2 2 2 22
4

4 8 3 3cos
4 4

c
c

b c a b at b bc             

 

So primena na ovie dve ravenstva za triagolnikot 1CTB , bidej}i 2
3 cCT t  i 1

1 3 bTB t ,  

dobivame  
 

       2 2 2 2 2 2 2 22 2 23 3 3 3 12 3 15 92 1 4 1
3 3 9 4 9 4 36 36 2

b a c a b c a b b
c bt t             

 

t.e.  
 

       2 2 22 1
3 3 2

b
c bt t  .  

 

 Zna~i, 1CTB  e pravoagolen, t.e. CT BT . 
  



CD

B1C

T

1B a
b

A c
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 482 BA. Vo pravoagolen triagolnik ABC ( 90 )C   , pravata {to minuva 

niz sredinata na hipotenuzata i centarot na vpi{anata kru`nica ja se~e 

katetata AC  vo to~ka N  pod agol od 75 . Odredi gi ostrite agli vo ABC .  

 Re{enie. Ako O  e centar na vpi{anata kru`nica, toga{ 
2

45
    i 

2
180 135AOB

     . 

Zaradi prethodnoto  

2
180 (75 )AON      , 

2
180 75AOM AON       , 

2
135 60BOM AOM        

 Za AOM , spored sinusna teorema   

  
 2 2

sin sin 75

OM AM
 



  t.e.   

 2

2

sin 75

sin
AM OM










. 

 Za BOM  spored sinusna teorema   

  
 2 2

sin sin 60

OM BM
 



  t.e.   

 2

2

sin 60

sin
BM OM










.  

To~kata M  e sredina na otse~kata AB , pa zatoa AM BM , t.e. 

  
   2 2

2 2

sin 75 sin 60

sin sin
OM OM

 

 

 


 

.  

Ako vo poslednovo ravenstvo zamenime 

2 2
45   , dobivame  

     2 2 2 2
sin 75 sin 45 sin 60 sin        .  

 

Koristej}i adicioni teoremi dobivame 
 

  cos120 cos(30 ) cos60 cos(60 )                   

  cos(60 ) cos(30 ) cos60 cos120 1                

  2sin 45 sin(15 ) 1        2sin 45 sin( 15 ) 1      

  2
2

sin( 15 )     15 45     
 

Zna~i, aglite na triagolnikot se 60   , 

30   . 
   
 

 483 B. Ramnina gi se~e bo~nite 
rabovi na pravilna ~etiristrana 
piramida vo to~kite , ,A B C  i D  

koi se na rastojanie , ,a b c  i d  od 

vrvot na piramidata ( ABCD  e 
~etiragolnikot {to se dobiva). 

Doka`i deka 1 1 1 1
a c b d
   .  

  
 



2


2


2


2


A B

C

M

N

O
75

A

B

C

D

K

H

C
A

H

K

ac 
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       Re{enie. Voveduvame oznaki ,AM a  ,BH b ,CM c DH d   i HK l , kade {to K  e 

presek na dijagonalite vo ~etiriagolnikot ABCD . Neka   e agolot {to go zafa}a 

visinata HP  so bo~nite rabovi na piramidata. Toga{  
 

 AHC AHK HKCP P P      t.e.  
 

 
2 2 2

sin 2 sin sinac al cl       t.e. 
 

  2cos 1 1
l c a
   .  

 

 Analogno 2cos 1 1
l b d
   , od kade se dobiva baranoto ravenstvo.  

 

 IV godina 
  

 484 A. Broevite 1 2, ,..., na a a  obrazuvaat aritmeti~ka progresija.  

Doka`i deka   1 2 2 2
1 2

2

( 1) ( )
2 1

n
k

k n
k

na a a
n




  

 .  

 Re{enie. ]e ja koristime formulata za op{tiot ~len na aritmeti~kata progresija i 

formulata za zbirot kS  na prvite k  ~lenovi na aritmeti~ka progresija, pri {to dobivame 

2
1 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 2 1 2 2 1 2
1 1

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1
1 1 1

1 1
1

( 1) ( ) ( ) ... ( ) ( )

( )( ) ( ) (2 )

2 (2 2) 2 (2 1)

n n
k

k n n k k
k k

n n n

k k k k k k k
k k k

n

k

a a a a a a a a a

a a a a d a a d a d

d nd a k d nd a n d


 

 

   
  



          

         

 
               

 

 

  



 

Od druga strana  2 2
1 2 1 2 1 2 1( ) ( )( ) 2 (2 1)

2 1 2 1n n n
n na a a a a a nd a n d

n n
          

.  

 485 B. Dadena e aritmeti~ka progresija 1 2, ,..., na a a . Doka`i deka  

  
1 2 1 1 1 1 2 3

1 1 1 2 1 1 1 1... ...
n n n n na a a a a a a a a a a a

           
. 

  

 

 Re{enie. Za 1,2,...,i n  to~no e ravenstvoto  
 

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i n i i n i

i n i i n i i n i i n i i n i i n i i n i n i i n i i i n i i n i n i i

a a a a
a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a

 

           


     

        
 

 

 

 Spored toa  

  
1 2 1 1 1 1 2 1 2 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1... ... (*)
n n n n n n n n na a a a a a a a a a a a a a a a a a    

                    
     

  

 Bidej}i 1 2 1 1...n n na a a a a a      , dobivame  
  

 

1 1 1 2 1 1 1

1 1 2 1 1

1 1 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1

(*) ...

...

... .

n n n n n n

n n n n

n

a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a
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 486 AB. To~kite ( ,0)A c  i ( ,0)B c  se 
temiwa na triagolnikot ABC . Aglite 

A    i B   go ispolnuvaat 

ravenstvoto 2tg tg k     . Najdi go 
geometriskoto mesto na te`i{tata na 

ABC . 
Re{enie. Ako ( , )T x y  e te`i{te na triagol-

nikot ABC , kade 1 1( , )C x y , toga{  

1 1

3 3
c c x x

x
       t.e.   1 3x x  i  1 10 0

3 3
y y

y
    t.e. 1 3y y .  Zna~i, (3 ,3 )C x y . 

Proekcijata na to~kata C  vrz x  oskata }e ja ozna~ime so '(3 ,0)C x .  

 Ako to~kata C  pripa|a na prviot ili tretiot kvadrant, od pravoagolniot triagolnik 

'BC C  imame 
3

3
y

c x
tg


  , a od pravoagolniot triagolnik 'AC C  imame 

3
3
y

c x
tg


  . 

Spored toa, od ravenstvoto 2tg tg k      dobivame 
3 3 2

3 3
y y

c x c x
k

 
    t.e. 

   
22

2 2

3 3

1
c ck

yx   . 

 Analogno se razgleduva i slu~ajot koga to~kata C  pripa|a na vtor ili ~etvrt kvadrant. 

 487. Pravilna tristrana prizma so osnoven rab n  i bo~en rab m  ( m  i n  
se prirodni broevi) prvo e oboena a potoa razdelena na sli~ni prizmi so 
osnoven rab i bo~en rab so dol`ini 1  (kako na crte`ot).  Presmetaj kolku 
prizmi }e ostanat na koi site yidovi im se neoboeni.  

 Re{enie. Vo triagolnikot so strana n  ima 2n  mali triagolnici. Navistina, trg-

nuvaj}i od osnovata kon vrvot ima ( 1)
2

( 1) ( 2) ... 3 2 1
n n

n n n
          triagolnici svr-

teni so vrvot kon vnatre{nosta i ( 1)
2

( 1) ( 2) ... 3 2 1
n n

n n
         triagolnici svrteni 

so vrvot na nadvor. Spored toa, 
prizmata e razdelena na  

 ( 1) ( 1) 2
2 2

n n n n
vkp m m n        

  

mali prizmi.  
 Od site mali prizmi, barem eden 
oboen yid }e imaat onie {to se nao|aat 

na dvete osnovi i na na bo~nite strani na prizmata t.e.  
2 22 ( 2) ( 2)( 1) ( 2)( 2) 2 ( 2)(3 3)obp n m n m n m n n m n               

 Spored toa, brojot p  na neoboenite prizmi e  

  2( 2)( 3 3)vk obp p p m n n      . 

 488 A. Presmetaj go koeficientot pred  n nx y  ako izrazot 

  (1 ) (1 ) ( )n n nx y x y      

se razvie spored Binomnata formula. 
 Re{enie. Spored binomnata formula 

     
0

(1 )
n

n k

k

n
x x

k

 
   

 
  , 

0

(1 )
n

n n k

k

n
y y

k




 
   

 
   i  

0

( )
n

n n k k

k

n
x y x y

k




 
   

 
 . 

  
m

n

n

nn

n

                                            












( ,0)A c ( ,0)B c

1 1( , )C x y

c c

 3x

3y

y

x
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  Sobiroci vo proizvodot (1 ) (1 ) ( )n n nx y x y    vo koi se javuva n nx y  se  

  k n k k n kn n n
x x y y

k k k
      

     
     

, 0,1,2,...,k n .   

Zaradi toa, baraniot koeificient e 
3 3 3

...
0 1
n n n

n
     

       
     

.  

 489 B. Razlo`i go na prosti mno`iteli polinomot   

  4 3 2( ) 8 3 5P x x x x x     . 

 Re{enie. ]e napravime transformacija na oblikot na polinomot 

 
4 3 2 3 2 2 2 2 2 2

2 2

( ) 2 5 ( 2 5 ) ( 2 5) ( 2 5) ( 2 5) ( 2 5)

( 1)( 2 5)

P x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x

                  

    

 Nuli na polinomot se 1 5
1/2 2

x     i   3/4 1 6x    .  

 Spored toa ,  

  1 2 3 4( ) ( )( )( )( )P x x x x x x x x x     . 
 

   XXVI regionalen natprevar - 2003 godina 
 

 I godina 
 

 490. Za realnite broevi , ,a b c  i d  va`i ravenstvoto 2 2 2 2a b c d    i 

neravenstvata 0ab cd  , 0ac bd  . Doka`i deka 0ad bc  .  

 Re{enie. Zaradi ravenstvoto 2 2 2 2 0a b c d     i neravenstvata 0ab cd  , 0ac bd   

dobivame: 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) 0

ad bc ac bd a dc c ab d ab b dc a b dc c d ab

a b dc a b ab a b dc ab

          

       
 

t.e. ( )( ) 0ad bc ac bd   . Bidej}i 0ac bd  , pa spored toa 0ad bc  , {to i treba{e da se 

doka`e.  
 

 491. Petar imal 40  kravi od koi prvata davala 1l  mleko, vtorata 2l  

mleko, tretata 3l  mleko, i t.n. ~etiriesettata krava davala 40l  mleko. 

Petar sakal na negovite 4  sinovi da im gi podeli kravite taka {to sekoj 
da dobie deset kravi i sinovite  od dobienite kravi  da dobivaat po ist 
broj litri mleko. Dali Petar mo`e da gi podeli kravite?  Dokolku mo`e 
najdi edna takva podelba. 
 Re{enie. Site kravi zaedno }e davaat  

 2 3 ... 39 40 (1 40) (2 39) (3 38) ... (20 21) 20 41 820                . 

 Zna~i sekoj sin treba da dobie deset kravi koi }e davaat po 205  litri mleko. ]e gi 

iskoristime ravenstvata 1 40 2 39 3 38 ... 20 21        . Zaradi prethodnite ravenstva 

mo`eme kravite da gi podelime po parovi. Kravite koi davaat zaedno ~etirieset i eden 
litar mleko }e gi smetame za par, i }e gi narekuvame kravi pridru`ni~ki. Petar mo`e da 
postapi na sledniot na~in: ako na nekoj sin mu ja dodeli kravata koja dava n  litri mleko, 

}e mu ja dodeli i kravata pridru`ni~ka. Zna~i na sekoj od sinovite nema da mu deli po edna 
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krava, tuku }e im deli parovi kravi koi se pridru`ni~ki. Sega e lesno, Na sekoj od 
sinovite }e mu dade po pet kravi koi davaat ne pove}e od dvaeset litri mleko a potoa na 
sekoj od sinovite na dodelenite kravi }e mu gi dodeli i kravite pridru`ni~ki. 
 Eden takov na~in e: 
  

 1 sin: 1,2,3,4,5,40,39,38,37,36     2 sin: 6,7,8,9,10,35,34,33,32,31  
 

 3 sin:  11,12,13,14,15,30,29,28,27,26   4 sin: 16,17,18,19,20,25,24,23,22,21  
 

 Sekako deka postojat i mnogu drugi podelbi.  
‘ 

 

 492 A. To~kata M  od vnatre{nosta na triagolnikot ABC  e takva {to 
triagolnicite ,ABM BCM  i ACM  imaat ednakvi plo{tini. Doka`i deka 

M  e te`i{te na triagolnikot.  
 Re{enie. ]e poka`eme deka ako triagolnicite ABM  i BCM  imaat ednakvi plo{tini, 

toga{ to~kata M  pripa|a na te`i{nata linija povle~ena od temeto B . Neka K  i H  se 

ortogonalnite proekcii od to~kite A  i C  na pravata BM , i neka pravata BM  ja se~e 

otse~kata AC  vo to~kata P (vidi crte`). Toga{  

  
2 2

BM CHBM AK
ABM BCMP P 

    , 

pa spored toa AK CH .  

 Ako AC BM , toga{ K H P  , pa AP CP , t.e. 

BP  e medijana.  
 Ako AC  ne e normalno na BP , toga{ jasno e deka 

triagolnicite AKP  i CHP  se skladni. Navistina, tie 

imaat ednakvi agli i edna ista strana. Spored toa 

AP CP , t.e. BP  e medijana.  
 

 493 A. Za koi cifri a  i b  ( 0a  ) brojot 9( 5 )( 1) 4ab ab ab    e poln 

kvadrat.  

 Re{enie. Za bilo koi cifri a  i b  ( 0a  ) brojot 9( 5 )( 1) 4ab ab ab    mo`eme da go 

zapi{eme vo oblik  

2 2

9( 5 )( 1) 4 9(10 5 )( 1) 4 9(9 5)( 1) 4

81 126 49 (9 7)

ab ab ab ab ab ab ab ab

ab ab ab

              

       
 

 Zna~i, za bilo koi cifri a  i b  ( 0a  ), brojot 9( 5 )( 1) 4ab ab ab    e poln kvadrat.  
 

 494 B. Aglite na eden ~etiriagolnik redosledno se , 20, 30, 50x x x x   . 

Opredeli gi negovite agli, a potoa doka`i deka toj e trapez.  

 Re{enie. Bidej}i zbirot na aglite vo bilo koj ~etiriagolnik e 360 , dobivame deka 

20 30 50 360x x x x        , t.e. 65x   . Spored toa aglite na ~etiriagolnikot se 

65 , 85 , 95 , 115    . Bidej}i 85 95 115 65 180        , parovite agli 85 , 95   i 115 , 65   se agli 

na transferzala. Bidej}i tie se agli vo ~etiriagolnik, toj e trapez.  
 

 495 B. Najdi gi site petcifreni broevi abcde , takvi {to , ,ab bc cd  i de  

se polni kvadrati.  





A

K

P C

B

H
M
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 Re{enie. Edinstveni dvocifreni broevi {to se polni kvadrati se 16,25,36,49,64  i 81 . 

Tie po~nuvaat so cifrite 1,2,3,4,6,8 , a zavr{uvaat so cifrite 1,4,5,6 . Zna~i cifrite 

, ,b c d  mo`e da bidat samo cifrite 1,4,6 . Broevite bc  i cd  se polni kvadrati, a toa e 

mo`no samo ako 16bc   i 64cd  . Spored toa 1ab a  od kade dobivame 8a  , i 4de e  od 

kade pak dobivame 9e  . Kone~no, baraniot broj e 

81649 , i toj e edinstven so baranoto svojstvo.  
 

 II godina 
 

 496. Vo daden kvadar , ,    se aglite 
koi prostornata dijagonala gi zafa}a so 
negovite rabovi. Doka`i deka 

  2 2 2cos cos cos 1      .  
 Re{enie. Neka ' ' ' 'ABCDA B C D  e dadeniot 

kvadar i 'AC  e edna negova prostorna dijagonala koja so stranite , ',AB AA AD  zafa}a agli 

, ,    soodvetno. Toga{ od triagolnicite ', ' ', 'ABC AC A ADC  koi se pravoagolni imame 

cos a
d

  , cos b
d

   i cos c
d

  , od kade, zaradi uslovot 2 2 2 2a b c d    go dobivame 

baranoto ravenstvo 

  2 2 2cos cos cos 1      . 
 

 497. Dadena e neravenkata 2 1 0x ax   . Opredeli gi vrednostite na 
parametarot a , taka {to mno`estvoto od nejzinite re{enija e interval 
so dol`ina 5 .  

 Re{enie. Diskriminantata na neravenkata e 2 4 0D a   , pa spored toa taa ima realni 

re{enija. Od uslovot mno`estvoto re{enija na neravenkata da e interval so dol`ina 5  

dobivame:  

  2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 25 | | ( ) ( ) 4 4x x x x x x x x a          . 

Re{enija na ravenkata 2 4 5a    se 21a   . Lesno se proveruva deka dobienite 

vrednosti gi zadovoluvaat uslovite od zada~ata.  
 

 498 A. Neka 2ax bx c   e trinom koj nema realni koreni i 0a b c   . 
Doka`i deka 0c  .  

 Re{enie. Bidej}i  trinomot 2ax bx c   nema realni koreni, za bilo koe x , 
2 0ax bx c    ili 2 0ax bx c   . Od uslovot 0a b c   , dobivame deka 

  2(1) 1 1 0f a b c a b c         .  

 Zna~i, 2 0ax bx c   , za sekoj realen broj x . Spored toa (0) 0c f  . 

 499 A. Dadeni se kompleksnite broevi , ,a b c  pri {to 21 0c c   . 

Doka`i deka 2 2 2 2( )( )ac bc bc ac a ab b     .  

 Re{enie. Od 21 0c c   , imame 2 3 0c c c   , t.e. 3 2( ) ( 1) 1c c c       . Toga{  

A B

'C

CD

'D

'A 'B

d

c

a

b
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 3 2 2 2 2

( )( ) ( )( ) ( ) ( 1) ( )

( ) ( ) ( )

ac bc bc ac c ac b bc a c abc a c b c ab c ab c c a b

c ab c c a b c a ab b a ab b

             

         
 

 500 B. Odredi gi vrednostite na parametarot m  taka {to za re{enijata 

1x  i 2x  na ravenkata 2 ( 3) 21 0x m x m      e ispolneto: 1 2

2 1

1
x x

x x
  .  

 Re{enie. Ako neravenkata ja transformirame i gi iskoristime Vietovite pravila, 
dobivame  

2 2
1 2

2 1
1 0x x

x x

        
2 2
1 2 2 1

2 1
0x x x x

x x

         
2

2 1 2 1

2 1

( ) 3 0x x x x

x x

    
2( 3) 3( 21)

21
0m m

m
  

    

  
2 3 54

21
0m m

m
 
    ( 9)( 6)

21
0m m

m
 

      
( 9)( 6) 0 ( 9)( 6) 0

21 0 21 0

m m m m

m m

      
     

 

  ( , 21) ( 9, 6)m       

 501 B. Presmetaj go zbirot  

  2

1

...
n

k n

k

i i i i


    , 

 kade i  e imaginarnata edinica.  
 

 Re{enie. Imame 2 1i   , 3i i  , 4 1i  . ]e razgledame ~etiri slu~ai, i toa  

 a) 4n p . Vo ovoj slu~aj, 4 1 4 2 4 3 4 4 1 1 0s s s si i i i i i           , za 0,1,..., 1s p  , pa 
spored toa  

  
4

2 3 4 4 3 4 2 4 1 4

1

... 0
p

k p p p p

k

i i i i i i i i  


          . 

 b) 4 1n p  . Vo ovoj slu~aj, sli~no kako i vo prethodniot imame  

  
4 1

2 3 4 4 3 4 2 4 1 4 4 1 4 1

1

... 0 0
p

k p p p p p p

k

i i i i i i i i i i i i


    


                

 v) 4 2n p  . Vo ovoj slu~aj, so razgleduvawata kako i vo prviot slu~aj imame  
4 2

2 3 4 4 3 4 2 4 1 4 4 1 4 2

1

4 1 4 2

...

0 0 1 1

p
k p p p p p p

k

p p

i i i i i i i i i i

i i i i


    


 

           

       


 

 g) 4 3n p  . Vo ovoj slu~aj, so razgleduvawa isti kako vo prvite tri slu~ai, dobivame: 

  

4 2
2 3 4 4 3 4 2 4 1 4 4 1 4 2 4 3

1

4 1 4 2 4 3

...

0 0 1 1

p
k p p p p p p p

k

p p p

i i i i i i i i i i i

i i i i i


     


  

            

         


 

 

 III godina 
 

 502. Re{i ja ravenkata  

  4 4 4 4log log log logx a
a x a xa x

ax ax a    ,  

kade a  e pozitiven realen broj razli~en od 1 . 

 Re{enie. Da zabele`ime deka 1x   i 0x   (za da postoi 4logx ax ). So preo|awe na 

logaritmi so osnova a  ravenkata }e se transformira vo 
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  4 1 14
log log

log (1 ) log (1 )
a a

x
a ax a x

ax a    ,  

i so ponatamo{ni transformacii go dobiva oblikot:  

  
2 2(log 1) (log 1)

4log 4log
a a

a a

x x
x x

a
   .  

 Ottuka log 0a x   (zaradi nenegativnosta na podkorenovite izrazi). Poslednata ravenka e 

ekvivalentna (zaradi 1x  , odnosno log 0a x  ) so       

  | log 1| | log 1| 2 loga a ax x a x                     (1)  

Za da ja re{ime ravenkata (1) }e razgledame dva slu~ai: 
 

 )i Neka log 1a x  , toga{ ravenkata preminuva vo slednata ravenka: log loga ax a x . 

Odovde dobivame re{enie, 
2

1
ax a . Natamu, zaradi log 1a x   dobivame deka 1a  .  

 )ii  Neka sega 0 log 1a x  . Toga{ ravenkata (1) preminuva vo slednata ravenka: 

2 2 logaa x . Toga{ nejzino edinstveno re{enie e 
1
2

2
ax a . Ovde da zabele`ime deka 

uslovot 0 log 1a x   }e bide ispolnet samo ako 1a  . No za 1a   dobivame 2 1x  , pa toa ne 

e re{enie na dadenata ravenka, zatoa za re{enieto na ravenkata 2x  va`i istoto kako i za 

1x , t.e. e re{enie za po~etnata ravenka samo ako 1a  . Na ovoj na~in gi iscrpevme site 

mo`nosti (bidej}i log 0a x  ). Ostanuva deka po~etnata ravenka pri 1a   ima dve re{enija 

1
2 2

1 2, aax a x a  , dodeka za 0 1a   ravenkata nema re{enie.  

 503. Околу прав кружен цилиндар со радиус на основата 3 cm  и плоштина 
278 cm  е опишана права триаголна призма (основите на цилиндарот се впиша-

ни кругови во основите на призмата, а обвивката на цилиндарот ги допира трите 
бочни страни на призмата). Основите на призмата се рамнокраки триаголници со 
основа 12 cm . Пресмeтај го волуменот на призмата. 
 

Решение. Основата на цилиндарот е круг со центар во 

точката O , а основата на призмата е рамнокрак триагол-

ник ABC  со основа 12AB cm . Нека D  е подножјето на 

висината спушена од темето C , а E  е допирната точка на 

кружницата со страната AC . Имаме 6, 6AD AE AD    

(тангентни отсечки на кружницата повлечени од A ) и 

3OE OD r   . Да означиме x OC  и y EC . Тогаш 

~OEC ADC   (правоаголни со еднаков агол кај темето 

C ), па (6 ) : 6 : 3y x  . Оттука 6
2

yx  . Натаму, OEC  

е правоаголен со хипотенуза x , па 2 2 23x y  . Решавајќи го системот 
6

2

2 2 23

yx

x y

 


 
 добиваме 

5x  , 4y  . Според тоа 8CD  , па плоштината на основата на призмата е 2
2

48AB CDB cm  . 

A B

C

O

D

E
3

3
6

6

x
y

2
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 Нека висината на цилиндарот е H . Тогаш плоштината на цилиндарот е 
22 2 18 6P r r H H         т.e. 18

6
10PH cm 

  . Според тоа 3480V B H cm   . 
 

 504 A. Нека за аглите ,   и   во триаголникот ABC  важи равенството  

  
2 2 2sin sin sin

sin sin
1  

   . 

Пресметај го аголот  . 
 

 Решение. Применувајќи ги синусната и косинусната теорема даденото равенство го 
трансформираме на следниов начин  

  

2 2 2

2 2 2 2 2 2
4 4 4

2 2

2 cos1 2cos
b c a
R R R

b c
R R

a b c bc
bc bc

 



        . 

Според тоа 1
2

cos  . Бидејќи   е агол во триаголник добиваме 
3
  . 

 505 A.  Докажи дека за позитивните броеви ,a b  и c  такви што 2 2 2 ,a b c   

1c b   и  1c b   важи  

  log log 2log logb c c b b c c ba a a a      .  

 Решение. Заради 2 2 2 2c a b b    и позитивноста на броевите ,a b  и c  добиваме c b . Значи 

0c b  , 1c b   и 1c b  , па постојат logc b a  и logc b a . Со логаритмирање со основа a  на 

равенството 2 2 2a c b   добиваме  

  2 2 2log log ( )a aa c b  , 

односно 
  2 log ( ) log ( )a ac b c b                                                   (1) 

Тогаш   

(1)

log ( ) log ( )1 1log log
log ( ) log ( ) log ( ) log ( )

2 2log log
log ( ) log ( )

a a
b c c b

a a a a

c b c b
a a

c b c b
a a

b c c b b c c b

a a
b c c b

 

 

  
    

    

  
  

  

 506 B. Ако 
2
     , докажи дека  

  tg tg tg tg tg tg 1            . 

 Решение. Од равенствата  

  
tg tg

tg( )
1 tg tg

     
   

  и 1tg( ) tg ctg
2 tg

           
 

добиваме 
tg tg 1

1 tg tg tg

   
    

. Оттука добиваме tg tg tg tg tg tg 1            . 

 

 507 B. Пресметај:      33 3
3 3

2003 пати

log log . . . 3


.  

 Решение.  

 
2
11 33 333 333 3 3 3

3 3 3 3 3 3

пати 1пати 2пати

log log . . . 3 log (log . . . 3 ) log (log . . . 3 ) . . .

n n n 
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1 1

1 1 113
3 3 3 3

3 3 3 3 3 3 3 3

3

1log (log 3 ) log (log (3 ) ) log (log 3 ) log log 3
3

( ) log 3

n n n n
n

n n

           

   

 

 

 IV godina 

 508. Најди го членот што не содржи x  во развојот на 1( 3 )nx
x
 , ако кое-

фициентот пред степенот на x  во десеттиот по ред собирок е најголем.  
 Решение. За 1k  -от член во развојот добиваме  

  2
1

1 (3 ) 3
n k

k k k n
k

n n
T x x

k kx





             

, 

па коефициентот пред x  е 1 3k
k

n
A

k
 

  
 

. Според условот на задачата имаме 10 9A A  и 10 11A A . 

Од 10 9A A  имаме 9 83 3
9 8
n n      
   

, па 9 8! !3 3
( 9)!9! ( 8)!8!

n n
n n


 

, односно 3 1
9 8n



. Оттука 

3 24 9n   , т.е. 11n  . Од 10 11A A  добиваме 9 103 3
9 10
n n   

   
   

 и постапувајќи на сличен начин 

како претходно 112
3

n  . 

 Според тоа 12n  .  

 Сега 2 12 0kx x  , па 2 12 0k   , односно 6k  . Значи бараниот член е седмиот и тој изнесува 

6
6

12
3 673596

6
T

   
 

.  

 509. Најди ги сите природни броеви n  така што некои три последователни 

биномни коефициенти во развојот ( )na b  формираат аритметичка прогресија. 

 Ре{ение. Прво да забележиме дека 2n   за да има барем три члена во развојот. Нека за 

,n k  , k n  важи 2
1 1

n n n

k k k

     
            

,  односно  

  ! ! !2
( )! ! ( 1)!( 1)! ( 1)!( 1)!

n n n
n k k n k k n k k

 
      

. 

Оттука  

 ! ! !2
( 1)!( )( 1)! ( 1)!( )( 1)( 1)! ( 1)!( 1)! ( 1)

n n n
n k n k k k n k n k n k k n k k k k

 
             

, 

па со средување на изразите се добива еквивалентното равенство 2( 2 ) 2n k n   . Според тоа n  е 

од облик 2 2m   за некој m . Заради 2n   добиваме 2m  . Ако 2m   следува 2n   и 1k  . 

Но тогаш 
2 2 2

2
1 0 2
           
     

, па овој случај го отфрламе. Значи ако некои три члена од развојот 

формираат аритметичка прогресија тогаш n  е од обликот 2 2m  , каде 3,4,...m  .  

 Сега да докажеме дека ако 2 2n m  , за 2m  , тогаш постои ,k k n  така што важи 

2
1 1

n n n
k k k
                 

. Бројот k  ќе го избереме од системот 
2

2

2

( 2 ) 2

n m

n k n

  


  
. Равенството 
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2 2n m   го заменуваме во 2( 2 ) 2n k n    и оттука добиваме  22 22 2m k m   , односно 

2 2 2m k m    или 2 2 2m k m    . Имаме две можности ( 1)
1 2

1m mk    и ( 1)
2 2

1m mk   . 

 Доволно е да го докажеме тврдењето само за едната, на пример за 1k . Имаме 

2 2 22 2
1 2 2

2m m mk m n       . Значи за 1k  важи 1k n  и 2( 2 ) 2n k n   .  

 Последново равенство е еквивалентно со равенството  

  2
1 1

n n n
k k k
                 

. 

 Конечно, сите барани броеви се од обликот 2 2m  , 3,4,...m  . 

 510 A. Одреди ја онаа тангента на елипсата 
22

2 2 1yx
a b
   која со координатните 

оски формира триаголник со најмала хипотенуза. 
 

Решение. Нека правата y kx n   е тангента 

на дадената елипса. Според тоа системот 

 

22

2 2 1
yx

a b

y kx n

  

  

  

има единствено решение. Заменувајќи го y  од 

втората во првата равенка добиваме квадратна 
равенка по y  и користејќи дека нејзината 

дискриминанта е еднаква на 0  го добиваме 

условот за допир на правата и елипсата 
2 2 2 2a k b n  . Ако 0k   или 0n   тангентата е паралелна со една од координатните оски, па не 

формира триаголник. Значи можеме да претпоставиме дека 0k   и 0n  . Натаму, ако ја запишеме 

равенката на тангентата во сегментен облик добиваме 1
yx

n n
k


  , па нејзиниот отсечок меѓу 

координатните оски има должина 
2

2
2n

k
d n  . Според тоа  

2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2n a k b b

k k k
d n a k b a k a b          2 2( ) ( )b

k
ak a b   .  

Должината на отсечокот ќе биде најмала ако 0b
k

ak   . Оттука b
a

k    и 2n ab b    

( , 0a b  ). Значи постојат четири прави со бараната особина и тие се   

 2b
a

y x ab b   ,  2b
a

y x ab b   , 

       2b
a

y x ab b    , 2b
a

y x ab b    . 

 511 A. Opredeli gi site realni funkcii f  koi se definirani za sekoj 

realen broj x , takvi {to 2( ) (1 ) 1f x xf x x    .  

 Re{enie. Neka f  e funkcija koja ja zadovoluva ravenkata. Ako vovedeme smena 1 x t  , 

dobivame 2(1 ) (1 ) ( ) 2f t t f t t t     . 

x

y

O

n
d

a

b
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Poslednata ravenka }e ja pomno`ime so t  i go formirame sistemot  

  
2 3 2

2

(1 ) ( ) ( ) 2

( ) (1 ) 1

tf t t t f t t t

f t tf t t

     


   
 

Ako od vtorata ravenka ja odzememe prvata ravenka, dobivame: 

  2 3 2( )( 1) 3 1f t t t t t      , 

od kade dobivame 
3 2

2
3 1

1
( ) t t

t t
f t   

 
 .  

 Ne e te{ko da se proveri i obratnoto, t.e. deka funckijata 
3 2

2
3 1

1
( ) x x

x x
f x   

 
  ja 

zadovoluva dadenata ravenka.  

 512 B. Doka`i deka 
1 2 3 12 ( 1) 2 ( 2) 2 ( 3) 2 1

... 4
n

n n n n
n n n    

      za sekoj 

priroden broj n  таков што 2n  .  
 Re{enie А. Тврдењето ќе го докажеме со математичка индукција. За 2n   имаме 

2 1
2

2 1
2 4   , па тврдењето е точно. Ако 3n   добиваме 

1 2
3 3 3 3 6

4 4 42 2 2 1
4

 
     , па 

неравенството важи и за 3n  . Сега да претпоставиме дека неравенството е точно за природноит 

број n , 3n  . За 1n   имаме:  

1 2 3 1
1 1 1 1 1. . .

2 2 ( 1) 2 ( 2) 2 2 2 1n n
n n n n n

n n n 
         

   
 

1 2 3 1
1 . . .

2 2 ( 1) 2 ( 2) 2 2 2 1n n
n n n n n n

n n n n 

       
    

 

1 1 2 2 1
1 1 1 1 1. . . ( 4)

2 2 22 2 ( 1) 2 ( 2) 2 2 2 1n n
n n n n n n n

n nn n n  

 
                   
 


ind.pretp.

 

3
1 5 1 5 201 1 4

2 3 2 6

n

n

             
   

.  

Според тоа тврдењето важи за секој 2n  . 

 Решение Б. Neravenstvoto }e go doka`eme so pomo{ na matemati~ka indukcija. 

Voveduvame oznaka 
1 2 3 12 ( 1) 2 ( 2) 2 ( 3) 2 1

...
n

n n n n
n

n n n    
      . Za 2n   i 3n   

neravenstvoto e to~no.  

 Neka pretpostavime deka 
1 2 3 12 ( 1) 2 ( 2 ) 2 ( 3) 2 1

... 4
n

n n n n
n

n n n    
       . Toga{  

  
1 1

1 1
1 0 0

11 1 1 1 1 1 4(1 ) (1 ) 4
2 2 22 ( 1 ) 2 ( ) 2 ( )

n n n
n

n i i i
i i i

n n n n
n n nn i n i n i

 

 
  

            
   

          

Poslednoto neravenstvo e ispolneto za sekoj priroden broj 3n   

 Spored principot na matemati~ka indukcija 4n  , za sekoj n .  

 513 B. Во точката (4,0)A  повлечена е тангентата на кружницата 2 2 16x y  . 

Одреди точка B  на таа тангента таква што плоштината на трапезот образуван од 
координатните оски и тангентите на кружницата повлечени од точката B  има 
плоштина 26. 
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 Решение. Нека t  е тангентата на кружницата 
повлечена во точката A  и (4, )B b t . Со (0, )C c  

да ја означиме пресечната точка на правата BC  и 
y -оската.  Тогаш за плоштината на трапезот 

OABC  добиваме 
2

4 26b c   , односно 

13b c  . Натаму, равенката на правата BC  

гласи 
4

b cy x c  .  Условот правата y kx n   

да биде тангента на кружницата 2 2 2x y r   е 

2 2 2(1 )r k n  , па добиваме 2 2
4

16(1 ( ) )b c c   и 

оттука 
216

2
b

b
c  . Заменувајќи 13b c   во последното равенство добиваме 23 26 16 0b b   . 

Решенијата на оваа равенка се 2
1 3

b   и 2 8b  .  Точката B  може да биде од двете страни на x -оската 

(кружницата е симетрична во однос на x  оската) па затоа добиваме 4 то~ки кои го исполнуваат ус-

ловот на задачата. Тие се 2
1 2 3 3
(4,8), (4, 8), (4, )B B B  и 2

4 3
(4, )B  . 

 

   XXVII regionalen natprevar - 2004 godina 
 

 I godina 

 514. Ako x  e priroden broj, toga{ eden od broevite 2 5
9
x  ili 2

15
x  ne e 

cel broj. Doka`i!  
 Re{enie. Da pretpostavime deka za x  priroden broj, 2 5

9
xm   i 2

15
xn   se celi 

broevi. Toga{, od prvoto ravenstvo imame deka 2 9 5x m  , a od vtoroto ravenstvo 
15 2x n  , odnosno 2 30 4x n  . So izedna~uvawe na desnite strani se dobiva 

9 5 30 4m n      1 30 9n m     1 3 (10 3 )n m   . Poslednoto ravenstvo ne e mo`no za 
niedni celi broevi m  i n , zatoa {to desnata strana e deliva so 3, a levata ne. Zna~i, 

barem eden od broevite 2 5
9
x  ili 2

15
x  ne e cel broj. 

 515 A. Edna prodavnica treba da dobie 1100 bombonieri. Vo skladot za 
snabduvawe postojat paketi od po 70, 40 i 25 bombonieri. Cenata na 
prevozot za eden paket e ednakva na 20, 10 i 7 denari soodvetno. Kakvi 
paketi i vo kolkavi koli~estva prodavnicata treba da pora~a, za da 
prevoznite tro{oci bidat najmali? (Paketite ne smeat da se otvaraat vo 
skladot.) 
 Re{enie. I na~in. Cenata na prevozot na edna bomboniera od prviot vid paketi e 
20 2
70 7

  den., od vtoriot vid e 10 1
40 4

  den., a od tretiot vid e 7
25

 den. Najeftin e prevozot na 

bombonierite od vtoriot vid, potoa od tretiot, a najskap e od prviot. Bidej}i, 

1100 : 40 27,5  sledi deka mo`e da se pora~aat najmnogu 27 paketi od po 40 bonbonieri. No, 

toga{ ostanuvaat 1100 27 40 20    bombonieri, {to ne pravat cel paket od nieden vid. 

Zna~i, treba da se pora~aat pomalku od 27 paketi od vtoriot vid. Ako se pora~aat 26 

paketi od vtoriot vid, toga{ ostanuvaat u{te 1100 26 40 60    bombonieri, {to pak ne 

pravi cel paket ili cel broj paketi od nieden vid. Ako se pora~aat 25 paketi od vtoriot 

vid, toga{ ostanuvaat u{te 1100 25 40 100    bombonieri koi pravat 4 paketi od po 25 

x

y

A

B
C

O
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bombonieri. Zna~i, za da bide najeftin prevozot treba da se pora~aat 25 paketi od vtoriot 
vid i 4 paketi od tretiot vid. 
 II na~in. Neka x  e brojot na paketi {to treba da se pora~aat od prviot vid, y  brojot na 

paketi od vtoriot vid i z  brojot na paketi od tretiot vid. Toga{, 70 40 25 1100x y z    i 

vrednosta na izrazot 20 10 7A x y z    treba da e najmala. Pri toa x , y  i z  se celi broevi 

takvi {to 0 15x  , 0 27y   i 0 44z  . So zamena na 
1100 70 40

25
x y

z
   vo izrazot A , se 

dobiva 62
5 5

308A x y   . Bidej}i, vrednosta na izrazot A  e cel broj, sledi deka treba 5 | x  

i 5 | y . Zna~i, vrednosta na A  e najmala, ako za x  se zeme najmalata dozvolena vrednost 

deliva so 5, a za y  se zeme najgolemata dozvolena vrednost deliva so 5, odnosno vrednosta 

na A  e najmala ako 0x   i 25y  . Toga{, 1100 70 0 40 25
25

4z      . Zna~i, za da bide najeftin 

prevozot treba da se pora~aat 25 paketi od vtoriot vid i 4 paketi od tretiot vid. 

 516 B. Vo tri sadovi ima voda. Ako edna polovina od vodata vo prviot 
sad se prelie vo vtoriot, potoa edna tretina od vodata vo vtoriot sad se 
prelie vo tretiot sad i najposle edna ~etvrtina od vodata vo tretiot sad 
se prelie vo prviot, toga{ vo sekoj sad ke ima po 6 litri voda. Po kolku 
litri voda imalo vo sekoj sad na po~etokot? 
 Re{enie. Neka na po~etokot vo prviot sad imalo x  litri voda, vo vtoriot y  litri, a 

vo tretiot z  litri.  

 Po prvoto prelivawe, vo prviot sad ostanale 
2 2
x xx    litri, vo vtoriot 

2
xy   litri, a 

vo tretiot z  litri. Po vtoroto prelevawe, vo prviot sad ima 
2
x  litri, vo vtoriot 

1 1
2 3 2 3

( ) (2 )x xy y y x      litri, a vo tretiot 1 1
3 2 6

( ) (6 2 )xz y z y x      litri.  

 Po tretoto prelevawe, vo prviot sad ima 1 1 1
2 4 6 24

(6 2 ) (6 2 13 )x z y x z y x        litri, 

vo vtoriot 1
3

(2 )y x  litri, a vo tretiot 1 1 1 1
6 4 6 8

(6 2 ) (6 2 ) (6 2 )z y x z y x z y x          

litri. Od uslovot na zada~ata, go dobivame sistemot 1
24

(6 2 13 ) 6z y x   , 1
3

(2 ) 6y x  , 

1
8

(6 2 ) 6z y x   . Re{enie na sistemot e 8x  , 5y  , 5z  . 

 517. Dijagonalata AC  na ~etiriagolnikot ABCD  vpi{an vo kru`nica e 
dijametar na kru`nicata. Doka`i deka proekciite na stranite AB  i CD  
na dijagonalata BD  se ednakvi.  

 Re{enie. I na~in. Neka P  e podno`jeto na normalata od 
centarot O  na opi{anata kru`nica kon dijagonalata BD , i 

neka 1A  i 1C  se podno`jata na normalite od A  i C  na BD  

soodvetno. Toga{, od 1 1|| ||AA OP CC  i AO CO , kako radiusi 

na opi{anata kru`nica,sleduva deka 1 1A P PC . Koristej}i 

deka BP PD , (zatoa {to OP BD  i O  e centar na 

kru`nicata, pa zatoa P  e sredina na tetivata BD ), se dobiva 

1 1 1 1BA BP A P DP PC C D     , {to treba{e da se doka`e. 

A

B

C

D

O

P 1C

1A
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 II na~in. Neka 1A  i 1C  se podno`jata na normalite od A  i C  na BD  soodvetno. Toga{, 

1 ~ABA ACD   ( 1 90AA B ADC      i 1ABA ACD   , kako periferni agli nad ist kru`en lak), 

od kade 1BA CD
AB AC

 . Od 1 ~CDC CAB   ( 1 90CC D CBA      i 1CDC CAB   , kako periferni 

agli nad ist kru`en lak), sleduva deka 1DC CD
AB AC

 . So izedna~uvawe na levite strani od 

ravenstvata se dobiva 1 1BA DC

AB AB
 , od kade 1 1BA DC , {to treba{e da se doka`e. 

 518 A. Ako za pozitivnite realni broevi 1 2 2004 1 2 2004, , , , , , , , ,a a a b b b p q   

va`i 

  2 2 2 2
1 2 2004a a a p    , 

 
 

  2 2 2 2
1 2 2004b b b q    , 

 

  1 1 2 2 2004 2004a b a b a b pq    , 
 

toga{  20041 2

1 2 2004

aa a p
b b b q
    . Doka`i! 

 Re{enie. Ako prvoto ravenstvo go pomno`ime so 2q , vtoroto so 2p  i tretoto so 2 pq , 

se dobivaat ravenstvata  
 

  2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2004q a q a q a q p    , 

 

  2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2004p b p b p b q p    , 

 

  2 2
1 1 2 2 2004 20042 2 2 2pqa b pqa b pqa b p q       

 So sobirawe na poslednite tri ravenstva dobivame 
 

  2 2 2
1 1 2 2 2004 2004( ) ( ) ( ) 0qa pb qa pb qa pb       , 

od kade zaklu~uvame deka  
 

 
odnosno deka  
 

  
20041 2

1 2 2004

aa a p
b b b q
    , 

{to treba{e i da se doka`e. 

  
20041 2

1 2 2004

aa a p
b b b q
    , 

{to treba{e i da se doka`e. 

 519 B. Ako za realnite broevi a , b  i c  va`i 2 2 2( )a b a b c    , 

a b c   i b c , doka`i deka 
2 2

2 2

( )

( )

a a c a c
b cb b c

  
 

 . 

 Re{enie. Od uslovot na zada~ata imame  

  2 2 2( ) ( )( 2 )a a b c b a c a b c        ,     

  2 2 2( ) ( )(2 )b a b c a b c a b c        . 
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Ako poslednite ravenstva gi zamenime vo levata strana na ravenstvoto {to treba da se 
dobie, imame 
 

  
2 2 2

2 2 2
( ) ( )( 2 ) ( ) ( )( 2 ) 2( )( )

( )(2 ) 2( )( )( ) ( )(2 ) ( )

a a c a c a b c a c a c a b c a c a c a b c a c
b c a b c b c b c a b c b cb b c b c a b c b c

               
              

    . 

 

 II godina 

 520. Dadeni se ravenkite 2 4 0x ax b     i 2 1 0
4

y by a    , ,a b . Za 

koi vrednosti na a  i b , korenite ne vtorata ravenka se recipro~ni 
vrednosti od korenite na prvata ravenka? 

Re{enie. Neka   i   se koreni na prvata ravenka. Spored uslovite na zada~ata 

, 0   . Od Vietovite ravenstva, za prvata ravenka imame: a    i 4b   , a za 

vtorata: 1 1 b
 
   i 1 1 1

4
a

 
   . Toga{, so zamena na prvite dve ravenki vo vtorite dve se 

dobiva: ( 4)a b b   i   11 4
4

ab
    
 

. Od poslednite dve ravenki dobivame 

1( 4) ( 4) 1
4

b b b     
 

, odnosno ja dobivame ravenkata 3 2 638 0
4

b b b   . Nejzini re{enija se: 

1 0b  , 2
7
2

b  , 3
9
2

b   a soodvetnite vrednosti za a se 1 0a  , 2
7
4

a   , 3
9
4

a  . 

 521. Re{i go vo   системот равенки 

22
12

1 1 1
3

yx
y x

x y


 


  


. 

 Re{enie. Dadeniot sistem e ekvivalenten so sistemot 

2 2( ) 12

1
3

x y
x xy y

xy

x y

xy

   
  


, od kade {to 

2 2 36x xy y   , odnosno 2( ) 3 36x y xy   . Neka z x y  . Toga{, 3xy z  odnosno poslednata 

ravenka e ekvivalentna so 2 9 36 0z z   . Nejzini re{enija se 1 12z  i 2 3z   . Zna~i gi 

dobivame sistemite: 
12

36

x y

xy

 
 

 i 
3

9

x y

xy

  
  

 koi se ekvivalentni so kvadratnite ravenki 

2 12 36 0t t    i 2 3 9 0t t   , soodvetno. Zna~i mno`estvoto re{enija na dadeniot sistem e  
 

  3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3(6,6), , , ,
2 2 2 2

M
                 
     

. 

 522 А. Za kompleksniot nenulti broj z , va`i 3z z . Presmetaj go 2004z . 
 
 

 Re{enie. Od 3z z  sleduva 3z z . So mno`ewe na dvete ravenstva dobivame 3 3z z zz , odnosno 
6 2

z z . Bidej}i 0z  , imame 4
1z   od kade {to 1z  . Toga{ 24 1z z z z    pa 2004 4 501( ) 1z z  . 

523 А. Daden e konveksen ~etiriagolnik ABCD  za koj va`i: 50ABD   , 

80ADB   , 40ACB    i 30DBC BDC    .  
Najdi go DBC . 
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Re{enie. Spored uslovite na zada~ata dobivame deka 

50BAD   , odnosno triagolnikot ABD  e ramnokrak. Neka 

k  e kru`nicata so centar D  i radius DA . Jasno e deka 

B k . Bidej}i 80ADB   , 40ACB    i pritoa ADB  e 

centralen agol nad lakot AB , sleduva deka C k . Zna~i i 

triagolnikot BCD  e ramnokrak. Od uslovite na zada~ata 

imame:  

 180 30 30DBC DCB BDC BDC BDC BDC               ,  

od kade {to 40BDC   , odnosno 70DBC   . 
 

 524 Б. Presmetaj sin cos
sin cos

x x
x x



, ako 2sin cos
5

x x  . 

 Re{enie. Neka sin cos
sin cos

x xA
x x



. Toga{ 2 2

21 2
sin cos 1 2sin cos 5( ) 9

2sin cos 1 2sin cos 1 2
5

x x x xA
x x x x

 
     
    

, od kade 

3A   . 
 
 

 525 Б. Neka M  e to~ka od stranata AB  na triagolnikot ABC . Izrazi go 
rastojanieto me|u ortocentrite na triagolnicite AMC  i BMC  preku 

AB c  i CMA   . 
 

 
 

Re{enie. Neka H  i 1H  se ortocentrite na 

triagolnicite AMC  i BMC , soodvetno (crte`). Od 

sli~nosta na pravoagolnite triagolnici ADH  i 
AEM , sleduva deka AHD AME    . Zatoa 

ctgHD AD   . Od sli~nosta na pravoagolnite 

triagolnici BFM  i 1BDH , sleduva deka 1BH D   , 

odnosno 1 ctgDH DB   . Zna~i:   
 
 

1 1HH HD DH   ( )ctgAD DB  ctgc   . 
 

 III godina 
 

 526 A. Neka   i   se ostri agli vo triagolnik. Tretiot agol   e tap 

ako i samo ako tg tg 1    . 
 

 Re{enie. Neka tg tg 1a⋅ b< . , (0, )2
pa bÎ , pa tg , tg 0a b> . Toga{ 1tg ctg tg( )2tg

pa< = b= -bb
. 

Funkcijata ( ) tgf x x= e raste~ka funkcija na intervalot (0, )2
p , od kade mora 

2
pa< -b , 

odnosno 
2
pa+b< . Kone~no, ( ) 2

pg=p- a+b >  e tap agol. Obratno, neka g  e tap agol. 

Toga{ tg 0g< . Imame tg( ) tg( ) tg 0a+b = p-g =- g> . Odnosno 
tg tg

01 tg tg
a+ b >- a⋅ b  i 

tg , tg 0a b> , od kade mora 1 tg tg 0- a⋅ b> , t.e. tg tg 1a⋅ b < .  

A B

C

H E

1H

M

FD














A B

C

D

50

40

80
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 527. Osnovata na edna piramida e pravoagolen trapez so agol  30  i 
podolg krak so dol`ina 12 . Bo~nite yidovi na piramidata zafa}aat 
ednakvi agli so osnovata. Opredeli ja visinata na piramidata, ako zbirot 
na plo{tinite na bo~nite yidovi e 90 .  
 

 Re{enie. Neka ABCD  e osnovata na piramidata so vrv T , 

pri {to  

  ||AB CD , 12BC  , 90BAD   , 30ABC   . 

Vedna{ se dobiva deka sin 30 6AD BC  . Neka H  e visinata na 

piramidata spu{tena od temeto T , a E  nejzinata podno`na 
to~ka. Ako agolot {to sekoj od yidovite go zafa}a so osnovata e 
 , toga{ , , ,ABT BCT CDT DAT     imaat ednakvi visini 

spu{teni od temeto T , 
sin

Hh


 . Od uslovot na zada~ata  

 90ABT BCT CDT DATP P P P    ,  

sleduva ( ) 90
2
h AB BC CD DA    . Od druga strana, rastojanieto 

na to~kata E  do sekoja od stranite na ABCD  iznesuva ctgr H  , pa ABCD  e tangenten  trapez so 

centar na vpi{ana kru`nica E . Toga{  18AB CD BC DA    .So zamena vo gornoto ravenstvo se 

dobiva 5h   i  u{te zaklu~uvame deka 3
2

ADr   . Kone~no, 2 2 4H h r   . 
 

 528 A. Re{i ja neravenkata 2log (3 2 ) 1
x

x  . 
 

 Re{enie. Prvo da zabele`ime deka mora 0x   i 3 2 0x  . Neravenkata e ekvivalentna 

so 2 2
2log (3 2 ) log

x x
x x  . ]e razgledame dva slu~ai: 

 1) 20 1x   t.e.  ( 1,1) \ 0x   

 Neravenkata se sveduva na sistemot 2

3 2 0

3 2

x

x x

 


 
 koj na gorniot interval nema re{enie.  

 2) 2 1x   t.e. ( , 1) (1, )x      

 Neravenkata se sveduva na sistemot 2
3 2 0

3 2

x

x x

 
  

 koj zemaj}i go predvid gorniot interval 

go ima za re{enie intervalot ( 3, 1)  . Kone~no, re{enieto na po~etnata neravenka e 
intervalot ( 3, 1)  .  
 

 529 B. Re{i ja ravenkata 4
7log 2 log 0
6x x   . 

 

 Re{enie. Definicionata oblast D  na ravenkata e opredelena so 0x  , 1x  . 

 Dadenata ravenka e ekvivalentna so 
2

1 7log 2 0
6log 2

x
x

   , odnosno so 1 7log 2 0
2log 2 6x

x

   . 

Voveduvame smena log 2x t , so {to poslednata ravenka se transformira vo 26 7 3 0t t   , so 

re{enija 1
1
3

t   i 2
3
2

t   .  

 Kone~no, vra}aj}i se vo smenata,  dobivame 8x   i 
3 2
2

x   , vrednosti koi pripa|aat na 

definicionata oblast na pojdovnata ravenka, pa se i nejzini re{enija. 








E

A B

CD

T

H
h
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 530 A. Okolu daden pravoagolnik so strani a  i b , opi{an e drug pravoagol-

nik ~ija plo{tina e 2m . Za kakvi vrednosti na parametarot m  zada~ata ima 
re{enie? 

 Re{enie. Neka   e agolot me|u stranite na  pravo-

agolnicite ABCD  i 1 1 1 1A B C D . Za dol`inite na stranite 

na  opi{aniot pravoagolnik 1 1 1 1A B C D  imame:  

 1 1 1 1 sin cosA D AA AD a b     ,  

 1 1 1 1 cos sinA B BA BB a b     .  

Od uslovot  za plo{tinata  imame:     

 2 ( sin cos )( cos sin )m a b a b      , 

 a so sreduvawe na izrazot se dobiva  
2

2 2
sin cos m ab

a b
  


, 

odnosno 
2

2 2

2( )
sin 2

m ab

a b
 


. Toga{ uslov zada~ata da ima 

re{enie }e bide 0 sin 2 1  , odnosno re{avaj}i ja neravenkata,  go dobivame baraniot 

uslov  
2

a bab m   . 

 

 531 B. Даден е триаголник ABC  и точка P  во внатрешноста. Нека 

1{ }AP BC A  , 1{ }BP AC B  , 1{ }CP AB C  . Докажи дека  

  
1 1 1 1 1 1AC P BA P CB P BC P CA P AB PP P P P P P          . 

 

 Решение. Нека е даден триаголникот како на сликата. Тогаш  

 
1 1 sinAC PP PA PC     , 

1 1 sinBA PP PB PA     ,  

 
1 1 sinCB PP PC PB     .  

Уште и  

 
1 1 sinBC PP PB PC     , 

1 1 sinCA PP PC PA     ,  

 
1 1 sinAB PP PA PB     , 

па равенството што требаше да се докаже  е 
еквивалентно на  

     1 1 1

1 1 1

sin sin sin

sin sin sin

PA PC PB PA PC PB

PB PC PC PA PA PB

        
        

  
  

 

што е точно. 
 

 IV godina 
 

 532. Најди го членот кој не го содржи x  во развојот (според биномната фор-

мула) на 
3 2

2

n

xx
x

 
 

 
 ако збирот на сите биномни коефициенти во тој развој е 256 . 

 Решение. Збирот на сите биномни коефициенти е  ... 1 1 2
0 1

n nn n n

n
               
     

, па 82 256 2n   . 

 Според тоа 8n  . Натаму, 1k   от член во развојот е    2 1 88 83 38 82 2

k kkk kx x x
k k

         
   

, па не го 

A
B

C

1A
1B

1C

P

 










a

b

A B

CD

1A

1B

1C

1D



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

208 

 содржи x  ако и само ако 8 0
3
kk   . Оттука добиваме дека 6k  . Значи бараниот член е седмиот 

и е еднаков на 8 28 2 112
6

   
 

. 

 

 533. Во низите  na  и  nb  секој член почнувајќи од третиот е еднаков на 

збирот на претходните два. Најди го пресекот на множествата  naA n   и 

 nB b n  , ако 1 2 11, 2, 2a a b    и 2 1b  . 
 

 Решение. Прво 3 3 3a b  , па  1,2,3 A B  .  

 Ќе докажеме, со помош на принципот на математичка индукција, дека  

  1n n na b a   , за 4n                    (1) 

 За 4n   и 5n   важи 3 4 43 4 5a b a      и 4 5 55 7 8a b a     , па (1) е точно. Да 

претпоставиме дека (1) е точно за n k  и 1n k  , т.е. 1k k ka b a    и 1 1k k ka b a   . Ако ги 

собереме последниве две неравества добиваме 1 1 1k k k k k ka a b b a a       , т.е. 

1 2 2k k ka b a    . Значи (1) важи и за 2n k  . Од принципот на математичка индукција 

заклучуваме дека (1) важи за секој 4n  .  

 Сега, да претпоставиме дека k sa b  за некои , 4k s    

1) Ако k s , тогаш од (1) имаме 1 2 2 3 1...k k k k k s sa a b a b a b           , па добиваме 

контрадикција; 

2) За k s  добиваме 1 1 2 3 3 1 1...s s s s s s k k kb b a a b a b a b               , па повторно 

добиваме контрадикција; 

3) За k s  од (1) следува k kb a , па повторно не е можно k ka b . 

Според тоа освен првите три никои други броеви не се сретнуваат во двете низи истовремено, 

па  1,2,3 A B  . 
 

 534 А.  Нека ,k n . Најди ги сите аритметички прогресии такви што односот 

на збирот на првите n  членови и збирот на следните kn  членови не зависи од n . 
 

 Решение. Нека  

  

1 2

1 2

...

...
n

n n n kn

a a a
c

a a a  

  


  
                 (1) 

и нека d  е разликата на прогресијата. 

 Ако 0d  , тогаш сите членови на прогресијата се еднакви, па 

  1 2 1

1 2 1

... 1
...

n

n n n kn n

a a a na

a a a kna k   

  
 

  
.  

Значи бараниот однос не зависи од n за секој k  . 

Затоа нека 0d  . Применувајќи ја формулата за сума на n  и kn  членови на аритметичката 

прогресија, од (1) добиваме: 
2
n  1 2n

na a k   1n n kna a c  , т.е.  

     1 1 1 11 1a a d ck a nd a dn n kn        . 

 Оттука  

   2
1 12 2 02a a kc d ckd n d cdk cdk      .  
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 Последново равенство е еквивалентно со (1) и од условот на задачата следува дека е исполнето 

за секој n . Тоа е можно ако и само ако  

  1 12 2 0a a kc d ckd     и 2 2 0d cdk cdk   .            (2)  

 Првото равенство од (2) е еквивалентно со   1 1 02 cka d   . Делејќи го второто равенство 

со 0d ¹  добиваме 
 

1
2

c
k k




, па заменувајќи во   1 1 02 cka d    имаме 

  
   

1 21 1 0
2 2

kck k
k kk k

    
 

, 

 па 12d a . Според тоа (1) е исполнето само за прогресијата ,3 ,5 ,...a a a . 

 Обратно, за прогресијата ,3 ,5 ,...a a a  имаме  

  

  
1 2

1 2

2 21... 22
... 2 21

2

n

n n n kn

n a ana a a a
na a a k a an a an kn  

   
 

       

2 2an a 
2k a 2 2 2 2an an akn a    

2an
2an    

1 ,
22 kk kk




 

па бараниот однос не зависи од n . 

 Значи бараните прогресии се , , ,...a a a  и ,3 ,5 ,...a a a . 
 
 

 535 А. Нека AB  е дадена отсечка со должина 2a  и средина O . Точките C  и 
D  се движат по нормалите на AB  повлечени во точките A  и B  така што аголот 
COD  е прав. Одреди го геометриското место на пресечните точки на правите 
AD  и BC .  

 
 

 Решение. Да воведеме координатен систем со центар во O  и x  оска правата AB . Тогаш 

 ,0A a  и  ,0B a . Нека  ,C a r  и  ,D a s . Тогаш правата AD  има равенка  
2
sy x a
a

  , а правата 

BC  има равенка  
2
ry x a
a

   . Оттука  

  2 2 2
24

rsy x a
a

       (1) 

 Правите CO  и DO  имаат равенки 

ry x
a

   и sy x
a

 , соодветно. Уште тие 

се нормални, па 2rs a . Заменувајќи 

2rs a  во (1) добиваме  2 2 21
4

y x a   , 

па бараното геометриско место на точки 
е елипсата  
 

  
22

2 2
1

2

yx
a a

 
  
 

. 

 

 536 Б. Во геометриската прогресија 1 2, ,...a a  дадени се членовите m nA a   и 

m nB a  . Најди ги ma  и na . 
 

 Решение.  Нека q  е количникот на прогресијата. Тогаш 1
1

m n
m nA a a q  
   и 1

1
m n

m nB a a q  
  . 

Оттука 2n Aq
B

 , па 2n Aq
B

 . Според тоа  



A BO

DC

2
a

a x

y
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1 1 21 1

n
m m n n n nm m n

Aa a q a q q a q B AB
B

  


 
     

 
 и 

21 1
1 1

1
2 2

m
nn m n m m

n m n

m m
n nAa a q a q q a q A A B

B


    




      
 

. 

 

537 Б. Најди го геометриското место на точки во рамнина за кои што 
разликата од квадратите на растојанијата од дадена точка и од дадена права е 
постојано и еднакво на c . 
 

 Решение. Нека A  е дадената точка и нека таа не лежи на дадената права l . Избираме 

координатен систем со x  оска дадената права, а y  оска нормалата на дадената права што минува 

низ A . Тогаш  00,A y . 

 Нека  ,M x y  е произволна точка од бараното 

геометриско место и  1 ,0M x  е проекцијата на M  на 

x  оската. Тогаш 
2 2

1AM M M c  , т.е.  

   22 2
0x y y y c    . Оттука 2 2

0 02yy x y c   . 

 1) Ако 0 0y  , т.е. A  не лежи на l , бараното геометриско 

место е параболата 
2

2 0

0 0

1
2 2

y c
y x

y y


  . 

 2) Ако 0 0y  , т.е. A  лежи на l , добиваме 2x c , па бараното геометриско место се правите 

x c  и x c   за 0c  , а празно множество за 0c  . 
 
 

   

 XXVII regionalen natprevar - 2005 godina 
 

 I godina 
 

 538 A. Od 7 listovi hartija odreden broj listovi se ise~eni na po 10 
delovi. Od dobienite listovi, odreden broj listovi povtorno e ise~en na 
po 10 delovi. Ako ovaa postapka se povtori nekolku pati, dali e mo`no na 
krajot da se dobijat 2005 listovi? 
 

 Re{enie. Neka vo prviot ~ekor se ise~eni 1n  listovi. Toga{ posle se~eweto }e ima 

vkupno  1 1 110 7 7 9n n n     listovi (pri toa  11 7n  ). Ako vo vtoriot ~ekor se ise~eni 2n  

listovi }e se dobijat vkupno  2 1 2 1 210 7 9 7 9 9n n n n n       listovi. Prodol`uvaj}i na 

sli~en na~in zaklu~uvame deka pri sekoe novo se~ewe, brojot na listovite se zgolemuva za 

nekoj broj pomno`en so 9. Spored toa, na krajot, }e ima vkupno 7+9 n listovi. Zna~i treba 

da va`i ravenstvoto 2005 7 9n  , t.e. 9 1998n  . Brojot 1998 se deli so 9 zna~i odgovorot e 

potvrden.  
 

 539 B. Vo zlatarska rabotilnica treba da se napravi 9 kg smesa vo koja 

zlatoto i srebroto }e bidat vo odnos 7:11. Na zaliha ima dve smesi. Vo 

O

( , )M x y

x

y

(0, )A y

1( ,0)M x

c
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prvata koli~estvata zlato i srebro se nao|aat vo odnos  4 : 5, a vo vtorata 
vo odnos 2 : 5. Po kolku treba da se zeme od sekoja smesa, za da se dobie 
novata smesa vo zadadeniot odnos? 

 Re{enie. Neka vo novata smesa ima a  kg  zlato i b kg  srebro. Od sistemot 
: 7 :11

9

a b

a b


  

 

se dobiva deka 3,5a   i 5,5b  . Neka od prvata smesa se zemeni x kg , a do vtorata y kg . 

Toga{ vo novata smesa }e ima 4 2x y kg
9 7

  
 

 zlato i 5 5 kg
9 7

x y  
 

 srebro, t.e. 

  

4 2 3,5
9 7
5 5 5,5
9 7

x y

x y

  

  


,  

od kade se dobiva deka 5,85x   i 3,15y  . 
 

 540. Ako za realnite broevi x , y  i z  va`i 1xyz  , doka`i  deka:  

         
22 2

1 1 1 1 1 1 4.x y z x y z
x y z x y z

               
   

 

 

 Re{enie. 
22 2

1 1 1 1 1 1(x y z x y z
x y z x y z

                           
         

 

     2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 12 2 2 1 1 1x y z x y z
xyzx y z

              

  
2 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

6
y z x z x y

x y z
x y z

          2 2 21 1 1x y z      

    2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 26 1 1x y z y z x z x y x y x y z             

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 26 x y z y z x z x y x y z x y          2 2 2 2 2 2 2 1x z x y z y z      

  

2 2 26 1

6 1 1

4,

x y z  
  


 

{to treba{e da se doka`e.  
 

 541. Tri otse~ki gi svrzuvaat sredinata na visinata na tetraedar so 
temiwata na osnovata. Doka`i tie se poparno normalni me|u sebe. 
 

Re{enie. Neka AB BC CA SA SB SC a      , SO-visina vo tetraedarot ABCS, i 1O -sre-

dina na SO . Toga{, 32 2
3 3 2 3

a aAO AD   , kade D e podno`je na visinata na ABC, koj e 

ramnostran. Toga{  
 

 
2 22 2 2 2 2 622( )

3 3 33 3
aaa a aSO SA AO a a         1

61
2 6

aOO SO   . 

Kone~no,  
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2 22 2 2 2

1 1
6 21 1( ) ( ) .

6 3 6 3 6 23
a aa a aAO AO OO a          

 Sli~no se dobiva i  

  1 1
2 .

2
aBO CO    

Bidej}i,  

  

2 2 2 2
1 1

22

2 2( ) ( )
2 2

a aAO BO

a AB

  

 

  

sleduva deka 1ABO  e pravoagolen so 

1 90AO B   od kade 1 1AO BO . Sli~no, se 

doka`uva deka 1 1AO CO i 1 1BO CO {to 

treba{e da se doka`e. 
 
 

 542 A. Mo`e li brojot a b c d    da bide prost, ako , , ,a b c d   i va`i 

ab cd ? 
 

 Re{enie. Od ab cd  imame 

  abd c m n
c

    , 1a ma , 1b nb , 1 1, , ,m n a b  .  

Sega: 1 1
1 1

ma nbabd a b
c mn

   , pa  

  

1 1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( )( ).

a b c d ma mb mn a b

ma mn nb ab

m a n b a n

a n m b

      
   
   

  

 

 Bidej}i 1, 1, , 1a b m n  r 1 2a n  r, 1 2m b  r, pa 1 1( )( )a n m b   e slo`en broj t.e.   

a b c d     ne mo`e da bide prost.   
 
 

 543 B. Od prvite 10 000 prirodni broevi kolku se takvi {to zavr{uvaat 

na 1 i mo`at da se zapi{at vo vidot 5 8m n ? 
 

 Re{enie. Bidej}i 5m  zavr{uva na 5, treba 8n  da zavr{uva na 6. Imame 

  1 2 3 4 58 8, 8 64, 8 512, 8 4096, 8 10000     .  

Zna~i 4n   pa od   

  5 8 10000m n   5 5904m  .  

Bidej}i  

  1 2 3 45 5,5 25,5 125,5 625,      

  5 65 3125,5 15625,15625 5904    1,2,3,4,5}m  .  

Sleduva deka postojat 5 broja pomali od 10 000, koi zavr{uvaat na 1 i mo`at da se zapi{at 

vo vidot 5 8m n  . Toa se:  

А

B

C

S

O

1O
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  1 4 2 4 3 4 4 44101 5 8 , 4121 5 8 , 4221 5 8 , 4721 5 8           i   5 47211 5 8   . 

 II godina 
 

544. Re{i go sistemot: 

2 3 1

1 3 1

1 2 1

1 2 3

1 2 3 1

... 1

... 2

... 3

... ... ... ... ...

... 1

...

n n

n n

n n

n

n

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x n

x x x x n









   
    
    





     
    

 

kade n . 
 

 Re{enie. Ako gi sobereme site ravenki od sistemot dobivame  

    1 2 11 ... 1 2 ....n nn x x x x n         , 

 t.e.    
 1 2 1

1
...

2 1n n
n n

x x x x
n


    


. Ako od poslednata ravenka ja odzememe i -tata ravenka 

na sistemot se dobiva  

  
 
 

1
; 1,2,...,

2 1i
n n

x i i n
n


  


. 

 545 A. Ako z e kompleksen broj takov {to 1,z   doka`i deka  

  
2

2 1
2

1 2

1
a z a z a

a z a z a

 


 



, kade 1 2, ,a a a   . 

 

 Re{enie. Neka 1z  . Toga{  

2 22 2
2 1 2 12 1 2 1 2 1

2 2 2 2
2 11 2 1 2 2 11 2

1
u ua z z a z a z a z a a za z a z a a z a z a a z a a zz

z a z a a za z a z a a z a z a a z a a za z z a z a z

        
     

       

   

  

 

 546 B. Najdi gi site broevi n , takvi {to brojot 3
2

n
iz
i

    
e realen, 

kade i  e imaginarna edinica. 
 

 Re{enie. 3
2

i
i

 


2

2
3 2 6 5 1
2 2 4

i i i i i
i i i

      
  

. Razgleduvaj}i gi stepenite na  1 i  

zaklu~uvame deka samo za n=4k, k  e priroden broj, z  e realen broj.  
 

547. Vo pravoagolnikot ABCD, to~kite P 

i Q se to~ki od stranite AB  i BC soodvetno, 

taka {to triagolnicite APD, PBQ i QCD 

imaat ista plo{tina.  

A B

CD

P

Q

1p 2p

1q

2q
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Najdi go koli~nikot AP
PB

. 

 Re{enie. Voveduvame oznaki 1AP p , 2PB p , 2QB q  i 1QC q .  

Od ravenstvoto    1 2 1 1 2 1
1 1
2 2

p p q q q p     dobivame 1 1

2 2

p q

p q
 , a od  1 2 1 2 2

1 1
2 2

q q p q p  , 

dobivame 1 2

2 1 2

p q

p q q



.  

Spored toa 1 2

1 12 1 2

2 2

1 1

1 1

p q
q pp q q
q p

  
  

. Zna~i, 1

2

1 5
2

p

p
  . 

 

 548 A. Proizvodot na  eden koren na kvadratnata ravenka 2 0ax bx b   , 

so eden koren na kvadratnata ravenka 2 0ax ax b   , e 1 .  
 Najdi gi korenite na ravenkite.  

 Re{enie. Neka y  i z  se koreni na ravenkite 2 0ax ax b    i  2 0ax bx b   , 

soodvetno, za koi 1yz  . Toga{ 1z
y

  i 
2

1 1 0a b b
yy

   , t.e. 2 0by by a   . Ako gi 

sobereme ravenkite 2 0ay ay b    i 2 0by by a    dobivame 2( ) ( ) 0a b y a b y a b      ,  

t.e. 2( )( 1) 0a b y y    .  

 Izrazot 2 1y y   e pozitiven, za sekoj y . Spored toa 0a b  , t.e. b a  . Zna~i, 

ravenkite se 2 0ax ax a    i 2 0ax ax a   . Ravenkite se kvadratni pa 0a  . Spored toa 

dadenite ravenki se 2 1 0x x    i 2 1 0x x   .  

 Nivni re{enija se 1,2
1 5

2
x    i  1,2

1 5
2

x  , soodvetno. 

 549 B. Dve cevki polnat eden bazen. Vtorata cevka, sama, }e go napolni 
bazenot za 5 ~asa podolgo otkolku prvata cevka. Ako se pu{tat istovre-
meno dvete cevki bazenot }e se napolni za 6 ~asa. Presmetaj za kolku vreme 
vtorata cevka mo`e sama da go napolni bazenot. 
 

 Re{enie. Neka prvata cevka sama go polni bazenot za  t  ~asa. Toga{ za 6 ~asa }e napol-

ni 6
t

 delovi od bazenot. Spored uslovot vtorata cevka go polni bazenot za t + 5 ~asa. Za 

eden ~as polni 1
5t 

 delovi od bazenot, a za 6 ~asa 6
5t 

 delovi od bazenot. Bidej}i za 6 ~asa 

so istovremena rabota na dvete cevki  bazenot }e se napolni, ravenkata e:  

  6
t

+ 6
5t 

=1
 
 

6 5 6
1

5

t t

t t

 
 


  2 7 30 0, 0; 5t t t t        

~ii re{enija se 1 210; 3t t   .  

 Bidej}i vremeto ne mo`e da bide negativno edinstveno re{enie e t  =10. Zna~i vremeto 

potrebno vtorata cevka da go napolni bazenot e t = t +5, t.e. 15 ~asa. 
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 III godina 
 

 550 АB. На страната АВ на рамностраниот триаголник  АВС избрана е точка 
М. Низ точката М повлечени се прави паралелни со страните ВС и АС, при што 
се добиени точките P BC  и Q AC . Одреди ја положбата на точката М така 

што отсечката PQ  да има најмала должина. 

 Решение. Со повлекувањето на паралелните прави се добиваат триаголниците ,MBP AMQ   

кои се слични со ABC , па оттука се и рамнострани. Нека ', 'P Q  се подножјата на нормалите 

спуштени од точките ,P Q  соодветно на страната AB . Нека AM  x . Тогаш MB  a x . Oд 

правоаголниот QRP , 
2 2 2

QP QR PR  . Од рамностраните триаголници важи 'QQ  3
2

x , 

'PP  ( ) 3

2

a x
. Од друга страна ' 'PR PP QQ   па со замена добиваме  PR  3 3

2
a x . Исто 

така и ' ' ' 'QR Q P Q M MP  
2 2 2
x a x a   . Конеч-

но, 
2

QP 
22

3 3
2 2

aa x
       

   
, т.е. 

2
QP  2 23 3x ax a  . 

Отсечката PQ  има најмала должина ако 
2

QP  има 

најмала  вредност. Бидејќи 
2

QP  е  квадратна функ-

ција по променливата x , нејзиниот график е 

парабола која има минимум, и тоа во темето 

3
6 2

a ax    . Значи, бараната положба на точката 

M  е на растојание 
2
a  од точката A .  

 551 А. Докажи дека 
2 2

2

sin( )

sin( )
a b

c

  
 

, каде , ,a b c  се должини на страните 

на триаголник, а   и   се неговите агли. 
 Решение. Ќе ја трансформираме левата страна на равенството 

  

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

sin( ) sin( )sin( ) (sin cos sin cos )(sin cos sin cos )

sin( ) sin ( ) sin ( )

sin cos sin cos sin cos sin sin sin sin sin cos

sin sin

sin cos sin sin sin cos



 

  
 




                  
        

            
 

     2

2

2 2 22

2 2 2

sin

sin sin sinsin .
sin sin sin




 




  
  

 

 Ако ја искористиме синусната теорема, имаме sin
sin

a
c

 


 и 
sin
sin

b
c

 


, од каде со замена се 

добива бараното равенство.  




A B

C

M

P

Q

'Q 'Px a x
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 552 Б. Во множеството реални броеви реши ја равенката 3loglog 33 9x xx  . 
 Решение. Дефиниционата област на равенката е 0x   и 1x  . Логаритмираме со основа 3 и се 

добиваат еквивалентните равенства 

  3log 3 log
3 3log (3 ) log 9x xx    2

3log 3 (log ) 2x x   2
3

3

1 (log ) 2
log

x
x
  .  

Воведуваме смена 3log x u , односно 3ux  , со што равенката го добива обликот 

21 2 0u
u
    3 2 1 0u u    2( 1)( 1) 0u u u    . Решенијата на оваа равенка се 

1 2,3
1 51,

2
u u    , па решенијата на почетната равенка се 1 3x   и 

1 5
2

2,3 3x
 

 . Притоа 

1 2 3, ,x x x  припаѓаат на дефиниционата област. 
 

 553 A. Докажи дека за секои  , 0,1a b  важи неравенството 

  2 2log log 1a b
ab ab

a b a b
 

 
. 

 Решение. Ако  , 0,1a b , тогаш и  0,1ab , па ab ab . Користејќи го ова, и неравенството 

меѓу аритметичката и геометриската средина добиваме 
2

a b ab ab   , односно 2 1ab
a b




. Да 

означиме 2abc
a b




. Притоа 0 1c  . Да претпоставиме спротивно, нека 2 2log log 1a b
ab ab

a b a b
 

 
, 

односно log log 1a bc c  . Тогаш користејќи ги својствата на логаритмите се добива 

1 1 1 log log 1
log log c c

c c
a b

a b
      (логаритмите се добро дефинирани затоа што  , , 0,1a b c ). 

Повторно од неравенството помеѓу аритметичката и геометриската средина добиваме 

log log
log log

2
c c

c c
a b

a b


   . Според тоа  

  
log log 11 log log log log

2 2
c c

c c c c
a b

a b ab ab


     . 

Значи log 1 logc cab c  . Бидејќи 0 1c  , функцијата logc x  е опаѓачка, па за аргументите важи 

неравенството 2abab c
a b

 


. Со квадрирање, последното неравенство го добива обликот 

2( ) 4a b ab  , односно 2( ) 0a b  , што е невозможно. Според тоа, 2 2log log 1a b
ab ab

a b a b
 

 
. 

 

554 Б. Докажи дека во секој остроаголен триаголник важи 

  2cos cos cos sra b c
R

      ,  

каде , ,a b c  се страните, , ,    се аглите на триаголникот, ,r R  се радиусите на 

впишаната и опишаната кружница, соодветно, а s  е полузбирот на страните. 
 

 Решение. Нека  O  е центарот на опишаната кружница на триаголникот. Важи  

ABC AOB BOC AOCP P P P      ...                      (1) 

Од триаголникот ABC  имаме дека AOBP  1

2

ch
, каде 1 cos

h

R
  , при тоа користејќи дека 
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A

B

C

R

R

R
1h

2h

3h

 2AOB    како централен агол за аголот   над ист кружен лак. Значи AOBP  cos
2

cR 
.  

Аналогно се добива дека BOCP  cos
2

aR   и AOCP  cos
2

bR 
.   

Ако уште земеме предвид дека ABCP sr  и замениме во (1)  

се добива  

cos coscos ( cos cos cos )
2 2 2 2

cR bRaR Rsr a b c
          , 

 односно    

  2 cos cos cossr a b c
R

      , 

што требаше да се докаже. 
 

555 АБ. Во сфера е впишана пирамида чија основа е правоаголник со дијаго-
нала d. Бочните рабови на пирамидата се наклонети кон рамнината на основата 
под агол  . Најди го радиусот на сферата. 
 

 Решение. Нека О е центарот на сферата опишана околу 
пирамидата SABCD со основа правоаголникот ABCD, нека R е 
радиусот на сферата, нека Е е пресекот на дијагоналите на 
правоаголникот ABCD и нека М е средината на работ СЅ. Тогаш, 

триаголникот ЅЕС е правоаголен со остар агол SCE   , а точката О 

лежи на правата ЅЕ и е еднакво оддалечена од точките Ѕ и С, па затоа 

OM CS . Бидејќи SOM SCE     , како агли со заемно нормал-

ни краци, имаме  

  1
sin 2 cos sin 2sin 2
SM CE dR OS   
   

.  

 IV godina 
 

 

556 AБ. Нека a  е позитивен реален број. Најди го геометриското место на 
центрите на кружниците кои ги допираат кружни-

цата 2 2 2 0x y ax    и y - оската. 

 Решение. Нека 1k :    22 2x X y Y r     е кружница чиј 

центар  ,M X Y  припаѓа на бараното геометриско место. 

Бидејќи y -оската е тангента на 1k , следува дека X r  или 

X r  . 

 1) Ако X r , добиваме дека  

  2 2 2
1 : 2 2 0k x xX y yY Y     . 

Сега, од системот  

  
2 2 2

2 2

2 2 0

2 0

x xX y yY Y

x y ax

     


  
,  

добиваме  

  22 2 2 0xX yY ax Y     .  

Оттука, ако 0Y  , имаме  

A C

S

E

O

M






r
( , )M X Y

1k

x

y



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

218 

   21 2 2
2 2

a X Yy xX ax Y x
Y Y

      .  

Со замена во втората равенка од системот, добиваме  

  
   

2 2
2 2

2
2 0

4
a X Yx x a X x ax

Y

      . 

Бидејќи двете кружници имаат едиствена пресечна точка, следува дека мора дискриминантата на 

последната равенка да е нула. Значи,    22 2
2

1 0a XX a Y
Y

     
 

. Со средување на последново 

равенство добиваме 2 4Y aX . Значи бараното геометриско место во овој случај е параболата 

2 4y ax . 

 Ако 0Y  , се добива 
2 2

2 2

2 0

2 0

x xX y

x y ax

   


  
. Оттука  2 0a X x  . Уште и a X  (во спротивно 

кружниците би се совпаѓале), па 0x   и 0y  . Според тоа двете кружници се допираат. Во овој 

случај бараното геометриско место на точки е позитивниот дел од x  оската.  
 2) Ако X r   и 0Y  , работејќи слично како во 1) го добиваме системот 

2 2 2

2 2

2 2 0

2 0

x xr y yY Y

x y ax

     


  
 а потоа и равенката  

2 2
21 0

4
a r Yx r a x

Y

           
, чија 

дискриминанта е 2 4Y ar   и е негативна. Значи кружниците немаат пресечни точки. Ако 0Y   се 

добива негативниот дел од x -оската. 

 Конечно, бараното геометриско место на точки е x -оската и параболата 2 4y ax . 
 

 557 А. Во една аритметичка прогресија збирот на првите m  члена е еднаков 
на збирот на првите n  члена ( m n ).  

 Докажи дека збирот на првите m n  члена не зависи од 1a  (првиот член) и d  

(разликата на прогресијата). 

 Решение. Имаме 
 

1
1

2m
dm mS ma    и 

 
1

1
2n

dn nS na   . Од m nS S  добиваме 

     2 2
1 0

2
da m n m m n n      ,   т.е.      1 1 0

2
da m n m n m n      .  

Од последново равенство, заради m n , добиваме  

   1 1 0
2
da m n    ,   т.е.   12 1 0a d m n    . Сега,  

           1 1
1 1 2 1 0

2 2m n
m n m nS m n a d m n a m n d
           ,  

па m nS    не зависи од 1a  и од d . 
 

 558 Б. Реши ја равенката  3 21 0x k x kx    , ако нејзините решенија се 

последователни членови на една аритметичка прогресија. 
 Решение. Решенијата на равенката се 0,1, k  . Од тоа што тие се последователни членови на 

една аритметичка прогресија следува дека 0, 1k   . Значи равенката има три различни реални 

решенија кои ги исполнуваат условите на задачата. Ако  , 1k    , тогаш 1k  , па редоследот 

на корените е 0,1, k . Разликата на аритметичката прогресија ќе биде 1 0 1  , па 2k  , т.е. 
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2k   . Ако  1,0k   , тогаш  0,1k  , па редоследот на корените е 0, ,1k . Од  0 1k k      

добиваме 1
2

k   , т.е. 1
2

k  .Ако  0,k   , тогаш  ,0k   , па редоследот е ,0,1k . Во овој 

случај прогресијата има разлика 1 , па 1k   . 
 

559 АБ. За кои n , квадрат со страна n може целосно да 

се пополни со фигури како на цртежот (без поклопување), ако 
квадратчињата од кои е составена фигурата имаат страна 1. 

 
 

Решение. Очигледно бројот на квадратчиња мора да е делив со 4 за да се пополни целосно со 
вакви фигури. Значи n мора да е парен. Ако n  е делив со 4 квадратот може да се подели на 
квадрати со страна 4, а тие може да се пополнат како на сликата. Ќе 

докажеме дека ако n не е делив со 4 квадратот не може да се пополни со 

вакви фигури. Да претпоставиме дека квадратот може да се пополни со 
вакви фигури. Ако го обоиме квадратот како шаховска табла црно – 
бело, тогаш секоја фигура ќе има 3 црни и 1 бело или 3 бели и 1 црно 

квадратче. Нека n=2(2k+1) тогаш има (2k+1)2 фигури нека m од нив 

имаат 3 црни и 1 бело квадратче. Тогаш (2k+1)2-m фигури се со 3 бели и 
1 црно квадратче. Се добива дека има вкупно 3m+(2k+1)2-m=2m+(2k+1)2 
црни и m+3((2k+1)2-m)= 3(2k+1)2-2m бели квадратчиња. Од друга страна знаеме дека има по 

2

2
n  2(2k+1)2 црни и бели квадратчиња. Значи 2m+(2k+1)2=3(2k+1)2-2m=2(2k+1)2, од каде добиваме 

дека 2m=(2k+1)2, т.е. дека парен број е еднаков на непарен што не е можно. Значи квадрат со страна 

n , таква што n  не е делив со 4 не може целосно да се покрие со дадените фигури.  
 

 560 A. Opredeli gi site strogo raste~ki funkcii :f    takvi {to  

  ( ( )) ( ) 1f x f y f x y    .   
 Re{enie. Od ravenkaта, dobivame ( ( )) ( ) 1f y f x f x y    . Zna~i, ( ( )) ( ( ))f x f y f y f x   . 

Бidej}i f  e strogo raste~ka funkcija, dobivame ( ) ( )x f y y f x   , za sekoi x  i y  od 

mno`estvoto realni broevi. Ako vo poslednata dobiena ravenka zamenime 0y  , dobivame 

( ) (0)f x x f  . Zamenuvaj}i vo po~etnata ravenka, dobivame ( ) (0) (0) 1x f y f x y f      , 

t.e.   1f y y  . Znaчi, ako f  go ispolnuva uslovot na zada~ata, toga{    1f x x  . 

Neposredno se proveruva deka funkcijata   1f x x   gi ispolnuva uslovite na zada~ata.  

 561 Б.  Neka 1
1
2

a   i 1
2 3

2n n
na a

n 
  za site 2n  . Doka`i deka  

  1 2 ... 1n ns a a a     ,  
za sekoj priroden broj n . 
 

 Решение. Imame 

   1 1 1 1 1
2 3 2 2 3 3 2

2n n n n n n n n
na a na na a a n a a

n     
       .   

Ottuka  
        1 1 2 2 1 1 1 23 3 3 2 , 3 2 1 , ...,3 2 2n n n n n n n na a a n a a a n a a a a a               .  

Ako gi sobereme poslednive ravenstva dobivame  
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   1 2 1 1 13 3 2 2 ... 2 3 3 2 2 2 2n n n n n n n n n ns a na a a a a s a na s a a                   

     12 2 1 1 2 1 .n n n ns a n a s n a        

 Bidej}i 1
1
2

a   i 1
2 3

2n n
na a

n 
  sleduva deka 0na  , za n  . Pa  1 2 1 1n ns n a     , 

n  . 
 

XXIX regionalen natprevar_2006 godina 
 

 I godina 
 
 

 562. Odredi gi site parovi prirodni broevi za koi razlikata me|u 
nivniot NZS i NZD e 15. 
 Re{enie. Neka x  i y  e parot prirodni broevi za koi razlikata me|u nivniot NZS i 

NZD e 15. Neka ( , )d x y NZD  i ( , )s x y NZS . Toga{, postojat prirodni broevi a  i b  taka 

{to x da , y db , ( , ) 1a b NZD  i s dab . Od uslovot na zada~ata imame deka 15s d  , 

kade ako zamenime s dab  se dobiva 15 ( 1) 15 {1, 3, 5,15}dab d d ab d       . 
 

 1) Za 1d  , imame 
  1 15 16 1, 16 1, 16ab ab a b x y          ,  
 

 2) Za 3d  , imame  
  1 5 6 1, 6 2, 3 3, 18 6, 9ab ab a b a b x y x y             ili ili ,  
 

 3) Za 5d  , imame 
  1 3 4 1, 4 5, 20ab ab a b x y          ,  
 

 4) Za 15d  , imame 
  1 1 2 1, 2 15, 30ab ab a b x y          .  
 

 Zna~i, baranite parovi prirodni broevi se: 1 i 16, 3 i 18, 6 i 9, 5 i 20, 15 i 30. 
 
 

 563. Neka , ,a b c  i , ,x y z  se dadeni realni broevi, 0abc  , 0xyz  , 

1
yx z

a b c
    i 0a b c

x y z
   . Doka`i deka 

22 2

2 2 2
1

yx z
a b c

   . 

 

 Re{enie. Ako vovedeme smeni x u
a
 , 

y
v

b
 , z w

c
 , toga{ to~ni se  ravenstvata  

1u v w    i 1 1 1 0
u v w
   . Od vtoroto ravenstvo 1 1 1 0

u v w
   , dobivame deka 

0vw uw uv
uvw
    , od kade imame 0uv vw wu    . Ako ravenstvoto 1u v w    go 

kvadrirame, dobivame 2 2( ) 1u v w   , t.e. 2 2 2 2 2 2 1u v w uv vw uw       .  
 

 Ako go iskoristime uslovot 0uv vw wu   , dobivame 
  

 

  2 2 2 2 2 2 2( ) 1u v w u v w uv vw uw         .  
 

t.e. 2 2 2 1u v w   . Ako se vratime na starite promenlivi, ja dobivame to~nosta na 

baranoto ravenstvo   
 

  
22 2

2 2 2
1

yx z
a b c

   . 
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 564 A. Sekoe od temiwata na edna kocka numerirano e so eden od broevite 1  i 

1 , a na sekoj yid e zapi{an proizvodot na broevite so koi se ozna~eni temiwata na 
toj yid. Dali zbirot na taka dobienite 14 broevi mo`e da bide ednakov na 

   a) 7 ,    b) 0 ? 
 

 Re{enie. Ako site temiwa na kockata se numerirani so edinici, toga{ vkupnot zbir e 

14 1 14  . Ako se smeni eden broj na nekoe teme od kockata, toga{ se menuvaat i 
proizvodite zapi{ani na yidovite na kockata, a vkupniot zbir se menuva za 

8, 4, 0, 4, 8   ili . Sleduva deka vkupniot zbir e sekoga{ od oblik 4 2,n n  . 
 

 a) Vkupniot zbir ne mo`e da bide 7 , bidej}i 7 4 1 3   . 
 

 b) Vkupniot zbir ne mo`e da bide 0 , bidej}i 0 4 0  . 
 

 565 AB. Me|u 9 zlatnici se nao|a eden neispraven zlatnik koj ima poma-
la te`ina od ostanatite zlatnici. Kako so pomo{ na dve merewa na vaga 
bez tegovi }e go izdvoime neispravniot zlatnik? 
 Re{enie. I merewe: Prvo 9-te zlatnici gi delime na tri grupi od po tri zlatnici (po 
slu~aen izbor). Izbirame bilo koi dve od trite grupi i po edna grupa stavame na sekoja 
strana na vagata. Ako te`inite se isti vo ovie dve grupi, toga{ baraniot zlatnik se nao|a 
vo tretata grupa. Ako pak, ednata strana na vagata e polesna od drugata, toga{ vo polesnata 
grupa se nao|a baraniot zlatnik . 
 II merewe: Od grupata so tri zlatnici vo koja se nao|a polesniot zlatnik, izbirame po 
slu~aen izbor dva i po eden od niv stavame na sekoja strana od vagata. Ako vagata e vo 
ramnote`a, toga{ baraniot zlatnik e onoj {to ostanal. Ako pak, vagata poka`e deka 
ednata strana e polesna, toga{ zlatnikot na polesnata stana e baraniot zlatnik. 

 566 A. Neka , ,OA OB OC  se tri zaemno normal-

ni otse~ki. Dali mo`e da se izberat dol`ini za 
otse~kite , ,OA OB OC , za da stranite na triagol-

nikot ABC  se odnesuvaat kako 3: 4 : 6 ? 

Re{enie. Neka OA x , OB y , OC z , AB c , 

BC a , AC b  (crte`). Neka : : 3 : 4 : 6c a b  , zna~i 
postoi \ {0}k   taka da 3 , 4 , 6c k a k b k   . Triagol-

nicite , ,AOB BOC AOC  se pravoagolni, od kade se 

dobiva deka 

  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

9

16

36

x y c x y k

y z a y z k

x z b x z k

    
       
      

  

Ako gi sobereme prvata i vtorata ravenka i od toj zbir 
ja odzememe tretata ravenka }e dobieme 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 211( ) ( ) ( ) 9 16 36 2 11
2

x y y z x z k k k y k y k              , 

 {to ne e mo`no. 
 Zaradi dobienata kontradikcija, zaklu~uvame deka ne mo`e da se izberat dol`ini za 

otse~kite , ,OA OB OC  na toj na~in, za da odnosot na stranite na triagolnikot ABC  bide 

3: 4 : 6 . 

O

A

B

C

x

y

z

a

b

c
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 567 B. Osnovata na prava prizma e pravoagolen triagolnik, so kateti 
koi se odnesuvaat kako 24 : 7 , hipotenuzata na osnovata se odnesuva kon 

visinata na prizmata kako 5: 2 , a bo~nata povr{ina na prizmata e 2140m . 
Najdi go volumenot na prizmata. 

 Re{enie. Od : 24 : 7a b   i : 5 : 2c H   imame deka 7
24

b a  i 5
2

c H . Od Pitagorovata 

teorema za pravoagolen triagolnik imame 
2 2 2 2 2 249 25

576 4

2 2 2 2625 25 144 12
576 4 25 5

a b c a a H

a H a H a H

     

     
 

So zamena vo 7
24

b a , dobivame 

  7 712
24 5 10

b H H   . 

Imame deka 2140M m , a od druga strana 
 ( )M a b c H    ,  

zna~i 
 

  2 2 2 2 27 5 56 1012
5 10 2 10 56

140 ( ) ( ) 140 25 .m a b c H H H H H H H m m              

Zna~i 5H m , od kade se dobiva deka 12
5

12a H m   i 7
10

3,5b H m  . Toga{, za volumenot 

na prizmata imame  

  12 3,5 3
2 2

5 105a bV B H H m       . 
 
 
 

 

 II godina 
 
 
 
 

 568. a) Za koi vrednosti na m i n izrazot 

  
2 2

1
4 12 9 1m mn n  

 

 ima najgolema vrednost?  
 

 b) Nacrtaj go grafikot na funkcijata  
 

  (4 6 2) 2 3y m n x m n       
 

za site vrednosti na m i n za koi izrazot 
2 2

1
4 12 9 1m mn n  

 ima najgolema 

vrednost.  
 

Re{enie. a) Izrazot  
 

 
2 2

1
4 12 9 1m mn n  

  

ima najgolema vrednost ako 
 

  2 24 12 9 1m mn n    

 ima najmala vrednost.  
 

 Bidej}i 

   22 24 12 9 1 2 3 1 1m mn n m n       , 

najmalata vrednost na 2 24 12 9 1m mn n     

se dobiva ako 2 3 0m n  .  

ab

c

H

24 2 4

2

4

6

8

10
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 b) Bidej}i 2 3 0m n   dobivame deka funkcijata e 2y x   a nejziniot grafik e: 

 569 A. Ako za kompleksniot broj 3 2z i    va`i 2 3 1
3 2

z i
z i
  
 

, toga{ 

Im( ) Re( )z z . Doka`i! 
 

 Prvo re{enie. Od 2 3 1
3 2

z i
z i
  
 

, imame  

  ( 2 3 )( 2 3 ) ( 3 2 )( 3 2 )z i z i z i z i         .  

Poslednoto ravenstvo e ekvivalentno so ( ) ( ) 0z z i z z    . Bidej}i 2Re( )z z z   i 

2 Im( )z z i z  , dobivame Re( ) Im( ) 0z z  , t.e Re( ) Im( )z z . 
 

 Vtoro re{enie: Ako z a bi   toga{ od uslovot vo zada~ata dobivame 

         2 3 3 2a b i a b i       ,  

a ottuka 

         2 2 2 2
2 3 3 2a b a b       . 

 Od poslednoto ravenstvo imame 10 10 0a b   pa Re( ) Im( )z a b z   .   
 

 570 B. Doka`i deka korenite na ravenkata 2 2 2( 1) 0x m x m     se 

pozitivni realni broevi za sekoj \ {0}m . 

 b) Za koi vrednosti na parametarot m , korenite 1x  i 2x  na dadenata 

ravenkata ja zadovoluvaat relacijata 1 2 3x x  ? 
 

 Re{enie. a) Diskriminantata na ravenkata e  

  2 2 2 2 2 2 2( 1) 4 ( 2 1)( 2 1) ( 1) ( 1) 0D m m m m m m m m            .  

Zatoa ravenkata ima realni koreni. Korenite se 2
1x m  i 2 1x   i bidej}i \ {0}m  tie se 

pozitivni. 

 b) Ako 2
1x m  i 2 1x   ja zadovoluvaat relacijata 1 2 3x x  , dobivame 1 3m    od 

kade {to sleduva deka 2m   .  
 

 571 A. Za 1x   i 0x  , doka`i deka вредноста на izrazot  

  
4 3

4

2 1 3 2 2 ( 12) 6 8

2 1 3 2 2
1

x x x

x x
x

      

    


 

ne zavisi od x . 
 

 Re{enie. Izrazot e definiran za 0, 1x x  . Za 0, 1x x   va`i 

     3 2
2 33 3( 12) 6 8 3 2 3 2 2 2x x x x x x x             i  

 1

1 1

x xx x x
x x

  
 

. 

Koristej}i i deka  23 2 2 2 1     imame: 
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4 3

4

2 1 2 1 22 1 3 2 2 ( 12) 6 8 1 1.
12 1 2 12 1 3 2 2

1

xx x x x
x x xx

x

            
      


 

 572 B. Ako , , , , ,m n p a b c  se pozitivni realni broevi za koi va`i 

: : :m a n b p c   toga{  

           1/21/2 1/2 1/2
ma nb pc m n p a b c         .  

Doka`i! 
 

 Re{enie. Imame  

  

 

  

pm n mma nb pc a b c a b c
a b c a

m a b c a b c
a

pm m nm b c a b c m b c a b c
a a b c

m n p a b c m n p a b c

            

       

            

          

 

 

 573. Neka , ,a b c  se dol`ini na stranite na triagolnik, pri {to a  e 

najdolgata. Doka`i deka triagolnikot e pravoagolen ako i samo ako va`i 

      2( )a b a b a c a c a b c          . 
 

 Re{enie. Dadenoto ravenstvo }e go kvadrirame i go dobivame ravenstvoto 

      22 2 2 22 a a b a a c a b c       .             (1) 

 Poradi pozitivnosta na levata i desnata strana na ravenstvoto dvete ravenstva se ekvivalentni. 

Neka triagolnikot e pravoagolen. Bidej}i a  e najdolgata strana va`i 2 2 2a b c  . Toga{  

  
     

 

2 2 2 2 2

22 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

a a b a a c a c a b a ab ac bc

a b c ab ac bc a b c

           

        
,  

odnosno va`i dadenoto ravenstvo. 

 Obratno, neka e ispolneto ravenstvoto (1)  i neka 2 2 2a b c  . Toga{ va`i 

  
    

 

2 2 2 2 2 2

22 2 2

2 2( )( ) 2 2 2 2

2

a b c a a b a a c a c a b a ab ac bc

a b c ab ac bc a b c

              

        
,  

{to e nevozmo`no.  

 Sli~no, dobivame kontradikcija ako pretpostavime deka 2 2 2a b c  . Zna~i va`i 
2 2 2a b c   pa triagolnikot e pravoagolen . 

 

 III godina 
 

 574. Докажи дека 
2

2 2 3 1
1 1 1 1... log

log log log log log log
an n

x x x x x x

n x
na a a a a a
   

  
. 
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 Решение. За секој од собироците ќе го примениме својството log logk
x xa k a , со што за 

збирот имаме 

  

2 2 3 1

2 2 2

2

1 1 1...
log log log log log log

1 1 1...
log 2log 2log 3log ( 1)log log

1 1 1...
1 2 log 2 3 log ( 1) log

1 1 1 1... (*)
1 2 2 3 ( 1)log

n n
x x x x x x

x x x x x x

x x x

x

a a a a a a

a a a a n a n a

a a n n a

n na

   
  

    
   

    
      

 
        

 

 Во општ случај секоја од дропките 
 

1
1k k

 може да се запише во облик 
 

1 1 1
1 1k k k k

 
 

  , 

па ако ова се замени во изразот погоре се добива  

  
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1(*) 1 ... 1
2 2 3 1log log logx x x

n
n n n na a a

                    
. 

На крај со користење на својството 1 log
log a

x

x
a
 , збирот го доведуваме до  облик 

2
2 2 3 1

1 1 1 1... log
log log log log log log

an n
x x x x x x

n x
na a a a a a
   

  
 што требаше да докажеме. 

 

 575. Re{i ja ravenkata 1cos cos2 cos 4 cos8
16

x x x x  .  
 

  Re{enie. Ravenkata mo`eme da ja zapi{eme vo oblik  

    16cos cos2 cos4 cos8 1x x x x  , ili (2cos )(2cos2 )(2cos4 )(2cos8 ) 1x x x x  . 

Ako poslednata ravenka ja pomno`ime so sin x , dobivame  

   (2cos sin )(2cos2 )(2cos4 )(2cos8 ) sinx x x x x x , 

i ako go iskoristime identitetot sin 2 2sin cos    , dobivame  

   (2sin 2 cos2 )(2cos4 )(2cos8 ) sinx x x x x , (2sin 4 cos4 )(2cos8 ) sinx x x x ,  

   2sin8 cos8 sinx x x , sin16 sinx x .  

Ako go iskoristime identitetot sin sin 2sin cos
2 2

       , za ravenkata 

sin16 sin 0x x  , dobivame 16 162sin cos 0
2 2
x x x x   , t.e. 15 17sin cos 0

2 2
x x  . Ravenkata 

15sin 0
2
x   ima re{enija 15

2
x k  , k  , t.e. 2

15
kx  , k  . Ravenkata 17cos 0

2
x   ima 

re{enija 17
2 2

x k   , k  , t.e. 2
17

kx    , k  .  

 Re{enija na ravenkata se 2
15
kx  , k   i 2

17
kx    , k  , kade 15k s  i 2 1 17k s  , 

s . 
 

 576 А. Многуаголник, опишан околу кружница со радиус r, е разбиен на про-
изволен начин на триаголници. Докажи дека збирот на радиусите на впишаните 
кружници во тие триаголници е поголем од  r.  
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 Решение.  Да ги означиме радиусите на впишаните кружници во триаголниците со 1 2, ,..., nr r r , 

периметрите на триаголниците со 1 2, ,..., nL L L , а нивните плоштини со 1 2, ,..., nP P P  соодветно. Нека 

плоштината и периметарот на многуаголникот се означени со Р и L соодветно.  

 За плоштината на секој од триаголниците важи k k kP r s , каде ks  е полузбирот од страните на 

триаголникот, односно 
2
k

k
L

s  . Тогаш 
2

k k
k

r L
P  , од каде 

2 k
k

k

P
r

L
 . Од друга страна периметарот 

на секој триаголник е помал од периметарот на многуаголникот, односно kL L  или уште повеќе 

1 1

kL L
 . Сега за збирот на радиусите на впишаните кружници важи  

   1 2 1 2
1 2 1 2

1 2

2 22 2 2 2 2... ... ... ...n n
n n

n

P PP P P P
r r r P P P

L L L L L L L
                

 Да забележиме дека плоштината на многуаголникот претставува збир од плоштините на 

триаголниците на кои е разбиен, односно  1 2 ... nP P P P    . Уште повеќе, плоштината на 

многуаголникот се пресметува и како 
2
LrP  .  Тогаш имаме  

   1 2 1
2 2 2... ...

2n n
Lrr r r P P P r

L L L
          .  

 Со тоа покажавме дека навистина 1 2 ... nr r r r    . 
 

 577 B. Даден е триаголникот АВС со страни ,AC b BC a   и висината 

спуштена од темето С, CD h . Одреди точка М на висината таква што збирот 
2 2 2

AM BM CM   е најмал.  
 

Решение. Нека MD x . Тогаш CM h x  , односно 
2 2( )CM h x  . Користејќи Питагорова 

теорема можеме да ги изведеме и следниве релации:  

 
2 2 2 2 2 2AM AD x b h x       

и  

 
2 2 2 2 2 2BM BD x a h x     .  

Со замена за збирот добиваме  

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2( ) ,

AM BM CM

b h x a h x h x

  

       
 

односно  

 
2 2 2 2 2 2 23 2AM BM CM x hx a b h       .  

Јасно, збирот ќе биде минимален во точката во која  квадратната функција  

 2 2 2 2( ) 3 2f x x hx a b h       

достигнува свој минимум, односно во темето на параболата. Темето на параболата е во точка-

та 2 2 24, ,
3 3
h a b h   

 
од каде заклучуваме дека точката М е определена со растојанието .

3
hMD    

 

 578 A.  Нека Ѕ е пресекот на дијагоналите на конвексен четириаголник 
ABCD . Одреди го аголот помеѓу дијагоналите на четириаголникот, ако е 
познато дека   

A B

C

M

x

D
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  30SAB SBC     и  45 .SCD SDA     
 Решение.  Од синусната теорема применета на секој од триаголниците ACD, ABC и ABD дадени 
на цртежот, ги добиваме следниве равенства  

 sin 180 sin
sin 45 sin 45

xAC x
AD


 



  , 
 
 

 sin 30 sin 30

sinsin 180

x xAB
xAC x

 
 



 


, и

 
sin 45

sin 150

AB
AD x







. 

Со замена во равенството AB AB AC
AD AC AD

  , го добиваме равенството  

 
 

 sin 30sin 45 sin
sin sin 45sin 150

x x
xx


 







,  

еквивалентно со  

    2sin 45 sin 150 sin 30x x     ,  

односно со равенството  

    1 1 cos120 cos 180 2
2 2

x      .  

 Последната равенка се сведува на 1cos 2
2

x   , 

чии решенија се 60x    или 120x   . Значи пома-

лиот агол помеѓу дијагоналите изнесува 60x   . 
 

 579 B.  Vo vnatre{nosta na kvadratot ABCD  e izbrana to~ka P  taka 

{to 15PAB PBA    .  Doka`i deka triagolnikot PCD  e ramnostran.   
 Re{enie. Triagolnikot ABP  e ramnokrak, pa zatoa negovoto teme P  pripa|a na 

simetralata MN  na stranite AB  i CD  na kvadratot (crte`). Spored toa,  triagolnikot 

DCP  e ramnokrak,  PC PD .  Neka PCD PDC     .  Ako dol`inata na stranata na 

triagolnikot e a , toga{ MP PN a  . Od pravoagolniot triagolnik PMB  imame 

tg15 ,
2
aMP     a od pravoagolniot triagolnik PNC  imame tg

2
aMN   . Ako zamenime vo 

ravenstvoto MP PN a  ,  dobivame tg15 tg
2 2
a a a   ,  t. e.   

 1
3

1
3

tg 45 tg30
tg 2 tg15 2

1 tg 45 tg30

1 3 1 3 32 2 3
1 3 1 3 1

     


       
  

 


 

.   

Jasno e deka 60    i triagolnikot PCD  e ramnostran.  

  
 

 IV godina 
 

 580 A. Dadena e nizata сo pozitivni ~lenovi 

  
 

2 2
1

1 2
1

1,
1 2

n n
n

n n

a a
a a

n a a






 

 
                       (1) 

Doka`i deka  

45

135 x

45 30x  

30

150 x

3045x  

x

x180 x
180 x

B

A D

C

M N
P

15

15
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1

.
2

n

n
na


   
 

                                       (2) 

 Re{enie.  Ravenstvoto (1) se doveduva vo oblikot 

      1 12 0n n n na na n a a     . 

 Neravenstvoto (2) }e go doka`eme so principot na matemati~ka indukcija. 

  Za n=1 neravenstvoto (2) e zadovoleno. Neka (2) va`i za k n . 

 Za 1k n   mo`ni se dva slu~ai: 

 1) 1n na na   

So pomo{ na neravenstvoto na Bernuli dobivame  

   
2 2

1 1 11 1 1
n

n
nn n

      
 

   t.e.    1 1 11 1 1
n n

n n n
         
   

,   

{to e pak ekvivalentno so 

  
1 1

1 1 11 1 1
1

n n n

n n n

 
                   

. 

Dobivame deka nizata 11
n

n
  
 

 e raste~ka i za site 2n   va`i 11 2
n

n
   
 

 {to e pak 

ekvivalentno so neravenstvoto 1 2
2 2

n n
n n       

   
, odnosno so 

1
1

2 2

n n
n nn


       
   

, od kade 

poradi induktivnata pretpostavka sleduva deka  

  
1

1
1

2 2

n n

n n
n nn na a




         
   

.  

 

 

 2)  1 2n na n a    

 Vo ovoj slu~aj, za 2n   dobivame deka 1 0na    {to ne e vozmo`no bidej}i nizata se 

sostoi od pozitivni ~lenovi ( 0na  ). Zna~i 1na   mora da e od oblikot razgledan prethodno 

vo slu~ajot  1), za koj ve}e go doka`avme neravenstvoto (2).   
 

 581. Kolku racionalni ~lenovi ima vo razvojot na binomot  10033 2 ? 

 Re{enie. Op{tiot ~len vo razvojot na binomot e 
100

32
1

100
3 2

kk

kT
k




 

  
 

,  {0,1,...,100}k  . Za 

da bide ~lenot racionalen treba 100
2

k  i 
3
k  da se celi broevi. Bidej}i 100

2
k  e cel broj 

ako 2  e delitel na k , a 
3
k  e cel broj ako 3  e delitel na k  dobivame deka k  treba da e cel 

broj deliv so 6 . Zna~i racionalni ~lenovi ima kolku {to ima celi broevi delivi so 6  od 

0  do 100 , a niv gi ima vkupno 100 1 17
6

     
.  

 

 582. Најди ги сите функции  : 0f      за кои  

         3 ,    , 0 ,f n m f n m f n n m n m        . 

 Решение. Ако во равенството ставиме 0m  , добиваме 2 ( ) (3 )f n f n , за секој n  . За 

0n m   добиваме (0) 0f  . Понатаму, ако ставиме m n , добиваме (2 ) (0) (3 )f n f f n   
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односно (2 ) (3 )f n f n . Значи, од една страна, за секое m   важи (4 ) (6 ) (9 )f m f m f m  , а од 

друга страна, ако ставиме 3n m  во равенството, добиваме (4 ) (2 ) (9 )f m f m f m  , што е 

возможно ако и само ако (2 ) 0f m  . Следствено, за произволен n   имаме 

1 1( ) (3 ) (2 ) 0
2 2

f n f n f n   , односно единствена функција што го задоволува равенството е 

( ) 0f n  , за секој n  . 
 

 583 A. Doka`i deka centrite na opi{ana kru`nica okolu pravoagolen 
triagolnik, ~ii temiwa le`at na dadena parabola, i temeto kade {to e 
praviot agol se sovpa|a so temeto na parabolata, le`at isto taka na 
parabola. 
 Re{enie. Neka temiwata na pravoagolniot triagolnik AOB  so prav agol kaj temeto 

(0,0)O  le`at na parabolata 2y kx  (jasno (0,0)O  e teme na parabolata). Toga{ koordi-

natite na temeto A  se 2( , )a ka  a na B  se 2( , )b kb  kade {to , 0a b  . Ravenkata na pravata niz 

O  i A  e y kax  a niz O  i B  e y kbx .  Bidej}i 

OA  i OB  se zaemno normalni pravi sleduva 

deka 
2
1b

k a
  . Zna~i temeto B  ima koordinati 

2 3 2
1 1,

k a k a
  
 

. Ako S  e centarot na opi{anata 

kru`nica okolu triagolnikot, toga{ S  e sredi‐

na na AB  pa ima koordinati 

    2
2 3 2

1 1 1 1,
2 2

S a ka
k a k a

         
    

.  

Neka 
2

1 1
2

x a
k a

   
 

, 2
3 2

1 1
2

y ka
k a

   
 

. Toga{   

   
2

22 2
3 2 2 2 2

1 1 1 1 2 1 2 12 2
2 2 2

y ka k a k x kx
kk a k a k k

                           
.  

 

584 B. Neka A  e zbirot na ~lenovite na edna kone~na geometriska 
progresija (~lenovite se pozitivni) i B  e zbirot na nivnite recipro~ni 
vrednosti. Najdi go proizvodot na ~lenovite na progresijata. 
 Re{enie. Neka ~lenovite na geometriskata progresija se 1 2, ,..., na a a . Ako so q  go ozna-

~ime koli~nikot na progresijata toga{  

     
( 1)

2 1 22 21 2 1 1 1...
n n n n

n n
n nP a a a a q a q a a


     .  

Od druga strana va`i 1 1
1 1 1 1 1 1

i n i n
i n i na a a q a q a a q a a  

     , za sekoj {1,2,..., }i n . Toga{  

  1 2 1 1
1 2 1 1

1 1 1 1

1 1 1... ... ...n n n
n n n

n n n n

a a a a a a
A a a a a a a a B

a a a a a a


 

 
              

 
  

 Zna~i 1 n
Aa a
B

 , a ottuka 
2
n

AP
B

   
 

. 

 



S

2( , )B b kb

2( , )A a ka
O x

y
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585 B. Na reka {iroka 30m  treba da se izgradi paraboli~en most so 

stolbovi na rastojanie 5m . Visinata na sredniot stolb e 7,5m .  

Kolkavi se visinite na drugite stolbovi?  
 Re{enie. Mostot go postavuvame vo koordinaten sistem kako na crte`ot.  Toga{ 

ravenkata na parabolata e 2y ax b   a bidej}i taa minuva niz to~kite (0;7,5)  i (15,0)  

dobivame 7,5b   i 1
30

a   . Visinite na drugite stolbovi se 2
1

1 205 7,5
30 3

h      i 

2
2

1 2510 7,5
30 6

h     .  

 

 

 

 

 

 

   XXX regionalen natprevar - 2007 godina 
 

 I godina 
 

 586. Докажи дека ако 2 2ac a c b b    , 2 2bd b d c c     и 1b  , 1c  , 
тогаш ad b c bc a d     . 
 Решение. Ако додадеме 1 на двете страни од првото равенство, добиваме 

  21 2 1ac a c b b      ,  

од каде со разложување се добива 2( 1)( 1) ( 1)a c b    . Слично, со додавање 1 на двете страни и 

од второто равенство, а потоа и со разложување се добива 2( 1)( 1) ( 1)b d c    . Ако ги помножи-

ме последните две равенства, добивамe 2 2( 1)( 1)( 1)( 1) ( 1) ( 1)a b c d b c       , од каде 

  ( 1)( 1) ( 1)( 1)a d b c     ,  
 

па со множење се добива 1 1ad a d bc b c       , од каде со средување се добива 
 

  ad b c bc a d     ,  

што требаше да се докаже. 
 

 587 А. Равенката 1 1 1
x y p
  , каде 1p   е даден прост број, да се реши во 

множеството природни броеви. 
 

 Решение. Равенката може да ја запишеме во облик px py xy     2 2xy px py p p       

2( ) ( )x y p p y p p       2( )( )x p y p p   . Бидејќи p  е прост број, од последната равенка 

можни се следните случаи:  
 

 1) 21,x p y p p    ,   2) ,x p p y p p      и       3) 2, 1x p p y p    . 
 

Од 1) 21,x p y p p    , од 2) 2 , 2x p y p  , и од 3) 2 , 1x p p y p    . Не е тешко да се 

провери дека добиените решенија се решенија и на почетната равенка. 



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

231 

 588 Б. Четирицифрен број е полн квадрат, при што ако од неговите цифри се 
одземе иста цифра, се добива број кој е пак полн квадрат. Определи ги сите такви 
природни броеви. 

 Решение. Нека бараниот број е 2abcd A , па од условот имаме 2( )( )( )( )a k b k c k d k B     . 

Ако ги одземемe последните две равенства, добиваме 

  2 21000 100 10 1000 1000 100 100 10 10a b c d a k b k c k d k A B             ,  

односно 2 21111k A B  , ако разложиме, имаме 11 101 ( )( )k A B A B     . Бидејќи, 2A  и 2B  се 

четирицифрени броеви, заклучуваме дека 32 99A   и 32 99B  , од каде 64 198A B    и 

0 67A B   . Како A B  и A B  се со иста парност, заклучуваме дека 101A B   и 

11A B k   , при што 1,3,5k  . За 1k  , 23136 56abcd    и за 3k  , 24489 67abcd   . 

589. Најди го односот на волумените на телата што се добиваат со ротација на 
триаголникот околу неговите страни a , b  и c . 

Решение. Ако триаголникот ABC  ротира околу страната BC a , се добива тело со волумен 

2 2 21 1 1
1 13 3 3a a a aV h BA h AC h a         . Слично, 21

3b bV h b    и 21
3c cV h c    се волумените на 

телата добиени со ротирање на триаголникот околу страните AC b  и AB c  соодветно. Тогаш, 

за бараниот однос имаме,  

 2 2 2 2 2 21 1 1
3 3 3

: : : : : :a b c a b c a b cV V V h a h b h c h a h b h c     . 

Нека P  е плоштината на триаголникот ABC , па имаме 
1 1 1
2 2 2a b cP ah bh ch   , од каде 2P

a a
h  , 2P

b b
h  , 2P

c c
h   и 

со замена во односот добиваме  

  
2 2 2

2 2 2
4 4 4 1 1 1: : : : : :a b c

P P P
a b c a cb

V V V a b c  . 

 

 590 А. Во една кошница се наоѓаат црвени, бели и жолти цветови. Бројот на 
жолтите цветови не е помал од бројот на белите цветови и не е поголем од 
третината на црвените цветови. Вкупниот број на бели и жолти цветови не е 
помал од 55. Најди го најмалиот број на црвени цветови. 
 Решение. Нека во кошницата има a -жолти, b -бели и c -црвени цветови. Од условот на 

задачата следува дека a b  (1), 1
3

a c  (2) и 55a b   (3). Од (1) и (3) добиваме дека 2 55a  , од 

каде 28a  , затоа што a . Тогаш, од (2) се добива 3 3 28 84c a    . Значи, најмалиот број на 

црвени цветови е 84. 
 

 591 Б. Во круг се разместени 10 деца. Треба да им се приклучи уште Ивица. 
Сите ќе ја играат играта на испаѓање на следниот начин: почнуваат да бројат кај 
бројот 1 во насока на движење на стрелките на часовникот, а кај оној кај кој што 
ќе падне бројот 13 испаѓа од играта. се продолжува со броење со останатите таму 
каде што е прекинато и тринаесеттиот пак испаѓа од играта итн. На кое место 
(меѓу кои два од десетте означени броеви, види слика) треба да застане Ивица, за 
да остане последен во играта? 

Решение. Кога Ивица ќе влезе во кругот, во него ќе има 11 деца. Со прецртување на секој 13-ти 
број (не ги броиме веќе прецртаните) и ги означиме со римски броеви според тоа кој по ред ис- 
паднал, ќе ја добиеме следната слика. 

A

B C
1A a

bc
ah
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Значи остана бројот 7. Според тоа за да победи, т.е за да остане последен при броењето Ивица 

треба да застане помеѓу броевите 6 и 7. 
 

 II godina 
 

 592. Opredeli gi site celobrojni vrednosti na parametarot m , taka 

{to re{enijata na sistemot 
2 3

3 4

mx y

x my

 
  

, da gi zadovoluvaat uslovite 

0, 0x y  .   
 Re{enie. Mo`eme da iskoristime bilo koj od metodite za opredeluvawe na re{enija na 
sistem od dve ravenki so dve nepoznati. Na primer, ako gi opredelime determinantite na 
sistemot i na promenlivite, dobivame: 

  22
6

3

m
m

m


    , 

3 2
3 8

4x m
m


    , 

3
4 9

3 4y

m
m    .   

Bidej}i 2 6 0m   , re{enija na sistemot se 
2

3 8
6

x mx
m

  
 

, 
2

4 9
6

y my
m

  
 

. Od uslovite 

0, 0x y  , go  dobivame sistemot neravenki 
2

2

3 8 0
6

4 9 0
6

m
m
m

m

  
  
 

. Bidej}i 2 6 0m   , posledniot 

sistem e ekvivalenten so sistemot 
3 8 0

4 9 0.

m

m

 
  

 Od prvata ravenka na sistemot dobivame 

8
3

m   , a od vtorata ravenka na sistemot dobivame 9
4

m   . Celobrojni vrednosti na m  

koi gi zadovoluvaat neravenkite 8 9
3 4

m    se 0, 1, 2m     . 

 593. Dadeni se realnite broevi , , 0a b c  za koi va`i b c , a b c   

i  2a b a b c    . Doka`i deka 
 
 

2

2

a a c a c
b cb b c

  
 

. 

 Re{enie. ]e napravime dve transformacii na ravenstvoto  2a b a b c    : 

         2 2 2
2a a b c b a b c b a c a b c              

i 

         2 2 2
2b a b c a a b c a b c a b c            . 

1 

6 

2

3 

4 

5 

10 

9

8

7 

1 

6 

2

3

4 

5

11

10

9 

8 

7 

I

III IV

VII II

IX

VIII

X

V

V
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Ako gi iskoristime ovie dve transformacii, dobivame: 

          2 2
2 2 2 2a a c a c a b c a c a c a b c              

i 

          2 2
2 2 2 2b b c b c a b c b c b c a b c            . 

 Od poslednite dve ravenstva, bidej}i b c , a b c  ,  imame  

  
 
 

  
  

2

2

2 2 2

2 2 2

a a c a c a b c a c
b cb c a b cb b c

      
   

. 

 594. Dadeni se realnite broevi , , , 0a b c d   za koi va`i  

    ac bd a b c d    .  

Doka`i deka ad bc . 

 Re{enie. Ako   ac bd a b c d      so kvadrirawe, dobivame  

  2 ac bd ad bc  .  

So negovo kvadrirawe dobivame    2 2
4 2acbd ad adbc bc   , odnosno    2 2

2 0ad adbc bc   . 

Toga{, od  2 0ad bc   sleduva ad bc , {to treba{e da se doka`e.  
 

 595. Neka 0x  i 1x  se realni koreni na ravenkata 2
1 1 0x a x b   , 0x  i 2x  

se realni koreni na ravenkata 2
2 2 0x a x b    i 0x  i 3x  se realni koreni na 

ravenkata 2
3 3 0x a x b   . Najdi gi korenite na ravenkata 

  2 1 2 3 1 2 3 0
3 3

a a a b b b
x x

   
   .  

 Re{enie. Od 2
0 1 0 1 0x a x b   , 2

0 2 0 2 0x a x b    i 2
0 3 0 3 0x a x b    dobivame  

     2
0 1 2 3 0 1 2 33 0x a a a x b b b       ,  

odnosno 2 1 2 3 1 2 3
0 0 0

3 3

a a a b b b
x x

   
    pa 0x  e  realen koren na dadenata ravenka. Toga{, 

ravenkata ima u{te eden realen koren . Od 0 1 1x x a   , 0 2 2x x a    i 0 3 3x x a    dobivame 

 0 1 2 3 1 2 33x x x x a a a       , odnosno 1 2 3 1 2 3
0 3 3

x x x a a a
x

   
   . Bidej}i i  

 

  1 2 3 0 1 0 2 0 3 1 2 3
0 3 3 3

x x x x x x x x x b b b
x

     
   ,  

sleduva deka 0x  i 1 2 3

3

x x x 
 se koreni na dadenata ravenka. 

 

 596. Najdi gi site vrednosti na realniot parametar 0,1a   za koi 

ravenkite  2 2 1 0x a x a     i  2 4 1 0x a x a      imaat realni koreni 

1x , 2x  i 3x , 4x , soodvetno, za koi e ispolneto ravenstvoto  
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 1 4 1 2 3 41 4

3 2

x x x x x xx x

x x a

  
  . 

 Re{enie. Dadenoto ravenstvo e ekvivalentno so  

     1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4a x x x x x x x x x x x x     .  

Od Vietovite formuli ja dobivame ravenkata     2 1 1 5a a a a a    . Bidej}i 0a  , ja 

dobivame kvadratnata ravenka 2 2 4 0a a   , ~ii{to re{enija se 1 5   i 1 5  .  

597. Vo triagolnikot ABC  e povle~ena te`i{na linija BD . To~kite E  

i F  ja delat te`i{nata linija na tri ednakvi dela BE EF FD  . Ako 

1AB   i AF AD , opredeli ja dol`inata na otse~kata CE . 

Re{enie. Bidej}i AF AD , triagolnikot DAF  e 

ramnokrak, pa spored toa ADF AFD  , a ottuka 

imame BFA CDE  . Otse~kata BD  e te`i{na 

linija, pa zatoa CD AF , a od uslovot na zada~ata 

BF DE .  

Zaradi toa, od priznakot CAC , triagolnicite 

CDE  i AFB  se skladni , pa spored toa 1CE AB  .  
  

 III godina 
 
 

 598. Doka`i deka  
2 2 2sin( ) sin( ) sin( )

0
sin sin sin

a b c         
  

, kade , ,    

se agli vo triagolnik, a ,a b  i c  se soodvetnite strani. 

 Re{enie. Sobirocite od levata strana na ravenstvoto }e gi pomno`ime i podelime 

redosledno so sin ,sin ,sin    i }e gi iskoristime ravenstvata 
sin sin sin

a b c k  
  

, 

(sinusna teorema) pri {to dobivame  

  

2 2 2

2 22

2 2 2

2

sin( ) sin( ) sin( )
sin sin sin

sin sin( ) sin sin( ) sin sin( )
sin sin sin

sin sin( ) sin sin( ) sin sin( )

[ sin sin( ) sin sin( ) sin

a b c

a b c

k k k

k

   

         
  

                          

              

           (*)sin( )]   

 

 Ako ja iskoristime adicionata formula sin( ) sin cos cos sin         , dobivame: 

2

2

2

(*) [sin (sin cos cos sin ) sin (sin cos cos sin ) sin (sin cos cos sin )]
[sin sin cos sin cos sin sin sin cos sin cos sin sin sin cos sin cos sin

0 0

k
k
k

                     
                        
  

 

 599. Da se re{i sistemot ravenki 
2

1

cos 2

xy

x y z




  
.  

C D A

B

E

F
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 Re{enie. Od prvata ravenka dobivame deka realnite broevi x  i y  se so ist znak. 

Bidej}i 20 cos 1z   za bilo koj realen broj z , dobivame deka 22 cos 1x y z     .  

Bidej}i x  i y  se so ist znak, dobivame deka tie se pozitivni.  

 Od neravenstvoto me|u aritmeti~ka i geometriska sredina za pozitivni realni broevi  

x  i y  za koi e ispolneto 1xy  , imame 2 2x y xy   . 

 Od druga strana 22 cos 2x y z    , pa spored toa 2x y  . Sega go dobivame sistemot 
1

2

xy

x y


  

.  

Ne e te{ko da se proveri deka edinstveno re{enie na sistemot koe e pozitivno e 1x y  . 

 Toga{ od vtorata ravenka na po~etniot sistem dobivame 2cos 0z  , ~ii re{enija se 

2
z k   . Kone~no re{enija na sistemot se 1,1, |

2
k k

       
  

 . 

 

600 A. Vo vnatre{nosta na triagolnikot ABC  izbrana e proizvolna 

to~ka M . Neka 1 2 3, ,M M M  se proekciite na M  vrz stranite , ,a b c  na 

triagolnikot, soodvetno, a , ,a b cM M M  se proekciite na M  vrz visinite 

, ,a b ch h h  na triagolnikot, soodvetno. Doka`i deka 
1 2 3

6a b cAM BM CM

MM MM MM
   . 

 

 Решeние. Od 
1

ABC a

MBC

P h

P MM
  sleduva  

  1

1

ABC MBC a

MBC

P P h MM

P MM

 
 , 

 odnosno  

  
1

ABM AMC a

MBC

P P AM

P MM


 .  

 Analogno  

  
2

ABM BMC b

AMC

P P BM

P MM


  i 

3

BCM AMC c

ABM

P P CM

P MM


 .  

 Toga{  

 
1 2 3

2 2 2 6a b c BCM AMC BCM CMAABM ABM

MBC ABM MBC AMC AMC ABM

AM BM CM P P P PP P

P P P P P PMM MM MM

     
                     

     
. 

 

 601 B. Vo ramnokrak triagolnik agolot pri osnovata e ednakov na  . 
Presmetaj ja dol`inata na osnovata na triagolnikot 
ako visinata spu{tena vrz osnovata e za m  pogolema 
od radiusot na vpi{anata kru`nica.  
 Re{enie. Neka ABC  e triagolnik so osnova AB  vo koj 

BAC   . Od temeto C  spu{tame normala CD , CD h , koja vo 

isto vreme e i simetrala na BCA . Neka simetralata na agolot 

BAC  i simetralata CD  se se~at vo to~kata O  koja e centar na 

vpi{anata kru`nica. Dopiranite to~ki na vpi{anata kru`nica 

M

O

BDA

N

C



2


2


A B

C

1M
M

2M

3M

aM

bM
cM

ch

ah

bh
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k  so stranite ,AB BC  i CA  }e gi ozna~ime so , ,D M N  soodvetno. Dol`inata na radiusot 

na kru`nicata e ON r OD   i 
2

OAN OAB    . Triagolnicite CON  i CAD  se sli~ni 

(imaat po eden prav agol i agli so vzaemno normalni kraci). Vo triagolnikot ONC  imame,  

,NOC   CO h r m    i ON r , pa spored toa cos cosr ON OC m     . 

 Triagolnikot ADO  e pravoagolen i eden negov ostar agol e 
2
 , a edna negova strana e 

cosOD m  . Bidej}i ctg
2

AD
OD

 , dobivame ctg cos ctg
2 2 2
a AD OD m     .  

 Kone~no, dol`inata na osnovata e 2 cos ctg
2

a m   .  

 602 A. Re{i ja ravenkata | | 22 cos lg(1 | |) 0x y x y     .  

 Re{enie. Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblikot  | | 22 lg(1 | |) cosx x y y    . 

 Za proizovolni ,x y , imame | | 0x   i 21 | | 1x y   , od kade dobivame deka 

neravenstvata | |2 1x  , 2lg(1 | |) 0x y   , cos 1y   se to~ni. Spored toa  

  | | 2cos 1 2 lg(1 | |)xy x y      .                (1) 

 Ravenstvo e mo`no ako i samo ako po~eniot i krajniot izraz vo (1) se ednakvi na 

edinica, t.e. cos 1y   i | | 22 lg(1 | |) 1x x y    . Od ravenkata cos 1y  , dobivame deka re{e-

nija se 0 2y k   , k  . 

 Od to~noto neravenstvo 
| |2 1x   vo mno`estvoto realni broevi, za ravenkata 

| | 22 lg(1 | |) 1x x y     dobivame   

  | |2 1x  ,                       (2) 

  2lg(1 | |) 0x y   .                   (3) 
 

 Re{enie na (2) e | | 0x  , odnosno 0x  , a re{enie na (3) koga 0x   e 1 | | 1y  , odnosno 

0y  . 

 Kone~no dobivame deka edinstveno re{enie na po~etnata ravenka e 0x y  . 
 

 603 B. Re{i ja ravenkata 
1 1

6 6
1log 3 4 2 9 log 5x x

x

  
      

 
.  

 

 Re{enie. Jasno e deka za 0x   ravenkata ne e definirana. Za 0x   voveduvame smena 

1 y
x

  , pri {to ravenkata go dobiva oblikot  

 

   6 6log 3 4 2 9 log 5y y y     ,  

 

   6 6 6log 3 4 2 9 log 6 log 5y y y     ,  

  

   6 6log 3 4 2 9 log 5 6y y y     . 

 

Ako antilogartimirame, dobivame 3 4 2 9 5 6y y y     , / : 9y , 
2

2 23 2 5 0
3 3

y y
          
   

.  
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 Voveduvame smena 2
3

y

t   
 

, pri {to dobivame 23 5 2 0t t   . Re{enijata na poslednata 

kvadratna ravenka se 1 1t   i 2
2
3

t  . 

 - Za 1 1t  , ja dobivame ravenkata 2 1
3

y
   
 

,od kade imame 0y  . Ravenkata 1 0
x

   nema 

re{enija.  

 - Za  2
2
3

t   ja dobivame ravenkata 2 2
3 3

y
   
 

 koja ima edinstveno re{enie 1y  . Re{enie 

na ravenkata 1 1
x

   e 1x   .  

 Zna~i, edinstveno re{enie na ravenkata e 1x   . 
 

 IV godina 
 

 604. Opredeli ja krivata na koja se nao|aat  temiwata na parabolite 
2y x bx c    , koi ja dopiraat parabolata 2y x . 

 Re{enie. Neka parabolite 2y x bx c     i 2y x  me|usebno se dopiraat. Toga{ 

ravenkata 2 2x bx c x     ima edno re{enie. Ravenkata 22 0x bx c    ima edno re{enie, 

t.e. ima dvoen koren ako i samo ako 2 8 0b c  . Spored toa parabolite se dopiraat ako i 

samo ako 
2

8
bc   , t.e. ako i samo ako parabolata 2y x bx c     go ima oblikot 

2
2

8
by x bx    .  Nejzino teme e 

2
,

2 8
b bT

 
 
 

. Bidej}i 
22 1

8 2 2
b b   

 
, dobivame deka temiwata 

na parabolite se nao|aat na parabolata 
2

1
22 2
bb    

 
, t.e. 21

2
y x . 

 605. Presmetaj go zbirot   12 2 2 2 21 2 3 4 ... 1
n

n
      . 

 Re{enie.  Neka 2 1n k  .Toga{  

 

            
    

    

2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 ... 2 2 1 =1 3 2 5 4 ... 2 1 2

4 2 1
1 5 9 ... 4 1

2
1

2 1 1 .
2

k k k k

k k
k

n n
k k

               

 
       


   

       

Neka, sega, 2n k . Toga{  

 
             

      

2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 21 2 3 4 ... 2 1 2 2 1 4 3 ... 2 2 1

4 2 1
3 7 11 ... 4 1 .

2 2

k k k k

k k n n
k

                

 
          

 

 Zna~i baraniot zbir e    1 1
1

2

n n n 
 . 

 606 A. Нека a  и b  се  позитивни реални броеви и n  е цел број.  
 Докажи дека важи неравенството  
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  11 1 2
n n

na b
b a

         
   

. 

 Решение. За 0n   важи равенство. Да претпоставиме дека 0n  . Тогаш 

  11 1 2 1 1 2 2 2 4 2
n n n n n

n na b a b a b
b a b a b a

                            
         

. 

Нека 0n  . Ставаме 0m n   . Тогаш  

  
1 1

1 2 21 1
2

1 11 1 2 2 2 ,
2 2

n n m m m m

m

m m
m n

m m

a b b a b a
b a a b a b a b a b

b a a b
a b a b

 

                                               
                      

 

бидејќи 1 1 2
m m

b a a b
a b a b

              
. Последново неравенство следува од  Биномната формула. 

 607 Б. Нека 1 2, ,..., na a a  се позитивни реални броеви такви што 1 2... 1na a a  . 

Докажи дека     1 24 4 ... 4 5n
na a a    . 

 Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина имаме:  
5

1 1 14 1 1 1 1 5a a a       , 5
2 2 24 1 1 1 1 5a a a       ,..., 54 1 1 1 1 5n n na a a       . 

 Ако ги поможиме овие неравенства добиваме  

       5
1 2 1 2

1

4 4 ... 4 5 ... 5 .n n
n na a a a a a



    


 

 608 А. Дадени се три позитивни броеви , ,a b c  такви што за секој k  од 

должините , ,k k ka b c може да се формира триаголник. Докажи дека меѓу броевите 

, ,a b c  има барем два еднакви. 
 Решение. Нека a b c a    и нека a b c   (не се губи од општоста ако се претпостави 

тоа). Од условот , ,k k ka b c  се должини на страните на триаголник следува  

  k k kc a b  , 1,2,3k  .                  (1) 
 Но  

            21 2 1

0

...2
k kk k k k k kkc b c b b kb c b b c b c b b kb c b  



               
 

. 

Последново неравенство важи за секој k  . Постои 0k   така што  0k c b b  . За 0k   

важи     0 0 0 0 0 0 0 0 01 1
0 0

k k k k k k k k kc b k b c b b b k c b b b b a           , што е во контрадикција 

со (1). Значи меѓу броевите , ,a b c  има барем два еднакви. 

 609 B. Dol`inite na pomalata dijagonala, stranata i pogolemata dija-
gonala vo rombot formiraat geometriska progresija. Opredeli gi aglite 
na rombot! 

 Re{enie. Neka ABCD  e romb vo koj dijagonalata 1d BD , stranata a AB  i 

dijagonalata 2d AC  se posledovatelni ~lenovi na geometriska progresija.  Zna~i, 
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postojat broevi b  i q  takvi {to 1d b , a bq , 2
2d bq .Od pravoagolniot triagolnik 

AOB , spored teoremata na Pitagora imame  

  
2 2

21 2

2 2

d d
a

       
   

,  
2 2

4 2 2

4 4
b b q b q  , 4 24 1 0q q   .  

Ako vovedeme smena 2q t , ja dobivame kvadratnata 

ravenka 2 4 1 0t t    ~ii re{enija se 1/2 2 3t   .  

 Za re{enieto 2 3t   , dobivame 2 3q   , i 

1d b , 2 3a b  , 2 (2 3)d b  .  Od pravoagolniot 

triagolnik AOB , dobivame  

  
1

2

2 1

22

tg 2 3
2 (2 3)

d

d

dOB b
d bOA

      


.  

 Kone~no, aglite na rombot ABCD  se 2arctg(2 3)    i 2arctg(2 3)     . Аналогно 

се постапува и за решението 2 3t   . 
 
 
 

   XXXI regionalen natprevar - 2008 godina 
 

 I godina 

610 АБ. Пресметај ја вредноста на изразот  2x y , ако 2 2 1
x y
   и 1y x  . 

 

Решение. Од 2 2 11 2 2
y x

x y xy xy


     следува дека 2xy   . Сега,  

   2 22 2 2 2 22 2 4 4 1 4 2 9x y x xy y x xy y xy x y xy                

611 АБ. Докажи дека разликата на броевите 
2000пати1

111...111  и 
1000пати2

222...222  е полн 

квадрат. 
Решение. Brojot 

1000 2

222...222



pati

 mo`eme da go zapi{eme vo oblik 
1000 2 1000 1 1000 1

222...222 1...111 1...111
  

   
pati pati pati

, 

a brojot 
2000 1

111...111



pati

 mo`eme da go zapi{eme vo oblik 
2000 1 1000 11000 0 1000 1

111...111 111...111 000...000 111...111
   

    
pati pati pati pati

. 

Sega razlikata }e go dobie oblikot 

 

1000

1000 2 2000 1 1000 11000 0 1000 1 1000 1 1000 1

1000

222...222 111...111 111...111 000...000 111...111 111...111 10 111...111

111...111

      



       



      
pati pati pati pati pati pati pati

pat

1000 1000 1000 1000

1 1000 9

2
1000 2

1000 3

1 1(10 1) 999...999 (10 1) (10 1)(10 1)
9 9

10 1 333...333
3





        

          

 



i pati

pati

    

612 А. Две страни на тристрана пирамида се рамнострани триаголници со 
страна cma . Рамнините на овие триаголници се нормални меѓу себе. Пресметај 

ги плоштината и волуменот на пирамидата. 

D C

A Ba

 




1d 2d
O

1

2
d

2

2
d
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Решение. Нека е дадена тристраната пирамида ABCD , каде страните ABC  и ABD  се 

рамнострани триаголници со страна acm , т.е. cmAC BC AB AD BD a     . Нека CN  и 

DN  се висини во триаголниците ABC  и ABD  соодветно, кон заедничката страна AB , значи  

и DN AB . Од условот на задачата имаме дека и CN DN  (цртеж). Ако земеме еден од 

рамностраните триаголници за база на пирамидата, на пример 
триаголникот ABC , тогаш висина на пирамидата ќе биде DN , 

па волуменот на пирамидата е 
2 33 3 31 1

3 3 4 2 8
cma a a

ABCV P DN       .  

Триаголникот CND  е рамнокрак правоаголен триаголник 

со прав агол кај темето N  и 3
2

cmaCN DN  . Тогаш, 

 3 3 3 62 2
2 2 2 2

( ) ( ) 2 cma a a aCD     . 

Триаголниците CDA  и CDB  се складни рамнокраки триаголници со основа 6
2

cma  и крак 

acm . Тогаш, нивната плоштина е  

26 6 6 10 152 2 21 1
2 2 4 2 2 4 8

( ) cma a a a a
CDA CDBP P a          . 

и конечно, плоштината на пирамидата е  
22 2 3(2 5)3 15 2

4 8 4
2 2 cm

aa aP
     . 

613 Б. На едно земјиште во облик на квадрат со страна 12m  се копа 

цилиндрична јама со пречник (дијаметар на основата) од 8m . Ископаната земја 

рамномерно се распоредува по преостанатиот дел од земјиштето и се натиснува 
толку колку што била натисната кога била во јамата. Колку длабоко треба да се 
копа, за да јамата биде длабока 3m ? 

Решение. Површината на земјиштето по кое се распоредува ископаната земја од јамата е 
2 2 2 2(12 4 ) m (144 16 ) m     .  

Нека x  е длабочината на копањето, тогаш дебелината на слојот натисната земја треба да 

биде (3 ) mx . Бидејќи ископаната земја се натиснува толку колку што била натисната кога 

била во јамата, тоа значи дека волуменот на ископаната земја е еднаков на волуменот на рам-
номерно нанесената и натисната земја на преостанатиот дел од земјиштето, односно 

  24 (144 16 ) (3 )x x       .  

Со решавање на последната равенка по x  се добива дека 
3

(3 ) mx   . Бидејќи 3,14  , 

следи дека треба да се копа 1,95 mx   во длабочина. 

a

aa
a

a

A

B

D

C

8 m

12 m 8 m

3 x

x
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614 А. Нека , ,a b c  се страни на еден триаголник. Докажи дека  

3 3 33a b abc c   . 
Решение. Од тоа што , ,a b c  се страни на триаголник, го користиме неравенството 

a b c  , и добиваме 
3 3 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3
3 ( )( ) 3 ( ) 3

( 3 ) ( 2 ) ( )
a b abc a b a ab b abc c a ab b abc

c a ab b ab c a ab b c a b c c c
            

              
, 

што требаше да се докаже. 
 

615 Б. Од правоаголна плоча со страни a  и 
b  исечено е триаголно ќоше со две страни c  и 
d  (види цртеж). Од преостанатиот дел треба 
да се исече нова правоаголна плоча, така што 
нејзината плоштина P  да биде најголема. 
Пресметај ја плоштината на исечената нова 
правоаголна плоча. 

 

 

Решение. Нека x  и y  се нормалните растојанија 

од допирната точка на новата плоча со исеченото 
ќоше, соодветно до страните на првобитната плоча 
(види цртеж). Тогаш, плоштината на новата плоча ќе 
биде ( )( )P a x b y   . Од сличноста на триаголниците 

добиени со повлекувањето на растојанието y  

паралелно со страната d  кај триаголното ќоше, се 

добива пропорцијата : ( ) :y d c x c  , од каде d
c

y d x  . Со замена во плоштината на новата 

плоча добиваме, 
 

2 21 1
4 2

( )( ) ( ) ( ( ))d d
c cd c d

P a x b d x ab ad ad cd bc x ad cd bc             . 

 

Членот 21
2

( ( ))d
c d

x ad cd bc    во изразот за плоштината P  е секогаш ненегативен, значи 

достигнува најмала вредност 0 кога 1
2

( )
d

x ad cd bc   , и тогаш P  достигнува најголема 

вредност 
 

   
2 21 1

max 4 4
( ) ( )

cd cd
P ab ad ad cd bc ad bc cd          

 

 II godina 
 
 

616 AB. Vo mno`estvoto celi broevi re{i ja ravenkata  
2 22 2 13a ab b   . 

 

 Re{enie. Ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik 2 2( ) 13a b b   . Bidej}i a  i b  se celi 

broevi, dobivame deka 3 3a b    . Navistina, ako 4a b   ili 4a b   , toga{ 
2 2 2( ) 16 16 13a b b b      . Zna~i, treba da gi razgledame sedumte slu~ai: 

P 
b 

a 

d 

c 

P 
b 

a 

d 

c 

x 
y 
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  3a b   , 2a b   , 1a b    i 0a b  .   
 

 Ako 1a b    ili 0a b  , toga{ ravenkata go dobiva oblikot 2 12b   ili 2 13b  .  

Poslednite dve ravenki nemaat re{enie vo mno`estvoto na celi broevi .   
 

 ]e gi razgledame ~etirite preostanati slu~ai.   
 

 a) 3a b   . Toga{ 2 4b  , odnosno 2b   ili 2b   .  Za 2b   re{enie na po~etnata 

ravenka e 5, 2a b   . Za 2b    re{enie na po~etnata ravenka e 1, 2a b     .   
 

 b) 3a b  . Toga{ 2 4b  , odnosno 2b   ili 2b   .  Za 2b   re{enie na po~etnata 

ravenka e 1, 2a b  . Za 2b    re{enie na po~etnata ravenka e 5, 2a b    .  
 

 v) 2a b   . Toga{ 2 9b  , odnosno 3b    ili 3b  .  Za 3b    re{enie na po~etnata 

ravenka e  1a  , 3b   .  Za 3b  , re{enie na po~etnata ravenka e 5a   , 3b  .   
 

 g) 2a b  . Toga{ 2 9b  , odnosno 3b    ili 3b  .  Za 3b    re{enie na po~etnata 

ravenka e  5a  , 3b   .  Za 3b  , re{enie na po~etnata ravenka e 1a   , 3b   .   
 

 Kone~no, re{enija na ravenkata se  
 

( , ) {( 5,2),( 1, 2),(1,2),(5, 2),(1, 3),( 5,3),(5, 3),( 1,3)}a b          .  

 

 617 AB. Neka ABC  e ramnokrak triagolnik so AB AC . Neka D  e sredina 

na stranata BC , M  e sredina na otse~kata AD  i N  e proekcijata na to~kata 

D  na BM . Doka`i deka 90ANC   .  
 

 

Решение. Нека S  е точка таква што четириаголникот 

ABDS  е паралелограм (цртеж). Тогаш, четириаголникот 

ADCS  е правоаголник и нека R  е пресечната точка на 

неговите дијагонали AC  и DS . Бидејќи N  лежи на 

дијагоналата BS  на паралелограмот ABDS  следува дека 

триаголникот SND  е правоаголен. Тогаш R  е центарот на 

опишаната кружница околу триаголникот SND  и оттука 

1 1
2 2

NR DS AC  . Значи, важи RA RC RN   и затоа 

триаголникот ANC  е правоаголен, односно 90ANC   .    
 
 
 

618A. Poznato e deka korenite na ravenkata 2 0x px q    se celi 

broevi. Ako 198p q  , opredeli gi korenite na ravenkata i broevite p  i 

q .    



A

B CD

N

R

M

S
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Re{enie. Ako 1x  i 2x  se koreni na ravenkata 2 0x px q   , toga{ spored Vietovite 

formuli imame  1 2

1 2

x x p
x x q
  
 . Od poslednite ravenstva i dadenoto ravenstvo (zavisnosta 

me|u p i q ), dobivame  

  1 2 1 2 1 2198 ( ) ( 1)( 1) 1p q x x x x x x          .  

Spored toa 1 2( 1)( 1) 199x x   . Bidej}i 1 2,x x  se celi broevi i 1 21, 1x x   se celi broevi, a 

199  e prost broj, dobivame  

  1

2

1 1

1 199

x

x

 
  

  ili  1

2

1 1

1 199

x

x

  
   

 . 

Re{enijata 1 2( , )x x  na poslednite sistemi se (2,200)  i (0,198)  . Za re{enieto (2,200) , spored 

Vietovite formuli  dobivame, 2 200 202p      , 2 200 400q    , a za re{enieto (0,198) , 

198, 0p q    .    
 

619 B. Ako n  e neparen priroden broj toga{ 48  e delitel na brojot 
3 23 3n n n   . Doka`i! 

 

Dokaz. I na~in.       3 2 2 23 3 3 3 3 1n n n n n n n n              1 1 3 .n n n    

Bidej}i broevite 1, 1, 3n n n   se parni ( n  e neparen spored uslovot) i eden od broevite 

1, 1n n  e deliv so 4 , zaklu~uvame deka dadeniot broj se deli so 16  . Ako n e deliv so 3 , toga{ i 

3n   e deliv so 3 . Ako n  ne e deliv so 3 , toga{ pri delewe so 3  dava ostatok 1  ili 1  pa eden 

od broevite 1n   i 1n   e deliv so 3 . Ottuka, zaklu~uvame deka dadeniot broj se deli so 

3 16 48  . 
 

II na~in. Brojot n  e neparen, pa mo`e da se zapi{e vo oblik 2 1,n k   za nekoj 

priroden broj k . Ako go vmetneme ova vo dadeniot izraz dobivame: 

               3 2 3 22 1 3 2 1 2 1 3 8 8 8 1 8 1 1 .k k k k k k k k k k              

Eden od faktorite 1, , 1k k k  e deliv so 3 i barem eden od 1, , 1k k k   e paren. Zatoa 

proizvodot    8 1 1 .k k k  e deliv so 8 3 2 48   . 
 

620 A. Doka`i deka ako    2 21 1 1x x y y       toga{ 0x y  . 
 

Re{enie. Go mno`ime ravenstvoto 2 21 1 1x x y y           
   

 so 2 1 0x x    i dobivame 

2 2 2 21 1 1 1x x x x y y x x                 
    

, odnosno 2 21 1y y x x        1 . Sli~no, ako 

go pomno`ime dadenoto ravenstvo so 2 1y y   dobivame 2 21 1x x y y        2  . So 

sobirawe na  1  i  2  dobivame 2 2 2 21 1 1 1y x y x x x y y            , a ottuka sleduva 

deka  2 0x y  , odnosno 0x y  . 
 

621 B. Dadeni se ~etiri to~ki , ,A B C  i D  vo ramninata takvi {to 

AB AC  i AD BD . Neka E  e to~ka od pravata AC , taka {to A  e me|u E  
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i C . Ako za aglite BAE   i ADC   va`i 200 ,    opredelete go 

agolot .BCD   

Re{enie: Bidej}i triagolnikot ABC  e ramnokrak 

so osnova BC ,  a BAE    sleduva deka 

 180 .
2 2

BACACB CBA         

Bidej}i i triagolnikot ABD  e ramnokrak so osnova 

AB , imame 
180

.
2

DBA BAD
      Ottuka, sleduva  

       

180
2 2

90 10 .
2

CBD CBA DBA
        

      

 
 

  

 III godina 
 

622 АБ. Doka`i deka vo bilo koj triagolnik ABC  e to~no ravenstvoto 
2 2 2

2 2 2

tg

tg
a c b
b c a

  
  

. ( , ,a b c  i ,   se standardnite oznaki za dol`inite na 

stranite i goleminite na aglite na triagolnikot).  
 

 Re{enie. Od kosinusnata teorema imame  

  2 2 2 2 2 22 cos , 2 cosb a c ac a b c bc        ,   

od kade {to imame  2 2 2 2 cosa c b ac    ,  2 2 2 2 cosb c a bc    .   

 Spored toa  
2 2 2

2 2 2

2 cos cos
(*)

2 cos cos
aca c b a
bc bb c a

     
  

.  

 Spored sinusnata teorema imame 
sin sin

a b
 

, odnosno sin
sin

a
b




.  

 Spored toa 
tgcossin(*)

sin cos tg
 

  
,  {to i treba{e da se doka`e.   

 

  623 АБ. Od to~ka vo vnatre{nosta na ramnostraniot triagolnikot 
ABC  se spu{teni normali kon stranite ,AB BC  i CA . Dol`inite na 

spu{tenite normali se ednakvi na , ,m n p  a dol`inata na stranata na 

triagolnikot ABC  e ednakva na a .  
 Da se presmeta odnosot na plo{tinite na 
triagolnikot ABC  i triagolnikot ~ii temiwa 
se podno`jata na normalite.  

 

Re{enie. Neka P  e proizvolna to~ka vo vnatre{nosta 

na ramnostraniot triagolnik ABC . To~kite ,K L  i M  se 

podno`ja na normalite spu{teni od to~kata P  kon 

stranite ,AB BC  i CA  soodvetno. (цртеж) Bidej}i  

90PKB PLB PLC PMC PMA AKP            , 

A B

C

D

E






A B

C

K

LM

P
p

n m
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~etiriagolnicite ,AKPM BLPK  i CLPM  se tetivni. Zatoa 120KPL LPM MPK       

(bidej}i aglite na triagolnikot ABC  se ednakvi na 60  i tetivnosta na pogornite 

~etiriagolnici). Od ravenstvata PK p , PL m  i PM n  dobivame deka 

  31 sin120
2 4LPKP mp mp   ,  

  31 sin120
2 4LPMP mn mn   ,  

  31 sin120
2 4MPKP np np   . 

 Plo{tinata na triagolnikot KLM  e ednakva na 

  3 ( )
4KLM KPL LPM MPKP P P P pm mn np         . 

Bidej}i plo{tinata na triagolnikot ABC  e 23
4ABCP a  , dobivame 

  
23 2

4
3

4 ( )
ABC

KLM

aP a
P pm mn nppm mn np




 
  

. 

 

  624 А. Реши ја равенката  3 41 3sin 3 1 cosx x    . 
 

Решение. Равенката ќе ја запишеме во облик 3 41 3sin 1 cos 3x x    . Може да ги 

направиме следниве оценки: sin 1x  , односно 3sin 1x  , од каде 31 3sin 4x    и 

cos 0,x  односно 4cos 0x  , од каде 41 cos 1x  . Тогаш за левата страна на равенката важи 

3 41 3sin 1 cos 4 1 3x x      . Равенството важи ако и само ако истовремено 

31 3sin 4x   и 41 cos 1x  , односно sin 1x   и  што е точно за 2
2

x k   , за k . 

625 Б. Реши го системот 

( ) 35

( ) 32

( ) 27

x y z

y z x

z x y

 
  
  

. 

Решение. Ако го развиеме системот до облик 
35
32
27

xy xz
yz yx
zx zy

   
 

 очигледно е дека може да се 

воведат смени , ,a xy b xz c yz    со што системот добива облик 
35 ...(1)
32 ...(2)
27 ...(3)

a b
c a
b c

   
 

. Со 

собирање и одземање на равенките добиваме: (1) (2) (3) : 2 40a   , (2) (3) (1) : 2 12c    и 

(1) (3) (2) : 2 30b   . Од овде соодветниот систем станува 
20
15
12

a
b
c

 


, односно 
20
15
12

xy
xz
yz

 


, а 

притоа , , 0x y z  . Систем еквивалентен на дaдениот е 

20

15

12

y
x

z
x

yz

 
 
 


. Заменувајќи ги првата и 

втората равенка во третата се добива 2 25, 5x x   . Тогаш решенија на почетниот систем се  

 ( , , ) (5,4,3),( 5, 4, 3)x y z     . 
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626 А. Реши го системот 
log log 110

1000

y xx y

xy

  



. 

 

Решение.  Да забележиме дека мора , 0x y  . Ако воведеме ознаки log log,y xA x B y   

тогаш log log log logA x y B   , оттука мора и A B , па може да воведеме смена 
log logy xx y t  . Првата равенка од системот  добива облик 110t t  , а со смена ,t z каде 

, 0t z   добиваме обична квадратна равенка 2 110 0z z    со решенија 1 11z    и 2 10z  . 

Заради позитивноста останува само 10z  , односно 100t  . Почетниот систем сега може да се 

запише во облик 
log 100

1000

yx
xy

  
. Ги логаритмираме двете равенки и добиваме log log 2

log log 3
x y
x y
 
   . 

Може да забележиме дека log x  и log y , согласно Виетовите правила, се корени на квадратна 

равенка 2 3 2 0p p    чии решенија се 1 21, 2p p  . На крај од log 1
log 2

x
y

  или log 2

log 1
x
y

  ги 

добиваме решенијата на системот  ( , ) (10,100),(100,10)x y  . 
 

627 Б. Реши ја равенката 2 2
3 4 2 1log (2 1) log (6 11 4) 4x xx x x      . 

 

Решение. За дефиниционата област на која ги бараме решенијата на равенката мора да 

важи 22 1 0, 3 4 0, 6 11 4 0x x x x        и 2 1, 3 4 1x x   . Се добива интервалот 1 ,
2

   
 

. 

Треба да забележиме дека 26 11 4 (2 1)(3 4)x x x x      и  тогаш равенката добива облик  

3 4 2 12log (2 1) log (2 1)(3 4) 4x xx x x            

  3 4 2 1 2 12log (2 1) log (2 1) log (3 4) 4x x xx x x            

 3 4 2 12log (2 1) log (3 4) 3x xx x        

 3 4
3 4

12log (2 1) 3
log (2 1)x

x

x
x



  


.  

Воведуваме смена 3 4log (2 1)xu x  , односно (3 4) 2 1ux x   . Ја добиваме равенката 

12 3u
u

   и е еквивалентна со квадратна равенка 22 3 1 0u u    чии решенија се 1 1u   и 

2
1
2

u  . За првото решение од смената добиваме 3 4 2 1x x   , односно 3x   . Но 

3x    1 ,
2

   
 

, па не е решение. За 1
2

u   се добива квадратна равенка 

23 4 (2 1)x x    24 4 3 0x x   . Нејзините решенија се 1 1x    и 2
3
4

x   од кои само 

второто е во дефиниционата област. Значи единствено решение е 3
4

x  . 

 
 

 IV godina 
 

 

 628 A. Dadena e nizata broevi , 4489 , 444889 , ... (sekoj nareden ~len na 
nizata se dobiva od prethodniot so dopi{uvawe na brojot 48  vo negovata 
sredina).  Da se doka`e deka sekoj ~len na nizata e poln kvadrat.   
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 Re{enie. Neka pretpostavime deka brojot 444...488...89A  , ima n -~etvorki i ( 1)n  -na 

osumki,  t. e.  
1

444...488...89
nn

A


 .  Spored toa,  brojot A  mo`eme da go zapi{eme vo oblik  

  4 111...1 10 8 111...1 1n

n n

A        .                 (1) 

Brojot 111...1
n

  mo`eme da go zapi{eme vo oblik  

  1 1 2 10 1 10 1111...1 10 10 ... 10 10 1
10 1 9

n n
n n

n

          
  

pa spored toa,  brojot A  mo`eme da go zapi{eme vo oblik  
2

24 8 4 4 1 2 10 1(10 1)10 (10 1) 1 10 10
9 9 9 9 9 3

n
n n n n nA

            
 

.  

Jasno e deka brojot 2 10 1n   e deliv so 3 ,  bidej}i zbirot na negovite cifri e ednakov 

na 3 .  
 

629 Б. Dali postoi realen broj y  taka {to broevite 2 2 1y y  ,  

2 3 1

3

y y 
,  1y   vo dadeniot redosled, se tri posledovatelni ~lenovi na 

aritmeti~ka progresija? Образложи го одговорот. 
  

 Re{enie. Ako , ,p q r  se tri posledovatelni ~lenovi na aritmeti~ka progresija,  toga{ 

zbirot na prviot i tretiot po red ~len e dvojna vrednost od vtoriot ~len,  t. e.  2p r q  .  

Ovoj uslov vo na{iot slu~aj,  go dobiva oblikot  

  
2

2 3 1
2 1 1 2

3

y y
y y y

       ili 2 23( ( 1) 1) 2( 3 1)y y y y       . 

 Bidej}i 2( 1) | 1 |y y   ,  dobivame 23(| 1 | 1) 2( 3 1 1)y y y y      .  Ako poslednata 

ravenka ja sredime,  dobivame        

    22 3 3 | 1| 1 0y y y     .                (1) 

 Ravenkata (1) e ekvivalentna so vkupnosta na sistemite 
2

1 0

3 3 ( 1) 1 0

y

y y y

 


    
 ili   

2

1 0

3 3 ( 1) 1 0

y

y y y

 


    
,  od kade po sreduvaweto istite mo`e da se zapi{at vo oblik 

  
2

1

1 0

y

y

 


 
  ili  

2

1

3 2 0

y

y y

 


  
.   

Re{enie na prviot sistem e 1y   ili 1y   ,  a re{enie na vtoriot sistem e 2y   .  

 Spored toa baranite broevi y  za koi {to 2 2 1y y  ,  
2 3 1

3

y y 
,  1y   se 

posledovatelni ~lenovi na aritmeti~ka progresija se { 2, 1,1}y   .   
 

  630 A. Stranite na triagolnikot obrazuvaat aritmeti~ka progresija. 
Doka`i deka otse~kata {to gi svrzuva te`i{teto na triagolnikot i 
centarot na vpi{anata kru`nica e paralelna so srednata po dol`ina 
strana na triagolnikot.  
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 Re{enie. Neka pretpostavime deka ABC  e triagol-

nik za koj AB c , a BC c d    i 2b AC c d   . Neka 

to~kata O  e centar  na vpi{anata kru`nica, to~kata 

1O  e presek na te`ni{nite linii, a D  i E  se nivni 

ortogonalni proekcii na stranata BC (цртеж). Bidej}i 

r  e radius na vpi{anata kru`nica imame OD r . 

Plo{tinata na ABC  e ednakva na P rs , kade s  e 

poluperimetarot na triagolnikot, t.e. 
2

a b cs   . 

Bidej}i 2 3 ( )
2 2

c d c c ds c d      , dobivame 2
3( )

P Pr
s c d

 


. Bidej}i 1O  e te`i{teto 

na triagolnikot ABC , dobivame 
1 1

1 1 ( )
3 2O BC ABCP P O E c d    , pa spored toa 

1
2

3( )
PO E r

c d
 


. Kone~no, ~etiriagolnikot 1DOO E  e paralelogram, pa spored toa 

1 ||OO DE , t.e. 1 ||OO BC . 
 

 631 Б.  Ravenkata 1 2 1 3 20...
4

x x x
x x x
      , re{i ja   vo mno`estvoto 

prirodni broevi.  
 

 Re{enie. Ravenkata mo`eme da ja zapi{eme vo oblik  

  1 3 201 2 3 ... ( 3) ( 2) ( 1)
4

xx x x
x

            .  

Bidej}i re{enie barame vo mno`estvoto prirodni broevi, zbirot   

  1 2 3 ... ( 3) ( 2) ( 1)x x x         ,  

mo`eme da go zapi{eme vo oblik 
( 1)

1 2 3 ... ( 3) ( 2) ( 1)
2

x x
x x x

          , pa spored toa 

ravenkata }e ja zapi{eme vo oblik 
( 1)1 3 20

2 4

x x x
x

  .  

Spored toa, 4 4 6 40x x   , 2 36x  , 18x  . 
 

  632 AB. Realnite broevi ,a b  i c  go ispolnuvaat neravenstvoto  

  
2 2

a b a b c   .  

Doka`i deka | |a c  i | |b c .  
 

 Re{enie. Od osobinite na apsolutni vrednosti, imame  

  | | 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
a a a a b a b a b a ba c                 

   
.  

Zna~i, | |a c .  

 Potpolno analogno se dobiva | |b c .  
 

  633 AB. Neka 1 2 ...na n    , za sekoj n . Ako za ma  i na   va`i 

2 m na a , toga{ 2m na   e poln kvadrat. Doka`i! 

A

B C

O 1O

D E
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 Re{enie. Sekoj na e zbir na prvite n  ~lenovi na aritmeti~kata progresija so prv ~len 

1  i razlika 1d  . Spored toa 
( 1)

2n
n n

a
 , n . Spored toa, ravenstvoto 2 m na a  go 

dobiva oblikot 
( 1) ( 1)

2
2 2

m m n n  ,  2 ( 1) ( 1)m m n n   .   Zna~i,  

   
2

2 2
2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1(2 )(2 1) (4 4 2 )
2 2

1 (2 2 2 4 2 )
2
1 1(2 4 2 ) 2( 2 ) ( )
2 2

m n

n n

a m n m n m mn n m n

m m m mn n n n

m mn n m mn n m n





         

       

       

  

 

XXXII Regionalen natprevar - 2009 
 
 
 

 I godina 
 

 634 A. Broevite m  i n  se zaemno prosti. Dropkata 3
5 2

n m
n m



 mo`e da se 

skrati so nekoj priroden broj.  
 Opredeli go brojot so koj mo`e da se skrati.  
 

 Re{enie. Neka pretpostavime deka k , 1k   e brojot so koj mo`e da se skrati dropkata . 

Spored toa, postojat prirodni broevi p  i s , takvi {to ( , ) 1p s   i 3n m kp  , 

5 2n m ks  . Ako go re{ime sistemot  

  
3

5 2

n m kp

n m ks

 
  

,  

po n  i m  }e dobieme 
(2 )

11
k p s

n
  i 

(3 5 )
11

k s p
m

 . Broevite m  i n  se zaemno prosti, pa 

spored toa 11k  . Navistina, ako pretpostavime deka 11k  , toga{ za bilo koj delitel d  

na k  pogolem od 1  i razli~en od 11  imame  

  ( , ) 1m n d  .  

No toa e vo sprotivnost so pretpostavkata ( , ) 1m n  .  

 Zna~i, 11k  . 
 

 635 B. Neka a  i b  se prirodni broevi. Doka`i deka 2 2a ab b   e 

delitel na brojot 6 6( )a b a  .  
 

 Re{enie. Ќе gi iskoristime identitetite  
 

  6 6 3 3 3 3( )( )A B A B A B     i 3 3 2 2( )( )A B A B A AB B     .  

Навистина , dobivame  
 

6 6 3 3 3 3 2 2

2 2 2 2 2 2
( ) [( ) ][( ) ] [( ) ][( ) ( ) ][( ) ]

[( ) ( ) ] (2 )( )(3 3 ).
a b a a b a a b a a b a a b a a b a a b a

a b a b a a b a b a ab b a ab b
                

          
 

 Spored defincijata za delivost, 2 2 6 6( ) | ( )a ab b a b a    и коли~никот од делењето е 

3 3[( ) ](2 )a b a a b   .  
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636. За бројот a , е исполнето равенството 1 1a
a

  . Пресметај ја вредноста на  

5
5

1a
a

 .  

 

Решение I. Кe воведеме ознака 1b
a

 . Тогаш 1a b   и 1ab  , па според тоа 

  2 2 2 2 2 22 2 ( ) 2 1 2 1 1a b a ab b ab a b ab             ; 

  3 3 2 2 2 2( )( ) ( )( ) 1 ( 1 1) 2a b a b a ab b a b a b ab               ; 

  5 5 2 2 3 3 2 2 2( )( ) ( ) ( 1)( 2) 1 1 1a b a b a b a b a b            ; 

 Значи, 5
5

1 1a
a

  . 

 

 Решение II. Користејќи ја формулата 

   5 5 4 3 2 2 3 4( )( )A B A B A A B A B AB B       ,  

за A a  и 1B
a

 , имаме  

  

5 4 3 2 4 2
5 2 3 4 4 2

2
4 2 2 2

4 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 11

1 1 1 12 1 1 (*)

a a a a a a a a
a aa a a a a a

a a a a
a a a a

                        
                     
     

 

Од друга страна,  

  
2

2 2 2
2 2

1 1 12 2 2 1 2 1a a a
aa a

             
 

,  

па заради тоа  

  2(*) ( 1) ( 1) 1 1      .  

 Значи, 5
5

1 1a
a

  . 

 

 637 A. Дадени се 21 плочка во облик на квадратче, со иста димензија. На 
четири плочки е запишан бројот 1; на две плочки е запишан бројот 2; на седум 
плочки е запишан бројот 3; на 8 плочки е запишан бројот 4. Користејќи 20 од тие 
плочки, Димитар формирал правоаголник со димензии 4 на 5. За формираниот 
правоаголник збирот на броевите во секоја редица е иста, и збирот на броевите 
во секоја колона е иста. Кој број стои на неискористената плочка? 
 

 Решение. Да го означиме со S  збирот на сите броеви запишани на плочките кои го 

формираат правоаголникот. Од условот на задачата, имаме дека 4 е делител на S  и дека 5 е 

делител на S . Значи 20 е делител на S . Збирот на сите броеви запишани на 21-та плочка е 

точно 61. Заклучуваме дека на неискористената плочка мора да стои бројот 1. 
 

 638 B. Во равенството 25! 15 511 10 043 330 85 984 00 000x y z  определи 

ги цифрите  ,x y  и z за да тоа е точно.  
 

 Решение. По дефиниција 25! 1 2 3 4 5 25        . Ако овој број го разложиме на прости 

множители (направиме негова канонична факторизација), се добива: 
22 10 6 3 2 6 16 10 3 225! 2 3 5 7 11 13 17 23 10 2 3 7 11 13 17 23                 
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значи 25! завршува на 6 нули, па следува дека 0z  . 

 Бројот 25! е делив со 9, следува дека 61+x+y е делив со 9. Значи 
  x + y = 2  или  x + y = 11                  (1) 
(бидејќи x  и y  се едноцифрени броеви). 

 Бројот 25! е делив со 11. Критериумот за деливост со 11 гласи: бројот 5 4 3 2 1 0na a a a a a a  е 

делив со 11 ако бројот    0 2 4 1 3 5a a a a a a        е делив со 11. Па, следува дека 

   34 27 7x y x y       е делив со 11. Значи  

  - 7x y   или  4x y                   (2) 

(бидејќи  x и y се едноцифрени броеви).  
 Од (1) и (2) ги формираме следниве системи равенки: 

     2 2 11 11
7 4 7 4

x y x y x y x y
x y x y x y x y
       

           

 Целобројни решенија се добиваат само кај вториот и третиот систем, т.е. 2x  , 9y  . 
 

 639. Во петокраката на цртежот важат следниве равенства:  

, ,

, .

AK LC BL MD

CM NE DN PA

 

 
 

Докажи дека важи и .EP KB  
 

 Решение. Да ги повлечеме отсечките 
, , , , .AB BC CD DE EA  Од дадените равенства во 

условот следува дека триаголниците 
, , , ,AKB LCB MCD NED PEA  

се еднакво-плоштни користејќи дека имаат по еден 
пар еднакви страни и заедничка соодветна висина. Но 
тогаш ,EPA KBA  се еднакво-плоштни, и имаат заед-

ничка висина од темето A , па затоа точно е 
равенството 

.EP KB  

 

II godina 

 640 A. Opredeli gi site prirodni broevi n  za koi brojot 3
2

n
iz
i

    
 e 

realen. ( i  e imaginarna edinica) 
 

 Re{enie. Kompleksniot broj 3
2

i
i




 mo`eme da go zapi{eme vo oblik  

   
2

2
3 3 2 6 5 5 5 1
2 2 2 54

i i i i i i i
i i i i

         
   

.  

Zna~i, (1 )nz i  . Ako n  e paren broj, odnosno 2n k  za nekoj k  , toga{  

  2 2(1 ) (1 ) [(1 ) ] (2 )n k k kz i i i i       .  

Ako pak k  e paren broj, odnosno 2k m  za nekoj m , toga{  

  2 2(2 ) (4 ) 4 ( 1)m m m mz i i    . 

A

B

C

DE

K L

M

N

P
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  Zna~i, ako 4n m , t.e. 4 | n  toga{ z .  

 Ako 4 | n , toga{ n  ima eden od oblicite 4 1,4 2m m   ili 4 3m  . Vo sekoj od tie 

slu~ai imame  

  4 1(1 ) 4 ( 1) (1 )m m mz i i      ,  

  4 2 2(1 ) 4 ( 1) (1 ) 4 ( 1) 2m m m m mz i i i          ,  

  4 3 3(1 ) 4 ( 1) (1 ) 4 ( 1) 2 (1 ) 4 ( 1) 2( 1 )m m m m m m mz i i i i i                .  

 Zna~i, z  e realen broj ako i samo ako 4 | n . 
 

 641 B. Opredeli gi kompleksnite broevi z  za koi  

  1| | | 1|
| |

z z
z

   .  

 

 Re{enie. Jasno e deka ravenkite se opredeleni za 0z  . Od ravenkata 1| |
| |

z
z

 , 

dobivame 2| | 1z  , odnosno 

   | | 1z  .                       (1) 

Od prethodnata ravenka i ravenkata | | | 1 |z z   ja dobivame ravenkata  

  | 1 | 1z   .                       (2) 

 Ako kompleksniot broj z  go zapi{eme vo algebarski oblik z x iy  , od (1) i (2) 

dobivame  

  
2 2

2 2

1

( 1) 1

x y

x y

  


  
 .                    (3) 

 Ako od prvata ravenka ja odzememe vtorata ravenka, ja dobivame ravenkata 2 1 0x   . od 

kade 1
2

x  . Ako zamenime vo bilo koja od ravenkite od sistemot (3), ja dobivame ravenkata 

2 3
4

y  . Nejzini re{enija se 3
2

y   . Spored toa, mno`estvoto broevi  

  3 31 1,
2 2 2 2

i i
 

  
 

,  

e re{enie na ravenkite.  
 

 642. Temiwata na eden kvadrat le`at na stranite na drug kvadrat (na 

edna strana edno teme). Da se najde odnosot na koj se razdeleni stranite na 

vtoriot kvadrat so temiwata na prviot kvadrat, ako odnosot na nivnite 

plo{tini e ednakov na p ,  ( 1p  ).  
 

 Re{enie. Neka ABCD  i KLMN  se dadenite kvadrati, taka {to , ,K L M  i N  pripa|aat 

na stranite , ,AB BC CD   i DA , soodvetno. ]e vovedeme oznaki BL y , KB x , KL b  i 

AB a , pri {to mo`eme da pretpostavime x y . Toga{  

  2 2
1 ( )ABCDP P a x y    ,  

a spored Pitagorovata teorema 2 2 2b x y  , pa zatoa  

  2 2 2
2 KLMNP P b x y    .  
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 Od uslovot na zada~ata 
2 2

2
2

1 ( )

P x y
p

P x y

 


, kade 0 1p  . Ravenstvoto 
2 2

2( )

x y
p

x y

 


 mo`eme 

da go zapi{eme vo oblikot  

  2 2(1 ) 2 (1 ) 0p x pxy p y      2/ : y  

  
2

(1 ) 2 (1 ) 0x xp p p
y y

 
     

 
,  

Ako vovedeme oznaka x t
y
  dobivame  

  2(1 ) 2 (1 ) 0p t pt p     .      (1) 

 Re{enija na ravenkata (1) se  

  1

2 1

1

p p
t

p

 



,  1

2 1

1

p p
t

p

 



.  

 Jasno e deka 
2 1

1

p px
y p

 



 e baranoto re{enie.  

 

 643 A. Рe{i ја ravenkata 
33 3

3
3 3

x x x x x
    
 

.  

 

 Re{enie. Ako vovedeme smena 
3

3
x x y  , toga{ 3 3y y x   i 3 3x x y  . Spored toa, ako 

x  e re{enie na ravenkata i 
3

3

x x
y


 

 , toga{ ( , )x y   e re{enie na sistemot ravenki 

3

3

3

3

x x y

y y x

  


 
. To~no e i obratnoto koe {to ne e te{ko da se doka`e. Zaradi toa, dovolno e da 

se re{i sistemot ravenki  

   
3

3

3

3

x x y

y y x

  


 
.  

 Ako od prvata ravenka na sistemot ja odzememe vtorata ravenka na sistemot dobivame  

  3 3( ) ( ) 3( )x y x y y x     ; 

  2 2( )( 1) 3( )x y x xy y y x      ; 

  2 2( )( 4) 0x y x xy y     ;                 (1) 

Bidej}i 
22 2

2 2 2 2 334 2 4 4 4
2 4 4 2 4

y y y y
x xy y x x y x              

 
, za bilo koi ,x y , 

od ravenkata (1) imame 0x y   odnosno x y . Spored toa 
3

3
x x x  , od kade dobivame deka 

2( 2) 0x x   . Re{enija na poslednata ravenka se 1 2 30, 2, 2x x x    . Ne e te{ko da se 

proveri deka istite se re{enija i na po~etnata ravenka.  
 

 644 B. Реши го системот равенки 2 2

3 3

x y z

x y z

x y z

 


 


 

. 

x

x

x

xy

y

y

y

A B

CD

K

N

L

M
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Решение. Третата равенка на системот ќе ја трансформираме во обликот 
3 3 3( ) 3 ( )x y x y xy x y     , односно 3 3z z xyz  . Притоа од формулата за бином на квадрат 

имаме 2 2 21 ( ) ( )
2

xy x y x y       и конечно третата равенка на системот добива облик 

3 23 ( )
2

z z z z z   . Со средување истата станува 3 23 2 0 ( 1)( 2) 0z z z z z z       , од каде 

решенија за променливата z  се  0,1,2z . За секоја од поединечните вредности на z  

решаваме системи од две равенки со две непознати 2 2
x y z
x y z
 

  
.  

Така за првиот систем, за 0z   имаме: 2 2
0

0
x y
x y
 

  
 со решение 0x y  . 

За 1z  , системот добива облик 2 2
1

1
x y
x y
 

  
 кој со замена од првата во втората равенка и 

решавајќи квадратна равенка ни дава решенија 0, 1x y   и 1, 0x y  . 

За 2z  , системот добива облик 2 2
2

2
x y
x y
 

  
 кој слично како во претходниот случај, 

решавајќи квадратна равенка ни дава решенија 1x y  .  

Конечно, решенија на почетниот систем се подредените тројки 

 ( , , ) (0,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,2)x y z  . 
 

645 А. Visinata go deli pravoagolnot triagolnik na dva triagolnici 
koi imaat perimetri m  i n . Opredeli go perimetarot na po~etniot 
triagolnik.   
 

 Re{enie. Neka ABC  e pravoagolen triagolnik  (so teme na praviot agol vo to~kata C ) i neka 

CH  e negova visina. Od uslovot na zada~ata imame 

  1 AHCL L m    i  2 CHBL L n  .  

Triagolnicite AHC , BHC  i ABC  se sli~ni, 

pri {to koeficientite na sli~nost se  

  1
ACk
AB

  i 2
BCk
AB

 .     (1) 

Pрi toa, isto taka  

  1
1

L
k

L
  i 2

2
L

k
L
 .     (2) 

 Od ravenstvata (1) imame 1AC k AB  i 

2BC k AB . Spored Pitagorovata teorema  

  
2 2 2

AC BC AB  ,  

od kade go dobivame ravenstvoto 2 2
1 2 1k k  . Ako (2) zamenime vo prethodnoto ravenstvo, 

imame  

  
2 2

1 2 1
L L

L L
       
   

,  

  2 2 2 2
1 2L L L m n    .  

2L n

1L m

A

B

C

H



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

255 

646 Б. Neka k  e opi{anata kru`nica okolu ramnokrakiot triagolnik 
ABC  so osnova BC . Neka E  e prese~nata to~ka na simetralite na 

vnatre{nite agli vo temiwata B  i C . Neka D  i F  се prese~nite to~ki 
na simetralite na aglite vo temiwata B  i C  so k  soodvetno. Doka`i deka 
EDAF  e romb. 

 
 

Re{enie. Neka ABC ACB     i neka CAB  . 

Toga{, bidej}i BD  e simetrala na CBA  i CF  e simetrala 
na BCA  sleduva deka: 

  
2

ABE CBE BCE ACE       . 

Pa CED   . Pa ottuka i BEF   . CFA CBA     

kako agli nad ist kru`en lak, pa CFA CED    . Od kade 

||FA ED . Analogno ||EF AD . 
 

Sega 
2

CAD CBD     i 
2

BCF BAF     od kade dobivame 
2

FAC FAB         

i 
2

DAB DAC        . Zna~i FAC DAB  . Sega bidej}i i 
2

ABD ACF   , 

AC AB   sleduva deka ACF ABD    pa AF AD . Spored toa EDAF  e romb. 

 
 
 

III godina 
 
 

 647A. Opredeli gi site celi broevi x , za koi 2
2log ( 4 1)x x   e isto taka 

cel broj.  
 

 Re{enie. Celi broevi x  za koi 2
2log ( 4 1)x x   e opredelen se  

  ( ,2 5 ,2 5 , )x       .  

 Neka n  e cel broj za koj postoi x  taka {to  

    2
2log ( 4 1)x x n   .  

Toga{  

  2 4 (1 2 ) 0nx x                      (1) 

 od kade dobivame 1/2 2 5 2nx    , odnosno  

  2 5 2nx     ili  2 5 2nx    .  

 Bidej}i x , postoi k  taka {to 25 2n k  . Zna~i, dovolno e da gi opredelime site 

n  za koi 5 2n  e poln kvadrat. ]e razgledame nekolku slu~ai.  

 a) Ako 0n  , toga{ 22 5n k  , odnosno 21 2 ( 5)n k  . Brojot 22 ( 5)n k   e paren, pa 

spored toa poslednoto ravenstvo ne e mo`no.  

 b) Ako 0n  , toga{ 2 6k  , t.e. 5 2n  ne e poln kvadrat. Zna~i i ovoj slu~aj ne e mo`en.  

 v) Ako 0n  , toga{ 5 2n  e neparen, pa zatoa 2 1k m   za nekoj m . So algebarski 

transformacii dobivame  

  2( 1) 2 1nm m    .                    (2) 

 Ako 1n  , toga{ 22 1n   e racionalen broj i ravenstvoto (2) ne e mo`no za nitu eden 

m .  

A

B C

DF

E
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 Ako 2n  , toga{ 22 1n   e neparen broj a ( 1)m m   e paren, pa ravenstvo me|u niv ne e 

mo`no.  

 Ako 2n  , toga{ 2 25 2 9 3   . So zamena vo (2) ja dobivame kvadratnata ravenka  

  2 4 5 0x x    

~ii re{enija se 1x    i 5x  . Ne e te{ko da se proveri deka za najdenite vrednosti za x , 
2

2log ( 4 1)x x   e cel broj i vo dvata slu~ai e ednakov na 2 .  
 

 648 B. Re{i ja ravenkata  
 

  10 10log log 44 32 0x x   .  
 

 Re{enie. Jasno e deka ravenkata e opredelena za 0x  . Za 0x  , 10log x  mo`eme da go 

zapi{eme vo oblik  

  4
10 4 10

4

log
log (log )(log 4)

log 10

x
x x  , 

od kade dobivame 10 4 10 10 104log (log )(log 4) log 4 log 4log4 4 (4 )x x x x   . Sega, ravenkata mo`eme da ja 

zapi{eme vo oblikot  

  10 10log log4 32 4 0x x   ,  

  10log2 4 32 0x   ,  

  10log 24 4x  ,  

  10log 2x  .  

 Zna~i, re{enie na ravenkata e 100x  . 
 

 649. Vo triagolna piramida SABC  aglite me|u 
rabovite pri vrvot S  se pravi, a to~kata O  e 
proekcija na vrvot S  vrz ramninata na osnovata 
ABC . Doka`i deka plo{tinata na triagolnikot 
ASB  e geometriska sredina na plo{tinite na 
triagolnicite ABC  i OAB .  
 

 Re{enie. Od uslovot na zada~ata CS AS , CS BS  

i AS BS  a to~kata O  e podno`je na normalata 

spu{tena od vrvot S  na ramninata na osnovata ABC . 

Neka   e agolot me|u ramninite na triagolnicite SAB  

i ABC  (vidi crte`). Triagolnicite ,OAB SAB  i CAB  imaat edna zaedni~ka strana AB  i 

imaat razli~ni visini spu{teni vrz taa strana.  

 Pri toa za visinite ,OD SD  i CD  imame, cosOD SD  , cosSD CD  , od kade {to gi 

dobivame slednite ravenstva cosOAB SABP P   i cosSAB ABCP P  . 

 Od prvoto ravenstvo dobivame cos OAB

SAB

P

P
  , i ako zamenime vo vtoroto ravenstvo,  

  OAB
SAB ABC

SAB

P
P P

P
   

odnosno 2
SAB ABC OABP P P  .  

 Zna~i, SAB ABC OABP P P  , {to i treba{e da se doka`e. 

C

A

B

D


O

S
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 650 А. Нека , ,a b c  се страните а , ,    соодветните агли во триаголникот 

ABC  со плоштина P . Докажи дека важи равенството  
2 2 2(sin 2 sin 2 ) (sin 2 sin 2 ) (sin 2 sin 2 ) 12a b c P            . 

 

 Решение. Ќе ги прегрупираме собироците на левата страна од равенството во облик  
2 2 2 2 2 2( sin 2 sin 2 ) ( sin 2 sin 2 ) ( sin 2 sin 2 )a b b c c a           . 

Со примена на синусната теорема и формула за синус од двоен агол, ќе транс- 

формираме збировите во заградите. Од ,
sin sin

a b
 

 односно од sin sina b   , со замена, 

првиот збир добива облик  
2 2 2 2sin 2 sin 2 2 sin cos 2 sin cos 2 sin cos 2 sin cos

2 (sin cos sin cos ) 2 sin( )

2 sin( ) 2 sin 4

               
          
      

a b a b ab ab

ab ab

ab ab P

 

Аналогно, 2 2sin 2 sin 2 4b c P     и 2 2sin 2 sin 2 4c a P    . Собирајќи ги изразите се добива  
2 2 2 2 2 2( sin 2 sin 2 ) ( sin 2 sin 2 ) ( sin 2 sin 2 ) 12a b b c c a P             

што требаше да се докаже. 
 

 651 B. Proveri ja to~nosta na ravenstvoto  

  2 2 1 1tg 2 tg 2 2 tg 2 ... 2 tg 2 ctg 2 ctg 2n n n n             . 
 

 Решение. Не е тешко да се провери точноста на следното равенство 
  ctg tg 2ctg 2     .                   (1) 

Навистина  

  
2 2cos sin cos sin cos2ctg tg 2 2 2ctg 2

sin cos 2cos sin sin 2
             
    

.    

Равенството (1) може да се трансформира во облик  
  tg ctg 2ctg 2     .                   (2) 

 Сега  
  2 tg 2 2ctg 2 4ctg 4      

  2 3 32 tg 2 4ctg 4 2 ctg 2      

  3 3 4 42 tg 2 2 ctg 4 2 ctg 2      

  .............................................. 

  1 12 tg 2 2 ctg 2 2 ctg 2n n n n n       

 Ако ги собереме претходните равенство (2) го добиваме бараното равенство 

  2 2 1 1tg 2 tg 2 2 tg 2 ... 2 tg 2 ctg 2 ctg 2n n n n             .  
 

 652. Vo ~etiriagolnikot ABCD , E  e sredina na stranata BC , i 
plo{tinata na triagolnikot AED  e dvpati pomala od plo{tinata na 
~etiriagolnikot ABCD . Doka`i deka AB  e paralelna so CD . 
 

 Re{enie. Нека ABCD е четириаголникот во кој E  е средина на BC , при што 

2ABCD AEDP P . Точката D  ќе ја пресликаме централно симетрично со центар на симетрија E . 

Нека 1D  е нејзината слика. Бидејќи ECD EBC  имаме  ECD EBCP P , од каде 

 добиваме  
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1

2( ) 2( )ABCD ABE ECD ABE EBDP P P P P    .   (1) 

Од друга страна 
1AED AEDP P (имаат иста должина на 

основа и висината спуштена врз неа). Значи 
  

1
2ABCD AEDP P          (2) 

Од (1) и (2) добиваме  
  

1 1ABE EBD AEDP P P  .  

 Ако ,A B  и 1D  не се колинеарни, последното 

равенство не е точно. Значи ,A B  и 1D  се колинеарни. 

 Од колинеарноста на ,A B  и 1D  и од тоа што 

1||DC BD , добиваме дека ||AB CD .  
 

 IV godina 
 

 653. Aritmeti~kata progresija se sostoi od celi broevi. Zbirot na prvite 
n  ~lenovi na progresijata e stepen na brojot 2 . Doka`i deka i n  e stepen na 
brojot 2 . 
 Re{enie. Neka prviot ~len na aritmeti~kata progresija e a , n -tiot ~len e b  a 

razlikata e d . Neka S  e zbirot na prvite n  ~lenovi na progresijata. Toga{  

   

( 1)
( ) ( 2 ) ... ( ( 1) ) (1 2 ... 1)

2
2 ( 1) [ ( 1) ] ( ).

2 2 2

n n
S a a d a d a n d na d n na d

n n na n d a a n d a b

                 

          
 

Poslednoto ravenstvo mo`eme da go zapi{eme vo oblikot 

   2 ( )S a b n  .                        (1) 

  Bidej}i S  e stepen na brojot 2 , postoi k  taka {to 2kS  . Od ravenstvoto (1) 

dobivame  

  12 ( )k a b n   .  

Zna~i, kanoni~nata reprezentacija na ( )a b n  e ednakva na 12k , pa zatoa a b  i n  nemaat 

deliteli razli~ni od 2 . Spored toa, postojat broevi p  i q  takvi {to  

  2pa b  ,  

  2qn  ,  
pri {to 1p q k   .   

 654. Proveri ja to~nosta na ravenstvoto: 

  
1

1

( 1) 1 1 11 ...
2 3

kn

k

n

kk n





       
 

 ,  

каде n .   
 Re{enie. Ravenstvoto }e go doka`eme so principot na matemati~ka indukcija.  

 ]e vovedeme oznaka 
1

1

( 1)kn

n
k

nx kk





    
  . Jasno e deka  

  
11

1
1

( 1) 1kn

n
k

nx kk






    
  .  

 Tvrdeweto e to~no za 1n  . Navistina  

D

C
B

A

1D

E
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11

1 1
1

1

( 1) 1 1( 1) 11

k

k

x kk






          
     .  

 Neka tvrdeweto e to~no za 1n  , t.e. neka e to~no ravenstvoto  

  
11

1
1

( 1) 1 1 11 ...
2 1

kn

n
k

nx kk n






       
   .  

Od ravenstvoto 
1 1

1

n n n

k k k

      
           

, za 1,2,..., 1k n  , za prirodniot broj n , zaradi  

induktivnata pretpostavka imame  
 

 

1 1 1 1 11 1

1 1 1

1 1 11 1

1 1

1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1

1 1( 1) ( 1) ( 1)
1

     

  

   

 

                                             
                   

  

 

k k n k nn n n

n
k k k

k k nn n

k k

n n n n n n
x

k kk k n nk k n k n

n n n

k k nk k n

1 11

1
1

1

1 1 1 1
1 0

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)1 1 1 11 [1 (1 1) ]

1 1 11 ...
2 3

 






   
 

         
   

                          

    



 

k nn

n
k

k kn n
n

n n n n
k k

n n
x

k nn n

n n
x x x x

k kn n n n n n

n

 

 

 (da zabele`ime deka zbirot 
0

( 1)kn

k

n

kn

 
 
 

  spored binomnata formula e ednakov na nula, 

odnosno   

   
0 0

( 1) 1 1 1 11 ( 1) (1 ( 1)) (1 1) 0 0
kn n

n k k n n n

k k

n n

k kn n n n n


 

               
   

  ).  

 

 Sega, spored principot na matemati~ka indukcija dobivame deka ravenstvoto  

   
1

1

( 1) 1 1 11 ...
2 3

kn

k

n
kk n





        
   

 

e to~no za sekoj priroden broj n .  
 

 655 A. Дадена е низата 1 2, ,..., na a a ...  , дефинирана со: 1 2a   и  
 

1 1 21 ...n na a a a     
 

за секој природен број, 2n  . Да се пресмета 2009 2009S P , каде 
 

   
1 2

1 1 1...k
n

S
a a a

     и 
1 2

1
...k

n

P
a a a

 ,  

за секој 1k  . 
 

 Решение. Нека n n nt S P   тогаш  
 

1 1 1
1 1 1
2 2

t S P     , 2 2 2
1 1 1 1
2 3 6

t S P      . 

 Со Математичка индукција ќе покажеме дека 1nt  , за секој n . Да забележиме дека  
 

  1
1

1
n n

n

S S
a



   и 1
1

n
n

n

P
P

a


 . 

 За 1n  , јасно, тврдењето важи. 
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 Нека за n k  тврдењето важи т.е. 1kt  . 

 За 1n k   имаме  

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 2
1 1 1 1 1 1

1 1 11 (1 )

1 1 1 1 11 ( ... ) 1 1 1

k k k
k k k k k k k k

k k k k k k

k k
k

k k k k k k k

P P P
t S P S S P P a

a a a a a a
P P

a a a
a a a a P a a

   
     

     

              

           
 

Според Принципот на математичка индукција следува дека 1nt  , за секој n . Значи 

2009 2009 1S P  . 
 

 656 Б. За даден број ќе велиме дека е “шарен” ако е запишан со еднаков број 
парни и непарни цифри. Oпредели го бројот на сите четирицифрени “шарени” 
броеви запишани со различни цифри? 
 

Решение. Имаме 5 парни цифри , {0,2,4,6,8}  и 5 непарни цифри, {1,3,5,7,9} . Два парни 

броја од 5 можеме да избереме на 2
5 10C   начини, т.е. ги имаме следниве можности  

 {0,2},{0,4},{0,6},{0,8},{2,4},{2,6},{2,8},{4,6},{4,8},{6,8} . На исто толку начини може да се 

изберат два од 5 -те непарни цифри. 

 За секои два пара (еден пар парни и еден пар непарни броеви) постојат вкупно 4! 24  

начини за формирање на низа од четири цифри. Па вкупно имаме 10 10 24 2400    

четирицифрени низи, кои се состојат од две парни и две непарни цифри. 
 Останува да ги преброиме оние каде на прво место се наоѓа 0 . Ако во некој пар составен 

од парни броеви се наоѓа 0  тогаш бројот на четирицифрени броеви кои започнуваат со 0 е 

3! 6 . Бидејќи имаме четири парни пара, во кои се наоѓа 0, следува дека бројот на сите 

“шарени” четирицифрени низи кои започнуваат со 0 е 4 10 6 240   . 

 Па според ова бројот на сите четирицифрени “шарени” броеви запишани со различни 
цифри е 2400 240 2160  . 
 

 657 A. Секоја точка од рамнината е обоена во една од две бои, сина или 
црвена. Да се докаже дека во таа рамнина постои рамностран триаголник чии 
темиња се обоени во една иста боја. 
 Решение. Прво ќе докажеме дека постои отсечка чии крајни точки се обоени во иста боја. 
Имено, во дадената рамнина конструираме рамностран триаголник, тогаш според Принципот 
на Дирихле меѓу трите темиња постојат две кои се обоени во иста боја, според ова во дадената 
рамнина постои отсечка чии крајни точки се обоени во иста боја. 
 Понатаму ќе покажеме дека постои отсечка чии крајни точки и средишна точка се обоени 
во иста боја. 
 Нека AB  е отсечка чии крајни точки се обоени на пример во сина боја (таква отсечка 
постои според претходното). Нека D  и E  (од различни страни на A  и B )  се точки такви 

што AD AB BE  . Тогаш ако некоја од точките D  и E  е обоена во сина боја , задачата е 
решена. Затоа нека точките D  и E  се обоени во црвена боја. Средишната точка F  на AB  е 
средишна и на отсечката DE , и јасно F  е обоена или во сина или во црвена боја. Со ова 
тврдењето е докажано. 
 Сега да разгледаме три сини точки A , B , C  такви што B  е средина на AC , (такви 

постојат според претходното ). Нека D , E  и F  се трети темиња на рамностраните 
триаголници конструирани над AC , AB , BC  , соодветно од иста страна на правата AC . 
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 Тогаш ако барем една од E , F  и D  е сина , задачата е решена. 
 Ако пак сите три точки E , F  и D  се црвени тогаш бараниот триаголник е EFD  (тој е 
рамностран и сите негови темиња се обоени црвено). 

 658 Б. Дадена е функцијата :f    таква што ( 1) ( 1) 2 ( )f x f x f x    . 

Докажи дека  f  е периодична функција. 
 

 Решение. Од даденото равенство што го исполнува функцијата f  имаме :   

  ( 2) ( ) 2 ( 1) 2( 2 ( ) ( 1)) 2 ( ) 2 ( 1)f x f x f x f x f x f x f x          ,  

односно   

  ( 2) ( ) 2 ( 1)f x f x f x    . 

Понатаму, 

   
( 4) ( 2) 2 ( 1) ( ) 2 ( ( 1) ( 1)) ( ) 2 2 ( )

( ) 2 ( ) ( ).

f x f x f x f x f x f x f x f x

f x f x f x

            
   

 

Од ова пак следува дека,  
  ( 8) ( 4) ( ( )) ( )f x f x f x f x        . 

 Значи, функцијата f  е периодична со период 8. 
  

XXXIV regionalen natprevar - 2010 godina 
 

 I godina 
 

 659. Za prirodnite broevi , , ,a b c d  se ispolneti ravenstvata 

  1
1

a b ab
c d cd

 


. 

  Doka`i deka a c  i b d .   
 Re{enie. Bidej}i , , ,a b c d  , postoi racionalen broj   takov {to  

  1
1

a b ab
c d cd

   


.  

Toga{ a c  , b d   i 1 ( 1)ab cd    . Ako vo poslednite ravenstva zamenime a c   i 

b d  , dobivame  

  2 1 0cd cd        

  ( 1) ( 1) 0cd        

  ( 1)( 1) 0cd     .  

Pritoa mo`ni se dva slu~ai 

 a) 1 0   , t.e. 1  . Toga{ a c , b d  (spored ravenstvata a c  , b d  ). 

 b) Ako 1 0   , a 1 0cd    imame  

  ( ) 1 0c d    

  1ad   (bidej}i c a  ) 

Bidej}i ,a d  , poslednoto ravenstvo e mo`no ako i samo ako 1a d  . No toga{ 1
1
d

c
 , 

odnosno 1bc  . Povtorno, bidej}i ,b c , dobivame 1b c  .  

 Zna~i, i vo ovoj slu~aj 1a b c d    .  

 660. Doka`i deka za sekoj priroden broj n N  ravenstvoto  
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  1 1 1 1 1 1 1 11 ... ...
2 3 4 2 1 2 1 2 2n n n n n

         
  

. 

e to~no. 
 

 Re{enie. Ako trgneme od levata strana na ravenstvoto, so pomo{ na elementarni 
algebarski transformacii, dobivame: 

  . 

1 1 1 1 11 ...
2 3 4 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 11 ... 2 ...
2 3 4 2 1 2 2 4 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 11 ... 1 ...
2 3 4 2 1 2 2 1

1 1 1...
1 2 2

L
n n

n n n n

n n n n
D

n n n

       


                      
                      

    
 

  

 Od proizvolnosta na prirodniot broj n  ja dobivame to~nosta na tvrdeweto od zada~ata. 
 

661Б. Najdi go najgolemiot delitel na 1001001001 koj {to e pomal od 
10000. 

Re{enie. Da zabele`eme deka: 

     6 6 2 4 21001001001 1001 10 1001 1001 10 1 1001 10 1 10 10 1
1001 101 9901 7 11 13 101 9901
            
       

 

Бројот 9901 e prost. Lesno se proveruva deka toj e najglemiot delitel na 1001001001 pomal 
od 10000. 
 

662A. Najdi gi site prirdni broevi n  za koi broevite  
 

3 4,4 5,5 3n n n     
se prosti. 
 

 

Re{enie. Da zabele`ime 3 4 4 5 5 3 12 12n n n n        e paren. Pa zatoa mora barem 

eden od broevite 3 4,4 5,5 3n n n    da e paren. Pa bidej}i edinstven prost paren broj e 2, 

mora barem eden od niv da e 2. Jasno 4 5n   ne mo`e. Pa mora da e 3 4n   ili 5 3n  . Ako 

3 4 2n    toga{ 2n  , pa broevite bi bile 2, 3 i 7 {to se prosti broevi. Ako 5 3 2n    

toga{ 1n   i toga{ brevite bi bile -1, -1 i 2. No tie ne se site prosti. Pa samo za 2n   

broevite 3 4, 4 5, 5 3n n n    se prosti. 
 

663. Дадени се 80 топчиња, наизглед сите еднакви (по форма, боја и големина) 
и познато е дека 79 од нив се со иста тежина, а едно е полесно. Располагаме со 
вага со два таса (без тегови). Како може со четири мерења на вагата да откриеме 
кое е полесното топче? 
 

 Решение.  Ги делиме топчињата на три групи: групираме на два пати по 27 топчиња, а 
преостанатите 26 топчиња формираат трета група. Ги споредуваме на вагата двете групи со по 27 
топчиња. Со тоа сме потрошиле едно мерење, и како резултат сме добиле: или вагата не е во 
рамнотежа, па знаеме меѓу кои 27 топчиња е полесното топче; или пак вагата е во рамнотежа па 
знаеме дека полесното топче е во групата од 26 топчиња. Во вториов случај кон тие 26 додаваме 
произволно топче од првите две групи. Така со едно мерење на вагата успеваме да дојдеме до група 
од 27 топчиња меѓу кои е и полесното. Оваа група ја делиме на три подгрупи со по 9 топчиња, 
секоја, и споредуваме на вагата две од тие три подгрупи. Така после две мерења успеваме да 
дојдеме до група од 9 топчиња меѓу кои е и полесното. Оваа група ја делиме на 3 подгрупи со по 3  
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топчиња, секоја, и споредуваме на вагата две од тие три подгрупи. Така после три мерења успеваме 
да дојдеме до група од 3 топчиња меѓу кои е и полесното. Во четвртото мерење споредуваме две од 
тие 3 топчиња: доколку вагата не е во рамнотежа полесното топче е на тасот кој не натежнал, а 
доколку вагата е во рамнотежа полесното топче е преостанатото трето топче. 

 
II godina 

 

 664. Za pozitivnite racionalni broevi ,a b  i c  e ispolneto ravenstvoto  

  1 1 1
a b c
  .  

Doka`i deka 2 2 2a b c   e racionalen broj.  
 

 Re{enie. Ravenstvoto 1 1 1
a b c
   mo`eme da go zapi{eme vo oblik  

  ac bc ab  ,  

odnosno  
  0ab ac bc   .  

 Toga{  

  2 2 2 2 2 2 22( ) ( )a b c a b c ab ac bc a b c           .  
 Sega  

  2 2 2 2( ) | |a b c a b c a b c        ,  

Bidej}i , ,a b c  , dobivame | |a b c    , odnosno 2 2 2a b c    .  
 

 665 A. Нека е даден комплексниот број u. Да се определат сите комплексни 

броеви z, такви што бројот 
1

u uza
z




 да е реален број. 

Решение 1. Бројот а е реален ако и само ако a a . Во задачата 
1 1

u uz u uz
z z

      
, од каде се 

добива 
1 1

u uz u uz
z z

 
 

, па по средување на добиеното равенство следи дека: 

  1 0, 1u u zz z    . Од последната релација  заклучуваме  дека  ако  u u , т.е. ако  u  е  реален  

број,  тогаш решение е секој комплексен број 1z  . Aко u не е реален број, тогаш 
2

1 0 1 0 1zz z z       , т.е решение е секој комплексен број чиј модул е еднаков на 1 

( 1z  ). 
 

Решение 2. Нека ,u a ib z x iy    . Тогаш 

 
1
u uza

z



    
1 1

a ib a ib x iy a ax by i b ay bx

x iy x iy

        
 

   
,  

па по рационализација со конјугираниот комплексен број на именителот на оваа дропка и 

средување на равенствата се добива  2 21 0b x y   , од каде: 0b   или 2 2 1x y  , (|z|=1). Ако 

b=0, т.е ако u е реален број, тогаш решение е секој комплексен број 1z  , а ако u не е реален број, 

тогаш решение е секој комплексен  број чиј модул е еднаков на 1 ( 1z  ). 
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666 Б. Re{i go sistemot ravenki  
 

2 2 9

x y x y y

x y

    


 
 

 

Re{enie. Definicionata oblast na sistemot e mno`estvoto od site parovi  ,x y  za 

koi {to va`i 0x y  . Prvata ravenka ja kvadrirame i go dobivame ekvivalentniot sistem 

  2 2
2

9
x y x y x y x y y
x y

       
  

,  odnosno    
2 2

2 2

9

x x y x y y

x y

    


 
.  

So zamena na vtorata ravenka vo prvata dobivame 2 2
2 2 3

9
x y

x y
  

  
. Ottuka imame 

 22
2 2 3

2 6 9
x y

x x
  

   
,  odnosno  2

2 2 3
8 15 0

x y
x x

  
   

.  

Re{enijata na kvadratnata ravenka se 1 5x   i 2 3x  . Toga{, 1 4y   i 2 0y  . Re{enija 

na sistemot se  5,4  i  3,0 , bidej}i se to~ki od definicionata oblast. 
 

 667. Perimetarot na eden pravoagolen triagolnik e 2 p  ( 0p  ), a 

negovata visina spu{tena kon hipotenuzata ima dol`ina h . Opredeli gi 
negovite strani. 
  
 

 Re{enie. Od uslovot na zada~ata imame 2a b c p   , kade a  i b  se dol`inite na 

katetite, a c  e dol`ina na hipotenuzata. Spored toa  
 

  2a b p c                        (1) 

  2 2( ) (2 )a b p c    

  2 2 22 (2 )a ab b p c     

  2 22 (2 )c ab p c    

  22 2ab p pc  .                    (2)  

 Bidej}i ab ch , ako zamenime vo (2)  dobivame 22 2ch pc p   odnosno  

  
22

2

p
c

h p



.  

 Ako dobienoto c  go zamenime vo (1) i (2) dobivame.  

      2

2 ( )

2
2

2

p h p
a b

h p
p h

a b
h p

   

  



 

Spored toa, a  i b  se koreni na kvadratnata ravenka  
 

  
2

2 2 ( ) 2
0

2 2

p h p p h
x x

h p h p

  
 

. 

 Zna~i,  

   2 2( ) 2
2

p
a h p p h h

h p
    


,   2 2( ) 2

2

p
b h p p h h

h p
    


, 

22

2

p
c

h p



.  
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668 B. Vo vnatre{nosta na kvadratot ABCD  se dadeni to~ki E  i F  

taka {to triagolnikot CDE  e ramnokrak so agol 150  kaj temeto E  i 

triagolnikot BCF  e ramnokrak so agol 150  kaj temeto .F  
  

a) Doka`i deka triagolnikot CEF  e ramnostran. 
 

b) Kolkav e agolot ABE ? 
 

 

Re{enie. a) Triagolnicite BCF  i CDE  se skladni (ednakvi 

agli i strana) i zatoa CF CE . Imame 

     90 90 15 15 60FCE BCF DCE             . 

Zna~i, triagolnikot CEF  e ramnokrak so agol 60  i zatoa e 
ramnostran. 

b) Bidej}i triagolnikot CEF  e ramnostran, sleduva FE FC . 

No, FC FB  pa FE FB . Zna~i, triagolnikot BFE  e ramnokrak.  

U{te, 360 360 150 60 150BFE BFC CFE              i zatoa triagolnikot 

EBF  e skladen so BCF . Ottuka 15EBF CBF    , odnosno 30CBE    i zatoa  

90 30 60ABE      . 
    

669 А. Daden e tetiven ~etiriagolnik ABCD  so zaemno normalni dija-
gonali. Od presekot na dijagonalite T  se spu{teni normali kon stranite 
na ~etiriagolnikot i tie gi se~at stranite , , ,AB BC CD DA  vo to~kite 

, , ,E F G H  soodvetno.  

Doka`i deka ~etiriagolnikot EFGH  e tetiven. 
 

Re{enie. Od tetivniot ~etiriagolnik GCFT  

следува TGF TCF  , a od tetivniot ~etiriagol-

nik ABCD  imame ACB ADB  . Pa sleduva deka  

TGF ADB  .  

Od tetivniot ~etiriagolnik HTGD  sleduva 

HDT HGT   . Pa imame deka 
 

  TGF ADB HGT    . 
Analogno se poka`uva deka 
 

   HET DAC DBC TEF      .  
Sleduva deka 
 

  
2 2
2 2 180

HGF HEF HGT HET
ADB DAC

      
       

kade {to poslednoto ravenstvo va`i od toa {to dijagonalite na ABCD  se zaemno normalni. 

 
III godina 
 

670 А. Реши ја неравенката 
2 5 3

2 21 1.
x x

x
    

 

AB

C D

E

F

D

C
F

B

E

A

H

T

G
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Решение. Прво да ја определиме дефиниционата област. Со оглед на својствата на 

експоненцијалната функција, потребно е 1 0, 1 1x x    , од каде 1x    и дефиниционата 

област е D  \ { 1} . Имајќи предвид дека зависно од основата, експоненцијалната функција 

може да биде и растечка и опаѓачка, ќе разгледаме два случаи: 

Случај 1. Нека 0 1 1x   , неравенка чие решение е 

   1 1 2, 1 1,0x x         . 

Тогаш функцијата е опаѓачка и од 
2 5 3 0

2 21 1 1
x x

x x
 

    , добиваме дека 2 5 3 0
2 2

x x   . По 

разложувањето на квадратниот трином имаме неравенка    3 31 0 ,1 ,
2 2

x x x             
   

. 

Конечно, по наоѓање на пресек на интервалите, за решението имаме    2, 1 1,0x     . 
 

Случај 2.  Нека 1 1x   , односно    , 2 0,x     . На овој интервал, функцијата е 

растечка, па од 
2 5 3 0

2 21 1 1
x x

x x
 

    , следува дека 

2 5 3 30 1,
2 2 2

x x x       
 

. 

Множеството решенија е унија од решенијата добиени во двата разгледани случаи 

    32, 1 1,0 1,
2

M        
 

. 

671 Б. Реши ја равенката 1 1
2 2log (9 7) log (3 1) 2x x     . 

 

Решение. Прво да ја определиме дефиниционата област. Со оглед на својствата на експонен-

цијалната функција, 1 19 0,3 0x x    на целото множество реални броеви, па D   . Користејќи 

својства на логаритамските функции, од 22 log 4  и 2 2 2log log loga b ab  , равенката добива 

облик 
1 1 1 1

2 2 2 2 2log (9 7) log (3 1) log 4 log (9 7) log 4(3 1)x x x x           . 

Тогаш  
 

1 19 7 4(3 1)x x     , 1 19 7 4(3 1)x x      2( 1) 1 2( 1) 13 4 3 7 4 0 3 4 3 3 0x x x x             , 

а со воведувањето на смената 13x t  , равенката ја доведуваме до квадратна равенка 2 4 3 0t t   , 

со решенија 1 21, 3t t  . Враќајќи во смената 1 03 1 3x    и 1 13 3 3x   , добиваме линеарни 

равенки 1 0x   , односно 1 1x   . Конечно, решенијата по променливата x , се  1,2x . 
 

 672. Vo konus e vpi{ana topka, pri {to plo{tinata na topkata i 
plo{tinata na osnovata na konusot se ednakvi. Presmetaj go kosinusot od 
agolot na oskiniot presek na konusot vo temeto {to e i vrv na konusot. 
  
 

 Re{enie. Eden oskin presek na konusot i vpi{anata topka e ramnokrak triagolnik 

ABC , so dol`ina na osnovata ednakva na 2R  kade R  e radius na osnovata na konusot, vo koj 

e vpi{ana kru`nica k  so radius r . Pri toa r  e radiusot na vpi{anata topka. Neka centar 

na k  e to~kata O , a dopirnite to~ki so stranite ,AB BC  i CA  se to~kite ,K L  i M  

soodvetno (vidi crte`).  

 Od ravenstvoto 2 24r R    dobivame 2R r .  
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 Triagolnicite AKC  i OMC  se sli~ni. Ako vovedeme standardni oznaki AK R , 

OK OM r  , CK H  i AC s  dobivame: 

  OM AK
OC CK

 ,  

   
2 2 2 2

2

4

r R R r
H r s H R H r

  
  

.  

Od ravenstvoto 
2 2

2

4

r r
H r H r


 

 dobivame 8
3

H r ,  

pa spored toa  

  
8
3

3sin
2 5

r
r r

  


.  

Sega, koristej}i go identitetot 1 cossin
2 2
    ne 

e te{ko da se presmeta deka  

  7cos
25

  . 

 

 673. Dali postoi triagolnik, takov {to za negovite agli ,   i   e 

to~no ravenstvoto 
  tg tg +tg ctg +ctg ctg         .  
 

 Re{enie. Neka postoi triagolnik so agli ,   i   za koi e ispolneto dadenoto raven-

stvo. Za bilo koe  , k    e ispolneto ravenstvoto 1tg
ctg

 


. Koristej}i go identitetot 

2ctg 1
ctg2 =

ctg

 


 i ravenstvoto       , imame  

  1 1 1ctg +ctg ctg 0
ctg ctg ctg

       
  

,  

  
2 2 2ctg 1 ctg 1 ctg 1

+ 0
ctg ctg ctg

      
  

, 

  ctg2 ctg2 ctg2 0      , 

  ctg2 ctg2 ctg[2 (2 2 )] 0          .              (1) 

 Во identitetite  

  ctg[2 (2 2 )] ctg(2 2 )         , 

  
ctg2 ctg2 1

ctg(2 2 )
ctg2 ctg2

     
 

, 

ako vovedeme oznaki ctg 2 x   i ctg 2 y  , i zamenime vo (1) dobivame  

  
1

0
xy

x y
x y
  


.  

 Poslednoto ravenstvo mo`eme da go zapi{eme vo oblikот  

  
2

23 1 0
2 4
y

x y     
 

.  

 Ne postojat realni broevi za koi ova ravenstvo e ispolneto. Bidej}i poslednoto 
ravenstvo spored vovedenite oznaki za x  i y  e ekvivalentno so po~etnoto ravenstvo, 

dobivame deka ne postoi takov triagolnik.  

A B
K

O

LM

C

R

r

k
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 674. Daden e kvadratniot trinom  

  2f x ax bx c   , 

pri {to 0c   i 0a b c   . 
 

Doka`i deka f  ima realni koreni. 
 

 Re{enie. Neka   2  f x ax bx c  nema realni koreni. Toga{ diskriminantata 2 4 0  D b ac . 

Zna~i, 24ac b  i bidej}i 0c   dobivame 
2

4
ba
c

 .  

Ottuka imame 

 22 2 2 24 4 0
4 4 4

b cb b bc ca b c b c
c c c

         , 

{to e vo kontradikcija so po~etniot uslov. 

 
IV godina 
 

 675. Neka p  i q  se prirodni broevi i 1( )n na 
  e aritmeti~ka progresija 

za koja pa  e ednakov na ,q  a qa  e ednakov na p .  

 Presmetaj ja vrdnosta na na .   
 

 Re{enie. Razlikata na progresijata }e ja ozna~ime so d . Od uslovot na zada~ata imame  

  1

1

( 1)

( 1)

a d p q

a d q p

  
   

 

Spored toa,  

  ( 1) ( 1)d p d q q p     , 

  ( )d p q q p   , 

odnosno 1d   . Sega, 1 1a p q   , od kade dobivame  

  ( 1) ( 1)na p q d n p q n        .  
 

676 A. Dadeni se 2010 to~ki vo ramnina taka {to 
sekoi tri od niv formiraat tapoagolen triagolnik. 

  

Doka`i deka mo`e da se dodade u{te edna to~ka 
taka {to povtorno sekoi tri od dobienite 2011 
to~ki formiraat tapoagolen triagolnik. 
 

Re{enie. Od tie to~ki mo`eme da formirame 
2010

2

 
 
 

 lenti 

(vidi crte`).  
Za dadeni dve to~ki od dadenite povlekuvame dve pravi koi minuvaat niz krajnite to~ki 

na otse~kata formirana so niv, i se normalni na taa otse~ka. Bidej}i brojot na to~ki e 
kone~en, tie lenti ne ja pokrivaat celata ramnina. Ako izbereme to~ka nadvor od unijata 

na 
2010

2

 
 
 

-te lenti, taa }e gi zadovoluva navedenite uslovi.  

iA

jA
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677 B. Neka q  e realen broj razli~en od 1. Ako 

 21 ... n
nA q q q     , 

 
2

1 1 1
1 ...

2 2 2

n

n
q q q

B
            

   
 

doka`i deka va`i 
 

 1 2

1 1 1 1
... 2

1 2 3 1
n

n n

n n n n
A A A B

n

          
                  

. 

 

Re{enie. Јасно е дека  

 
 

1

1 11
1

1
1 21 2

;
11 1 21

2

n

n nn

n n n

q
qq

A B
qq q



 
         
     

 

.  

Ponatamu од биномната формула имаме 
 

   1 2

1 1 1 1
...

1 2 3 1 n

n n n n
A A A

n

          
                  

 

   11 11 1 ... 1
1 11

nn n
q q

nq
     

               
 

                          1 11 1 1 1
1

n n
q

q

    
     1 12 1 2 2

2 1

n n n n
nn

q B
q

    


. 

 

 678. Temiwata na eden triagolnik se to~ki so celobrojni koordinati, 
vo dekartov koordinatn sistem.  

 Doka`i deka negovite agli se razli~ni od 60 .  
 

 Re{enie. Neka 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y  i 3 3( , )C x y  se temiwa na triagolnikot (tie se so 

celobrojni koordinati). Od formulite za rastojanie pome|u dve to~ki dobivame deka 

kvadratite na dol`inite na stranite na triagolnikot 2 2,a b  i 2c  se celi broevi.  

 Plo{tinata na triagolnikot e ednakva na  

  1 2 3 2 3 1 3 1 2
1 | ( ) ( ) ( ) |
2

P x y y x y y x y y      , 

i jasno e deka P  e racionalen broj.  

 Neka pretpostavime deka barem eden agol na triagolnikot ima 60 , odnosno neka 

60   . Spored kosinusna teorema  

  2 2 2 2 22 cosc a b ab a b ab       ,.  

od kade dobivame 2 2 2ab a b c    .  

 Od druga strana, plo{tinata na triagolnikot e ednakva na  

  31 sin
2 4

P ab ab   ,  

od kade dobivame 43 P
ab

  . Poslednoto ravenstvo ne e to~no, pa spored toa 

triagolnikot ne mo`e da ima agol od 60 . 
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 679. Daden e kvadrat ABCD  so dol`ina na strana a . Odredi gi site 
to~ki M vo ramninata za koi e ispolneto 

2 2 2 2
2MA MB MC MD c     ( c  e pozitivен број). 

Doka`i deka rastojanieto od tie to~ki do pravata na koja {to le`i 
stranata BC  e konstantno. Odredi go toa rastojanie. 
 

Re{enie. Koordinatniot  sиstem }e go postavime kako na crte`ot, т.е. 

 20, ,
2

aA
 

 
 

2 ,0
2

aB
 
 
 

, 20, ,
2

aC
 
 
 

 2 ,0
2

aD
 
 
 

.  

Ако  ,M x y , dadeniot uslov mo`e da se zapi{e vo oblikot 
2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2 2
2 2 2 2

a a a ax y x y x y x y c
       

                  
       

,        (*) 

koj {to posle poednostavuvaweto se sveduva na 

2
cx y

a
  .                             (**) 

Zna~i mno`estvoto to~ki koi {to go zadovoluvaat uslovot na zada~ata e pravata 

zadadena so ravenkata 
2

cx y
a

  . Toa e prava paralelna so pravata na koja {to le`i 

stranata BC  na kvadratot.  
Rastojanieto od proizvolna to~ka M  do pravata na 

koja {to le`i stranata BC  e vsu{nost rastojanie 
pome|u dve paralelni pravi, koe {to e konstantno. 

Rastojanieto d  me|u pravite mo`e da se odredi od 
ramnokrakiot pravoagolen triagolnik BPQ  (со 

,0
2

cP
a

 
 
 

).  

Значи, 
222d BP   

2 22
BP c ad

a
   . 

 
 

   XXXIV regionalen natprevar - 2011 godina 
 

 I godina 
 

 680 A. Dimitar na nekoj na~in cifrite 1,2,3,4,5,6,7,8,9  gi rasporedil 

na kru`nica. Sekoi tri posledovatelni cifri, vo nasoka na strelkite na 
~asovnikot, formiraat tricifren broj. Site takvi broevi toj gi sobral. 
Koj zbir go dobil Dimitar?  
 

 Re{enie. Sekoja zapi{ana cifra }e se pojavi vo tri razli~ni broja, edna{ kako cifra 
na stotki, edna{ kako cifra na desetki i edna{ kako cifra na edinici.Spored toa, 
cifrata n  vo vkupniot zbir }e u~estvuva so  

  (1 10 100) 111n n   . 

 Bidej}i vkupno ima 9  takvi broja, dobivame deka vkupniot zbir }e bide 

  9 10111(1 2 3 4 5 6 7 8 9) 111 111 45 4995
2
            . 

x

 P

Q

M

A

B

C

D

y

d
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 681 B. Najdi gi site tricifreni broevi A , za koi aritmeti~kata 
sredina na broevite dobieni so permutacija na cifrite na brojot A , e 
ednakva na brojot A . 
 

 Re{enie. Neka A abc  e dadeniot broj koj gi ispolnuva uslovite od zada~ata. Broevi 

dobieni so permutacija na cifrite na brojot A   se acb , bac , bca , cab , cba . Toga{  
 

  6abc acb bac bca cab cba abc       

od kade {to dobivame  
 

  222( ) 6(100 10 )a b c a b c     ,  

ili 7 3 4a b c  . Poslednata ravenka mo`e da se re{ava vo mno`estvoto 

{0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} , zamenuvaj}i posledovatelno 1a  , 2a  ,..., 9a   i re{avaj}i gi 

dobienite ravenki.  
 

 Postapkata mo`e da se skrati ako ravenkata 7 3 4a b c   ja zapi{eme vo oblikот 

7( ) 4( )a b c b   . Toga{ spored priznacite za delivost imame a b c   ili  4
7

a b
c b
 
   ili 

 4
7

b a
b c
 
   . Vo prviot sistem  4

7
a b
c b
 
  ,  ispolneto e neravenstvoto 0 2b  , a vo vtoriot 

sistem ispolneto e neravenstvoto 7 9b  .  
 

 Site re{enija na zada~ata se  

111 , 222 , 333 , 444 , 555 , 666 , 777 , 888 , 999 , 407 , 518 , 629 , 370 , 481 , 592 . 
 

 682. Во 20 часот биле запалени две еднакво долги свеќи. По извесно време 
свеќите биле изгаснати и притоа е констатирано дека остатокот од првата свеќа е 
4 пати поголем од остатокот на втората свеќа. Пресметај во колку часот се 
изгаснати свеќите, ако се знае дека првата свеќа изгорува за 5 часа, а втората за 4 
часа. 
 

Решение. Нека со a  ја означиме должината на свеќите.. Тогаш, за x  часови од првата свеќа ќе 

изгори 
5
a x , а од втората 

4
a x . Значи останало од првата свеќа 

5
aa x , а од втората 

4
aa x .   

Според условот на задачата следува дека остатокот од првата свеќа е 4 пати поголем од остатокот 
на втората свеќа, имаме: 

  4
5 4
a aa x a x    

 
 . 

По решавањето на равенката се гледа дека должината на свеќата не влијае на решението. Се добива 

3 45minx h , што значи дека свеќите се изгаснати во 23 часот и 45 минути. 
 

 683. Пред секој од броевите 1,2, ,201 1, изберете еден од знаците + или -, 

така што изразот 1 2 2011A       да има најмала вредност. 
 

Решение. Јасно е дека 0A  . Ако најдеме избор на знаци за кој 0A  , тогаш за таквиот избор 

A  има најмала вредност . Пред првите три броеви ги избираме знаците -, - и +, а пред останатите 
2008 броја (2008 е делив со 4), ги избираме наизменично знаците +, - , - , + . Се добива: 

 

1 2 3 (4 5 6 7) (8 9 10 11) (2008 2009 2010 2011) 0A                   . 
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684 A. Во правоаголниот триаголник ABC , точката D  е подножје на висина-
та спуштена од темето C  врз хипотенузата AB , точката E  е средина на 

висината CD , а точката  F AE BC  . Ако 4AD   и 9BD  .  

Пресметај ја должината на отсечката AF . 
 

Решение. Од равенството 
2

CD AD BD   кое важи за правоаголниот триаголник ABC  

добиваме дека 6CD  , а бидејќи точката E  е средина на висината CD , имаме 3DE  . Од 

правоаголниот триаголник AED  имаме 2 24 3 5AE    . Нека G  е точка на страната BC , таква 

што DG AF . Бидејќи EF  е средна линија на 

триаголникот CDG , ако означиме EF x , тогаш 

2DG x . 

 Од сличноста на триаголниците AFB  и DGB  

следува дека 

  AF AB
DG DB

 ,  т.е.  5 13 45
2 9 17

x x
x
    . 

Значи  

      130
17

AF  . 

 

685 B. Нека , ,a b c  се должините на страните, s  е полупериметарот и P  е 

плоштината на триаголникот ABC , при што a c  и b c . Докажи дека 

триаголникот ABC  е правоаголен ако и само ако    .  s a s b P  
 

Решение 1. Ако триаголникот ABC  е правоаголен, тогаш c  е хипотенуза. Имаме: 

    22 2 2 2 2
2 2 4 4 2

c b ac b a c b a c b a ab abs a s b P
               . 

Обратно, нека за триаголникот ABC  важи   s a s b P   . Тогаш, 
2 2 2 2

4 2
c b a ab ab     и 

оттука 
2 2 2

0
4

c b a   , односно 2 2 2c a b  , па триаголникот ABC  е правоаголен. 

 

 Решение 2. Равенството   s a s b P    е еквивалентно со 
2 2 2

c b a c b a ab     , односно 

со 
2 2 2 2

4 2
c b a ab ab    . Последното равенство е еквивалентно со 

2 2 2
0

4
c b a   , односно 

2 2 2c a b  , што важи ако и само ако триаголникот ABC  е правоаголен.    
 

 

II godina  
 

686. Определи ги сите вредности на природниот број n  за кои системот 
2

310

x y n

x y n

  


 
   

има решение во множеството природни броеви. 

A

B CF

E

G

D



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

273 

Решение. Ако од втората равенка ја одземеме првата равенка добиваме 

  29 1x n n  . 

Бидејќи бараме решенија во множеството природни броеви имаме 

 1x y z  
 
. 

Според тоа, можни се два случаи. 
 

 Случај 1. 3 n
 
. Тогаш 

 2 3 1x k k   

1 1 1 11 1 1 1
yz zx xy x y z

x y z xyz xyz xyz

                  
   

, 

каде 3n k , за некој природен број k . Бидејќи y  е природен број, можни вредности за k  се 

2 2log(1 ) log 2log 2 1 log(100 ) loga a b b        и 3 . Во тој случај 3,6,9n  . 
 

 Случај 2. Нека 2 2log(1 ) log(100 ) log log 4 log10 loga b a b        и  9 1n  . 

 Тогаш постои природен број 2 2log[(1 )(100 )] log 40a b ab    така што 9 1n m  , па 

  29 1x m m   

2 2log[(1 )(100 )] log 40a b ab   . 

односно за ниеден природен број m , y  не може да биде природен број. 

 Значи, единствени вредности за ,a b   за кои системот има решенија во множеството 

природни броеви се 3,6,9 . 
 

 687. Neka a  i b  se pozitivni realni broevi. Doka`i deka  

  1a bab a b
b a

     .  

 

 Re{enie. Bidej}i 10b   i b  se pozitivni realni broevi, slednите neravenstva se 

ekvivalentni 

   1a bab a b
b a

     ,  

  2 2 2 2 (1 )a b a b ab a b     ,  

  2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 0a b a b ab a b ab      , 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 0a ab b a b a b a a b b a b         , 

  2 2 2 2 2( ) ( 2 1) ( 2 1) 0a b a b b b a a         , 

  2 2 2 2 2( ) ( 1) ( 1) 0a b a b b a      . 

 Poslednoto ravenstvo e to~no bidej}i sekoj sobirok e nenegativen.  
 Ravenstvo va`i ako i samo ako sekoj sobirok vo poslednoto ravenstvo e nula. Spored 

toa 1a b  .  
 

 688 А. Нека , ,a b c  се должините на страните на триаголникот ABC , а 

, ,x y z  се должините на соодветните висини. Ако a b ca h b h c h      тогаш 

триаголникот ABC  е рамностран. Докажи! 
 

 Решение. Да претпоставиме дека триаголникот ABC  не е рамностран, односно нека a b  .  
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b

a

c

d

P

x y

Од sinah b   и sinbh a   имаме sin sina b b a     , односно 
3 27

1 3 3 811

x

y x z x 

 


  
. Тогаш, 

1 sin 0    и оттука 90   . Значи, 3 33 3 810y z    е хипотенуза и затоа a c  . Тогаш, 

  1 sin 0a c    , односно 90   , а со тоа добиваме контрадикција. Аналогно се разгледуваат и 

другите случаи ( b c , a c ) 
 

 689 B. Од правоаголна плоча со страни 
,a b  исечено е триаголно ќоше со катети 

3
 ac  и 

3
 bd  (види цртеж). Од преостана-

тиот дел  исечи нова правоаголна плоча со 
страни паралелни на страните од дадената 
правоаголна плоча (види цртеж), така што 
нејзината плоштина P  да биде најголема. 
Колку изнесува таа плоштина? 

 
 

  Решение. Од цртежот, имаме:   P b y a x   . Бидејќи  

 : : dy d c x c y d x
c

       

     
2

2

*

1 1
4 2

                      
d dP b d x a x ab ad ad cd bc x ad cd bc
c cd c d

. 

Членот * не може да биде негативен, па според тоа 
плоштината е најголема ако овој член е најмал, т.е. 
нула, односно 

   
 

 2
1

2
1

4

x ad cd bc
d

P ab ad ad cd bc
cd

   

    
.  

 
 

 

690А. Нека 1 0x   и ,a b  се корените на квадратната равенка 

2 0ax bx c   , за чии коефициенти важи 3 2( )a c b  . Најди ги корените на 

равенката. 
 

Решение. Да забележиме дека 0a  , во спротивно равенката не е квадратна. Користејќи ја 

формулата за разложување на квадратен трином кога се познати корените на соодветната 

квадратна равенка, може да запишеме   2
1 2ax bx c a x x x x     . Заменувајќи ги условите на 

задачата добиваме  

  2 2 2
1 1 1 14 5 4ax bx c a x x x x ax ax x ax        .  

Споредувајќи ги коефициентите на квадратните триноми имаме 2
1 15 , 4b ax c ax   . Овие 

вредности ќе ги замениме во условот за коефициентите, па оттука  2
1 13 2 4 5 a ax ax . Ако равен- 

b

a

c

d
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ката се подели со 0a   следува дека 1x  е корен на квадратната равенка 2
1 18 10 3 0x x   , со 

решенија 
11

1
4

x   и 
21

3
2

x   . Со оглед на тоа што 1 0x  , останува 1 2
1 , 1
4

x x  . 

 

691 Б. Нека a  и b  се различни цели броеви за кои равенката 

   1x a x b     има цел корен r . Докажи дека 2a b r  . 
 

Решение. Нека , ,a b r  се цели броеви и од тоа што 0ab   е корен на дадената равенка важи 

   1r a r b    . Сега, ,r a r b   се цели броеви чиј производ е 1 . Ова е можно само во случај 

кога едниот множител е 1, а вториот множител 1 . Значи можни се два случаи и тоа:  1
1

r a
r b
 
    и 

 1
1

r a
r b
  
  . Собирајќи ги равенките во двата системи, се добива 2 0r a b   , односно 2a b r  , 

што требаше и да се докаже. 

 
 III godina  
 

 692.  Neka , ,x y z  se pozitivni realni broevi takvi {to 1x y z   . 

Doka`и deka  

  1 1 11 1 1 64
x y z

             
. 

 

 Re{enie. Spored neravenstvoto me|u aritmeti~ka i geometriska sredina imame imame  

  1 1 1 11 1 1 1
yz zx xy x y z

x y z xyz xyz xyz

                  
   

 

                    
 

2 2 23 3

3 23

3 3

3

3 3 11

3 3 11

1 31 1 64

x y z xyz

xyz xyz xyz

xyzxyz xyz

x y zxyz

    

    

   
            

 

 

 693 A. Pozitivnite realni broevi go ispolnuvaat ravenstvoto  

  2 2log(1 ) log 2log 2 1 log(100 ) loga a b b       .  

Presmetaj go zbirot a b .  
 

 Re{enie. So algebarski transformacii, od osbinite na logaritmi dobivame  

  2 2log(1 ) log(100 ) log log 4 log10 loga b a b        

  2 2log[(1 )(100 )] log 40a b ab    

 Zaradi toa {to logy x  e monotona funkcija, imame  

  2 2log[(1 )(100 )] log 40a b ab   ,  

  2 2(1 )(100 ) 40a b ab   .                    (*) 
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Od toa {to ,a b  , spored neravenstvoto me|u aritmeti~ka i geometriska sredina  imame  

  
2

2
1 2
100 20

a a
b b

 
 

 

i vo dvata slu~ai va`i ravenstvo ako i samo ako 1a   i 10b  . Zna~i, ako 1a   ili 10b  , 

toga{  

   2 2(1 )(100 ) 40a b ab   ,  

{to e vo sprotivnost so (*).  

 Sega, 1, 10a b   od kade dobivame  

  1 10 11a b    . 
 
 

 694 B. Opredeli gi site re{enija  na ravenkata  

  3 3 3 21897x y z   ,  
takvi {to , ,x y z  i x y z  .  
 

 Re{enie. Ravenkata mo`eme da ja zapi{eme vo oblik  

  3 (1 3 3 ) 27 811x y x z x     .  

Bidej}i (3 ,811) 1x   i  (1 3 3 ,27) 1y x z x     , od poslednata ravenka dobivame  

  
3 27

1 3 3 811 .

x

y x z x 

 


  
 

 Od prvata ravenka dobivame 3x  , a vtorata ravenka go dobiva oblikot  

  3 33 3 810y z    

  3 43 (1 3 ) 3 10y z y    . 

Zaradi  3(3 ,10) 1y   i 4(1 3 ,3 ) 1y z  , dobivame  

  
3 43 3

1 3 10 .

y

z y





 


 
 

 Od prvata ravenka 3 4y   , t.e. 7y  , a vtorata ravenka go dobiva oblikot 7 23 3z  .  

 Kone~no, re{enie na po~etnata ravenka e 3, 7, 9x y z   . 
 

  695 А. Во множеството реални броеви, реши ја равенката 

sin cos
cos sin

a x b a x b
b x a b x a

 
 

, ,a b  и , 0a b  . 
 

Решение. Од равенката следува дека cos 0b x a   и sin 0b x a  , па множејќи ја равенката 

со   cos sinb x a b x a   ја добиваме равенката      sin sin cos cosa x b b x a a x b b x a      

која е еквивалентна на почетната.  

 Со множење и соодветно групирање, ја добиваме равенката  

      2 2sin cos sin cos 0x x a b ab x x     .  

 Значи sin cos 0x x   или  2 2 sin cos 0a b ab x x    . 

 Од sin cos 0x x   добиваме дека 
4

x k   , k   се решенија на почетната равенка. 

 Од  2 2 sin cos 0   a b ab x x  и 0ab   добиваме дека 
2 2

sin cos .
   a b

x x
ab

Користејќи дека 
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2 2 2a b ab   (следува од  2 0a b  ) добиваме 
2 2 2sin cos 2a b abx x
ab ab
       . Множејќи го 

ова неравенство со 2
2

 добиваме 2 2 2sin cos 2
2 2 2

x x   , т.е. sin 2
4

x     
 

, што не е 

можно. Значи равенката  2 2 sin cos 0a b ab x x     нема решение.  

 Според тоа, сите решенија на почетната равенка се елементите на множеството 
4

k k
     
 

 . 

 

Забелешка. Заклучокот дека равенката  2 2 sin cos 0a b ab x x     нема решение може да се 

изведе и на следниов начин:  
 

 Јасно е дека sin cos 2x x   .  

 Ако sin cos 2x x   , заради sin 1x    и cos 1x    добиваме дека sin 1x    и cos 1x   , па 
2 2sin cos 2x x   што не е можно.  

 Значи,  sin cos 2x x   . 

 Сега имаме    22 2 2 2sin cos 2 0a b ab x x a b ab a b         , па равенката 

 2 2 sin cos 0a b ab x x     нема решение. 
 

696 Б. Нека , ,a b c  се страните на еден триаголник. Одреди го аголот спроти 

страната c , ако важи    3a b c a b c ab     . 
 

 Решение. Од даденото равенство добиваме  2 2 3a b c ab   , т.е. 2 2 2a b c ab   .  Од 

косинусната теорема, за аголот  , спроти c , важи 
2 2 2

cos
2

a b c
ab

   ,  па 

2 2 2 1cos
2 2 2

a b c ab
ab ab

     .  Бидејќи   е агол во триаголник, важи 0 180    . Следува дека 

60   . 
 

 697. Daden e triagolnikot ABC . Na stranata BC  izbrani se to~ki D  i 

E  taka {to BD EC  i BAD CAE  . Doka`i deka ABC  e ramnokrak. 
 

  Re{enie. Da zabele`ime deka ABD ACEP P   bidej}i imaat ednakvi osnovi i zaedni~ka 

visina. Od toa imame 

   
   sin sin

2 2

AB AD BAD AC AE CAE 


 
,  

odnosno AB AD AC AE   .  

Analogno ABE ACDP P  , od {to se dobiva  

 
   sin sin

2 2

AB AE BAE AC AD CAD 


 
, 

odnosno AB AE AC AD   .  

 Ako go pomno`ime ova ravenstvo so ravenstvoto 

AB AD AC AE    dobivame 
2 2

AB AD AE AC AE AD     . 

Od ova se dobiva 
2 2

AB AC , odnosno AB AC . 

A

B D E C
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IV година   
 

 

698 АБ. Докажи дека за секој природен број n  е исполнето неравен-
ството   

       
3 5 1 24 1

1! 2! 3! 2! 3! 4! 3! 4! 5! 21 ! ! 1 ! ! 1 ! 2 !
n n

n n n n n n
      

             
 . 

 

Решение. За секој природен број k  имаме: 

          

       

2
2 2 2

! 1 ! 2 ! ! 1 1 2 1 ! 2
1 2 1 1 1 .
2 ! 2 ! 1 ! 2 !

k k k
k k k k k k k k k

k k
k k k k

    
            

     
   

 

Сега, 

   
       

         

3 5 1 24
1! 2! 3! 2! 3! 4! 3! 4! 5! 1 ! ! 1 ! ! 1 ! 2 !

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 .
2! 3! 3! 4! 2! 2! 21 ! 2 ! 2 !

n n
n n n n n n

n n n

      
             

 
              




 

 

699 Б. Докажи дека ако страните на триаголникот образуваат аритметичка 

прогресија, тогаш радиусот на впишаната кружница е 1
3

 од должината на 

висината спуштена  кон  средната по големина страна. 
 

Решение. Нека a , a d , 2a d  се страни на триаголникот, h  е висина спуштена на 

страната a d , r  е радиусот на впишаната кружница. Плоштината на триаголникот е 

( )
2

a d h
P

 , а од друга страна 
( ) ( 2 ) 3( )

2 2
a a d a d a d r

P s r r
         . Па, 

( ) 3( )
2 2

a d h a d r  , 

од каде 3h r , односно 1
3

r h . 

 

700 А. Во внатрешноста на квадратот ABCD е впишан 
квадрат MNPQ чии што страни се паралелни со страните 
на квадратот ABCD (види цртеж). Докажи дека правите 
BQ, DN, AP и CM минуваат низ иста точка. 

 

Решение.  Без губење на општоста, претпоставуваме дека страната на квадратот ABCD е 
со должина 1. Поставуваме координатен систем со координатен почеток во точката A и 

координатни оски AB (x-оска) и AD (y-оска). Тогаш:  0,0A ,  1,0B ,  1,1C  и  0,1D . Нека 

координатите на M се  ,a b , каде што 0 , 1a b  . Тогаш координатите на другите точки се: 

     , , , , ,N a s b P a s b s Q a b s    , каде што s  е должината на страната на квадратот MNPQ 

(јасно, 1s  ). Тогаш равенките на правите BQ, DN, AP и CM се 
1 1

b s b sy x
a a
  
 

, 

1 1by x
a s
 


, b sy x
a s



, 1
1 1

b a by x
a a
  
 

, соодветно.  

Пресечната точка на правите DN и AP е  ,
1 1

a s b sS
s s
 
 

. Со проверка се утврдува дека S  

лежи и на правите BQ и CM .  
       

A B

CD

M N

PQ
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701 А. Дадени се 8 различни природни броеви, сите помали од 16.  
Докажи дека меѓу позитивните разлики на секои два од нив, постојат 

барем 3 меѓусебно еднакви. 
 

Решение. Нека броевите се 1 2 8, ,...,a a a . Без губење на општоста можеме да претпоставиме дека 

1 2 81 ... 16a a a     . Вкупниот број позитивни разлики што ги даваат овие броеви е  8 282  , 

додека од 1 16i ja a    следува дека 1 14j ia a   , односно j ia a  може да прими најмногу 14 

различни вредности . Бидејќи 28 разлики примаат вредности од множество со 14 елементи и 

бидејќи неможе да се случи две разлики да се 14 ( 14j ia a   ако и само ако 15ja  , 1ia  ), од 

принципот на Дирихле следува дека најмалку 3 разлики се еднакви меѓусебе. 
 

702 Б. Докажи дека ако 1 2, , , n   , се такви што  

1 2 (0 ,180 )n         ,  

каде n  е природен број поголем од 1, тогаш   

1 2 1 2sin( ) sin sin sinn n              . 
 

Решение. Неравенството ќе го покажеме со помош на математичка индукција. Неравен-
ството е точно за 2n  . Навистина, имајќи во предвид дека 1 , 2  припаѓаат во интервалот 

(0 ,180 )  , тогаш  

1 2 1 2 2 1 1 2sin( ) sin cos sin cos sin sin            .  

Претпоставуваме дека неравенството е точно за n k , односно за 1 2 (0 ,180 )k         

важи  

1 2 1 2sin( ) sin sin sink k             . 

За 1n k   се добива дека  

1 2 1sin( )k k         1 2 1sin(( ) )k k          

1 2 1 1 2 1sin( )cos cos( )sink k k k                   

1 2 1 1 2 1sin( ) sin sin sin sin sink k k k                   ,  

од каде согласно принципот на математичка индукција следува точноста на неравенството за 
секој природен број поголем од 1.  
 

703 АБ. Определи го полиномот  P x  ако тој е од четврти степен,  0 0P   

и     31P x P x x   , за секој реален број x . Користејќи го добиениот резултат 

пресметај го збирот 3 3 31 2 .n    
 

Решение. Ако во функционалната равенка     31P x P x x    замениме 0x  , добиваме 

   0 1 0P P    и заради  0 0P  , имаме  1 0P   . Значи, 1x    е нула на полиномот.  

Полиномот е од четврти степен, па според тоа      21P x x x ax bx c    . 

 Добиваме          22 31 1 1 1x x ax bx c x x a x b x c x              
 

односно   

   2 4 1 3 3 2 0x a x a b c a b       . 

Полиномот од левата страна на последното равенство е нулти, ако и само ако 
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4 1 0
3 3 0
2 0

a
a b
c a b

   
  

  

 

Решение на системот е 10,
4

c a b   . Значи, бараниот полином е     221 1
4

P x x x 
 
 

Ако во функционалната равенка замениме редоследно 1,2,3, , ,x n   тогаш ја добиваме низата 

равенства  

  

   
   

   

3

3

3

1 0 1
2 1 2

1

P P
P P

P n P n n

 
 

  


 

 

 Од тоа што  0 0P  , ако ги собереме претходните равенства, добиваме 

  3 3 31 2 .P n n     

Сега, јасно е дека   

 23 3 3 211 2 1 .
4

n n n      

 
 

   XXXV regionalen natprevar - 2012 godina 
 
 

I godina 
 

704 АБ. Докажи дека: 
        

1 1 1 1

x x y x z y y x y z z z x z y xyz
  

     
. 

 

Решение. Имаме 

        

        
     

       
      

   
  

   
   

2 2 2 2 2 2

22

1 1 1

1 1 1

x x y x z y y x y z z z x z y

x x y z x y x y y z z y z z x

yz y z xz z x xy x y y z yz xz x z x y xy

xyz x y y z z x xyz x y y z z x

x y zx zy z xyz x y x y z x y xy x y

xyz x y y z z x xyz x y y z z x

x y x y z z

  
     

    
     

         
    

     

          
    

     

  
 

  
   

   
   

1y z x y y z z x

xyz x y y z z x xyz x y y z z x xyz

   
 

     

 

 

 
 

 705 AB. Na crte`ot e prika`an pravilen 
petagolnik CDEFG  koj e vo vnatre{nosta na 

trapezot ABCD . Doka`i deka 2AB CD . 
   

 Re{enie. Zbirot na nadvore{nite agli na pra‐

vilniot petagolnik e 360 . Spored toa, bilo koj 

nadvore{en agol e  

  360 : 5 72  ,  A B

CD

E

F

G
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(nadvore{nite agli se ednakvi me|u sebe) pa spored toa bilo koj nadvore{en agol 
e ednakov na  

  180 72 108    .  

 Spored toa 108EDC    i 72EAF   . Bidej}i 72AEF   , dobivame deka AFE  e 

ramnokrak so osnova AE . Triagolnicite AFE  i GFB  se skladni  (imaat isti 

agli e edna ista strana), pa spored toa  
 

  EF FG AF FB   .  

 Bidej}i petagolnikot e pravilen, dobivame deka 
  

  AF FB DC   

od kade se dobiva deka  
 

  2AB AF FB CD CD CD     .  
 

706 A. Докажи декa 3 5 991 1...
2 4 6 100 10
    .  

 

 Re{enie. Neka 
1 3 5 99

...
2 4 6 100

A      i 
2 4 6 100

...
3 5 7 101

B     . ]e poka`eme deka A B . Imeno:  

  
1 2

2 3
 ,  

2 3

3 4
 ,  …  , 

99 100

100 101
 ,  

bidej}i 
1

1

n n

n n





, {to e ekvivalentno so 2 2( 1)( 1) 1n n n n      za sekoj priroden broj 

n . Od druga strana 

  
1 2 3 4 6 5 100 99 1

...
2 3 4 5 7 6 101 100 101

AB           ,  

pa spored toa 

  2 1

101
A AB  ,  

od kade se dobiva baranoto neravenstvo 

  
1 1

10101
A   .  

 

 707A. Од средините 1A , 1B  и 1C  на 

страните на триаголникот ABC , се 
спуштени висини кон секоја од 
останатите две страни. Докажи дека 
плоштината шестоаголникот ограничен 
со тие висини е еднаква на половина од 
плоштината на триаголникот. 
 

Re{enie. Бидејќи 1 1A B , 1 1B C , 1 1C A  се средни линии на триаголникот ABC , важи 

1 1 1

1

4A B C ABCP P .  

 Од точките 1A , 1B  и 1C , повлекуваме нормали на страните AB , BC  и CA . Тие се симетрали 

на страните и се сечат во центатот на опишаната кружница O . Четириаголникот 1 1A C OB  е пара-

A B

C

1A1B

1C

O
A B

C
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лелограм. Следува 
0 1 1 1 1A C B C OBP P . (види цртеж) Аналогно 

1 1 1 1C B A C A OP P


 и 
1 1 1 1A C B C B AP P

 
. 

Следува плоштината на шестоаголникот е два пати поголема од плоштината на триаголникот 

1 1 1A B C , што требаше да се покаже. 
 

  708 Б. Докажи дека за секој природен број n  изразот 19 7n n  е делив со 30. 
 

Решение. Да означиме 19 7A n n  . Со разложување добиваме 

    

    
     

    

19 7 7 12 7 6 6

7 4 2 2 4 2

2

1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 , .

       

        

     

A n n n n n n n

n n n n n n n n

n n n n B B

 

При тоа имаме: 
 

а) Бидејќи n и 1n  се последователни природни броеви, еден од нив е парен, па 
19 7n n  е делив со 2  за секој n . 

б)Еден од трите последователни броја  1,n n  и 1n   е делив со 3, па 19 7n n  е делив 

со 2  за секој n .  
             

в) -ако 5 , ,n k k n  е делив со 5, 

-ако 25 1, , 1   n k k n  е делив со 5,                        

-ако 25 2, , 1   n k k n  е делив со 5. 

Според тоа 19 7n n  е делив со 5  за секој n . Бидејќи 2,3  и 5  се попарно заемно 

прости, добиваме дека 19 730 | n n  за секој n .  
     

709 B. На страните на квадрат со должина 2, конструирани се од надво-
решната страна, рамнокраки трапези, така што темињата на сите трапези се 
истовремено темиња на правилен дванаестоаголник.  

Колку е периметарот на дванаестоаголникот? 
 

       Re{enie. Да разгледаме еден трапез од дванaестоаголникот.  

  Внатрешниот агол на дванестоаголникот е 
12 2

180 150
12


   . 

 Следува 30   . Од BC CD DA x    и 2AB  , следува 

1
2

x
AE   . Од друга страна за правоаголниот триаголник AED , со  

 агли 30  и 60 , важи 
3

2
AE x .  

Значи 
3

1
2 2

x
x   , односно 

2
3 1

1 3
x   


.  

 

Затоа периметарот на дванестоаголникот 
 

    12 12 3 1L x   . 

 

A B

CD

E

x

1
2

x


30
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II godina 
 

 

 710 A. Vo triagolnikot ABC  
dol`inata na te`i{nata linija 
CM   e ednakva na dol`inata na 
stranata AB . Na prodol`enijata 
na stranite AC  i AB  se izbrani 
to~ki D  i E  soodvetno, taka {to 

AD AC  i BE BM . 
 Doka`i deka DM  i CE  se 
zaemno normalni.  
 

 Re{enie. Voveduvame oznaka BM a . 

Neka K  e to~ka simetri~na na to~kata 

M  vo odnos na to~kata A . Toga{ 

2KM MC ME a   . 

Vo triagolnikot KCE  dol`inata na te`i{nata linija CM  e polovina od stranata kon 

koja e povle~ena. Spored toa, triagolnikot KCE  e pravoagolen. Zna~i, KC CE .  

 ^etiriagolnikot DMCK e paralelogram, bidej}i negovite dijagonali se polovat. Spored 

toa ||KC DM , od kade dobivame DM CE , {to i treba{e da se doka`e. 
 

 711 AB . Opredeli gi site celi broevi a  i b  za koi {to 
 

  2 27 14 5 5 5   a b a ab b .  
 

 Re{enie. Ravenkata mo`eme da ja zapi{eme kako kvadratna ravenka po b , pri {to  

  2 25 (5 14) 5 7 0    b a b a a .  

 Nejzini re{enija se  

  
2 2 2

1/2
14 5 (5 14) 20(5 7 ) 14 5 196 75

10 10
        

a a a a a ab  .  

 Za da re{enijata se realni, dovolno e 2196 75 0 a , t.e. 2 196
75

a  . Zna~i,  

  14 14
5 3 5 3

  a .  

No, a  e cel broj, pa mo`ni vrednosti za a  se { 1,0,1} a . So zamena na a  vo 1/2b , dobivame  

  1 1 a      1 3b , 2 b         

  2 0a      1b , 2 0b          

  3 0a      1 2b , 2 b .          

 Zna~i, baranite re{enija se ( , ) {( 1, 3),(0,0),(1,2)}  a b .   
 

 712 AB. Ако ,a b  и c  се комплексни броеви такви што 1a b   и a b , 

тогаш a b c abc
a b

  


 е имагинарен број.  

Докажи! 

A B

C

MK E
a a a a

D
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Решение. Нека 
a b c abc

w
a b

  



. Тогаш 

a b c abc
w

a b

  



 . Од 1a b   следува дека 

1aa bb  .  Имаме:  

a b c abc a b c abc ab aab abb abc aabbc b a abc c
w w

a b a b ab aab abb b a

           
      

   
  

и оттука Re 0w  .    
 

713 A. Нека  
24 4 1

2 1 2 1
n nf n
n n
 
  

, каде што n . Пресметај ја вредноста 

на изразот      1 2 40f f f   . 
 

Re{enie. Нека 2 1n a   и 2 1n b  . Тогаш 4n a b   и 24 1n ab  .   

   3 3
24 4 1

2 1 2 1

a bn n a b ab a b ab a b

a bn n a b a b a b

      
   

     
. 

Оттука, 

       
3 3

2 1 2 1 2 1 2 1

2

a b n n n na a b b
a b a b

      
 

. 

Тогаш: 

            
 

11 2 40 3 3 1 5 5 3 3 81 81 79 79
2
1 81 81 1 364.
2

f f f         

  

 
 

 

714 B. Vo pravoagolniot triagolnik ABC , to~kata O  e sredina na hipo-

tenuzata AB . Na stranata AC  e zemena to~ka M , a na stranata BC  to~ka 

N , taka {to MON  e prav agol.  

 Doka`i deka 
  

  
2 2 2

AM BN MN  .      (1) 
 

 Re{enie. Neka 'N  e simetri~na to~ka na 

to~kata N  vo odnos na to~kata O .  

 Triagolnicite 'OAN  i OBN  se skladni, 

spored priznakot SAS. Od druga strana 

' ' 90 ,N AM N AO MAO ABC CAB      

odnosno 'N AO  e prav.  

 Spored Pitagorina teorema,  

 
2 2 2 2 2

' 'AM BN AM AN MN         (2)     

 To~kata O  e sredina na 'NN  i 'OM NN . 

Zna~i, 'OMN OMN   , od kade dobivame 

'MN MN . 

 Sega, ako zamenime vo (2) go dobivame (1).  
 

A

B
C

N

O

M

'N
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 715 B. Opredeli go mno`estvoto vrednosti na izrazot ( )( )( )  x y y z z x  

ako ,x y  i z  se realni broevi za koi  

  x y z x y z     .  
  

  Re{enie. Dadenoto ravenstvo mo`eme da go zapi{eme vo oblik  

  x y z y x z     .  

Ako kvadrirame, dobivame  

  2 2( ) ( )x y z y x z      

  2 2y x y z x z   .  

 Ako povtorno kvadrirame dobivame  

  ( )y x y z xz    

  2 ( ) 0   xy y xz yz  

  
( ) ( ) 0

( )( ) 0 .

y x y z x y

x y y z

   
  

  

 Sega e jasno deka vrednosta na izrazot e ednakov na  

  ( )( )( ) 0( ) 0x y y z z x z x      .  

 

III godina 
 

716 AБ. Opredeli ja plo{tinata na trapez na koj dol`inite na 
stranite mu se , ,a b c  i d .  

 

 Re{enie. Neka ABCD  e trapez so osnovi AB  i CD  pri {to AB a , BC b , 

CD c  i DA d . Neka E AB  e takva {to ||AD CE . Toga{  

  ( )
2EBC

a c h
P

 , 

kade h  e visinata na trapezot. Ako 's  e poluperi‐
metarot na triagolnikot EBC , toga{  

  '
2

a c b ds    .  

 Spored Heronovata formula imame  

  '( ' )( ' )( ' )EBCP s s b s d s a c       

od kade dobivame  

  ( )
'( ' )( ' )( ' )

2
a c h

s s b s d s a c
      ,   2 '( ' )( ' )( ' )h s s b s d s a c

a c
    


.      

Sega, povr{inata na trapezot e 

    

2 '( ' )( ' )( ' )
2 2

1 ( )( )( )( ) .
4

a c a cP h s s b s d s a c
a c

a c a c b d a b c d a c b d a b c d
a c

       


             


       

 Ako vovedeme oznaka 
2

a b c ds    , dobivame  

  ( )( )( )( )a cP s a s c s b c s d c
a c
      


.   


A B

CD c

c

d d b

a cE
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 717 A. Dadeni se broevite , , (0,1)a b c . Doka`i deka      

    4 4 4log log log log log log    a b c a b cb c a b c a . 
 

 Re{enie. Za bilo koi realni broevi ,x y  i z  e ispolneto neravenstvoto   

  2 2 2x y z xy yz zx     .                  (1) 

 Navistina, dadenoto neravenstvo e ekvivalentno so neravenstvata  

  2 2 2 2 2 22 2 2 0x xy y y yz z z zx x          

  2 2 2( ) ( ) ( ) 0x y y z z x      . 

 Od to~nosta na poslednoto neravenstvo se dobiva to~osta na neravenstvoto (1).  

 Ako stavime 2logax b , 2logby c  i 2logcz a , dobivame  

  

4 4 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2

(1)
2 2 2

log log log log log log log log log

(log log ) (log log ) (log log )

log log log log log log log log log
log log log

a b c a b b c c a

a b b c c a

a b c a b b c c a

b c a

b c a b c c a a b

b c c a a b

c a b c a a b b c
c a b

     
      

         
  

  

 

718 AB. Presmetaj go agolot   vo triagolnikot ABC , ako 

 31 1 
   a c b c a b c

,  

kade , ,a b c  se dol`ini na stranite na triagolnikot ABC  nasproti 

temiwata , ,A B C  soodvetno i   e agolot kaj temeto .C    

Re{enie. Go mno`ime ravenstvoto 31 1 
   a c b c a b c

 so 0a b c    i dobivame 

ekvivaalentna ravenka  

  3    
 

a b c a b c
a c b c

 

ili  

  1 
 
b a

a c b c
 .  

 Poslednoto ravenstvo go mno`ime so ( )( ) 0a c b c    i ja dobivame ekvivalentnata 
ravenka  

  2 2 2b bc a ac ab ac cb c         
ili  

  2 2 2c b a ab   .                    (*) 

 Od druga strana spored kosinusna teorema imame 2 2 2 2 cos   c a b ab , a zaradi (*) 
dobivame  

  1cos
2

  ,  

od kade dobivame deka 60   .  
 

 719 A. Da se najdat tangensite od aglite vo eden triagolnik, ako tie se 
celi broevi.  
 

 Re{enie. Neka ,   i   se aglite vo triagolnikot, za koi bez ograni~uvawe na op{tos‐

ta mo`eme da pretpostavime deka      . No toga{ 0,
3

   
, pa spored toa tg 0, 3  .  
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Bidej}i tg  e cel broj, dobivame deka tg 1  . Toga{  

  
tg tg

1 tg tg( ) tg( )
1 tg tg

              
  

.  

 Od poslednoto ravenstvo imame  

  tg tg 1 tg tg       ,  

koe mo`e da se zapi{e vo oblik  

  (tg 1)(tg 1) 2     . 

 Sega e o~igledno deka tg 1 1    i tg 1 2   . Zna~i, baranite tangensi se  

  tg 1  , tg 2   i  tg 3  .  
 

720 B. Neka a  i b  se racionalni broevi takvi {to 1a , 0b  i  bab a  

i 3 ba a
b

. Opredeli gi vrednostite za a ?  
 

 Re{enie 1. So logartimirawe na dadenite ravenki so osnova a  dobivame  

  log log b
a aab a        3log log b

a a
a a
b
  

  1 loga b b          1 log 3a b b   

  log 1a b b          log 1 3a b b             

   

 Sega od poslednite dve ravenki imame  
 

  1 1 3b b    
  4 2b   

  1
2

b  .  

 So zamena vo ravenkata bab a  dobivame  

  
1
21

2
a a   

  21
4

a a  

  2 4a a   
 

 Bidej}i 1a   dobivame deka 4a  . 
  

  Re{enie 2. Од 3ba
a

b
  следува дека 1 3bb a   . Ако замениме во bab a ќе добиеме 

2 3b ba a  . Od uslovot  1a   dobivame 2 3b b  , 
1

2
b  . Сега ако замениме во bab a  имаме 

2

a
a , od kade dobivame deka re{enie e 4a  . 

 Spored toa, 4a   e edinstveniot broj za koj se ispolneti ravenstvata.  
 

721 Б. Во множеството реални броеви реши ја равенката 2 6 cos( ) 9 0x x xy   . 
 

Решение 1. Равенката ја трансформираме во облик    2 23cos( ) 3sin( ) 0x xy xy   . Истото е 

можно само ако 3cos( ) 0,x xy   sin( ) 0xy  . Од основното тригонометриско равенство, 

2 2sin ( ) cos ( ) 1xy xy  , последните две равенства се еквивалентни со системот 
3cos( ) 0

cos( ) 1

x xy

xy

 
  

.  
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Ќе разгледаме два случаи.  
 

Случај 1. cos( ) 1xy  .  

Тогаш од првата равенка добиваме 3 0x   , односно 3x   . Според тоа,  

  
cos( 3 ) 1

cos(3 ) 1 .

y

y

 


 

 Решенија на последната равенка се 3 2y k  , од каде добиваме 
2

3

k
y


 . Значи, решенија во 

овој случај се 
2

3, /
3

k
k

      
  

 .  

 

 Случај 2. cos( ) 1xy   .  

Тогаш од првата равенка добиваме 3 0x   , односно 3x  . Според тоа,  
  cos(3 ) 1y    

 Решенија на последната равенка се 3 (2 1)y k   , од каде добиваме 
(2 1)

3

k
y

 
 . Значи, 

решенија во овој случај се 
2 1

3, /
3

k
k

     
  

 .  

 Конечно, решенија на равенката се 
2 1 2

3, / 3, /
3 3

k k
k k

                 
      

  .  

 

 Решение 2. Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина имаме 
2 29 2 9 6 | |x x x   . Јасно е дека 0x   не е решение на дадената равенка . Според тоа равенката 

мо`еме да ја запишеме во облик 

  
2 9

cos( )
6

x
xy

x


  .                     

 Ќе разгледаме два случаи.  
 

 Случај 1. 0x  .  
 Тогаш,  

  
2 9 6 | | 6

1
6 6 6

x x x

x x x


    

  
2 9

cos( ) 1
6

x
xy

x


    .  

 Равенство се достигнува ако и само ако 2 9x  , т.е. 3x  . Но тогаш, равенката го добива 
обликот cos(3 ) 1y    , а нејзини решенија се  

3 2 (2 1)y k k        

  
2 1

3

k
y


  . 

                       

Случај 2. 0x  .  
Тогаш 

 
2 9 6 | | 6

1
6 6 6

x x x

x x x


        

 
2 9

cos( ) 1
6

x
xy

x


   .  

Равенство се добива ако и само ако 2 9x  , односно 3x   . Но тогаш cos( 3 ) 1y  , односно 

cos(3 ) 1y  . Решенија на последната равенка се  
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 3 2y k   

 
2

3

k
y   .  

 Значи, решенија на равенката се 
2 1 2

3, / 3, /
3 3

k k
k k

                 
      

  .   

 

IV godina 
 

722 A. Нека n  е природен и нека 1x n
, 1 1

1 ( )   
  k kx x x x

n k
. 

Пресметај го збирот 1 1    nx x x . 

Re{enie. Со примена на горната формула за kx  се добива дека 1
1

( 1)
x

n n



, 

2
1

( 1)( 2)
x

n n


 
. Ќе докажеме дека 

1

( )( 1)kx
n k n k


  

 со помош на принципот на математичка 

индукција . Нека тврдењето важи за i k . Тогаш  

1 1 1 1 1
( )

( 1) ( 1)( 2) ( 2)( 1)

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
( ) .

1 2 1 1 2 1 ( )( 1)

kx
n k n n n n n n k n k

n k n n n n n n k n k n k n k n k n k

     
       

          
             





`Според тоа,  

1 2 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 .
1 2 1 1 2 2 3 2nx x x x

n n n n n n k n k                 
           

 

 723 AB. Vo eden triagolnik dol`inite na stranite , ,a b c  vo dadeniot 

redosled se posledovatelni ~lenovi na aritmeti~ka progresija. Doka`i deka  

  1tg tg
2 2 3

   

(  e agol sproti stranata a ;   e agol sproti stranata c ).  
 

  Re{enie. Od sinusnata teorema imame 
sin sin sin

a b c 
  

. Ako zamenime vo ravenstvoto  

  2a c b   
dobivame  
  sin sin 2sin     .  

Ako gi iskoristime identitetite sin sin 2sin cos
2 2

x y x y
x y

    i sin 2 2sin cosx x x , 

dobivame  

  2sin cos 2sin cos
2 2 2 2

        .  

 Od druga strana, zaradi ravenstvoto sin sin 90 cos
2 2 2

        
 

 , so algebarski 

tranformacii dobivame  
 

  cos cos 2sin 0
2 2 2
       
 

. 
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 Bidej}i cos 0
2
   i  sin cos 90 cos

2 2 2
        

 
 , dobivame  

  cos 2cos 0
2 2

       .  

 Sega zaradi formulate cos( ) cos cos sin sinx y x y x y    imame  

  cos cos sin sin 2cos cos 2sin sin 0
2 2 2 2 2 2 2 2

           

  3sin sin cos cos
2 2 2 2

   ,  

od kade se dobiva to~nosta na baranoto ravenstvo. 
 

724 АБ. Докажи го неравенството   

  ... 2 1
0 1 1 2 1
                            

nn n n n n n
n n

. 

Решeние. Ако искористиме дека 
1
1 1

                 
n n n
k k k

 и 

2

0
1

              

n n
k k

 следува дека 

1
2

1 1
             

n n n
k k k

. Ако во последното неравенство ставеме 0,1,... 1k n   и ги собереме 

добиените неравенства ќе добиеме 
 

  

 
1

1

0

1 1 1 1
... ...

0 1 1 2 1 1 22

1 11
2 2 2 2 1

2 2






                                                      
            

n

n n

k

n n n n n n n n n
n n n

n
k

 

Притоа ја користевме познатата формула 
0

2


   
 


n

n

k

n
k

. 

 

725 A. Да се најдат сите полиноми  
1

1 1( ) n n
n nP x a x a x a x a

      , 2n  ,  

со реални и ненулти коефициенти така што 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )nP x P x P x P x    е константен 
полином, каде  

1 1( )P x a x a   , 
2

2 2 1( )P x a x a x a    ,  , 1
1 1 1( ) n

n nP x a x a x a
      . 

  Re{enie. Бидејќи полиномот 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )nP x P x P x P x    е константен и 0ka  , 1, 1k n  , 

имаме дека  

  1 2 1 1 2 1deg deg( ) deg deg degn nP P P P P P P          ( 1)
1 2 ( 1)

2

n n
n


      .    

 Добиваме дека 
( 1)

2

n n
n


 , па {0,3}n . Бидејќи 2n  , заклучуваме 3n  .    

 Spored toa 3 2
3 2 1 0( )P x a x a x a x a    , и 1 2( ) ( ) ( )P x P x P x k  , k   ако и само ако: 

3 1 2a a a  

2
2 1 0 2a a a a   

1 0 12a a a                           (1) 

2
0 0a a k                         



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

291 

Од (1) имаме 1 0(1 2 ) 0a a  , бидејќи 1 0a   следува 0
1
2

a  и 1
4

k . Нека 1 \ {0}a a  . 

Тогаш 2
2 2a a  и 3

3 2a a . 

Па, бараните полиноми се од облик 3 3 2 2 1( ) 2 2
2

   P x a x a x ax , каде \ {0}a .    

726 B. Низата 1( )n na  е зададена со рекурзивната формула 1 a , 

1

1

2 3
3 4









n

n
n

a
a

a
, n . Определи го општиот член na  на низата. 

 

Re{enie. Ако замениме во рекурзивната формула се добива дека  

1
5

7
a  , 2

11

13
a  , 3

17

19
a  , 4

23

25
a  , 5

29

31
a  ,  

односно 

1
6 1 1

6 1 1
a

 


 
, 2

6 2 1

6 2 1
a

 


 
, 3

6 3 1

6 3 1
a

 


 
, 4

6 4 1

6 4 1
a

 


 
, 5

6 5 1

6 5 1
a

 


 
.  

Со принципот на математичка индукција ќе покажеме дека 
6 1

6 1n
n

a
n





. Претпоставуваме дека 

тврдењето важи за n k , односно 
6 1

6 1k
k

a
k





. Тогаш за 1n k   имаме дека 

 1

6 1 12 2 18 3
2 32 3 6 5 6( 1) 16 1 6 1

6 1 18 3 24 43 4 6 7 6( 1) 13 4
6 1 6 1

k
k

k

k k k
a k kk ka

k k ka k k
k k



   
         

       
 

 

 Согласно принципот на математичка индукција имаме дека 
6 1

6 1n
n

a
n





 за секој природен број. 

 

727 B. Vo mno`estvoto realni broevi, re{i ja ravenkata:  
4 2 4 2| 6 | | 4 | | 2 |     x x x x .  

 

Решение. Levata strana na ravenkata mo`eme da ja zapi{eme vo oblik  
4 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2| 6| | 4 ( 2) | | ( 2)( 2) ( 2) | ( 2) | 2 1| ( 2) | 3|x x x x x x x x x x x                    (*) 

a desnata mo`eme da ja zapi{eme vo oblik   
 

  
4 2 2 2 2 2 2| 4 | | 2 | | ( 2)( 2) | | 2 | ( 2)(| 2 | 1)x x x x x x x                 (**) 

Vo (*) i (**) ja iskoristivme to~nosta na neravenstvoto 2 2 0x   , za sekoj x . 
Po~etnata ravenka ja zapi{uvame vo oblik  

  2 2 2 2( 2) | 3 | ( 2)(| 2 | 1)x x x x      ,  

i ako podelime so 2 2x   istata go dobiva oblikot  

  2 2| 3 | (| 2 | 1)x x    .                 (1) 
 Sega }e razgledame tri slu~ai.  

 a)Ako | | 3x   ravenkata preminuva vo identitetot 2 2 23 2 1 3x x x      .    

b)Ako 2 3x   ravenkata preminuva vo ravenkata 2 23 2 1x x     ~ie re{enie e 

3x   koe ne pripa|a vo intervalot 2 3x  .           

v)Ako | | 2x   ravenkata preminuva vo 2 23 2 1x x     {to ne e mo`no.  

 Zna~i, re{enie na ravenkata e sekoj x , | | 3x  .    
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LVI Републички натпревар по математика за учениците од 
средното образование-16.03.2013 година 

 

1 година 
 728. Најди ги сите целобројни решенија на равенката 201333  yx .  
 

 Решение. Бидејќи 3a  при делење со 9 може да има остаток 0,1 и 8, 3 3x y  може да има 

остаток 0,1,2,7 и 8. Бидејќи 2013 9 223 6    добиваме дека равенката 3 3 2013x y   нема 
решенија во множеството цели броеви.  

 

 729. Докажи дека 2e f a h   , каде што e  и f  се должини на 

дијагоналите на некој ромб, a е должина  на страната на ромбот, а h  е 
должината на висината на ромбот. 
 

 Решение. Од формулата за плоштина на ромб имаме 2 .
2
ef

ah ef ah    Од 

Питагоровата теорема меѓу страната и дијагоналите на ромбот, имаме  

     22
2

2 2
fe a  , т.е. 2 2 24e f a  ,  

па,  

  2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 4 2 4 4 4 4 (2 )e f e ef f a ef a ah a ah h a h             ,  

од каде следува дека  2e f a h   (заради 0e f   и 2 0a h  ). 
 

 730. Даден е квадратот ABCD . Дијагоналите на квадратот се сечат во 
точка S  и P  е средина на страната AB . Нека M е пресечна точка на AC  
и PD  а N  на BD  и PC . Во четириаголникот PMSN  е впишана 

кружница. Докажи дека радиусот на таа кружница е еднаков на MP MS . 
 

 Решение. Важи OY MS , 45YSO ASP    ( SP е 
симетрала на MSN ). 
Тогаш, SYO SPA  , па SYO  е правоаголен и рамнокрак  и 

оттука следува дека SY YO r  .  Триаголниците OXP  и 
PAD се слични бидејќи  

  
90 ,OXP DAB OPX PDA      .  

Од сличноста имаме 

  : : 2 2 .XP XO AD AP XP r     
 Бидејќи X и Y  се допирни точки на тангентата на 

кружницата повлечени од точката M имаме MY MX . Конечно, 
 

 ( ) ( ) 2MP MS MX XP MY YS XP YS r r r           
 

 731. Две еднакви шаховски табли 
(8 8 полиња) имаат заеднички центар и едната 
од нив потполно ја покрива другата (поставени 
се една над друга). Едната од нив се ротира 
околу центарот за 45 . Одреди ја плоштината на 
пресекот на сите црни полиња на едната табла 
со сите црни полиња на другата табла ако 

A B

CD

P

N

S

M

X

Y
O
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плоштината на едно поле е 1. 
 

 Решение. Нека означиме со ccS  - збир на сите заеднички плоштини на црните полиња 

на горната и црните полиња на долната табла (т.е. тоа што се бара да се пресмета во 
задачата), со cbS  - збир на сите заеднички плоштини на црните полиња на горната и белите 

полиња на долната табла, со bcS  - збир на сите заеднички плоштини на белите полиња на 

горната и црните полиња на долната табла и со bbS  - збир на сите заеднички плоштини на 

белите полиња на горната и белите полиња на долната табла.  
             Тогаш, ,cc cb bc bbS S S S S     каде што S  е плоштина на правилниот осумаголник 

кој е пресек на двете табли кога ќе се изврши ротирањето на горната табла за 45  како на 
сликата. Нека оваа положба на таблите е почетна. 

 Ако горната табла се заротира за 90  околу центарот, тогаш црните полиња на таа табла 
ќе дојдат на местото од нејзините бели полиња, па имаме и .cc bc cb bbS S S S   

 Ако долната табла се заротира за 90  околу центарот, тогаш црните полиња на таа 
табла ќе дојдат на местото од нејзините бели полиња, па имаме и .cc cb bc bbS S S S  Значи   

1 .
4cc cb bc bb ccS S S S S S      

 Исто така важи дека плоштината на заедничкиот осумаголник се добива кога од 
плоштината на целата табла ќе се одземе плоштината на четирите правоаголни триаголници 
што се наоѓаат на краевите на таблата, т.е. 64 4S P   . Останува уште да ја пресметаме 
плоштината P . Триаголникот е рамнокрак правоаголен и ако со a  ја обележиме 
хипотенузата, а со h  висината спуштена спрема хипотенузата, имаме дека 2 .a h  Ако пак 
со d  ја означиме дијагоналата на таблата, тогаш имаме 2 8d h  , т.е. 

 8 8 2 8 4 2 1 .
2 2

dh       Тогаш за плоштината на триаголникот добиваме: 

   22 16 2 1 16 3 2 2
2
ahP h       т.е. 

 
 

 
64 4 128 2 1

32 2 1 .cc

S P

S

   

 
  

 

2 година 
 

 732. За коефициентите cba ,,  на квадратната равенка 02  cbxax  

важи равенството 092 2  acb , ако и само ако едниот корен на равенката 
е двапати поголем од другиот корен. Докажи! 
 

 Решение. Нека 1x  и 2x  се двата корени на равенката 2 0ax bx c   . Од условот 

22 9 0b ac  ,  дискриминантата на равенката е 
2 22 2 24 4

9 9
b bb ac b     и затоа корените на 

равенката се 1/2

| |
3 | |3

2 6

b
b b b

x
a a

     . Ако 0b  добиваме 1
2

6 3
b bx

a a
   и 2

4 2
6 3

b bx
a a

  . 

Тогаш, 2 12x x . Слично добиваме и ако 0b . 

Ако 0b  од равенството 22 9 0b ac   добиваме дека 0c   (заради 0a  ), па само 0x   е 
корен на равенката. Следува дека трдењето важи за 0b . 
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 Обратно. Нека едниот корен на равенката е двапати поголем од другиот корен. Да 

претпоставиме дека 2 12x x . Тогаш 1 2 13 bx x x
a

    и 2
1 2 12 cx x x

a
  . Значи, 

 2 22
1 22 3 9

c b bx
a a a
     и оттука 22 9 0b ac  . 

 

 733. Тетивата AB  ја дели една кружница со радиус r  на два лаци во 
однос 1:2.  Во поголемиот дел впишан е квадрат чија една страна лежи на 
таа тетива. Изрази ја должината на страната на квадратот преку радиусот 
r .   

 

 Решение. Исто како што тетивата AB  ја дели кружницата 
на два лаци во однос 1:2  така и соодветните централни агли се 

однесуваат во однос 1:2,  т.е. едниот е 120 , а другиот е 240 .  

Нека со S  го означиме центарот на кружницата. Нека C  е 
точка од помалиот лак така што 

   и и .SC AB SC AB P SC DE Q    
 

Тогаш имаме 120 , а 60ASB CSB    . Од тоа што 

триаголникот CSB  е рамностран ( SB SC r  , а аголот меѓу 

нив е 60 ) следува дека BP  е висина во овој триаголник и ја 

дели страната SC  на половина, т.е. 
2
rSP  , а заради ова ,

2
rSQ a   каде што со a  е 

означена страната на квадратот DEFG . 
 
 

 Од правоаголниот SDQ  со примена на Питагорова теорема, имаме: 
 

     2 2
2

2 2
a rr a      т.е.  2 25 4 3 0.a ar r     

 

 Бидејќи 0a   се добива
2 24 16 60 2 19, т.е. .

10 5
r r ra a r      

 

  734. Од надворешноста на страните AC  и BC  во триаголникот ABC , се 
конструирани квадрати (со страни AC  и BC ) и со центри D  и E . Нека P  е 
средина на страната AB . Докажи дека отсечките PD  и PE  се еднакви и 

заемно нормални. 
 

 Решение. Нека M  и N  се средини на 
страните BC  и AC  и аголот при темето C  
е  . 

Тогаш PEN DPM  , бидејќи имаат по 

една страна со должина 
2
a  и 

2
b , а аглите 

меѓу тие страни се еднакви на 090    

(
2
bPN   како средна линија, 

2
bMD  , 

2
aNE   и 

2
aPM   како средна линија,  

  0 090 90PNE PNA        
и  

  0 090 90PMD PMB      ). 
 

 Следува отсечките PD  и PE  се еднакви. Исто така EPN PDM   и PEN DPM  . 

A

D E

G P F B

C

Q

S




1

1


2

2

A P B

C

E

D

N M

a

2
a

2
b

2
a

2
b

b
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 Бидејќи четириаголникот MPNC  е паралелограм, следува дека MPN   , од каде 

  180 90 90EPD EPN MPD EPN NEP                 . 
 

 735. Реши ја равенката 25 5x x   . 
 

 Решение. Дефиниционата област на равенката е множеството    , 5 5,5   . За 

   , 5 5,5x     дадената равенка е еквивалентна со равенката 2 25 x=(x 5)  . 

Ќе ја запишеме равенката како квадратна по бројот 5, т.е. 2 2 45 (1 2x )5 x x=0    . 
Оттука ги добиваме равенките: 

2
2(1 2x ) (1 2x)

5 x x 4=0
2

       и 
2

2(1 2x ) (1 2x)
5 x +x 5=0

2
     . 

 Со директна проверка забележуваме дека само 1 2
1 21 1 17x , x

2 2
     припаѓаат на 

дефиниционата област. 

3 година 
 736.  Докажи дека ако 2 2 1a b   и 2 2 1c d   тогаш 1ac-bd  .  
 

 Решение 1. Бидејќи  , , , 1,1a b c d   следува дека постојат реални броеви ,   такви што 

a=sin ,b=cos ,c=sin ,d=cos    .  

Тогаш ac bd=sin sin cos cos = cos( )         , па следува дека ac-bd cos( ) 1     . 
 

 Решение 2. Од  2 0a c   и  2 0b d   следува дека 
2 2

2
a cac   и 

2 2
.

2
b dbd   

Користејќи го неравенството на триаголник и горните неравенства добиваме   

  

   2 2 2 22 2 2 2 2 1.
2 2 2 2

a b c da c b dac bd ac bd
            

737. Докажи дека за секој реален број x  важи неравенството  

     cos sin sin cosx x . 

Решение. Нека  ( ) cos(sin )f x x  и ( ) sin(cos )g x x . Очигледно е дека  2T    e период 

на ( )f x  и ( )g x . Затоа доволно е да се докаже неравенството на интервалот [ , ]  . 

Двете функции се парни и затоа е доволно да се докаже неравенството на 

интервалот [0, ] . За ,
2

x     , ( ) 0f x   и ( ) 0g x   па останува да се докаже неравенството 

на интервалот 0,
2
 

   . 

За 0,
2

x    имаме  

 cos(sin ) sin sin sin(cos )
2

x x x       sin cos
2

x x       sin cos
2

x x     

Последново неравенство е точно заради 
 

  sin cos 2sin 2
4 2

x x x        
 

Со тоа неравенството е докажано. 

 738. За 1 2 1 2, 0, 1x x x x   , докажи дека 

2 2

1 2
1 2

1 1 25

2
x x

x x

   
      

   
. 
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 Решение 1. Нека 1 2 1 1(1 )y x x x x   . За 1 0x  , разгледувајќи го y  како квадратна 

функција, заклучуваме дека функцијата е растечка на интервалот 10,
2

 
   со максимум во 

1
1
2

x   и тогаш 1
4

y  . Јасно, како функција по 1x , 1
4

y . Ќе го средиме изразот 

2 2

1 2
1 2

1 1 25
2

L x x
x x

          
   

. 

Имено  
2 2 3 22 1 22 2

1 2 1 2 1 22 2 2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 4 15 4 21 1 25 25 154 2 4 2
2 2 2 2

x x y y y y
L x x x x x x y

x x x x y y
                     

 
 

За 1
4

y  , 3 2
3 2

4 154 15 4 2 1 2 0
4 4

y y y        , па 0L  што требаше и да се докаже.  

 

 Решение 2. Изразот на левата страна од 

неравенството е еднаков на 2 2
1 2 2 2

1 2

1 1 4.x x
x x

   

 

Од 

неравенството меѓу квадратната и аритметичката 
средина за позитивните броеви 1x  и 2x  добиваме 

2 2
1 2 1 2 1,

2 2 2
x x x x 

   односно  

  2 2
1 2

1
2

x x  .                   1  

Исто така важи и  

  
 

2 2
1 2

2 2 2
1 2 1 2

1 1 x x

x x x x


  .                  2  

 Бидејќи  2
1 2 0x x   следува дека  

  
2

1 2
1 2

1 2

1 1, 4
2 4

x x
x x

x x
    

 
.               3   

 Ако  1  и  3  ги замениме во  2  добиваме дека 
 

2 2
1 2

2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 16 8.
2

x x

x x x x


      На крај 

имаме 2 2
1 2 2 2

1 2

1 1 1 254 8 4 .
2 2

x x
x x

         

739. Нека ABCD  е конвексен 
четириаголник во кој должините на сите 
страни и дијагонали се рационални броеви. 
Ако O  е пресекот на дијагоналите, докажи 

дека AO  е рационален број. 
 

 Решение. Ќе означиме 1 ABO  , 2 CBO  , 

ABC  , 1 AOB   и 2 BOC  . Да забележиме дека 1 2sin sin  . Од синусна 

теорема за триаголниците ABO  и CBO , имаме 1

1

sin
sin

AO
AB


  и 1

2

sin
sin

BC
OC


 . Од овие 

равенства добиваме 1

2

sin
sin

AO AB
OC BC


  . Од косинусна теорема за триаголниците ABC , ABD  

и DBC , бидејќи сите страни и дијагонали на четириаголниот се рационални броеви, 

следува дека cos , 1cos  и 2cos  се рационални броеви. Да забележиме дека 

1 2 1 2cos cos cos sin sin       

A B

C
D

O

x

y

11/ 2

1/ 4



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

297 
 

од што следува дека и 1 2sin sin   е рационален број. Па сега 

1 1 2 1 2
2 2

2 2 2

sin sin sin sin sin
sin sin 1 cos

    
  

 


 

од што добиваме дека и AO
OC

 е рационален број. Но, тогаш и 1OC AC
AO AO

   е рационален 

број. Конечно, бидејќи AC  е рационален број добиваме дека и AO  е рационален број. 

4 година 
 740. Докажи дека за сите реални броеви 1, yx  важи неравенството  

  
.8

11

22





 x

y

y

x
 

 

 Решение 1. Земаме смени 1a x   и 1.b y  Од условот на задачата следува дека a  и 

b  се позитивни реални броеви. Неравенството кое треба да го докажеме е еквивалентно со 

неравенството 
     

2 21 1
8... 1 .

a b
b a
 

    Од неравенство меѓу аритметичка и геометриска 

средина за позитивните броеви a  и 1  важи 1 2a a   т.е.  21 4 .a a    

На ист начин добиваме дека важи   21 4 .b b   Сега ако замениме во  1  имаме  

     
2 21 1 4 4 4 4 2 8.

a b a b a b a b
b a b a b a b a
 

          
 

 Решение 2.  Од неравенство меѓу геометриска и хармониска средина за позитивните 

броеви x  и 
1

x
y

 добиваме 2 2 ,
1 11

x xx
y y y

x x

   
 

 т.е.   
2 2

2
4 ... 1 .

1
x x
y y

 


  

 

На ист начин се добива  дека   
2 2

2
4 .... 2 .

1
y y

x x
 


 Со собирање на  1  и  2  имаме  

 

  
2 2 22 2 2

2 2 2 2
4 4 2 8.

1 1
y y yx x x

y x y x y x
           

 

 

 741. Нека k  е природен број. Докажи дека аритметичка прогресија чија 
разлика е природен број или не содржи ниту еден член кој е k -ти степен на 
природен број  или содржи бесконечно многу. 
 

 Решение. Нека a  е првиот член на аритметичката прогресија и d  е нивната разлика 
 .d  Ако a  не е природен број тогаш тврдењето важи бидејќи прогресијата не содржи 

ниеден природен број. Нека a  е природен број и нека kb  ( за некој b  природен број) е 

член на прогресијата. Јасно, постои природен број n  така што .kb a nd   Тогаш, сите 

броеви од облик   , ,kb md m   исто така се членови на таа аритметичка прогресија,  

бидејќи важи  

 

  

  1 2 2 2 ... ,
2

k k k k k kk
b md b kb md b m d m d        

 
 

 

па оттука следува дека   ( ),k kb md b dt a nd dt a d n t         каде t  е некој природен 

број. Со тоа доказот е завршен. 
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 742. Најди ги сите функции :f    такви што за секои ,x y  важи 
22 ))(( xyyfxf  . 

 Решение. Ако ставиме 0x  , добиваме ( ( ))f f y y , за секој y . Па, затоа за ,x y  

имаме 2 2 2( ) ( ( ( )) ( )f y x f f x f y x f y     . Ако замениме 2y x  во последното равенство 

имаме: 2 2 2 2( ) (0) ( )f x x f x f x    , односно 2 2( ) (0)f x f x  . Ако замениме 0y   

добиваме 2 2( ) (0)f x x f   . Одовде можеме да заклучиме дека ( )f x x C  , за секој 

реален број x , каде (0)C f . Навистина, сите функции :f   , ( )f x x C  , C  го 

задоволуваат условот на задачата: 2 2 2 2( ( )) ( ) ( )f x f y f x y C x y C C y x          . 

 743. Нека е даден 90XSY     и  ,k O r  е кружница која целосно 

се наоѓа во  . Нека ABC  е триаголник таков што A  е на k , B  е на 

правата p SX  и C  е на правата q SY . Ако s SO , пресметај ја 

најмалата вредност која може да ја достигне периметарот на ваков ABC . 
 

 Решение. Нека 'A  е пресечната точка на SO  со k , које е меѓу S  и O ,  ,p pk O r , 

 ,q qk O r  се кружници осносиметрични на k  во однос на p  и q  соодветно, ' pA  и 'qA  се 

сликите на 'A , при осните симетрии и 'B  и 'C  се пресечни точки на ' 'p qA A  со p  и q  

соодветно. Ќе докажеме дека ' ' 'A B C  има најмал периметар од бараните. Нека ABC  е 

произволен ваков триаголник и нека pA  и qA  се сликите на A , при осните симетрии, 

тогаш p q p qAB BC CA A B BC CA A A      . 

Од друга страна  2 2 2p q p qA SA A SA ASA XSA ASY XSY            , па аголот 

p qA SA  не зависи од изборот на точките A , B  и C . Исто така од осните симетрии 

следува дека p qSA SA SA  , па p qA A S  е рамнокрак.  Од оценката 

     ' ' '2 sin 2 sin 2 sin 2 ' sin 2 'sinABC p q p ABCL A A SA SA SA AO AO SO AO SA L                

следува дека ' ' 'A B C  достигнува најмал можен периметар и тој е еднаков на 

   ' ' ' 2 ' sin 2 sinA B CL SO A O s r      . Забелешка: Од условот на задачата мора s r . 

S

pk

k

qk

C

B'B

'C

pO

O

A

'pA

pA

'A

'qA
qO

qA

p

q

X

Y
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XXXVII Регионален натпревар по математика за учениците од средното 
образование, 15.II-2014 

 

I  година 
 

 

 744. Докажи дека збирот од квадратите на пет последователни цели броеви не 
може да биде полн квадрат. 
 Решение. Нека се тоа броевите 2, 1, , 1, 2.n n n n n    Тогаш нивниот збир е 

         2 2 2 22 2 22 1 1 2 5 10 5 2S n n n n n n n              

што значи дека 5 S . Ако бројот S  е полн квадрат, тогаш треба  25 2 .n  Ова не е можно за ниту 

еден број .n   Имено ако 5n k , тогаш 2 2 5 2,n A    ако 5 1n k  , тогаш 2 2 5 3,n B    ако 

5 2n k  , тогаш 2 2 5 1.n C    Оттука следува дека овој број не може да биде полн квадрат.  
 

 745. Докажи дека дадената равенка нема решение во множеството на цели броеви: 

        2 2 2 2 2 2 1xy x y yz y z zx z x      . 

 Решение. Имаме 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )( )( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 .

xy x y yz y z zx z x xy x y yz y z zx z y x y
xy zx x y yz zx y z x y z x y z x y y z
x y y z x xy zy z x y y z x z x z y

- + - + - = - + - + - - + =
= - - + - - = - - - - - =
= - - + - - = - - - + +

   

 Значи, дадената равенка е еквивалентна со равенката  
( )( )( )( ) 1x y y z x z x z y- - - + + =  и оттука ( ) ( ) ( ) { }, , 1,1x y y z z x- - - Î - . 

Значи, ( ) ( ) ( ) 0x y y z z x- + - + - ¹  што е невозможно и затоа равенката нема решение во 

множеството на цели броеви.  
 

 746.Б. Во остроаголен триаголник ABC  висината од врвот C  ја дели 

спротивната страна на два дела AD и DB  со должини 3cmAD  и 2cmDB  . 

Аголот при темето A  изнесува 60 . Одреди ги должините на страните на 
триаголникот ABC  како и должината на висината на триаголникот ABC  
спуштена од темето A .  

 Решение. Јасно е дека 5AB sm= . Бидејќи 
аголот кај темето A изнесува 60 и бидејќи 
триаголникот ADC  е правоаголен имаме 
дека аголот DCA изнесува 30  од каде пак 

се добива дека 2 6AC AD sm= = . 
Од Питагоровата теорема кај 
триаголникот ADC  имаме 

 
2 2

2 26 3 25 5DC AC AD cm= - = - = = . 

Од Питагоровата теорема кај триаголникот 
BDC  имаме  

  
2 2

2 25 4 29BC DC BD cm= + = + = .           

Следно, за плоштината на триаголникот 

ABC имаме 5 5 25
2 2 2ABC

AB CDP ⋅ ⋅= = = . Од друга страна 25 29 .
2 2 2ABC

BC AE AEP ⋅ ⋅=  =  
 
 

 Односно, висината од темето A  изнесува 25 cm
29

AE= . 

 747А.  Трапезот ABCD  е поделен со права p , таква што p AB CD  , на два 
дела со еднакви плоштини. Определи ја должината на отсечката чиишто крајни 

A B

C

D

E

3 2
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точки се пресечните точки на правата p  и краците на трапезот, ако се дадени 
дожините на основите a  и b . 
 

 Решение. Ги продолжуваме краците AD  и BC  до 
нивниот пресек M . Нека KL p= . Тогаш, 

ABM KLM DCM    и при тоа 
2 2 2: : : :ABM KLM DCMP P P a m b=    

т.е.                                            
    2 2 2, , ,ABM KLM DCMP ka P km P kb= = =    

каде што k  е коефициент на пропорционалност. Од 
условот на задачата,  

( )

2 2 2 2

2 21 .
2

ABLK KLCD

ABM KLM KLM DCM

P P
   P P P P

ka km km kb

m KL a b

=
- = -

- = -

= = +

   
        

 748Б. На почеток на три плочки се наоѓаат броевите 2012, 2014 и 2016. Марко 
во секој чекор броевите на плочката ги означува со ,a b  и c  по некој редослед, а 
потоа ги заменува со броевите 3 ,3a b b c  и 3c a . Дали може Марко со 
последователна примена на оваа постапка во некој момент на трите плочки да 
има три еднакви броеви? 
 Решение. Ако претпоставиме дека во некој момент може да се добијат сите три броеви да се 
исти, имаме дека 3 3 3a b b c c a t- = - = - = .  Од овој систем добиваме дека  

 

3
3 9 4
3 27 13

b a t
c b t a t
a c t a t

= +
= - = -
= - = -

     

 Од последната равенка 26 13
2
ta t a=  = . Ако се вратиме и замениме, добиваме дека 

2
tb=  и 

2
tc= , односно 

2
ta b c= = = . Од оваа дискусија се заклучува дека три еднакви броја во некој чекор 

би добиле ако во претходниот чекор сме имале три исти броеви. Но, бидејќи се тргнува од 
броевите 2012, 2014 и 2016, следува дека не е можно да се добијат три исти броја.  

 749A. Најди ги сите парови заемно прости  природни броеви a  и b такви што 

a b  е делител на 4 4a b . 
 

 Решение. Користиме ( )( )( )4 4 2 2a b a b a b a b- = - + +  од каде a b+  е делител на 4 4a b- . Добиваме 

дека a b+  е делител на ( ) ( )4 4 4 4 42a b a b a+ + - = и a b+  е делител на ( ) ( )4 4 4 4 42a b a b b+ - - =  или 

( ) ( )4 4НЗД 2 ,2a b а b+ . Од ( )НЗД , 1a b =  следува ( )4 4НЗД , 1а b =  (5) односно 

( ) ( )4 4. . 2 ,2 2a b Н З Д а b+ = . Конечно 1, 1.a b= =  

II година 
 750AБ. Најди ги целобројните вредности на параметарот a , за кои решенијата 
на системот: 

   
 
 

1 2 1

3 2 3

a x y x y

a x y x y

     
     

  

се целобројни. 
 

 Решенија. Дадениот систем е еквивалентен со:  

  
( ) ( )
( ) ( ){ 1 2 1

1 2 3 3
a x a a
a x a y a
- + + = -
- - + = -

.  

a

m

b

A

K

D

M

B

L

C
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Имаме 
( )
( ){2 1 4 4

2 2 2 2
a x a
a y a
- = -
+ =- +

. Ако 1a¹ , тогаш 2x= , а ако 1a= , тогаш xÎ  . Ако 2a=-  тогаш 

нема решение за y  па и за системот . Ако 2a¹- , имаме 1 31
2 2

ay
a a
- += =- +
+ +

. Бидејќи 

решенијата треба да бидат целобројни, следува дека 2a+  треба да е делител на 3  и затоа 
2 1, 3a+ =  . Оттука, 5, 3, 1,1a=- - - . Добиваме: 

5a=- : 2x= , 2y=- ;  3a=- : 2x= , 4y=- ; 1a=- : 2x= , 2y= ;     1a= : xÎ , 0y= . 
 

 751АБ. Нека , ,a b c  се реални боеви за кои важат: 119ab a b   , 59bc b c   , 
71ca c a   . Пресметај ги сите можни вредности на a b c  . 

 

 Решение. Од првата равенка имаме ( ) ( )1 1 120a b b- = - +  односно ( )( )1 1 120a b- - = . Слично, 

втората е еквивалентна со ( )( )1 1 60b c- - =  и третата со ( )( )1 1 72c a- - = . Оттука, 1 2
1

a
c
- =
-

, 

( )1 2 1a c- = -  и заменето во третата добиваме ( )22 1 72c- = . Добиваме, 1 7c = ,  2 5c =-  и оттука 

1 213, 11a a= =-  и 1 211, 9b b= =- . Затоа, можните вредности за a b c+ +  се: 13 11 7 31+ + =  и 

11 9 5 25- - - =- . 

 752А. Реши ја равенката:   22 28 1 0x x x    . 

 Решение. 1-  не е решение на равенката па затоа таа е еквивалентна со: 
( )

2
2

28 0
1

xx
x

- + =
+

. Ја 

трансформираме во ( )
2 2

2 8 0
1 1

x xx
x x

- + - =
+ +

, односно во 

( )
22 2

2 8 0
1 1

x x
x x

+ - =
+ +

. Ја воведуваме смената 
2

1
xt

x
=

+
 и ја 

добиваме 2 2 8 0t t+ - = , чиишто решенија се 2  и 4- . Од 
2

2
1

x
x

=
+

 ги добиваме 1,2 1 3x =  , a од 
2

4
1

x
x

=-
+

 го добиваме 

3 2x =- . 

 753А. Над отсечката BC , како основа, во 
различните полурамнини конструирани се 
рамнокраките триаголници ABC  и DCB , пришто 

90DBA   . Нека M  е средината на основата BC . 
Нека E  e точка од страната AB , P  е на отсечката 

MC  и F  е на полуправата AC  така што C  е меѓу A  и F , пришто 
EDB PDA FDC     . Докажи дека P  е средина на отсечката EF  и DP  и EF  се 

заемно нормални.  
 

 Решение. Нека EDB PDA FDC       . Триаголниците EBD , PMD  и FCD  се правоаголни 

и оттука: cos
BD MD CD

ED PD FD
    . Тогаш, од BD CD  следува дека ED FD , па триаголникот 

DFE  е рамнокрак. Уште, FDE FDC CDE EDB CDE CDB         , па триаголниците DCB  и 
DFE  се слични, со коефициент на сличност cos .  
 Oд PDE PDM MDE EDB MDE MDB         , следува дека DP  е симетрала на аголот 
FDE , па затоа DP  и EF  се заемно нормални. Од тоа што DM  е висина во триаголникот DCB , 

DP  е симетрала на аголот FDE  и cos
MD

PD
  , следува дека DP  е висината во триаголникот DFE  

па затоа P  е средина на отсечката EF . 
 

 754Б. Најди ги сите реални броеви c  такви што равенката  

A

B
C

FD

M P

E
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   22 24 8 32 8 0x x c x x c        

има точно две реални решенија. 
 Решение. Равенката е еквивалентна со ( ) ( )22 24 8 4 0x x c x x c- - - - - = . Ако 2 4t x x c= - - , 

добиваме 2 8 0t t- =  и оттука 2 4 0x x c- - =  или 2 4 8x x c- - = . Дискриминантата на првата равенка 
е ( )1 4 4D c= + , а на втората ( ) ( )2 4 4 8 4 12D c c= + + = + . Равенката има точно две реални решенија 

ако: 1) { 1

2

0
0

D
D

>
<

 или 2) { 1

2

0
0

D
D

=
=

 или 3) { 1

2

0
0

D
D

<
>

. Решение има третиот систем т.е. ( )12, 4cÎ - - . 
 
 

 755Б. Во остроаголниот 
триаголник ABC  повлечени се 
симетралите на внатрешните агли во 
темињата A  и B . Од темето C  се 
повлечени прави паралелни со овие 
симетрали кои нив ги сечат во точките 
D  и E , соодветно. Ако правата DE  е 
паралелна со AB  докажи дека 
триаголникот ABC  е рамнокрак. 

 
 

Решение. Бидејќи AD  е симетрала на A , користејќи ја паралелноста ||AB ED  и ||AD EC  
добиваме CAD BAD DEC     . Од ова добиваме дека точките A , D , C  и E  лежат на иста 
кружница (3). Слично, добиваме дека точките B , D , C  и E  лежат на иста кружница. Значи A , 
B , D , C  и E  лежат на иста кружница. Од паралелноста ||AD EC  и ||BE CD  следи 

DAC DEC EDA ABE       , од каде го добиваме тврдењето во задачата . 
 

III година 
 756АБ. Најди ги решенијата на системот:  

  

 

  

3

2 2

3 3 2

4 8

2 3 5 16

x y

z y y

z x x x

   
  
    

 

 

за кои 0z  . 

 Решение. Ако ја разгледаме втората равенка од системот како квадратна во однос на y , 
нејзината дискриминанта е 264 16D z= - . Од 264 16 0z- ³ , добиваме дека 2z £ .Од условот 0z³  

имаме 0 2z£ £ . Да ја претставиме третата равенка на системот како квадратна во однос на 

( )2: 2 4 6 16 0x x z x z- - - + = . За нејзината дискриминанта D имаме ( )21 4 6 16 0
4

D z z= - + - ³ .  

 Оттука, имајќи предвид дека 0z³ , добиваме { } [ )0 2,zÎ È ¥ . Но 0 2z£ £ , па 0z=  и 2z= . 

Решенијата се ( )4,2,0-  и ( )2,1,2- .   
 

 757АБ. Нека  ,a b  и c  се должини на страни на триаголник.  Определи го 
аголот спроти страната со должина c , ако е исполнето равенството 

3 3 3
2a b c

c
a b c

 


 
.    

 
 

 Re{enie. Даденото равенство ќе го запишеме во обликот 

  ( ) ( ) ( )( ) ( )3 3 3 2 3 3 3 3 2 2 2 2a b c c a b c a b c c c a b a b a ab b c a b+ + = + +  + + = + +  + - + = +  
Бидејќи a  и b  се должини на страни во триаголник, имаме 0a b+ ¹ , па  
  2 2 2c a ab b= - +  (i).  
Од косинусната теорема имаме дека  

A B

C

E D
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  2 2 2 2 cosc a b ab= + - g  (ii)  

 Од (i) и (ii) следува дека 1cos
2

g= , односно 
3
pg= .   

 758А. Ако за аглите во триаголник   и   важи релацијата 

  

2014 2015 2014 2015sin cos sin cos
2 2 2 2

                 
       

, 

тогаш   . Докажи! 
  

 Решение. Бидејќи   и   се агли во триаголник, за нив важи 0 ,
2 2 2

  
  . На интервалот 

0,
2

 
 
 

, синусната функција е строго растечка, косинусната функција е строго опаѓачка и двете 

функции се позитивни. 

 а) Ако    тогаш 
2 2

 
  и важат неравенствата sin sin 0

2 2

        
   

, 0 cos cos
2 2

        
   

.  

 Оттука следува дека 2014 2014sin sin 0
2 2

        
   

 и 2015 20150 cos cos
2 2

        
   

.  Од овие две 

неравенства (со нивно множење), се добивa 

  2014 2015 2014 2015sin cos sin cos
2 2 2 2

                 
       

. 

 б) Ако   , аналогно како во а), се докажува дека важи 

  

2014 2015 2014 2015sin cos sin cos
2 2 2 2

                 
       

. 

Значи, равенството е можно акко   .   

 759А. Во тетраедарот ABCD , со врв A  важи  

  60BAC CAD DAB      . 
 Докажи дека важи неравенството  

  AB AC AD BC CD BD     . 
 
 

 Решение. Нека AE  е симетрала на аголот А, на страната ABC. 
Со примена на синусната теорема, на триаголниците ABE и ACE, 

добиваме 
( )

;
sin30 sin sin30sin 180

AB BE AC CE= =
d-d

. 

 Оттука следува дека 2 ; 2
sin sin
AB ACBE CE= =

d d
  

 Со собирање на последните две еднаквости, добиваме  ( )2 2
sin

AB ACBE CE BC AB AC++ = = ³ +
d

. 

 Значи  

  2BC AB AC³ +                      (1) 
 Аналогно се докажува дека  

  2BD AB AD³ +                      (2)  
и  

  2CD AC AD³ +                      (3) 
 Со собирање на неравенствата (1), (2) и (3), се добива бараното неравенство.         
 
 

 760Б. Без користење на калкулатор, докажи дека важи неравенството  

  2 4
5

log log
2

   . 

30
30



A

B

C

E
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 Решение. Бидејќи 2 2
2 4 2 2 2

log 3log1 1log log log log log
log 4 2log 2 2 2p p

p p
p+ p= p+ = p+ = p+ = , 

доволно е да докажеме дека 23log 5p< , т.е. 3 52p <  

  Ова неравенство лесно се докажува со користење на 
тривијалното неравенство 3,15p<   
 Имено, 3 2 53,15 3,15 10 3,2 2p < ⋅ < ⋅ = . Со тоа задачата е 
решенa.   
    
 

761Б. Од коцка со раб 3 см., отсечени се сите 8 
темиња, така што новодобиеното тело има 24 
темиња и сите негови рабови се со еднаква 
должина. Одреди го волуменот на новодобиеното 
тело.  
 

 Решение. Од равенките 2 3b c a+ = =  и 2b c= , добиваме 

дека 
( )3 2 2

2
c

-
= см 

 Волуменот на секој од 8-те тетраедри е 
( )3 9 10 7 2

6 8T
cV

-
= = см3 . Волуменот на коцката е 

3 27KV a= =  см3. Конечно, волуменот на телото е ( )8 63 2 1K TV V V= - = - см3 .       

 

IV година 
 

 762АБ. Правите 0x   и 4 3x y  се 
тангенти на кружница која се наоѓа во првиот 
квадрант и има центар на параболата 

22 27y x  . Најди го радиусот на 
кружницата. 
 

 Решение. Нека ( ),a b  се координатите на центарот 
на кружницата и r  е нејзиниот радиус. Да забележиме 
дека кружницата лежи во полурамнината определена со 
правата 4 3x y=  и точката ( )0,1  (т.е. со позитивниот дел 
на y -оската), па важи 3 4 0a b- > . Бидејќи кружницата 
се наоѓа во првиот квадрант, следува дека 0a>  и 0b> . Од тоа што y -оската е тангента следува 
дека r a= , а бидејќи центарот се наоѓа на параболата 22 27y x= -  следува дека 

2 22 27 2 27b a r= - = - , па координатите на центарот се ( )2,2 27r r - . Растојанието од центарот до y -

оската е r  а до правата 4 3x y=  е 
( )2 2

2 2

3 2 27 4 6 4 81
54 3

r r r r- - - -=
+

. Бидејќи двете прави се тангенти, 

следува дека 
26 4 81

5
r rr - -= , и оттука добиваме 26 9 81 0r r- - = . Решенија на последнава равенка се 

3-  и 9
2

, па бараниот радиус е 9
2

.  
 
 
 

 763АБ. Аглите на конвексниот n - аголник се , 2 ,..., n   .  Најди ги сите 

можни вреднoсти за n  и соодветните вредности за   . 
 

 Решение.  Јасно е дека 3n³ . Збирот на аглите во конвексниот n - аголник е ( 2)n- p ( n -
аголникот можеме да го поделиме на 2n-  триаголници). Од друга страна

 
( 1)

2 ... (1 2 ... )
2

n n
n n

+a+ a+ + a=a + + + = a .  

x

y

r

4 3x y=

22 27y x= -

O

c
c

c

b b
bb

b
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 Од равенката, 
( 1)

( 2)
2

n n
n

+- p= a   добиваме
2 ( 2)

( 1)
n

n n
p -a=

+
 и 

2 ( 2)
1

n
n

n
p -a= <p

+
. Но, тогаш 

2( 2)
1

1
n
n
- <
+

, т.е. 5n< .Сега за 3n=  имаме 
6
pa= , а за 4n=  имаме 

5
pa= .   

 

 
 

 764А. Најди 1 2 na a a   , ако 1 1a  , 1 14( 1)n n na a a   , за 1n  . 
 
 

 Решение. Бидејќи 1 14( 1)n n na a a+ += - , 1
4

4n
n

a
a+ =

-
. Ако на двете страни одземеме 2 , имаме 

1

2( 2)42 2
4 4

n
n

n n

a
a

a a+

-
- = - =

- -
. Оттука, 

1

41 1 1
2 2( 2) 2 2

n

n n n

a
a a a+

-
= = -

- - -
. Па, низата 1( )

2na -
 е 

аритметичка прогресија со почетен член 
1

1 1
2a
=-

-
 и разлика 1

2
d =- . Па,  

( ) 11 11 ( 1)
2 2 2n

nn
a

+-=- + - =-
-

, од каде 2
1n

na
n

= ⋅
+

. Конечно,  

  ( )( )( ) ( )1 2
1 2 3 22 2 2 2
2 3 4 1 1

n

n
na a a

n n
⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

+ +
  .  

 

 765А. Најди ги сите природни броеви n  така што 


n

k k

n

1 !
 е цел број. 

 

 Решение. Бидејќи  

   
1

! ( 1) ... 3 .... ( 1) 1 ( 1) 11 1 1 1...
! 1! 2! ! ! !

n

k

n n n n n n n S n
k n n n=

+ - ⋅ ⋅ + + - + + - + += + + + = =å   

добиваме дека 
1

( 1) ( 1)
! ( 1)!

n

k

n S nn
k n=

- + +=
-å . За бројот 

1 !

n

k

n
k=

å  да биде цел треба ( 1)!| ( 1) 1n n S n- - + + . 

Бидејќи ( 1) | ( 1)!n n- -  и 1| ( 1)n n S- -  следува дека мора 1| 1n n- + .Јасно 1| 1 2n n- - +   па оттука 
1|2n- . Значи 2n=  и 3n= . )  

 

 766Б. Ако 2 1, 2x x n    тогаш докажи дека 1
n

n nx F x F    
каде 1 2 2 11, n n nF F F F F      за секој природен број .n  
 
 

 

 Решение. Ќе докажеме со помош на математичка индукција по .n  За 2n=  добиваме 
2

2 1 1.x F x F x= + = +   

 Сега, нека претпоставиме за 2n>  е исполнето 1
1 2.n

n nx F x F-
- -= +   

Имаме  
 

( ) ( ) ( )1 2
1 2 1 2 1 2 1 2 11n n

n n n n n n n n nx x x x F x F x F xF x F xF x F F F-
- - - - - - - - -= ⋅ = ⋅ + = + = + + = + + =

 
1n nxF F -= + . 

 

 767Б. Ако n a b  докажи дека 2 .n nn a b  Дали важи обратното ? 
 
 

 Решение. Бидејќи  n a b-  следува дека постои цел број c  така што a nc b= + .  

 Од  Биномната формула добиваме  
  

   

1 2 2 2

2 1 2 2

( ) ...
1 2

...
2

n n n n n n n n n n

n n n n

n n n
a b b nc b b b nc b n c n c b

n
n n

n b c b c n c
n

- -

- -

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç- = + - = + + + + - =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
æ öæ ö æ ö ÷÷ ÷ç ç ç= + + + ÷÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç çç è ø è øè ø

 

 

 Значи, 2 | ( )n nn a b- . 
 

 Обратно не важи бидејќи 4 23 1 (mod 4 )n º   но 3   и 1    немат ист остаток при делење со 4 .  



Армаганка-Regionalni natprevari vo srednoto obrazovanie 

306 

 Регионален натпревар по математика,  
14.II-2015 година 

 
I година 

 
768АБ Ако 1xyz = , докажи дека 

æ ö æ ö æ ö æ öæ öæ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷+ + + + + - + + + =ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç çè ø è ø è ø è øè øè ø

2 2 2
1 1 1 1 1 1

4x y z x y z
x y z x y z

. 

Решение.  

 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )

æ ö æ ö æ ö æ öæ öæ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷+ + + + + - + + + =ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç çè ø è ø è ø è øè øè ø

= + + + + + - + + + =

= + + + + + + + + -

- + + + + +

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2

x y z x y z
x y z x y z

x yz y xz z xy x yz y xz z xy

x xyz y z y xyz x z z xyz x y

xyz x y x z x yz y z( )
( )

поени

+ + =

= + + + + + + - + + + + + + =

=

3 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 26 2

4 (5 )

xy z z xyz

x y z x y y z x z x y z x y y z x z

 

769АБ Neka a  i b  se prirodni broevi takvi {to brojot 24  e delitel na 
brojot 1ab + . Doka`i deka a b+  e deliv so 24 .  
 Re{enie. Broevite 3  i 8  se zaemno prosti. Dovolno e da se doka`e deka a b+  e deliv so 3  

i 8 .  

Od uslovot na zada~ata brojot ab  pri delewe so 3  ima ostatok 2 . Toa e mo`no ako brojot a  

pri delewe so 3  ima ostatok 2  a brojot b  pri delewe so 3  ima ostatok 1 ili obratno. Vo sekoj 

slu~aj dobivame deka 3 |a b+ .  

Isto taka, od uslovot na zada~ata brojot ab  pri delewe so 8  ima ostatok 7 . Toa e mo`no vo 

dva slu~ai.  

Slu~aj 1. Brojot a  pri delewe so 8  ima ostatok 1 a brojot b  pri delewe so 8  ima ostatok 

7  ili obratno. Vo dvete mo`nosti 8 |a b+ . 

Slu~aj 2. Brojot a  pri delewe so 8  ima ostatok 3  a brojot b  pri delewe so 8  ima ostatok 

5 ili obratno. Vo dvete mo`nosti 8 |a b+ .  

Od dobienite realcii 3 |a b+  i 8 |a b+ , kako {to 

ve}e ka`avme, (3, 8) 1=  dobivame 24 |a b+ , {to 

treba{e da se doka`e.  

770А. Висините на остроаголниот триаголник 

ABC  се сечат во точката О, при што OC AB=  . 
Колкав е аголот ACB  ?  

Решение: Нека подножјето на висината од B  ја означиме 
со D  , а на онаа од C  со E . Тогаш триаголникот ABD  е 

складен со триаголникот OCD  ( правоаголни, OC AB=  од условот на задачата, и 

ABD ACE=   како агли со нормални краци).Од овде BD CD= , па триаголникот BCD  е 

рамнокрак правоаголен.Така, 45DCB CBD= =     па бараниот агол е 45. 

A B

C

OD

E
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771Б. Бојан му вели на Павел: "Јас имам 2 пати повеќе години отколку што 

имаше ти кога јас имав толку години колку што имаш ти сега. Кога ти ќе имаш толку 
години колку јас сега, тогаш збирот на нашите години ќе е 63." Колку години има 
секој од нив? 

Решение. Ако со x  ги означиме годините на Бојан, а со y  годините на Павел, тогаш од условите на 
задачата го составуваме следниов систем линеарни равенки: 

 
( )( )

( )( )
ìï = - -ïïíï + + - =ïïî

2

63

x y x y

x x x y
  

или 
3 4 0

3 63

x y

x y

ìï - =ïíï - =ïî
 . Ако го решиме овој систем, добиваме дека Бојан има 28 години, а Павел 21 

година.  
 

772А. Најди го најголемиот природен број којшто е помал од збирот на 
квадратите на своите цифри. 
 

Решение. Нека 
1 0

...
n

a a a  е бараниот број, односно ⋅ + + ⋅ + < + + +2 2 2
1 0 1 0

10 ... 10 ...n
n n

a a a a a a . 

Тогаш - + + - + - <
1 1 0 0

(10 ) ... (10 ) (1 ) 0n
n n

a a a a a a  . Сите собироци освен последниот на левата 

страна се позитивни, а - ³-
0 0
(1 ) 72a a  .  Ако барем една цифра 

k
a  за 2k ³  е различна од 

нула(бројот е барем трицифрен), тогаш - > - >(10 ) 10 9 90k k
k k

a a , а тоа значи дека сумата од левата 

страна е позитивна. Според тоа, тој број мора да е помал од 100 . Бидејќи < +2 299 9 9  тој број (99) е 
бараното решение. 
 
 

773Б Плоштината на основата на една права триаголна призма е 4см2, а 
плоштините на бочните површини се 9, 10 и 17 см2. Определи го волуменот на 
призмата. 
 

Решение: Нека , ,a b c  се должините на страните на основата на призмата, 
+ +

=
2

a b c
s  е 

полупериметарот на основата а h   е нејзината висина. Од условот имаме = = =
9 10 17
, ,a b c

h h h
 и 

- - - =( )( )( ) 4s s a s b s c  . Ако вредностите за , ,a b c  ги замениме во последното равенство имаме 

⋅ ⋅ ⋅ =  = ⋅ ⋅  =  =2 2 218 9 8 1
4 16 18 9 8 9 9.h h h

h h h h
  

 
 

Добиваме 
24 9 36V Bh sm= = ⋅ =  .  

 
 II Година 

 
774АБ. Правилен осумаголник со должина на страна 

а  е впишан во квадрат сострана 1, како што е 

прикажано на цртежот. Докажи дека 122  аа . 
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Решение. Квадратот е составен од осумаголник и четири 
рамнокраки правоаголни триаголници, со хипотенуза a  и катети 

2

a
x     Според тоа, од страната на квадратот имаме 

2 1
2
аа  ,   112 а , т.е. 

1 1 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1

а     
  

. Сега, 

   2
2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1а а           , што требаше 

да се докаже.  

775А. Кога секој корен на равенката 02  qpxx  ќе се зголеми за 1, се 

добиваат корените на равенката 022  pqxpx . Определи ги p  и q . 

Решение. Од Виетовите формули за првата равенка имаме p   и - q , а за 

втората, согласно условот на задачата, 
22 p   и pq )1)(1(  . Тогаш, 

022  pp  и pqpq  12
. Од првата равенка добиваме 2,1 21  pp  , а втората е 

еквивалентна со 1)1( 2  pqp  . Ако 1p , тогаш q  е произволен реален број  Ако 2p  

тогаш 1q  . 

776Б. Кога секој корен на 0732  xx ќе се зголеми со реципрочната вредност 

на другиот корен, се добиваат корените на равенката 02 2  baxx .  Определи ги 
a  и b . 

Решение. Нека   и   се корените на 0732  xx . Тогаш за нив важи 3   и 

7 . Според условот, корени на 02 2  baxx  се 


 1
  и 


 1
 . Тогаш: 

     1 1 3 362 2 ( 3) 2 3
7 7

а
    
           


 и 

      1 1 1 1 722 2 2 2 7 2
7 7

b                 . 

777AB. Во правоаголниот триаголник ABC  
на катетата AC  е избрана точка M  така што 

MCAM 2 . Определи го најмалиот агол на 
триаголникот ABC , ако M лежи на 
симетралата на хипотенузата AB . 

Решение. Со O  ќе ја означиме средината на 

хипотенузата AB . Од условот на задачата правата ОМ  

е симетрала на AB . Јасно е дека триаголникот OMA  е 

сличен со триаголникот BCA  (имаат исти агли) (5 

поени). Ќе воведеме стандардни ознаки cAB  , aBC  , bCA  . Tогаш, повторно од условот 

на задачата, cОА
2

1
  и bAM

3

2
 , заради погорната сличност имаме AM AO

ACAB
    

2 1
3 2

b c

c b
  

  2 21 2
2 3

c b     
2

2
3
4

b
c

  (10 поени). Бидејќи триаголникот ABC  е правоаголен, имаме 
2

2
2

cos b
c
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  2 3cos
4

     3cos
2

     30    (8 поени). Според тоа, аглите во триаголникот се 

 90,60,30 , а најмалиот меѓу нив има 
30  (2 поени).       

 

778А. Реши го системот 

xyz x y z
yzt y z t
ztu z t u
tux t u x

  
   
   

  

 во множеството реални броеви. 

Решение. Ако од првата равенка ја одземеме втората, добиваме   txtxyz  , односно 

   01  txyz . Можни случаи се 01 yz  или 0 tx . Ако 01 yz , со замена во 

првата равенка добиваме zy 0 . Тогаш, од 01 yz  и 0 zy  следува дека 12 y , па 

во овој случај нема решение. Затоа, важи 0 tx , т.е. tx  . Ако се повтори постапката со втората 

и третата равенка, како и со третата и четвртата добиваме zytx  . Тогаш, xx 33  , 

  032 xx и оттука множеството решенија на системот е 

      0,0,0,0 , 3, 3, 3, 3 , 3, 3, 3, 3    . 
 

779Б. Реши го системот 

3
5

2 3

4

xy
x y

xz
x z
yz

y z

  
  
 



  во множеството реални броеви.  . 

Решение. Бидејќи 0,0,0  zyx , дадениот систем е еквивалентен со 

3 5
1 1

2 3
1 1

1 4
1 1

y x

z x

z y


  
 



 
 


, 

односно со 

1 1 3
5

1 1 2
3

1 1 1
4

y x

z x

z y

  



 


 


. Тогаш, ако од првата равенка ја одземеме втората добиваме 

1 1 1
15y z

   . Од  
1 1 1

15
1 1 1

4

y z

y z

  



 


 добиваме 
1 19

120
1 11

120

z

y

 




 . Тогаш 
120

61

120

11

5

31


x
 . Конечно, 

61

120
x , 

11

120
y  и 

19

120
z  . 

 
III година 

 
780АБ. Za realnite broevi , ( 0, )x y Î p  e ispolneto ravenstvoto  

  cos2 cos cos2 cos cos cosx y y x y x- = - .  
Doka`i deka x y= .  
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 Re{enie. Ne e te{ko da se vidi deka dadenoto ravenstvo mo`e da se zapi{e vo oblik  
  cos (1 cos2 ) cos (1 cos2 ) 0y x x y- - - = .  

Zaradi ravenstvata 
21 cos2 2 sinx x- =  i 

21 cos2 2 siny y- = , poslednoto ravenstvo go 

dobiva oblikot 
2 2cos sin cos sin 0y x x y- = , (5) a zaradi  osnovnata trigonometriska 

relacija, vo oblik  

  
- = -

- = -

2 2cos cos cos cos cos cos

cos cos (cos cos ) cos cos .

y x x y y x

y x x y y x
 

Kone~no toa mo`e da se zapi{e vo oblik (cos cos )(cos cos 1) 0y x x y- + = .  

 No, , (0, )x y Î p , pa cos cos 1 0x y + > , i spored toa  

  cos cos 0y x- = ,        (1) 

t.e. cos cosx y= . Funkcijata ( ) cosf t t=  na intervalot (0, )p  e monotono opa|a~ka, pa 

ravenstvoto cos cosx y=  e mo`no samo ako x y= .  

 Zabele{ka. Re{enieto od (1) mo`e da prodol`i so primena na ravenstvoto  

  cos cos 2 sin sin
2 2

x y y x
y x

+ -
- =- .  

781А. Нека важи 0 1x< <  и , 0a b > . Докажи дека 1x xa b a b- < + . 

Решение. Да го означиме бараното неравенство 
1x xa b a b- < +  со (1). Претпоставуваме дека 

b a£ . ...(5) Ако го поделиме неравенството (1) со a , добиваме 

1

1

x
b b

a a

-æ ö÷ç ÷ < +ç ÷ç ÷çè ø
, односно 

1

1 1.....(2)

x x
b b

a a

- æ öæ ö æ ö ÷ç÷ ÷ ÷ç çç÷ ÷ ÷- <ç çç÷ ÷ ÷ç çç÷ ÷ç ç ÷è ø è øç ÷çè ø
. Со оглед на тоа дека 0 1

b

a
< £  и 0 1 1

x
b

a

æ ö÷ç ÷£ - <ç ÷ç ÷çè ø
, 

неравенството (2) е точно, а со тоа и еквивалентното неравенство (1) во случај кога b a£ . ...(10) Нека 

сега a b< . Го делиме неравенството (1) со b  и добиваме 1

x
a a

b b

æ ö÷ç ÷ < +ç ÷ç ÷çè ø
, односно 

1

1 1.....(3)

x x
a a

b b

-æ öæ ö æ ö ÷ç÷ ÷ ÷ç çç÷ ÷ ÷- <ç çç÷ ÷ ÷ç çç÷ ÷ç ç ÷è ø è øç ÷çè ø
. Од тоа што 0 1

a

b
< < , важи и 0 1

x
a

b

æ ö÷ç ÷< <ç ÷ç ÷çè ø
 и 

1

0 1 1

x
a

b

-æ ö÷ç ÷< - <ç ÷ç ÷çè ø
, па сигурно важи неравенството (3), а со тоа и неравенството (1).. 

782А. Реши ја равенката 5 5 4sin cos sin 2x x x+ + = . 

Решение: Равенката ќе ја запишеме во следниов облик 
5 5 4sin cos 2 sinx x x+ = - . Да 

забележиме дека 
5 2 5 2cos cos , sin sinx x x x£ £ .Оттука добиваме дека левата страна на 

последното равенство 
5 5 2 2sin cos sin cos 1x x x x+ £ + = . Од друга страна, имено десната 

42 sin 1x- ³ , па дадената равенка е еквивалентна на системот равенки: 

5 5

4

sin cos 1

2 sin 1

x x

x

ìï + =ïïíï - =ïïî
.  
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За sin 1x =   добиваме дека 
5cos 0x =  или 

5cos 2x = . Од последниве равенки ги добиваме 

бараните решенија во облик  2 ,
2

x k k= + Î p
p . 

783АБ.Страната BC  на триаголникот ABC  има должина 
a  а радиусот на впишаната кружница r . Определи ја 
плоштината на триаголникот, ако впишаната кружница ја 
допира кружницата со дијаметар BC .  
 Re{enie. Нека O  е центар на впишаната кружница, а M  е средина 

на отсечката BC . Нека кружницата k  впишана во триаголникот ABC  

ги допира страните ,AC AB  и BC  во точките ,K L  и N  соодветно. 

Ќе воведеме ознаки AK AL x= = , CK CN y= =  и 

BL BN z= = . Притоа, од условот на задачата имаме 
2

a
OM r= -  и  y z a+ = . Но тогаш  

  
æ ö÷ç ÷= - = - - = -ç ÷ç ÷çè ø

2 22 2
2

2 4

a a
NM OM ON r r ar ,  

од каде што следува дека едната од отсечките y  и z  има должина 

2

2 4

a a
ar- -  а другата 

+ -
2

2 4

a a
ar .  

 Од Хероновата формула имаме  ( )P x y z xyz= + + , а од формулата за пресметување на 

плоштина P pr= , каде 
+ +

= = + +
2

a b c
p x y z , имаме = + +( )P x y z r . (5) Според тоа  

  + + = + +( ) ( )x y z xyz x y z r ,   = + 2( )xyz x a r ,   = + 2( )arx x a r   

 Од последното равенство имаме 
ar

x
a r

=
-

, па за плоштината добиваме  

  
æ ö÷ç ÷= + + = + = + =ç ÷ç ÷ç - -è ø

2

( ) ( )
ar a r

P x y z r x a r a r
a r a r

, што требаше да се определи. 

784Б.   Реши ја равенката 
1 1 8

8 4

log (2 ) 4 log log 0x x x- ⋅ = . 

Решение. Имајќи во предвид дека 
1 1 1 1

8 8 8 2

1 1
log (2 ) log 2 log log

3 3
x x x= + = - + , 

1 1

4 2

1
log log

2
x x=  и 

8 1

2

1
log log

3
x x= - ...(10), равенката можеме да ја запишеме во обликот: 

2

1 1

2 2

2 log log 1 0x x+ - = . 

A
B

C

K

L

N
M

O
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Решенијата на квадратната равенка која одговара на горната равенка се: 
1 1

2

1
log

2
x =  и 

1 2

2

log 1,x =- од каде за решенијата на првата равенка имаме: 
1

1

2
x =  и 

2
2.x =  

785Б. Реши ја неравенката   
2 2

1 1
.

2 3 2 1x x+
³

+ -
 

Решение. Левата страна на неравенката е дефинирана и позитивна за секој реален број x , додека 
десната страна е дефинирана за секој број 2x ¹ - , при што изразот може да добие и негативни 
вредности...(5). Тогаш 

1. Ако десната страна е негативна односно ако 
22 1,x+ <  неравенството е исполнето за секое 

2x <-  
2. Ако 2x >-  тогаш равенката е еквивалентна со следнава неравенка 

2 22 3 2 1,x x++ £ -  односно 
22 4 2 4 0.x x- ⋅ + £  

Ако се изврши  замена 
22 x t= , неравенката го добива обликот  

2 4 4 0t t- + £  или 
2( 2) 0t - £ . 

Нејзино единствено решение е 2t =  односно 1.x =  

Конечното решение на почетната неравенка е { }( , 2) 1 .x Î -¥ - È  

 IV Година 
786А. Одреди го 2015-от член во низата 1, 2, -2, 3, -3, 3, 4, -4, 4, -4, 5, -5, 5, -5, 5, 

6,-6, 6, -6,6, -6,... 
Решение. Нека 2015-от член во низата е бројот k . Да забележиме дека последното појавување во 

низата на број со апсолутна вредност 2 има реден број 3; на број со апсолутна вредност 3 има реден 
број 6; на број со апсолутна вредност 4 има реден број 10 и.т.н.(5)  

Последното појавување на број чија апсолутна вредност е k  има реден број 
( )+1

2

k k
. 

Бидејќи 
⋅

=
62 63

1953
2

 и 
⋅

=
63 64

2016
2

, следува дека на 2015-та позиција во низата е бројот 

( )2015 1953 1
1 63 63

- +
- = - .     

 

787Б. Пресметај го производот 
æ öæ öæ öæ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷= + + + + ⋅ ⋅ +ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç çè øè øè øè ø è ø2 4 8 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1 ... 1

2 2 2 2 2
n

P . 

Решение. Множејќи ги двете страни на 

равенството со -
1

1
2

, добиваме 

+

æ ö÷ç ÷- = -ç ÷ç ÷çè ø
12

1 1
1 1

2 2
n

P . 

Оттука следува дека 
+

æ ö÷ç ÷= -ç ÷ç ÷çè ø
12

1
2 1

2
n

P . 

788А. Дадени се точките A(-2, 0) и B(2, 
0). Точките C и D припаѓаат на нормалите 
на отсечката AB во точките A и B 
соодветно, при што аголот COD е прав. 
Одреди го геометриското место на точки 
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на пресекот на правите AD и BC. 

      Решение. Нека точката C има координати C(‐2, c). Равенката на правата OC е 
2

c
y x= - .  

Бидејќи аголот COD е прав, равенката на правата OD е 
2

y x
c

=  и точката D има координати 

4
2,D

c

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
. Равенката на правата AD е ( )1

2y x
c

= + , додека на правата BC е ( )2
4

c
y x=- - . 

Координатите на пресечната точка P, на правите AD и  BC, се решение на системот 

( )

( )

ìïï = +ïïïíïï = - -ïïïî

1
2

2
4

y x
c
c

y x
.  

Со елиминација на параметарот c од равенките, се добива равенката 

2
2 1

4

x
y+ = . 

Од произволноста на c, следува дека геометриското место е елипсата 

2
2 1

4

x
y+ = . 

789Б. Нека 
2 3

, ,
n n n

S S S  се сумите на првите ,2 , 3n n n  членови на аритметичка 

прогресија, соодветно. Докажи дека ( )= -
3 2

3
n n n

S S S  

Решение. ( ) ( )= + - = + - + = +
2 1 1

2 1 1
n n

a a n d a n d nd a nd  

( ) ( )= + - = + - + = +
3 1 1

3 1 1 2 2
n n

a a n d a n d nd a nd   

( )= +
12n n

n
S a a ,  

( ) ( )
æ ö÷ç ÷ç= + = + + = + = +÷ç ÷çè ø

2
2 1 2 1

22
2

2
n

n n n n

Sn
S a a n a a nd n nd S n d

n
, 

( ) ( )
æ ö÷ç ÷ç= + = + + = + = +÷ç ÷çè ø

2
3 1 3 1

23 3 3
2 2 3 3

2 2 2
n

n n n n

Sn n n
S a a a a nd nd S n d

n
  

( ) ( ) ( )- = + - = + =2 2

2 3
3 3 2 3

n n n n n n
S S S n d S S n d S   

 

 790AB . Докажи дека за секој природен број 2n ³ , постојат различни природни 

броеви 
1

x , 
2

x  , ..., 
n

x , такви што 
1 2

1 1 1 1
...

2013
n

x x x
+ + + = . 

 

 Решение. Задачата ќе ја докажеме со методот на математичка индукција. Имаме  

1 1 1 1 1 1 1

2013 3 671 674 3 671 3 674 671 674
= = + = +

⋅ ⋅ ⋅

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
, равенството важи за 2n = . (5) 

Нека тврдењето важи за n k= , односно постојат различни природни броеви 
1

x , 
2

x  , ..., 
k

x , такви 

што 

1 2

1 1 1 1
...

2013
k

x x x
= + + + .  Тогаш  

1 2

1 1 1 1 1
...

2013 4026 2 2 2
k

x x x
= + + + + .  

 

 Јасно 2013
i

x ¹  односно 2 4026
i

x ¹  за сите 1,2..,i n=  и 
1

2x , 
2

2x  , ..., 2
k

x  се различни 
природни броеви. Следува тврдењето важи и за 1n k= + . 
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 Sega, spored principot na matemati~ka indukcija tvrdeweto va`i za sekoj priroden broj 
n Î  . 
 
 

 791АБ. Neka , ,a b c  se poparno razli~ni realni broevi. Doka`i deka barem 

edna od ravenkite  
- - = -
- - = -
- - = -

( )( )

( )( )

( )( )

x a x b x c

x b x c x a

x c x a x b

 ima realni re{enija.  

 Re{enie 1. ]e gi razgledame kvadratnite funkcii  
 

  

= - - - -
= - - - -
= - - - -

1

2

3

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

f x x a x b x c

f x x b x c x a

f x x c x a x b

 

 

Neka tvrdeweto na zada~ata ne e to~no. Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da 

pretpostavime deka 
1
( )f x  i 

2
( )f x  nemaat koreni.  No toga{, bidej}i najstarite koeficienti 

im se edinici, dobivame deka 
1
( ) 0f x >  i 

2
( ) 0f x > , za sekoj x Î  . Od osobinite na realni 

broevi imame 
1 2
( ) ( ) 0f x f x+ > , x Î  .  

 

 Od druga strana  
 

  

+ = - - - - + - - - - =
= - - + - - - + -
= - + - -

1 2
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )[( ) ( )] [( ) ( )]

[2 ( )]( 1)

f x f x x a x b x c x b x c x a

x b x a x c x a x c

x a c x b

 

ima realni koreni 
1

1x b= +  i 
2 2

a c
x

+
= . Zna~i, ne e ispolneto 

1 1
( ) 0f x >  i  

2 1
( ) 0f x > , odnosno 

1 2
( ) 0f x >  i  

2 2
( ) 0f x > . Zaradi dobienata kontradikcija, postojat 

dva polinomi, odnosno imame dve ravenki koi imaat realen koren.  
 

 Re{enie 2. Kako i vo prethodnoto re{enie }e pretpostavime deka na primer deka 
2
( )f x  i 

3
( )f x  nemaat realni re{enija.(10 поени од почетокот на решение 1) Toga{ nivnite 

diskriminanti se negativni, t.e. 
2( 1) 4( ) 0b c bc a+ + - + < , t.e. 

2( 1) 4( )b c bc a+ + < +  

 

                  
2( 1) 4( ) 0c a ca b+ + - + < , t.e. 

2( 1) 4( )c a ca b+ + < + .  

 

Istite neravenstva }e gi zapi{eme vo oblik   
- - < -

- + < -

2

2

( 1) 4 4

( 1) 4 4 .

b c a b

c a b a
  

 Broevite od desnata strana se pozitivni, a nivniot zbir e ednakov na nula, {to ne e mo`no.  

 Zaradi dobienata kontradikcija, dobivame deka barem dve od dadenite ravenki imaat 
realni re{enija. 
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 РЕГИОНАЛЕН НАТПРЕВАР ЗА СРЕДНО ОБРАЗОВАНИЕ, 13.II-2016 година  
I година 

 

 792АБ. Да се определат сите четирицифрени броеви abcd  така што 297cda abc- =  и 
23a b c+ + = .  

 

 Решение. Равенката 297cda abc- =  можеме да ја запишеме во облик  
 99( ) 10( ) 3 99c a d b- + - = ⋅ . 
 

Сега, според теоремите за деливост во множеството природни броеви 99|10( )d b- . Бидејќи d b-  или 
b d-  е цифра, тоа е можно ако и само ако 10( ) 0d b- = , т.е. d b= . Но тогаш 99( ) 3 99c a- = ⋅ , од каде 
добиваме 3c a- = , т.е. 3c a= + . Ако пак сега замениме во 23a b c+ + =  добиваме  
 

  3 23a b a+ + + = ,  2 20b a+ = ,  2(10 )b a= - . 
 

Бидејќи b  е цифра, {0,2,4,6,8}bÎ , па според тоа 10 4a- £ , т.е. 6a³ . Бидејќи и c  е цифра од 
равенството 3c a= + , добиваме дека 6a= . Сега е јасно дека 9c=  и 8b= . 

 Значи, единствениот број кој го задоволува условот од задачата е бројот 6898abcd = . 
 793Б. На еден квиз натпреварувачот одговара на 24 прашања. Ако точно одговори 
на поставеното прашање тој освојува 4 поени, а во спротивно губи 1,4 поени. На колку 
прашања натпреварувачот не го знаел одговорот, ако на крајот од натпреварувањето 
тој освоил 69 поени?  
 Решение.  Нека x  е бројот на точно одговорени прашања, а y  бројот на неточно одговорени 
прашања. Јасно 24x y+ = , односно 24y x= - . Од друга страна вкупниот број на освоени поени е 
4 1,4 69x y- = . Ако замениме 24y x= -  имаме  

  

4 1,4 69 4 1,4(24 ) 69 4 33,6 1,4 69

102,65,4 102,6 , 19
5,4

x y x x x x

x x x

- = - - = - + =

= = =
 

 Значи, бројот на неточно одговорени прашања е 24 24 19 5y x= - = - = . 
 794А. Јане прочитал пет книги. Од петте книги може да се формираат 5 множества 
од по четири книги. Четирите книги од секое од овие множества заедно имале 913, 973, 
873, 1011 и 1002 страници. Колку страници имала секоја од петте книги? 
 Решение. Ако бројот на страниците на книгите се , , , ,a b c d e  соодветно, тогаш треба да го решиме 

системот равенки: 

913

973

873

1011

1002

a b c d

a b c e

a b d e

a c d e

b c d e

ì + + + =ïïïï + + + =ïïï + + + =íïïï + + + =ïïï + + + =ïî

 

Ако ги собереме сите равенки, се добива:  ( )4 4772 1193a b c d e a b c d e+ + + + =  + + + + =  
Ако од оваа равенка се одземе секоја од петте равенки од системот, ќе се добие  

182, 191, 320, 220, 280a b c d e= = = = =  страници. 

 795AБ. Упрости го изразот: 
2

2
1 2 6 1 2 3 4 9
1 3 3 2 3 5 6

x x x x x x
x x x x x x

æ ö+ - + + + - ÷ç- ⋅ - + ÷ç ÷÷ç- - - -è ø- +
. 

 Решение. Имаме 

  

( )
( ) ( )( )

( )
( )

( )( ) ( )( )
( )( )

( )
( )

2 2

2

2

2

2 31 2 6 1 2 3 4 9 1 1 2 3 4 9
1 3 3 2 3 1 2 33 1 2 35 6

2 3 1 3 2 3 2 4 91
1 3 1 2 3

2 31
1 3 1

xx x x x x x x x x x x
x x x x x x xx x xx x

x x x x x x xx
x x x x

xx x
x x

æ ö æ ö-+ - + + + - + + + + -÷ ÷ç ç- ⋅ - + = - ⋅ - + =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ç ÷ç- - - - - - -- - -è ø è ø- +
æ ö- + - - + - + + -+ ÷ç ÷ç= - ⋅ =÷ç ÷- - - - ÷çè ø

-+= - ⋅- -

22 3 2x x- - - 26x x+ + +
( )( )

( )
( ) ( )( )

( )

2 34 9 1 3 6
12 3 3 1 2 3

2 31
1

xx x x
xx x x x x

xx
x

-+ - + -= - ⋅ =-- - - - -

-+= -- 3( )
3

1x
⋅

-
( )2x-

( )2x- ( )3x-
1 2 1(5) 1.
1 1 1

x x
x x x
+ -= = - = =- - -
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 796А. Даден е рамнокрак трапез ABCD  со основи AB  и CD  и дијагонала AC  таква 

што AC AB CD= + . Ако О е пресекот на дијагоналите, докажи дека средините на 
отсечките AO , BC  и DO  се темиња на рамностран 
триаголник.  
 

 Решение. Од сличноста на триаголниците ABO  и CDO   
следува дека  
 

  : :CO AO CD AB= , 
а од тоа 
 

  
( ) ( ): :CO AO AO CD AB AB+ = +          

 

односно : :AC AO AC AO= , па AO AB= .  
 

 Значи, триаголникот ABO  е рамностран, аналогно и CDO  е 

рамностран. Тоа значи дека BP AO^  ( P  е средина на AO ), 
односно триаголникот BCP  е правоаголен, со хипотенуза BC . Но, бидејќи PQ  е тежишна линија над 
хипотенузата BC , следува дека 
 

  

1 .
2

PQ BC=                        (1)  

 Аналогно, од правоаголниот триаголник BCR  имаме 
 

  

1
2

RQ BC=                        (2)  

 Понатаму, во триаголникот ADO , PR  е средна линија, па важи 
 

  

1
2

PM AD=                       (3)  

Конечно, ако се земе предвид условот на 
задачата AO AB=  и (1), (2) и (3) заклучуваме 
дека триаголникот PQR  е рамностран, со 

страна еднаква на половината од кракот AD  .  
 

 797Б. Даден е квадрат ABCD . 
Точките X  и Y  лежат на страните BC  
и CD , соодветно. Должината на 
отсечките ,XY AX  и AY  се 3, 4 и 5 
соодветно. Пресметај ја должината на 
страната на квадратот. 
 

 Решение. Нека должината на страната на 
квадратот е a . Триаголникот AXY е 
правоаголен (страните се 3,4 и 5) со прав агол 
кај темето X .Бидејќи CXY XAB =  (агли 

со нормални краци) следува дека CXYD е 
сличен со BAXD .  Добиваме дека страните им 

се пропорционални, односно CX XY
BA AX

=  или 

3
4

XY BA aCX
AX
⋅= = .   Непосредно добиваме дека 

4
aBX = . Од Питагоровата теорема за 

ABXD добиваме ( )
2

2 24
4
aa + = , од каде 16 17

17
a= .   

 
II година 

 

 798A. Реши ја ирационалната равенка 
2 2

2 2

6 4 5
6 4

x x x x

x x x x

+ + + - - =
+ + - - -

. 
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 Решение. За 5x¹-  имаме: 
 

2 2

2 2

6 4 5
6 4

x x x x

x x x x

+ + + - - =
+ + - - -

 2 2 2 26 4 5 6 5 4x x x x x x x x+ + + - - = + + - - - 

2 26 4 4 6x x x x- - = + +  2 23 4 2 6x x x x- - = + + . 
 

Квадрирајќи ја последната равенка добиваме 
 

( ) ( )2 29 4 4 6x x x x- - = + +  ( ) ( )2 29 4 4 6x x x x- - = + +   

1,2
13 169 1200 13 37

10 10
x  + = =  1 5x = , 2

12
5

x =- . 
 

Со проверка се утврдува дека двете решенија припаѓаат на дефиниционата вредност и се решенија и на 
почетната равенка. 
 

 799Б. Докажи дека ако m  и n  се реални броеви со еднакви знаци, тогаш бројот 
 

( ) ( )2 23 2 2 3 3 2 2 3B m m n mn n m m n mn n= + - - - - - +  
 

е ненегативен. 
 

 Решение. Со помош на формулата за разлика на квадрати добиваме, 
 

 ( ) ( )( )3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3 3 2 2 3B m m n mn n m m n mn n m m n mn n m m n mn n= + - - + - - + + - - - - - + =  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )23 2 2 3 3 2 2 3 2 2 2 2 2 22 2 2 2 4 4 4m mn m n n m mn m n n mn m n m n mn m n- - = - - = - - = -  . 
 

Следува дека бројот B  е ненегативен, бидејќи mn  е ненегативен број кога m  и n  се со еднакви знаци. 
 

 800AБ. Разликата на нулите на квадратниот трином 2x px q+ +  е a . Определи го 
квадратниот трином така што збирот p q+  има најмала вредност.  
 

 Решение. Нека 1 2,x x  се нулите на квадратниот трином 2x px q+ + , односно се корени на 

квадратната равенка 2 0x px q+ + = . Од условот на задачата следува 1 2x x a- = . Според Виетовите 
формули имаме  
 

  1 2x x p+ =-  и 1 2x x q⋅ = .  
 

Значи, изразот p q+  може да се запише во облик  
 

  1 2 1 2( )p q x x x x+ = - + .  
Но, од равенството 1 2x x a- =  имаме 2 1x x a= - , па ако замениме во претходното равенство добиваме  
 

 ( )
2 2

2
1 1 1 1 1 11

( 2)2( ) ( ) ( 2) .
2 4

aap q x x a x x a x a x a x a +++ = - - - - = - + + = - + -   
 

 Последниот израз е најмал ако и само ако 1
2

2
ax += , а во тој случај добиваме дека 2

2
2

ax -= . Отука 

имаме 2p=-  и 
2

1
4
aq= - .  Бараниот трином е   

2
2 2 1

4
ay x x= - + - . 

 
 

 801AБ. Во множеството реални броеви реши го системот равенки  
 
 

2 2

2 2
2 3 3

2 2 6
x xy y
x xy y

ìï - + =ïíï + - =ïî
 . 

 
 

 Решение. Oчигледно е дека 0x¹ , бидејќи во спротивно би го добиле системот 
2

2

3

3

y

y

ìï =ïïíï =-ïïî
 кој 

очигледно нема решение. Воведуваме смена y tx=  со која системот го добива обликот  
2 2

2 2

(2 3 ) 3

(1 2 2 ) 6

x t t

x t t

ìï - + =ïïíï + - =ïïî
 (1) . 
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Ако првата равенка на системот ја поделиме со втората равенка, ја добиваме равенката  
2

2
2 3 1

21 2 2
t t
t t

- + =
+ -

,  

 

која е определена за 1 3
2

t ¹ . Последната равенка е ја запишуваме во обликот 24 8 3 0t t- + = , а 

нејзини решенија се 1
1
2

t =  и 2
3
2

t =  Двете решенија ќе ги разгледаме како одделни случаи.  
 

 Случај 1. 1
1
2

t = . Од првата равенка на системот (1) добиваме 2 4x = , па според тоа 1 2x =  и 

2 2x =- . Соодветно 1 1y =  и 2 1y =- . Лесно се проверува дека паровите 1 1( , ) (2,1)x y =  и 

2 2( , ) ( 2, 1)x y = - -  се решенија на системот.  
 

 Случај 2. 2
3
2

t = . Од првата равенка на системот (1) добиваме 2 12x =- , па според тоа, во овој 

случај системот нема решение. 
 

 Конечно, единствени решенија на системот се 1 1( , ) (2,1)x y =  и 2 2( , ) ( 2, 1)x y = - - . 
 

 802A. Дадени се два квадрати со страна 1 , така што едно теме на едниот квадрат е 
центар на другиот квадрат. Која е најмалата можна вредност на плоштината на 
пресечниот дел?      
 

Решение. Да го разгледаме цртежот десно. Аглите COD  и AOB  се 

еднакви како агли со нормални краци, 45OBA ODC= =    и OD OB= , 
па затоа  следува дека AOB CODD @D . Значи, бараната плоштина е 
еднаква на плоштината на триаголникот BOD , т.е. таа е еднаква на 
четвртина од плоштината на квадратот. Според тоа, бараната плоштина е 

еднаква на 1
4

. Бидејќи плоштината на пресечниот дел е константна, таа е и 

најмалата можна вредност.              
 

803Б. Нека M  е внатрешна точка на триаголникот 
ABC . Низ M  се повлечени прави паралелни на 
страните на триаголникот. Нека плоштините на 
штрафираните делови се означени со a , b  и c  (види 
цртеж). Докажи дека плоштината P  на триаголникот 
ABC  е  

 

( )2P a b c= + + . 
 

 Решение. Очигледно триаголниците со плоштини a , b  и c  
се слични со триаголникот ABC . Од сличноста на триаголниците 
следува 
 

a AN
P AB
= , b NP

P AB
=  и c PB

P AB
= . 

 

Со собирање на горните равенства добиваме 
 

1a b c AN NP PB AB
P AB AB

+ + + += = = , 
 

од каде следува P a b c= + + , т.е. ( )2P a b c= + + . 

 
III година 

 

 804A. 2Б. Определи ги 2log , log , loga ab ab
b b b  и 

3log
ab

b , ако  
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- = -2 3log log log loga ab ab ab
b b b b . 

 

 Решение. За 1b= , равенството е точно за било кое a , затоа што сите логаритми се еднакви на 
нула. За 0, 1b b> ¹ , дадениот услов може да го запишеме во обликот 

1 1 1 1
log log 1 log 2 log 3b b b ba a a a

- = -
+ + +

. Нека logb a x= . Тогаш ја добиваме равенката 

1 1 1 1
1 2 3x x x x

- = -+ + + , чие решение  е 3
2

x=- . 

Тогаш бараните вредности се  
 

  2 3
2 2log ,log 2,log 2,log .

3 3a ab ab abb b b b-= =- = =  
 

 805Б. Реши ја равенката + = ⋅4 9 2 6x x x . 
 

Решение. + = ⋅  + = ⋅ ⋅2 24 9 2 6 2 3 2 2 3x x x x x x x . Последната равенка ќе ја поделиме 

со ⋅2 3x x  и добиваме ( ) ( )+ =2 3 2
3 2

x x

......(10) Сега воведуваме смена ( ) =2
3

x

t  и добиваме 

+ =1 2t
t

, каде ¹ 0t . Понатаму добиваме - + =2 2 1 0,t t  односно - =2( 1) 0t .Значи, =1t , 

од каде за x  добиваме ( ) ( )= =
0

2 21
3 3

x

, односно = 0x .....   мора да е .  

Со замена во почетните услови, добиваме  или дека   и . 

Oд друга страна, заради , добиваме дека  и за да  мора 

да е . Со замена во почетните услови, добиваме  
 
 

 
од каде  
 

 

или дека   и   и на крај . 

 
 

IV година 
 

 806А. Определи го најголемиот член на низата 2016 ,
!

n
na n

n
= Î . 

 

 Решение. Од 1 2016
1

n

n

a
a n
+ =

+
, следува дека низата расте  до 2015-от член кој е еднаков со 2016-от, а 

потоа опаѓа. Значи, најголеми членови на низата се 2015a  и 2016a .  
 

 807Б. Функцијата :f    е определена со  

33 32 2 2

1( )
2 1 1 2 1

f x
x x x x x

=
+ + + - + - +

, xÎ .  

 

 Пресметај ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 ... 2016f f f f+ + + + . 
 

 Решение. Дадената функција ја трансформираме на следниот начин: 
 

 

( )
( ) ( )( ) ( )

33 32 2 2 2 23 33

1 1

2 1 1 2 1 1 1 1 1
f x

x x x x x x x x x
= =

+ + + - + - + + + + - + -
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( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )
3 33 3

2 2 333 33

1 1 1 1
1 11 1 1 1 1 1

x x x x
x xx x x x x x

+ - - + - -= =
+ - -+ + + - + - + - -

 

  
( )331 1 1 .

2
x x= + - -  

 

 Значи ( ) ( )331 1 1
2

f x x x= + - - .  
 

 Сега имаме    
 

    ( ) 3 32 1 2 0f = -   
 

    ( ) 332 2 3 1f = -   
 

    ( ) 3 32 3 4 2f = -  
 

    ......................... 
 

    ( ) 3 32 2014 2015 2013f = -  
 

    ( ) 3 32 2015 2016 2014f = -  
 

    ( ) 3 32 2016 2017 2015f = -  
 

 Собирајќи ги горните равенства, добиваме 
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 311 2 3 ... 2016 2017 2016 1
2

f f f f+ + + + = + - . 
 
 

 808АБ. Во множеството на целите броеви реши ја равенката  
 

1 2 2 1... 3x x
x x x x
- -+ + + + = . 

 

 Решение. Бидејќи 0x¹  (дефинициона област на равенката), ако равенката ја помножиме со x  таа 
го добива обликот  ( 1) ( 2) ( 3) .... 3 2 1 3x x x x- + - + - + + + + = . 
Левата страна на равенката е аритметичка прогресија, која е опаѓачка, со прв член 1 1a x= - , со разлика 

1d =- , 1na =  и 3nS x= .  Бидејќи 1 1 11 1 1
1

na a xn x
d
- - += + = + = -- , добиваме 

 

  

( )1 11 1( 1)
2 2 2

n
n

x xa a xS n x
-+ - += ⋅ = - = , т.е. 2 7x x= . 

 

 Бидејќи 0x¹ , решение на последната равенка е 7x= . 
 

 809А, 4Б. Низата броеви 1 2, ,...a a  е зададена со 1 1a = , 2 143a =  и 1 2 3
1

...5 n
n

a a a aa
n+

+ + + += , за 

2n³ . Докажи дека сите членови на низата се цели броеви.  
 

 Решение 1. Да забележиме дека 1 2
3

1445 5 5 72 360
2 2

a aa += = ⋅ = ⋅ = . За 4n³  имаме  
 

1 2 3 1...5
1

n
n

a a a aa
n

-+ + + += -  и 1 2 3 2
1

...5
2

n
n

a a a aa
n

-
-

+ + + += - . 
 

Со алгебарски трансформации добиваме  
 

  1 2 3 2 1
2...

5n n
na a a a a- -
-+ + + + = ,  ( )1 1

5 2
1 5n n n

na a a
n - -

-= +
-

 

  1 1
5 3 3

1 5 1n n n
n na a a

n n- -
+ += =- - . 

 

 Според тоа,   
 

  3
( 3)( 2) ... 7 ( 3)( 2)( 1) 360 ( 3)( 2)( 1)
( 1)( 2) ... 3 6 5 4 3n
n n n n n na a n n n n
n n
+ + ⋅ ⋅ + + += = ⋅ = + + +
- - ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

,  
 

што требаше да се докаже.  
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 Решение 2. Ако воведеме ознака 1 2 ...n nS a a a= + + + , тогаш  1 1n n na S S+ += - . 
 

 Значи, доволно е да докажеме дека nS  е цел број. Од самата дефиниција е јасно дека 1 1S = , 

2 144S = , а од равенството 1 2 3
1

...5 n
n

a a a aa
n+

+ + + +=
 
добиваме 1

5
n n nS S S

n+ - =  
 

 1
5

n n
nS S

n+
+= . 

 

Значи, при 2n³  добиваме  
 

 
1 2

( 5)( 4)( 3) .... 7 ( 5)( 4)( 3)( 2)( 1)144
( 1)( 2) ... 2 6 5 4 3 2 1

( 5)( 4)( 3)( 2)( 1)
5

n
n n n n n n n nS S

n n n

n n n n n

+
+ + + ⋅ ⋅ + + + + += = =- - ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+ + + + +=

 

 

Но, броевите 5, 4, 3, 2, 1n n n n n+ + + + +  се пет последователни природни броеви па еден од нив е делив 

со 5 . Значи, nS Î , n" Î , што требаше и да се докаже. 
 810А. Најди го бројот на сите подмножества од три различни елементи од 
множеството 2 3 2000{2,2 ,2 ,...,2 }  така што тие елементи се последователни членови на 
растечка геометриска прогресија. 
 Решение. Нека трите броеви од множеството се 2 ,2 ,2a b c , така што 1 2000a b c£ < < £ . За да овие 

броеви формираат растечка геометриска прогресија потребно е  

2 2
2 2

b c

a b= , односно 2 2b a c b- -= , b a c b- = - , односно 2c b a= - . 

 

 Од овде заклучуваме дека за 1 a b£ < , можеме да најдеме c , така да трите избрани броеви 

формираат растечка геометриска прогресија со еквивалентните услови: 2000b c< £ , 2 2000b b a< - £ , 

0 2000b a b< - < - .За секои ,a b , c  за кои  1000b£ , (1001 1999b£ £ ) можеме да најдеме c  такво да 

1 2000a b c£ < < £  и 2 ,2 ,2a b c  формираат растечка геометриска прогресија. 
 

  За секој избор на b , каде 2 1000b£ £  имаме 1b-  избори на a , па така вкупниот број на избори на 

a  и b  е  
 

  

1000 999

2 1

999 1000( 1) 499500
2

b b
b b

= =

⋅- = = =å å .  

 Ако 1001 1999b£ £ , тогаш 2000a b< - , па вкупниот број на избори е  

  

1999 1999

1001 1001
(2000 ) 999 2000 1998000 (1999000 500500) 499500

b b
b b

= =
- = ⋅ - = - - =å å . 

 Значи бројот на такви троелементни подмножества е 999000 . 

 811Б. Броевите 3 ,4 ,5x y z  формираат геометриска прогресија, а броевите 1 1 1, ,
x y z

 

формираат аритметичка прогресија. Определи ја вредноста на изразот x z
z x
+ . 

 Решение. Ако 3 ,4 ,5x y z  формираат геометриска прогресија, тогаш 2(4 ) 3 5y x z= ⋅ , односно 

216 15y xz= . Ако 1 1 1, ,
x y z

 формираат аритметичка прогресија, тогаш 2 1 1 x z
y x z xz

+= + = , што е 

еквивалентно на 2xzx z
y

+ = .  Од првото равенство имаме дека 
216

15
yxz= , па со замена во второто 

равенство добиваме 32
15

yx z+ = . Уште повеќе имаме  

  
2 2 2

2 2 2 1024 32 544( ) 2
225 15 225

y y yx z x z xz+ = + - = - = . 

 Конечно, 
22 2

2
544 15 34

225 1516
yx z x z

z x xz y
++ = = ⋅ = .  
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XL РЕГИОНАЛЕН НАТПРЕВАР ПО МАТЕМАТИКА 
ЗА УЧЕНИЦИТЕ ОД СРЕДНОТО ОБРАЗОВАНИЕ 2017 

18.02.2017 година 
      

Прва година 
 

812 АБ Ако ,a b , тогаш барем еден од броевите , ,a b a b ab   е делив со 3. Докажи!  

Решение. Според тоа какви остатоци може да даваат броевите ,a b  при делење со 3 ќе ги 

разгледаме следниве случаи: 

1) Ако барем едниот од ,a b  е делив со 3, тогаш нивниот производ ab  е делив со 3.  

2) Ако и двата броја ,a b  при делење со 3 даваат ист ненулти остаток, тогаш нивната разлика a b  

е делива со 3, т.е.  

 - ако 3 1a m   и 3 1b n  , тогаш 3( )a b m n   , 

 - ако 3 2a m   и 3 2b n  , тогаш 3( )a b m n   . 

Во двата случаи 3 a b .   

3) Ако двата броја ,a b  при делење со 3 даваат различни ненулти остатоци, тогаш нивниот збир 

a b  е делив со 3, т.е.  

 - ако 3 1a m   и 3 2b n  , тогаш 3( 1)a b m n    , 

 - ако 3 2a m   и 3 1b n  , тогаш 3( 1)a b m n    . 

Во двата случаи 3 a b .  
      

813АБ. За природните броеви , ,a b c  и d  е исполнето равенството ab cd= . Дали може 

бројот a b c d+ + +  да биде прост?  

Решение. Од условот на задачата имаме дека ab
c

 е природен број. Постојат природни броеви 

, , ,m n x y Î   такви што , ,c mn a mx b ny= = = . Но, тогаш mx nyab
c mn

d xy⋅= = = , од каде што 

добиваме  
( ) ( ) ( )( )a b c d mx ny mn xy m n x y n x n x m y+ + + = + + + = + + + = + + . 

Бидејќи , , ,m n x y Î  добиваме дека , 2m y n x+ + ³  па според тоа ( )( )n x m y+ +  е сложен број.  
 

814А. Докажи дека ако 2 2 2 3 3 3 1x y z x y z x y z          тогаш 0.xyz    

Решение. Дадени се равенствата  

2 2 2

3 3 3

1

1

1

x y z

x y z

x y z

  

  

  

 

Ако го квадрираме првото равенство, имаме 2 2 2 2 2 2 1x y z xy xz yz       и ако го одземеме 

второто равенство, добиваме: 0xy xz yz   .  Ако пак ги помножиме првото и второто 

равенство, а потоа ги искористиме првото и претходното равенство последователно добиваме  
3 3 3 ( ) ( ) ( ) 1

1 (1 ) (1 ) (1 ) 1

3 0

0 3 0

0

x y z x y xy x z xz y z yz

z xy y xz x yz

xy yz zx xyz

xyz

xyz
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815Б. Даден е четириаголник ABCD . Нека O  е пресечна точка на дијагоналите во 

четириаголник ABCD , 030OCB ODA    , 050OBA   и 070AOB  . Најди ги 

аглите на четириаголникот.  

Решение. Од 030OCB ODA     следува дека четириаголникот ABCD е тетивен. (7)  

Следува дека 050ACD ABD    како агли над AD .  (6) Понатаму,  
0 0

0

180 60

60 .

BAO AOB OBA

BDC BAC

    

   
    

Добиваме  
0

0 0

0 0

90

180 90

180 100

CDA CDO ODA

ABC ADC

BAD BCD

    

   

   

      

 

816А. Даден е остроаголен триаголник ABC со ортоцентар H  . Докажи дека 

2 2 21
( ).

2a b cAH h BH h CH h a b c         

Решение. Од сличноста на триаголниците 1AB H  и 1AA C добиваме 1 1AB AC AH AA    или   

1 aAB b AH h   .    (1) 

Од сличноста на триаголниците 1CB H  и 1CC A  

добиваме 

1 aCB b CH h      (2) 

Со собирање на (1) и (2) добиваме 

1 1( ) a cb AB CB AH h CH h      односно,  

2
a cb AH h CH h       (3) 

Аналогно, за другите две страни 
2

b ca BH h CH h         (4) 

2
a bc AH h BH h         (5) 

Со собирање на (3). (4) и (5) се добива бараното равенство.  
 

817Б. Дадени се три картончиња. На едното е запишан бројот 19, на другото бројот 97, а 
на третото некој двоцифрен број. Ако ги собереме сите шестцифрени броеви, кои се 
добиваат со подредување на кортончињата во ред, го добиваме бројот 3232320. Кој број е 
запишан на третото картонче? 
Решение. Прв начин. Нека x  е двоцифрениот број запишан на третото картонче. Постојат шест 
можности на подредување на трите картончиња ред и при тоа се добиваат броевите: 

1997 ,19 97, 1997,9719 ,97 19, 9719x x x x x x .  
За нивниот збир добиваме:  

2 19(10000 100 1) 2 97(10000 100 1) 2 (10000 100 1) 20202(19 97 )S x x               

Од условот 3232320S   наоѓаме: 19 97 160 44x x     . Следствено, на третото картонче е 

запишан бројот 44.  

Втор начин. Нека ab  е двоцифрениот број запишан на третото картонче. Постојат шест можности 
на подредување на трите картончиња во ред и при тоа се добиваат броевите: 

1997 ,19 97, 1997,9719 ,97 19, 9719ab ab ab ab ab ab .  
За нивниот збир добиваме:  
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1 202020 9 222222 7 20202 202020 20202

2343432 202020 20202 3232320

(10 ) 20202 888888

10 44

44

S a b

a b

a b

a b

ab

         
    

  
 



  

Следствено, на третото картонче е запишан бројот 44.  
 

Втора година  
 

818АБЗа кои вредности на параметарот n , системот линеарни равенки 
3 3

2 4 1

x ny

x y

 
  

, има 

решение што ги исполнува условите 0x   и 0y  ? 

Решение. Прво го решаваме системот равенки. Од втората равенка имаме 
1 4

2
yx  . Заменуваме во 

првата равенка, 3
2

(1 4 ) 3y ny   , и добиваме 3 12 2 6y ny   ; 2( 6) 3n y  ; т.е. 

3
2

( 6)n y  . Ако 6n   , добиваме 3
2

0  , па системот нема решение. Ако 6n   , следува 

2
2( 6)n

y   од каде 3 121
2 2( 6) 6

(1 4 ) n
n n

x 
    . Значи за 6n   решение е парот 12 3

6 2( 6)
( , )n

n n

  . Од 

условот на задачата треба да важи системот неравенки 12
6

0n
n

   и 3

2( 6)
0

n   (2 п.). Од втората 

неравенка добиваме 6 0n   , т.е. 6n   . Но, тогаш 12
6

0n
n

   ако и само ако 12 0n    т.е. 

12n   . Оттука, решението на системот неравенки е ( , 12)  . Следува ( , 12)n   . 
 

819АБ Нека a  и b  се ненулти броеви, такви што равенката 2 2( ) ( ) 0a x a b x b     има 

единствено решение. Докажи дека | | | |a b .  

Решение. Прв начин. Ќе претпоставиме спротивно, т.е. | | | |a b . Тогаш од својствата на 

апсолутната вредност имаме a b  , т.е. a b  и a b   Бидејќи 0, 0a b a b    , равенката 

можеме да ја запишеме во облик  
2 2 2 3 3( ) 2( ) 0a b x a b x a b      . 

За дискриминантата D  на равенката имаме  
2 2 2 3 3 4 2 2 4 4 3 3 4 2 2 2

4
( ) ( )( ) 2 ( 2 ) ( )D a b a b a b a a b b a ab ba b ab a ab b ab a b                  

2( )ab a b   . 

Oд претпоставката имаме 
4

0D  , бидејќи , , 0a b a b  . Според тоа, равенката нема единствено 

решение. Заради добиената контрадикција имаме | | | |a b .. 

Втор начин. Ќе разгледаме два случаи. 
Случај 1. a  и b  се со ист знак.  

а) , 0a b  . Во тој случај 2( ) 0a x a  , 2( ) 0b x b  , па равенството ќе биде исполнето ако 

x  е таков што 2 2( ) ( ) 0a x a b x b    , a тоа е можно ако и само ако x a  и x b , т.е. 

a b , што требаше да се докаже . 

б) , 0a b  . Во oвој случај | |a a   и | |b b  , па равенката го добива обликот 

2 2| | ( ) ( | |)( ) 0a x a b x b      , т.е. 2 2| | ( ) | | ( ) 0a x a b x b    . Понатаму овој подслучај 

се разгледува како и првиот подслучај од овој случај, при што се добива a b  . 
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Случај 2. a  и b  се со различен знак. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме 

дека 0a   и 0b  . Постојат позитивни реални броеви c  и d  такви што 2a c  и 2b d   . Во 
тој случај равенката го добива обликот 

2 2 2 2 2 2 2 20 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ( ) ( ))( ( ) ( )) (( ) ( )(( ) ( ))

a x a b x b c x a d x b c x a d x b

c x a d x b c x a d x b c d x ac bd c d x ac bd

           
             

 . 

Ако c d  равенката има две различни решенија, т.е. два различни корени, и тоа 
3 3

1
ac bd c d
c d c d

x  
    и 

3 3

2
ac bd c d
c d c d

x  
   . Да забележиме дека 1 2| | | |x x , бидејќи 

3 3 3 3| | | |c d c d    и c d c d   . Значи, за да е исполнет условот од задачата, т.е. равенката 

да има едно единствено решение, мора c d , од каде што пак се добива b a  , што требаше да 
се докаже. 

 
820А Во правоаголниот триаголник ABC  со прав агол при темето C , се конструирани 

висината CD , симетралата CL  на аголот ACB  и симетралите DK  и DN  на аглите 

ADC  и BDC . Притоа ,D L AB , K AC  и N BC . Докажи дека точките C , K , L , 

D  и N лежат на иста кружница. Докажи дека KN CL . 
Решение. Бидејќи 90ACB    и  

45 45 90KDN KDC CDN         , 
следува четириаголникот CKDN  е тетивен 
т.е. околу него може да се опише кружница 
k . Нека { , }AB k D L  . Нека 

BAC   , тогаш од сличноста на 
триаголниците ADC  и CDB , следува 

DCB BAC     . Заради 
45CDN    од CDN  следува дека 

135DNC    Бидејќи CL DN  е 
тетивен четириаголник, важи  

 180 180 135 45CL B DNC          
 (1) . 

Од друга страна, 45ACL   , бидејќи CL  е симетрала на прав агол. Оттука, 45CLB     

(2), како надворешен агол за триаголникот ALC . Од (1) и (2) следува дека L L    т.е. точките C , 

K , L , D  и N  лежат на k . Притоа KN  и CL  се дијаметри во опишаната кружница k , бидејќи 

тетивните агли над нив се прави, па KN CL   
 

821А Најди ги сите реални броеви a  и ,b  0,b   така што корените на дадените равенки 

2x ax a b    и 2x ax a b     се четири последователни цели броеви. 

Решение. Нека 1 2,x x  и  3 4,x x  се корените на првата односно втората равенка. Тогаш, од 

Виетовите врски имаме дека збирот на корените е еднаков на 2a , а од тоа што се четири 

последователни цели броеви, важи  1 2 3 2x x x x a        , 4 6 2x a   , 3
2

ax    па 

четирите корени се 3 1 1 3
2 2 2 2

, , ,a a a a       . Имаме, 3
1,2 2

ax    и 1
3,4 2

ax   , или обратнo. 

Повторно ги користиме Виетовите врски и добиваме: 1 2 3 4 ( ) ( )x x x x a b a b     , 

3 3 1 1
2 2 2 2

( )( ) ( )( ) 2a a a a a         , 2 4 5 0a a   , т.е. 1a    или 5a   (5 п.). За 1a    

корените се 1,0,1, 2  и 1b  . За 5a   корените се 4, 3, 2, 1     и 1b  . Значи бараните броеви 

се 1a    и 1b   или 5a   и 1b  .   
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822Б Дадени се точките M  и N  на страните BC  и CD , соодветно, на квадратот ABCD  

така што збирот на плоштините на триаголниците ABM  и AND  e еднаков со 

плоштинатана триаголникот NMC . Ако 3, 5DN BM  , колкава е плоштината на 

триаголникот AMN ? 
Решение. Нека должината на страната на квадратот е a . Тогаш за плоштината на триаголникот 

ABM  имаме 5
1 2 2

a BM aP   , за плоштината на триаголникот 

AND  имаме 3
2 2 2

a DN aP    и за плоштината на триаголникот 

NMC , 
( 3)( 5)

3 2 2
a aNC MCP     . Според условот во задачата, 

1 2 3P P P  , па важи 8 ( 3)( 5)a a a    и оттука ја добиваме 

равенката 2 16 15 0a a   . Нејзини решенија се 1  и 15  , но 

страната на квадратот, според условите, не може да е 1 . Значи, 

15a   и за плоштината на триаголникот AMN  добиваме:  

2 12 10
2

15 2 225 120 105P       . 
 

823Б Во множеството реални броеви реши го системот равенки: 

21
2
5
2

( 2 ) 0

( ) 0

x y x

y x y

   


  

 . 

Решение. Можни се следниве случаи: 

1. 
0

0

x

y


 

    или    2. 
0

05
2

x

x y


   

    или    3. 
2 0

0

21
2

y x

y

   

 

    или    4. 
2 0

0

21
2
5
2

y x

x y

   

   


 . 

Од првиот случај го добиваме решението (0,0) . Од вториот случај имаме 0x   и 5
2

y  , т.е. го 

добиваме решението 5
2

(0, ) . Од третиот случај имаме 0y   и 
2 1

2
2x  , од каде 1

2
x   . 

Решенија се 1
2

( ,0)  и 1
2

( ,0) . Oд четвртиот случај имаме 5
2

y x   и со замена во другата 

равенка ја добиваме квадратната равенка 
22 3 0x x   , чиишто решенија се 1  и 3

2
. 

Решенија се 3
2

( 1, )  и 3
2

( , 4) . 
 

Трета година  
 

824АБ Реши ја равенката  

sin 2 cos( ) 2.x x y    

Решение. Бидејќи sin 2 1x    и cos( ) 1,x y   за секои реални броеви ,x y , добиваме дека 

равенство е можно ако и само ако sin 2 1x   и cos( ) 1.x y  Така го добиваме системот  

2
2 2

,
2

x k

x y m

 



  


 
 за ,k m , 

од каде ги добиваме решенијата 
4

x k     и 
4

(2 )y m k     , ,k m .  
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825АБ Докажи дека производот на корените на равенката   

2016log 20162016xx x  , 
е природен број. Која е цифрата на единиците на тој број? 
Решение. Дадената равенка ја логаритмираме со логаритам со основа 2016 и последователно 
добиваме  

2016log 2016
2016 2016log [ 2016] logxx x    

2 1
2016 20162

(log ) 2016(log )x x  .    

Понатаму, воведеме смена 2016logt x  и ја добиваме равенката 2 1
2

2016 0t t   . Според 

Виетовите правила, за збирот на корените 1t  и 2t  на последната равенка е исполнето 

1 2 2016t t  . Во тој случај решенија на почетната равенка се 1
1 2016tx   и 2

2 2016tx  , а за 

нивниот производ добиваме  

1 2 1 2 2016
1 2 2016 2016 2016 2016t t t tx x    , 

кој е природен број.    

Јасно, цифрата на единиците на бројот 20162016  е 6 .   
 

826A  Реши ја неравенката 2 12 7x x x   ? 
Решение. Неопходно е прво да ја определиме дефиниционата област во која квадратниот корен е 

дефиниран, односно множеството на кое 2 12 0x x   . Последната неравенка е еквивалентна со 

неравенката со ( 4)( 3) 0,x x    од каде добиваме ( , 3] [4, )x     .   ...  (5) Ќе разгледаме 

два случаи, 0x   и 0x  . Во случај кога 0x  , неравенството 2 12 7x x x    важи за секое 

x  за кое коренот е дефиниран, односно на дефиниционата област. Тогаш секој ( , 3]x    е 

решение на дадената неравенка. За 0x  , дадената неравенка можеме да ја квадрираме, па ја 

добиваме неравенка 2 2 212 49 48 12 0x x x x x       . Но, последната неравенка нема 

реални решенија, што значи дека и дадената неравенка нема ненегативни решенија.  
Конечно, решенија на неравенката се сите ( , 3]x   .   

 
827Б  Реши ја равенката  

 
1

3
31

2
4.x

x


  
  

Решение. Јасно, 3x  . Користејќи ги својствата на степените добивме дека дадената равенка 
последователно е еквивалентна на равенките  

13
3 2 1

3

2 2

2 2 ... 3 2 ...

3 2 3 1 0 ... ( 3 1) 0 ...

x
x

x
x

x x x

 



     

        

 

од каде добиваме 3 1x   , односно 4x    или 2.x     

828А. Даден е паралелограм ABCD . Симетралата 

на DAB  ја сече страната DC  во точка L , а 

дијагоналата BD  во точка K , таква да 

: 3 : 4DK KB  . Пресметај ја должината на 

отсечката LC , ако периметарот на паралелограмот 

е 28.  
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Решение. Бидејќи AL  е симетрала на аголот DAB  имаме  
DAL LAB ALD     , 

па затоа ALD  е рамнокрак    

Да означиме DL AD b   и AB DC a  . За плоштините на триаголниците AKD  и 
ABK  имаме  

2 2
: : : : ,AB NKAD MK

AKD ABKP P AD AB b a
      

каде ,MK NK  се соодветните висини спуштени кон страните и за нив важи MK NK , 

затоа што точката K  како точка од симетралата на DAB  е еднакво оддалечена од 
краците на аголот.   

Од друга страна, 
2 2

: : : 3 : 4DK AH BK AH
AKD ABKP P DK KB 

     . 

Сега, изедначувајќи ги односите на 
плоштините добиваме : 3 : 4b a  , а од 
периметарот на паралелограмот 
2( ) 28a b  , имаме 6, 8.b a   Конечно, 

2LC a b   . 
 

829Б.  Нека , ,a b c  и d  се должините на 

последователни страни на еден конвексен 
четириаголник со плоштина P . Докажи 
дека важи неравенството   

  1
4

P a c b d   . 

Решение. За плоштината на 
четириаголникот имаме  

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

sin sin ( )ABC ACDP P P ab cd ab cd ab cd        
        

(1) 

Аналогно, 

 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

sin sinABD BCDP P P ad bc ad bc ad bc        
       

(2) 

Со собирање на (1) и (2), добиваме 

    1 1
2 2

2P ab cd ad bc a c b d       , 

од каде што следува бараното неравенство.  
 

Четврта година 
 

830А.  Нека , ,a b c  и d  се четири последователни членови на една геометриска 

прогресија. Пресметај ја вредноста на изразот  
2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )a c b c b d a d       . 

Решение. Нека b aq , 2c aq  и 3d aq . Тогаш 
2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 4( ) ( ) 2 (1 2 )a c a aq a a q a q a q q          
2 2 2 3 4( ) ( 2 )b c a q q q     
2 2 2 4 6( ) ( 2 )b d a q q q     
2 2 3 6( ) (1 2 )a d a q q    .                 

Заменувајќи ги последните четири равенства  во почетниот израз имаме 
2 2 2 2 2 2 4 2 2 3 4 2 2 4 6 2 3 6

2 2 4 2 3 4 2 4 6 3 6 2

( ) ( ) ( ) ( ) (1 2 ) ( 2 ) ( 2 ) (1 2 )

(1 2 2 2 1 2 ) 0 0

a c b c b d a d a q q a q q q a q q q a q q

a q q q q q q q q q q a
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831Б.  Нека 2x   е реален број и 20172n  . Определи го збирот на броевите 
4ln , ln , ln ,..., ln nx x x x . 

Решение.  Бидејќи  
1 1

2 2
1 1

1 12 2

ln
ln 1

2ln
ln

s s

s s

x
x

x
x

 

  , за секој {1, 2,..., 2017}s  

следува дека дадените броеви формираат геометриска прогресија со количник 1
2

 и прв член ln x  . 

          (10) 
Значи,  

 
20171

20172 1
2017 21

2

( ) 1
ln 2 ( ) 1 ln

1
S x x


  


.   

 

832АБ. Определи го членот со најголем коефициент во развојот на биномот 50( 2)x  . 

Решение. Нека 50
1

50
( 2)k k

kT x
k




 
  
 

, и 50
1

50
( 2) k

kA
k




 
  
 

 е коефициентот пред kx , за 

0,1, 2,...,50k  .      (5) 
Од  

 
 

50

50 1

50 ( 2)
1 51

50 ( 2)1

2
k

k

kk k
k

k k

A

A



 

 



  , 

па  

1 511 2 1 51(2 2) 29,88k k
k

k

A
k

A
        , т.е. 30k  .                      

Значи, за 30k   важи 1k kA A  , а за 30k   важи 1k kA A  . Според тоа најголем 

коефициент има членот  

 2129
30

50
2

29
T x

 
  
 

.          

 
833АБ. Производот на осум последователни броеви не може да биде четврт степен на 
природен број. Докажи! 
Решение. Нека x  е најмалиот од осумте последователни природни броеви. Според тоа, 
броевите се , 1, 2, 3,x x x x    4, 5, 6, 7x x x x    , а нивниот производ е  

( 1)( 2)( 3)( 4)( 5)( 6)( 7)P x x x x x x x x        , 

кој можеме да го запишеме во облик 

2 2 2 2

[ ( 7)][( 1)( 6)][( 2)( 5)][( 3)( 4)]

( 7 )( 7 6)( 7 10)( 7 12)

P x x x x x x x x

x x x x x x x x

       

       
    

Воведеме смена 2 7 6a x x    и тогаш P  можеме да го запишеме во облик   
2 2

4 3 2 4 2

4

( 6) ( 4)( 6) ( 36)( 4 )

4 36 144 4 ( 9 36)

4 ( 3)( 12)

P a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a
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 Од условот на задачата x  е природен број така што 1x  , па според тоа 
2 7 6 14a x x    . Значи 12 0a   , од каде добиваме дека 4a P .             

Од друга страна, 
4 3 2 4 3 2 44 36 144 4 6 4 1 ( 1)P a a a a a a a a a           . 

Од последните две равенства добиваме дека 
4 4( 1)a P a   , 

а тврдењето на задачата следува од тоа што a  и 1a   се последователни природни  
броеви.  

 

834А.  Нека 
1

(0)
4

f   и 
2 ( ) 3

( 1)
( ) 2

f n
f n

f n


 


, за секој цел број 0n  . Докажи дека за секој 

цел број 0n   , важи 0 ( ) 3f n  . 

Решение. Доказот ќе го дадеме со помош на принципот на математичка индукција.        
(5) 

Јасно е дека 1
4

0 (0) 3f   . Нека претпоставиме дека тврдењето важи за n k , т.е. 

0 ( ) 3f k  . Имаме,  

1
( 1) 2

( ) 2
f k

f k
  


.              

Сега, од претпоставката следува  

1 1 1
2 2 ( ) 2 3

1 1 1
2 2 ( ) 2 3

1 1 1
2 2 ( ) 2 3

0 ( ) 3

2 2 ( ) 2 3

0 2 2 2

1
0 ( 1) 2 3

3 2

f k

f k

f k

f k

f k

f k

 

 

 

 

   

 

    

     

    


 

па од принципот на математичка индукција следува дека 0 ( ) 3f n  , за секој природен 

број n .   
 

835Б.  Докажи, дека за секој n  постои природен број кој во декадниот запис има само 

0 и 1 и кој е делив со n . 

Решение. Да ги разгледаме 1n  - те броеви 
1цифра

1,11,111,...., 111...1
n
 . При делење со n  секој 

од овие броеви има еден од остатоците 0,1,..., 1n  .            
Бидејќи се 1n   броеви, од принципот на Дирихле следува дека меѓу остатоците мора да 
има барем два еднакви.               
Нека броевите 11...1

i

 и 11...1
j

, j i  при делење со n  имаат исти остатоци. Тогаш бројот 

  11...1 11...1 11...100...0
j i j i i

   е делив со n .            
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 XLI РЕГИОНАЛЕН НАТПРЕВАР ПО МАТЕМАТИКА 
ЗА УЧЕНИЦИТЕ ОД СРЕДНОТО ОБРАЗОВАНИЕ 2018 

17.02.2018 година 
 

Прва година 
 

836АБ. Одреди ги сите парови природни броеви за кои разликата меѓу нивните НЗС и 
НЗД е 15.   

Решение. Нека NZD( , ), NZS( , )d x y s x y  . Оттука имаме:  ,x da y db  , каде што 

NZD( , ) 1a b  и важи добиваме s dab . Од условот на задачата, 15s d  . Aко замениме, се 

добива: 15dab d  , т.е.   

( 1) 15d ab           (*) 

Од (*) следува дека {1,3,5,15}d  . Тогаш, 

- за 1d   следува 1 15ab   , т.е. 16ab  . Единствените заемно прости броеви чиј производ 

е 16 се 1 и 16, па 1, 16a b  , т.е. 1, 16x y  .   

- за 3d   следува 1 5ab   , т.е. 6ab  . Заемно прости броеви чиј производ е 6 се 1 и 6 или 
2 и 3, па 3, 18x y   и 6, 9x y  .  

- за 5d   следува 1 3ab   , т.е. 4ab  . Заемно прости броеви чиј производ е 4 се 1 и 4, па 
5, 20x y  .  

- за 15d   следува 1 1ab   , т.е. 2ab  . Заемно прости броеви чиј производ е 2 се 1 и 2, па 
15, 30x y  .  

 
837АБ. Гаргамел фатил N  Штрумфови и ги распределил во три вреќи. Кога Папа 

Штрумф го преместил од првата во втората вреќа, Муртенко од втората во третата, а 
Штрумфета од третата во првата, просечната висина на Штрумфовите во првата вреќа се 
намалила за 8 милиметри, а просечните висини во втората и третата вреќа се зголемиле 
за 5 и 8 милиметри, соодветно. Во првата вреќа имало девет Штрумфови. Колку 
Штрумфови фатил Гаргамел?  

Решение. Нака во втората и третата вреќа имало K  и L  штрумфови соодветно и нека ,x y  и 

z  се висините на Папа Штрумф, Муртенко и Штрумфета. Ако висините на Штрумфовите во 
првата вреќа се 2 3 9, , ,...,x x x x , тогаш  

2 3 9 2 3 9... ...
9 9

8
x x x x z x x x         , т.е. 

9 9
8x z  .    

Аналогно, разгледувајќи ги втората и третата вреќа добиваме 5 y x
K K

   и 8 yz
L L

  . Според тоа, 

72 , 5x z K y x     и 8L x y  , па ако ги собереме последните три равенки добиваме 

72 5 8K L  . Бидејќи K  и L  се природни броеви, од последната равенка следува 8 | K . Но, не 

е можно 16K  , бидејќи тогаш L  ќе биде негативен број, ниту пак 0K   (во втората вреќа на 
почетокот бил Муртенко), па затоа 8K  . Според тоа, 8 72 40L   , т.е. 4L  , што значи дека 
Гаргамел фатил 9 21N K L     штрумф.  
 

838А. Определи ги целобројните вредности на параметарот a , за кои решенијата на 
системот  

( 1) 2 1

( 3) 2 3

a x y x y

a x y x y

    
     

 

се целобројни. 
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Решение. Дадениот систем е еквивалентен со системот: 

( 1) ( 2) 1

( 1) ( 2) 3 3

a x a y a

a x a y a

    
     

. 

т.е. со системот  

2( 1) 4 4

2( 2) 2 2

a x a

a y a

  
    

 

Ако 1a  , тогаш 2x  , а ако 1a  , тогаш x .  
Ако 2a   , тогаш нема решение за y , па и за системот. Ако 2a   , имаме 

1 3
2 2

1a
a a

y  
     .  

Бидејќи решенијата треба да бидат целобројни, следува дека ( 2) | 3a  , па оттука 

2 { 1, 3}a     , од каде што следува дека { 5, 3, 1,1}a    . Добиваме дека бараните решенија 

се: 
5 : 2, 2

3 : 2, 4

1: 2, 2

1: , 0

a x y

a x y

a x y

a x y

    
    
   
  

 

839Б. Определи ги сите парови цели броеви ( , )x y   кои ја задоволуваат равенката  
23 6 12xy y x x    . 

Решение. Равенката може да се трансформира на следниов начин 
2

2

3
3

( 3) ( 3) 9 12

( 3) ( 3) 3

3
x

y x x

y x x

y x 

    

   

  

 

Дропката 3
3x  треба да е цел број, па за 3x     ги имаме следниве случаи 

1) 3 1 4 и 4

2) 3 1 2 и 4

3) 3 3 0 и 4

4) 3 3 6 и 4

x x y

x x y

x x y

x x y

       
     
    
       

  

Значи, решението на равенката се паровите (-4,-4), (-
2,4), (0,4), (-6,-4).  

840А. Должините на основите на еден 
трапез се 25, 15a b  , а на еден од краците 
должината е 8c  . Определи го периметарот и 
плоштината на трапезот, ако збирот на аглите 

на поголемата основа е 90 .  
 

Решение. Ги продолжуваме краците на  трапезот 
ABCD   до нивниот пресек во точката Е . Од 
условот на задачата, збирот на аглите на поголемата 
основа во трапезот, кои се агли на основата во 

триаголникот ABЕ  е 90 , што значи дека овој 
триаголник е правоаголен со прав агол во темето Е .  

Триаголниците ABЕ  и DCЕ  се слични, заради 
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паралелноста на основите во трапезот, па може да направиме пропорција (според податоците од 
условот - види цртеж): 25 :15 (8 ) :x x  , од каде што 12x  .  

Од правоаголниот триаголник DCЕ  имаме: 2 215 12 9CЕ    , а од правоаголниот 

триаголник ABЕ  имаме 2 225 20 15BЕ    , т.е. 15 9 6BC BE CE     .  
Според тоа, за периметарот на трапезот добиваме 25 8 15 6 54L       единици, а за 

плоштината 20 15 12 9
2 2

150 54 96ABE DCEP P P         .      
 

841Б. Во еден правоаголен триаголник 
должината на висината повлечена кон 
хипотенузата е 4, а должината на тежишната 
линија од правиот агол е 5. Пресметај го 
збирот на должините на катетите на овој три-
аголник.  

Решение. Нека бараниот триаголник е ABC  
со прав агол кај темето C . Нека CD  е висината 
и CF  е тежишната линија спуштени од C . 
Бидејќи триаголникот ABC  е правоаголен, 

следува 5AF FB CF   . Триаголникот CDF е правоаголен, па Питагорова теорема 

имплицира дека 2 25 4 3DF    .  
Повторно Питагорина теорема имплицира  

2 2
4 16 2 5AC AD CD      и 

2 2
64 16 4 5BC DB CD     . 

Збирот на катетите изнесува 6 5 .  
 

Втора година 
 

842А. Корените на квадратната равенка 2 1 0x ax b     се природни броеви. 

Докажи дека 2 2a b  е сложен број. 
Решение. Нека 1x  и 2x  се корените на дадената равенка. Според Виетовите формули 

1 2x x a    и 1 2 1x x b  . Оттука добиваме дека 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 2

( ) ( 1) 2 2 1

1 (1 )(1 )

a b x x x x x x x x x x x x

x x x x x x

           

      
 

и бидејќи 1 2, 1x x  следува дека 2 2a b  е сложен број. 

843АБ. Во множеството реални броеви реши го системот равенки 
1 1 1

3x y z  , 1 1 1
5y z x  , 1 1 1

7z x y  . 

Решение. Јасно, 0x  , 0y  , 0z  . Со сведување под најмал заеднички содржател од 

дадениот систем го добиваме системот 
3( )

5( )

7( )

xy xz x y z

yz yx x y z

zx zy x y z

   
   
   

  

Ако ги собереме првата и втората равенка и потоа ја одземеме третата равенка, добиваме 
2xy x y z   . На сличен начин добиваме 2 9( )yz x y z    и 2 5( )zx x y z   . Затоа важи 

2 2
9 5

2x y z xy yz zx      и ако 0x  , 0y  , 0z   заклучуваме дека 9 5x y z  . Сега 

лесно се добива дека 59
18

x  , 59
10

y  , 59
2

z  .   
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844А. Нека е дадена кружница со дијаметар AB  и нека 
C  e точка од кружницата различна од A  и B . Нека М  е 
средина на тетивата BC  и растојанието од М  до AB  е 

1cm . Ако 30BAC   , пресметај ја должината на 

тетивата AC . 
Решение. Нека 1M  е ортогонална проекција на М  врз AB , а 

1C  е ортогонална проекција на C  врз AB . Од  1 1MM cm  и 

1MM  е средна линија во 1C BC , следува дека 

1 12 2CC MM cm 
 
.   Од 1AC C  е правоаголен и 1 30C AC    следува дека хипотенузата 

12 4AC CC cm  . 

845АБ. Правоаголникот ABCD  e поделен на 9  помали 
правоаголници, така што плоштината на четири од нив се 
8,10,5,12  како што е прикажано на цртежот. Определи ја 
најмалата можна вредност на плоштината на правоаголникот 
ABCD . 

Решение. Со , ,a b c  ќе ги означиме ширините на вертикалните 

правоаголници кои го разделуваат правоаголникот ABCD , а со 
, ,x y z  висините на хоризонталните правоаголници на кои е 

разделен правоаголникот ABCD  (види цртеж). Тогаш според 

дадените податоци имаме 8ax  , 10bx  , 5by   и 12cz  . Од 

последните равенства добиваме   8 10 12
2

, , , x
x x z

а b c y     . Со 

P  ќе ја означиме плоштината на правоаголникот. Тогаш 

8 8 10 12 12
2 2

8 10 5 12

35

39 18( )

x x
x x x z z

xz
x z

P az ay bz cx cy

z z x

        

     

  

 

Изразот xz
x z
  добива најмала вредност 2 2x z

z x
   и таа се достигнува за x z

z x
 , т.е. 2 2x z . 

Бидејќи , 0x z   добиваме x z . Во тој случај плоштината е 75P  . Притоа 2x z y  .  

846Б. За кое m , корените на равенката 2 22 1 0x mx m    се наоѓаат во интервалот 
( 2,4) ? 

Решение. Корените на равенката 2 22 1 0x mx m     се 
2 22 4 4 4

1,2 2
1m m mx m      

т.е. 1 1x m   и 2 1x m  . Бидејќи корените треба да се наоѓаат во интервалот ( 2, 4)  имаме 

2 1 4

2 1 4

m

m

   
   

  и оттука 
1 5

3 1 3

m

m

  
   

 , т.е. 1 3m   . 

847Б. Во рамностран триаголник ABC  со плоштина 
1 , впишан е рамностран триаголник MNP , така што М  
лежи на страната BC , N  лежи на страната AC , P  
лежи на страната AB , и притоа MP  e нормална на AB . 
Колкава е плоштината на триаголникот MNP ? 

Решение. Триаголниците APN , BMP  и CNM  се 

правоаголни со агли 30  и 60 , а бидејќи сите за катета ја 
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имаат страната на триаголникот MNP , тие се складни.  Aко страната на триаголникот ABC  е a , 

а на MNP  е x  и ако MB y , тогаш 
2
yPB   и тогаш 

2
yCM  . Важат: 

2
yy a  , 

2
3yx   и 

оттука 
2
3

2 3
3 3

a
ax   . Плоштината на триаголникот MNP  е 

22 2 33 1
4 4 9 3 4

1
3 3

3
ax a

   .       

 

Трета година 
 
 

848А. Во множеството реални броеви реши ја равенката 
3log(log ) log(log 2) 0.x x    

 

Решение. Најпрво да забележиме дека треба да важи 0,x   log 0x   и 3log 2 0,x    oд 

каде добиваме дека 2
3

log x  , односно 3 100x  .  

Имаме:  
3 3 3log(log ) log(log 2) 0  log(log (log 2)) 0  log (log 2) 1x x x x x x          

            23log 2log 1 0x x    .  

Со смената log x t , последната равенка се трансформира во 23 2 1 0t t   , чии решенија се 

1 1t   и 1
2 3

t   . Решението 1
3

t    се отфрла бидејќи од условот имаме дека 2
3

t  . За 1t   се 

добива 10x  . 
 

 

849АБ. Определи го триаголникот со најголема плоштина, ако должините на неговите 
страни , ,a b c  го задоволуваат условот: 1 2 5 6a b c      .  

 

Решение. Прво ќе го определиме триаголникот со најголема плоштина со страни ,a b  и c  за кој 

се исполнети условите 1 2 5a b    . Нека аголот што го зафаќаат страните a  и b  е  . Тогаш 

плоштината на триаголникот е 1
2

sinP ab  . 
 

При фиксни a  и b , најголема вредност P  има за sin 1  , т.е. 90   . Значи триаголникот 

кој има најголема плоштина при фиксни a  и b  е правоаголен и неговата најголема плоштина при 

ограничувањата 1 2 5a b     е за 2a   и 5b   и таа изнесува 5P  . Во тој случај c  е 

хипотенуза на правоаголен триаголник и 2 2 2 22 5 29c a b     .  
 

Конечно, бидејќи 5 29 6  , добиваме дека бараниот триаголник е правоаголен со катети 2  
и 5 .  

 

850А. Рамнокрак трапез со висина 12, крак 13 и средна линија 15, ротира околу 
пократката основа. Пресметај го волуменот на така добиеното тело. 

Решение. Од условите на задачата добиваме 
2

15, 12, 13a b h c    , каде што a  и  b се 

должините на основите, h е висината, а c е должината на кракот на трапезот. Од Питагоровата 

Теорема следува дека 2 2
2

13 12 5a b    , од каде се добива дека 20a   и 10b  . 

Бараниот волумен е  1 22V V V  , каде што 1V  е волумен на цилиндар со радиус на основата 

12h    и висина 20a  , а 2V  е волумен на конус со радиус на основата 12h   и висина 

2
5a b  . Значи бараниот волумен е 2 21

3
12 20 2 12 5 2400V         .  

 

851AБ. Во конвексен четириаголник ABCD  важи AD CD  и 90ADC   . Ако 

, ,AB a BC b BD d    и ABC   , докажи дека 2 2 22 2 sind a b ab    . 
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Решение. Нека E  е точка таква што 
триаголникот BDE  е рамнокрак 
правоаголен со прав агол во темето D , а 
A  и E  се од сита страна на правата BD . 

Тогаш 2BE d  и важи  

90EDA ADB BDC     . 

Бидејќи CD AD  и DE DB , од 
признакот САС следува дека 
триаголниците EDA  и BCD  се складни. 

Затоа важи AE b .  
 

Понатаму, имаме  
 

360 360 90 .EAB EAD DAB DCB DAB ADC ABC                   
 

Конечно, од косинусната теорема применета на триаголникот ABE  следува  
 

2 2 2 2 22 2 cos(90 ) 2 sind a b ab a b ab        . 
 

 

852Б. Во множеството реални 
броеви реши ја равенката  

3
1 1log ( 9 8) log ( 1) 3x xx x x      . 

 

 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна 

со равенката 3 39 8 ( 1)x x x    .  
 

По средувањето се добива 2 4 3 0x x   , 

чии решенија се 1 21, 3x x  . 
 

Решението 1 1x   отпаѓа поради 

дефиницијата на логаритамската функција. 
Лесно се проверува дека 3x   е решение на 
почетната равенка.  
 

853Б. Даден е правоаголен триаголник CBA со катети со должина 3 и 4. Над помалата 
катета и хипотенузата надвор од триаголникот се конструирани квадрати BCSR и ABQP 
соодветно. Пресметај ја плоштината на триаголникот BRQ. 
 

Решение. Од Питагоровата теорема се добива дека должината на хипотенузата е 5. 
 

Нека ABC    и QBR    (види цртеж).  Од тоа што 90ABQ CBR    , имаме дека 

важи 180     т.е. 180   . 
 

Tогаш 4
5

sin sin(180 ) sin      .  
 

Конечно, плоштината на триаголникот QBR  е 1
2

· sin 6BRP BQ   .    
 
 

 

Четврта година 
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854A. Определи го вториот член на аритметичката прогресија ако збирот на првите 10 
члена е 300, а првиот, вториот и петтиот член, во тој редослед, формираат геометриска 
прогресија. 
 

Решение. Од 10
12

(2 9 ) 300a d   добиваме 12 9 60a d  . ...(5б) Од друга страна 2
1 5 2a a a , 

т.е. 2
1 1 1( 4 ) ( )a a d a d    и оттука 12d a . 

Заменувајќи во 12 9 60a d   добиваме 1 3a  , па 6d  . Значи, 2 9a  .  
 
 

855Б. Во геометриската прогресија 1 2, ,..., na a a  важи 1 3 2 420, 40a a a a     и 

1 ... 1020n nS a a    . Определи го n . 
 

 

Решение. Нека q  е количникот на прогресијата. Од 1 3 2 420, 40a a a a     добиваме дека 

2
1(1 ) 20a q   и 2

1 (1 ) 40a q q  . Со делење на второто со првото равенство добиваме 2q  , а 

од 2
1(1 ) 20a q   добиваме 1 4a  . Сега, од 

1 2 1
1 1 2 1

4 1020
n nq

n q
S a  

     имаме 2 256n  , т.е. 

8n  .   
 

 

856А. Определи колку подредени парови од природни броеви ( , )x y  постојат за кои е 

исполнето NZS( , ) 6!x y  . 
 

Решение. Бидејќи 4 2 16! 2 3 5    и 31 22 3 5aa ax    , 31 22 3 5bb by     од условот на задачата 

следува дека 1 1 2 2 3 3max{ , } 4,max{ , } 2,max{ , } 1a b a b a b   . Според тоа, паровите 

1 1 2 2( , ), ( , )a b a b  и 3 3( , )a b  може да се изберат на 9, 5 и 3 начини (со директна проверка). Следува 

дека постојат 9 5 3 135    подредени парови за кои е исполнет условот на задачата.  
 

857Б. Дадени се правите 3
4

6y x  , 3
4

3y x   и точката (7,24)T  . Определи 

равенка на права која ја содржи дадената точка, а отсечката со крајни точки, кои се 
добиваат во пресекот на таа права со дадените прави, е со должина 4 . 
 

Решение. Равенката на бараната права е 24 ( 7)y k x   . Во нејзиниот пресек се добиваат 

точките 
45
4

3 3
4 4

187 18( , )
kk

k k
A


 

  и 
33
4

3 3
4 4

187 21( , )
kk

k k
B


 

.   

 

Од условот на задачата добиваме дека 3 3
4 4

2 23 3( ) ( ) 16k
k k 

  , која се сведува на квадратната 

равенка 27 24 0k k  . Нејзини решенија се 1 0k  и 24
2 7

k  . Според тоа, бараните прави се 

24y   и 24
7

y x .  

 
858АБ. Дадена е низа од позитивни реални броеви 0 1 2, , ,...a a a  такви што важи 

 

1 0 11 , 1 (1 ),n n na a a a a      за 1n  . 
 

Докажи дека за секој природен број n важи 

0 1

1 1 1
0 1 ( ... ) 1

n
n a a a

a a a      .       (1) 
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Решение.  За 0n   имаме 
0

1
0 1

a
a   , т.е. точно е равенството (1). Нека претпоставиме дека 

равенството (1) е точно за секој природен број 0n  . Тогаш 

0 1 1 0 1

1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 0 1 0 1

1 0 1

( ... ) ( ... )
n n n

n n n n na a a a a a a

n n

a a a a a a a a a a a

a a a a


 



               

   

  


 

 

што значи дека за да докажеме дека (1) важи и за 1n   доволно е да го докажеме равенството 
 

0 1 11n na a a a     .       (2) 
 

Равенството (2) ќе го докажеме со индукција по n . За 1n   имаме 1 01a a  , што значи дека 

равенството (2) е точно. Нека претпоставиме дека равенството (2) е точно за некој природен број 
1n  . Тогаш 

 

1 0 1 1 0 1 11 (1 ) 1 1n n n n n n na a a a a a a a a a a               , 

па од принципот на математичка индукција следува дека (2) важи за секој природен број 1n  .     
 

Од претходно изнесеното следува дека (1) важи за 1n  , па од принципот на математичка 
индукција следува дека (1) важи за секој природен број n .  

 
 

859АБ. а) Множеството{1, 2,3, 4,5,6,7,8,9}  е разбиено (разделено) на две дисјунктни 

подмножества A  и B . Докажи дека барем во едно од нив постојат три различни броја 
,x y  и z такви што x y z  . 

 

б) Дали за множеството {1, 2,3, 4,5,6,7,8}е точно тврдењето од задачата под а). 
 

Решение. Нека тврдењето на задачата не е исполнето. Значи множеството {1, 2,3, 4,5,6,7,8,9}  

не може да се разбие на две дисјунктни подмножества за кои е исполнет условот на задачата. 
 

Од условот {1, 2,3, 4,5,6,7,8,9}A B  , добиваме дека бројот 5  припаѓа на едно од 

множествата. Без ограничување на општоста ќе претпоставиме дека 5 A . Аналогно, бројот 4  
припаѓа на точно едно од множествата A  и B  и бројот 6  припаѓа точно на едно од множествата 
A  и B . Во зависност од броевите 4,5  и 6  и направената претпоставка, ги имаме следните 
случаи.    
 

Случај 1. 5 A , 4 A . Тогаш 9 B  и 1 B . Според тоа 8 A . Бидејќи 5,8 A  добиваме 

дека 3 B . Но, од 1,3 B  добиваме 2 A , а од 2, 4 A  имаме 6 B . Значи, во овој случај 

1,3,6,9 B , што не е можно и е спротивно од претпоставката на доказот.   
 

Случај 2. 5,6 A , 4 B . Од 5,6 A  добиваме дека 1 B , а од 1, 4 B  добиваме дека 

3 A . Но, од 3,5 A  добиваме дека 8 B . Сега, од 1,8 B  имаме 9 A . Значи, 3,5,6,9 A , 
што е спротивно на претпоставката на доказот.  
 

Случај 3. 5 A , 4,6 B . Од 4,6 B  добиваме дека 2 A , а од 5, 2 A , добиваме дека 

3 B . Но, сега, од 3, 4 B  имаме 7 A . Значи, 2,5,7 A , што е спротивно на претпоставката 
на доказот.      
 

Конечно, во било кое разбивање на множеството {1, 2,3, 4,5,6,7,8,9}  на две дисјунктни 

подмножества A  и B  исполнет е условот на задачата. 
 

б) Множеството {1, 2,3, 4,5,6,7,8}  може да се разбие на дисјунктни подмножества 

{1,2, 4,8}A   и {3,5,6,7}B  , за кои не е исполнет условот на задачата од делот а).     
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XLII РЕГИОНАЛЕН НАТПРЕВАР ПО МАТЕМАТИКА 
ЗА УЧЕНИЦИТЕ ОД СРЕДНОТО ОБРАЗОВАНИЕ 2019 

16.02.2019 година 
 

Прва година 
 
860АБ. Во множеството цели броеви реши ја равенката ( )a a b b  .  

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката 2 ( 1)a b a  . Од NZD( , 1) 1a a    и 

21|a a  следува 1 1a    или 1 1a    . Во првиот случај 0a   и 0b  , а во вториот 

случај 2a    и 4b   .    

 
861А. Одреди ги сите трицифрени броеви со различни цифри кои се деливи со 
секој двоцифрен број кој се добива со изоставување на една негова цифра без да 
се менува редоследот на останатите цифри. 

Решение. Нека abc  е број кој ги задоволува условите на задачата. Тогаш a b c a    и 

, ,
abc abc abc

ab bc ac
 се цели броеви. Бидејќи 

0
10

abc ab c c

ab ab ab


   , следува дека 

c

ab
 е цел 

број што  е можно само ако 0c  . Бидејќи 
0

10
0

ab ab b

a aa
   , следува дека a  е делител на b . 

Според тоа, {1,2,3,4}a . Од 
0 10

1
0

ab ab a

b bb
    следува дека b  е делител на 10a . Од 

претходната дискусија добиваме дека броеви кои ги задоволуваат условите на задачата се: 120, 150, 
240, 360,480.  
862А. 4Б На цртежот е даден правилен петаголник во кој се 
повлечени дијагоналите. Докажи, дека задебелените 
отсечки имаат еднаква должина.  

Решение. Бидејќи 1 1CE AD , 

доволно е да докажеме дека 

триаголникот 1 1CB E  е рамнокрак. 

Бидејќи дијагоналата на правилен 
петаголник е паралелна на неговата 

страна, важи 1 1 1 1||B E C D , односно 1 1 1||E B D E .  

Според тоа, 1 1 1CB E CED  , како агли со паралелни 

краци. Заради симетријата на петаголникот триаголникот 

1CED  е рамнокрак, па затоа 1 1CED ECD  . Конечно, 

1 1 1 1CB E B CE  , што значи дека триаголникот 1 1CB E  е 

рамнокрак.  
 
863А. Нека , ,a b c  се непарни природни броеви. Докажи дека барем еден од 
броевите 1, 1, 1ab bc ac    е делив со 4.  
Решение. Секој природен број има еден од облиците 4 ,4 1,4 2,4 3k k k k   . Бидејќи броевите 

, ,a b c се непарни природни броеви, тие имаат еден од облиците 4 1,4 3k k  . Според 
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принципот на Дирихле два од броевите , ,a b c  имаат ист облик. Без ограничување на општоста, 

можеме да претпоставиме дека a  и b  имаат ист облик. Според тоа, 1 24 1, 4 1a k b k     или 

1 24 3, 4 3a k b k    .  

Во случајот 1 24 1, 4 1a k b k     имаме 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 (4 1)(4 1) 1 16 4 4 1 1 4(4 )ab k k k k k k k k k k             .  

Во случајот 1 24 3, 4 3a k b k     имаме 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 (4 3)(4 3) 1 16 12 12 9 1 4(4 3 3 2)ab k k k k k k k k k k              .  

Според тоа, 4 1ab  , односно еден од броевите 1, 1, 1ab bc ac    е делив со 4.  
 

864Б. Јане прочитал пет книги. Од петте книги може да се формираат 5 
множества од по четири книги. Четирите книги од секое од овие множества 
имале заедно 913, 973, 873, 1011 и 1002 страни. По колку страни имала секоја од 
петте книги? 
Решение. Ако бројот на страните на книгите се , , , ,a b c d e  соодветно, тогаш треба да го решиме 
системот равенки: 

913

973

873

1011

1002

a b c d

a b c е

a b d e

a c d e

b c d e

   
        
    

   

    

Ако ги собереме сите равенки, се добива: 

 4 4772

1193

a b c d е

a b c d е

    

     
  

Ако од оваа равенка се одземе секоја од петте равенки од системот, ќе се добие 
182, 191, 320, 220, 280a b c d e     страни.  

 

865Б. Ако 0a b c    и 2 2 2 6a b c   , пресметај ја вредноста на изразот 
2 2 2 2 2 2a b b c c a  . 

Решение. Од тоа што  
2 2 2 2( ) 2( )a b c a b c ab bc ca         

и од условот на задачата имаме дека 3ab bc ca    . Ако ја искористиме уште еднаш 
формулата за трином на квадрат имаме  

2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 9ab bc ca a b b c c a abc a b c         . 

Оттука,   
2 2 2 2 2 2 9a b b c c a   . 

  
Втора година 

866А. Дадени се две квадратни равенки 2 1 0x ax    и 2 0x x a   . Одреди ги 
сите вредности на параметарот a  за кои двете равенки имаат барем едно 
заедничко решение. 
Решение. Со одземање на втората равенка од првата добиваме 

    1 1 0 1 1 0a x a a x        .  
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Ако 1a  , тогаш станува збор за иста равенка, па имаат барем едно заедничко решение.  

Ако 1a  , тогаш мора 1x  , па со замена во равенките добиваме дека 2a   . Следува 

равенките имаат барем едно заедничко решение само кога 1a   и 2a   .  
 

867АБ Во множеството реални броеви реши го системот равенки  
2 2

2 2

2 2

4 5 2 .

a ab b a

a ab b b

   


  
 

Решение. Ако првата равенка ја помножиме со b , а втората со a , го добиваме системот равенки  

2 2 3

3 2 2

2 2

4 5 2

a b ab b ab

a a b b a ab

   


  
  

Ако во последниот систем ги одземеме равенките добиваме  
3 2 2 34 7 4 0b b a a b a    .   

Ако 0a  , тогаш 0b  , па затоа ( , ) (0,0)a b   е едно решение на системот.  

За 0a   ја воведуваме замената b
a

z   и ја добиваме равенката  

3 24 7 4 0z z z     
која е еквивалентна со равенката  

2( 1)( 3 4) 0z z z    .   

За 1z   важи a b , а потоа со замена во почетниот систем лесно се добива дека ( , ) (1,1)a b  . 

Понатаму, дискриминантата на равенката 2 3 4 0z z    е еднаква на 7 , па затоа таа нема 
реални решенија, што значи дека почетниот систем нема други реални решенија.  
 

868А Нека е даден конвексен четириаголник ABCD  таков што AD BC . Нека 
растојанието од средината 
на AB до средината на CD  
е 1cm . Пресметај го 
растојанието од средината 
на AC  до средината на 
BD . 
Решение. Нека M ,  N , P  и 

Q  се средини на AB , CD , 

AC  и BD  соодветно. Тогаш 

1MN cm . Од  M  и P  се 

средини на AB  и AC  
соодветно следува   и 

2

BC
MP  .  Од N  и  Q  се средини на CD  и BD  соодветно имаме ||NQ BC  и 

2

BC
NQ  . 

Од ||NQ BC  и ||PM BC  следува ||PM NQ  и DM NQ . Аналогно се покажува дека  

||PN MQ  и PN MQ .  Следува четириагонкиот MQNP  е паралелограм. Од  AD BC , 

||NQ BC  и ||PN AD  следува 90PNQ   . Следува четириаголникот MQNP  е 

правоаголни со дијагонали MN  и PQ . Следува 1PQ MN cm  .  
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869АБ Во зависност од вредноста на реалниот параметар, во множеството реал-
ни броеви реши ја равенката  

2 2 2 4( 1)(1 ) ( 1)(1 )a x x a x x       . 
Решение. Имаме  

2 4 2 2 2 3

2 2 2

2 2

1 (1 ) (2 2 2 )

(1 ) 2 (1 )

(1 )((1 ) 2 ),

x x x x x x x

x x x x x

x x x x x

       

     

     

    

па затоа дадената равенка последователно е еквивалентна на равенките  
2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

( 1)(1 ) ( 1)(1 )((1 ) 2 )

(1 )((( 1) ( 1))(1 ) 2 ( 1)) 0

(1 )( 2(1 ) 2 ( 1)) 0

(1 )(1 ) 0.

a x x a x x x x x

x x a a x x x a

x x x x x a

x x ax x

         

         

       

    

   

Равенката 21 0x x    нема реални решенија. Дискриминатата на равенката 2 1 0x ax    е 
2 4D a a  , па затоа оваа равенка има реални решенија ако и само ако | | 2a  . Конечно,  

- за ( 2,2)a   дадената равенка нема реални решенија,   

- за 2a   равенката има едно решение 1x  ,  

- за 2a    равенката има едно решение 1x    и  

- за 2a    или 2a   равенката има реални и различни решенија  
2 4

1,2 2
a ax   .   

 

870Б. Во квадратната равенка 2 ( 1) 3 2 0x m x m       да се определи 

параметарот m  така што збирот од решенијата на дадената равенка да е еднаков 
на збирот од нивните квадрати. 
Решение. Од Виетовите правила имаме 1 2 1x x m    и 1 2 3 2x x m  . Од условот на 

задачата имаме  

     2 22 2
1 2 1 2 1 2 1 21 2 1 2 3 2m x x x x x x x x m m             

т.е. 2 5 4 0m m   . (10) Со решавање на квадратната равенка добиваме 5 31
1 2

m   и 

5 31
2 2

m  .  

871Б. Даден е ABC  со страна 2 , 30AB cm     и 45   . Да се пресметаат 

должините на страните BC  и AC . 

Решение. Нека пресечната точка на висината ch  и страната AB  е точка D . Од 45    и 

ch AB  следува 45BCD    т.е. BCD е рамнокрак правоаголен триаголник и cBD h . 

Тогаш од sin 45 ch

a
  следува 2 ca h .  Од sin30 ch

b
  следува 2 cb h . Од ADC и 

BDC  следува    2 2 22 2c c ch h h    и  2 2 22 c c ch h h  . Со изедначување на 
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последните равенства имаме       22 2 22 2 2c c c ch h h h     т.е. 22 4 4 0c ch h   . 

Со решавање на квадратната равенка добиваме дека 3 1ch cm  . Следува 

 2 3 1a cm  , а  2 3 1b cm  .  

Трета година 
 

872А.Во множеството реални броеви реши ја равенката 2 3 4log log log 1x x x   . 

Решение. За 0x   извлекуваме пред заграда 4log x  и добиваме: 

 

3

loglog 32log 1 14 log log4 4

log 4 log 4
log 1 14 log 2 log 3

log log 4 log 4 1 14 2 3
1

log4 3 2log 23
1

3 2log 22

xx
x

x x

x xx
x x

x

x

x

 
   

 
 

     
 

    

  


 

 

 

873АБ Даден е триаголник ABC  и точка D  на страната BC . Нека 1 DAB   и 

2 CAD  . Докажи, дека  

1 2 1 2sin( ) sin sin

AD AC AB

     . 

Решение. Имаме  
1 1 1sin( ), sin , sin .1 2 1 22 2 2

P AC AB P AB AD P AD ACABC ABD ADC                

Бидејќи ABC ABD ADCP P P  , добиваме  

1 1 1sin( ) sin sin1 2 1 22 2 2
AC AB AB AD AD AC             .   

Ако последното равенство го поделиме со 1
2

AB AC AD   го добиваме бараното равенство.  
 

874А Пресметај го остриот агол  , без да користиш калкулатор, ако се знае дека  

2 2 3 6ctg     . 
Решение. Изразот од условот на задачата можеме да го запишеме како 

2 2 3 6 2( 2 1) 3( 2 1) ( 2 1)( 2 3)ctg              

3 2
( 2 1)( 3 2)( 2 1) 3 2 sin 60 sin 452 2

sin 45 sin302 1 2 1 2 1

2 2

      
    

   


 

105 15
2sin cos 152 2 .

15 75 22sin cos
2 2

ctg

 


 
 

  

Конечно, имаме 7 30'   .  
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875АБ Во множеството реални броеви реши го системот равенки  
2 2

2 2

2 2

(1 4 ) 4

(1 4 ) 4

(1 4 ) 4 .

x y z

y z x

z x y

  
  


 

 

Решение. Ако некој ,x y  или z  е еднаков на нула, тогаш 0x y z   . Во спротивно мора да 

важи 0, 0, 0x y z   . Ако ги помножиме дадените равенки, тогаш 

2 2 2 2 2 2(1 4 )(1 4 )(1 4 ) 64xyz x y z z x y     и како 0xyz   добиваме  

2 2 2(1 4 )(1 4 )(1 4 ) 64x y z xyz    .  

Понатаму, за позитивни реални броеви ,x y  и z  важи 2 21 4 4 ,1 4 4 ,x x y y    21 4 4z z  , 

добиваме 2 2 2(1 4 )(1 4 )(1 4 ) 64x y z xyz     при што знак за равенство важи ако и само ако 

1
2

x y z   .  

Конечно, единствени решенија на системот се 0x y z    и 1
2

x y z   .  
 

876Б. Во множество то реални броеви реши ја равенката  
2 2

2 2
2 3 2 4 5

22 4 2 3
x x x x
x x x x
   
   

  . 

Решение. Бидејќи 2 2 3 0x x    и 2 2 4 0x x    x   имаме дека xD   . Ставаме 

смена 
2

2

2 3

2 4

x x
t

x x

 


 
  и имаме 

1 5 1 25 122 4 17 4 0 4,1 22 4 4
t t t t t t

tt
               

Се враќаме во смената и со проверка забележуваме дека за  1 4t   равенката нема реални решение, 

а за 2
1

4
t   имаме 1 2x   и 2

4

3
x  .  

 

877Б Докажи го равенството 
2

1 1 1 1 1
1

1log 2 log 4 log 4 log 8 log 2log 2 log 2n n nx x x x xx x

             
 . 

Решение. Користиме дека log 2 log 2a
x xa  (5) и 

 
1 1 1

1 1k k k k
 

 
.  

   

 

1 1 1
1log 2 log 4 log 4 log 8 log 2 log 2

1 1 1
2 2 3 1log 2 log 2 log 2 log 2 log 2 log 2

1 1 1 1
2 1 2 2 3 1log 2

2
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1
2 2 2 3 1 log 2log 2

n nx x x x x x

n n
x x x x x x

n n
x

n n n xx
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Четврта година 

878А. Нека ( )n nx   и ( )n ny   се низи дадени со 0 0x  , 0 1y  , 1
3

4
n n

n
x y

x 


 , 

1
2 3

5
n n

n
x y

y 


 .  

Докажи дека ( )n nz   дадена со n n nz y x   , за секој n  е геометриска 
прогресија. 
Решение. Од дефиницијата на nz  имаме 1 1 1n n nz y x    , односно 

1
2 3 3 7 7

5 4 20 20
n n n n

n n n
x y x y

z x y
 

     .  

Значи, 1
7

( )
20n n nz y x   . Имајќи во предвид дека n n nz y x  , добиваме дека 

1
7

20n nz z  , од каде се добива дека 1 7

20
n

n

z

z
  , за секој n . Значи ( )n nz   е 

геометриска прогресија со количник 
7

20
.  

 

879АБ Дадена е парабола 2 2 , 0y px p  . 
На параболата се дадени точки , ,A B C  ( A  
има најголема, а C  најмала ордината) 
такви што симетралата на ABC  е 
паралелна со x  оската. Ако должината на 
проекцијата на отсечката AC  на y  оската 
е еднаква на 4 p , определи ја ординатата на 

средината на отсечката BC .  

Решение. Нека 
22 2

2 2 2
( , ), ( , ), ( , )CA B yy y

A B Cp p p
y y y  се 

координатите на точките , ,A B C , соодветно. Бидејќи правите AB  и BC  за фаќаат суплементни 
агли со x  оската, следува дека нивните коефициенти на правци се спротивни. Од условот 

AB BCk k   имаме 2 22 2

2 2 2 2

B CA B

y yy yA B CB
p p p p

y yy y 

 
  , т.е.  2 2 2 2

B CA B

A B B C

y yy y

y y y y



 
  , од каде добиваме 

2 0A B Cy y y   .Бидејќи A Cy y , а должината на проекцијата на отсечката AC  на 

y  оската е еднаква на 4 p  добиваме 4A Cy y p  . Од последните две равенства следува 

2 2 4B Cy y p   , што значи дека ординатата на средината P  на отсечката BC  е  

2
B Cy y

p
   .  

880АБ Нека a  и b  се позитивни реални броеви такви што броевите logb a , 

2log (2 )b a  и 4log (4 )b a , во овој редослед се последователни членови на аритме-

тичка прогресија. Докажи, дека a b .  
Решение. Нека logbx a , 2log (2 )by a  и 4log (4 )bz a . Тогаш  
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xb a , (2 ) 2yb a  и (4 ) 4zb a .  

Од условот на задачата следува 2y x z  , па затоа  

2 2 24
4

4 (2 ) (2 ) 2 2 2 4z
y x z x z x z x z x zaa b b b b a a        .  

Според тоа, 2 1z  , т.е. x z . Сега од x z  следува (4 ) (4 ) 4 4x z xb b a b   , па затоа 

4 4x x xb b , од каде добиваме 4 4x  , т.е. 1x  . Конечно, 1xa b b b   .  

 

881А Пресметај го збирот 
2007 2007 2007

2 4 ... 2006
2 4 2006

     
       

     
. 

Решение. Да забележиме дека  

2007 20062007! 2007 2006!
2007

1!(2007 )! ( 1)!(2007 )!
k k

k kk k k k

   
          

.  

Уште знаеме дека 

2006 2006 2006 2006 1... 2
1 3 2005

              
     

,   

па затоа  

2007 2007 2007 20052 4 ... 2006 2007 2
2 4 2006

     
         

     
.  

 
882Б Во рамнина се дадени две множества од паралелни прави 1 2 13, , ,p p p  и 

1 2 7, , ,q q q  такви што правите од првото се сечат со правите од второто. Колку 
паралелограми се определени со тие прави? 
Решение. Секој пар на прави од првото множество и секој пар од второто множество одредуваат 

точно еден паралелограм и обратно. Еден пар од првото множество може да се избере на 
13

2

 
 
 

   

начини, а од другото множество на 
7

2

 
 
 

, од каде следува дека постојат 
13 7

1638
2 2

  
  

  
.  

 

883Б Докажи дека, за секој природен број n , 
1

1
cos 2 2 2

22n
n корени





     

Решение. За 1n   тврдењето е точно бидејќи 
2

cos
4 2


 . Да претпоставиме дека тврењето е 

точно за природниот број n . За да го покажеме тврдењето, доволно е да се докаже дека 

равенството важи ако наместо n  замениме 1n  . Така 

1
1 2 2 2

1 cos 2
1 12 2cos cos

2 2 2 22

2 2 2 2 1
2 2 2

4 2
1

n n n корени
n

n корени
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