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@ivka Mihova, Hristo Lesov  
Kazanlk, Bugarija 
 

ZA NEKOI SVOJSTVA NA ORTOCENTAROT NA 
TRIAGOLNIK 

 
 Vo ovaa rabota }e razgledame nekoi karakteristi~ni svojstva na orto-
centarot na triagolnik. Vo ponatamo{nite razgleduvawa za elementite na 
ABC  }e gi koristime oznakite: 

- cba ,,  za stranite sprotivni na temiwata CBA ,, , soodvetno,  
-  ,,  za vnatre{nite agli pri temiwata CBA ,, , soodvetno,  
- H  za ortocentarot na triagolnikot, i  
- O  za centarot na opi{anata kru`nica okolu triagolnikot  

 
Teorema 1. Za ABC  to~ni se ravenstvata: 
 

)a  180BHC ,  180CHA   i  180AHB , ako triagolni-
kot e ostroagolen,  

)b  BHC , CHA  i  180AHB , ako 90 . 
  

Dokaz. Neka ECABHDBCAH  ,  
ECABH   i FABCH  . Toga{, BEAD,  

i CF  se visinite na triagolnikot ABC . 
Ako toj e ostroagolen, crte` 1, toga{ imame  








180)90(180

)90(180180

ABE

FBHBHFBHC
 

Analogno se doka`uva deka 

 180CHA  i  180AHB . 

 Ako za ABC  va`i, ,90 ACB   
crte` 2, toga{ imame  

 ABEFBHBHC  9090 , 

 BADFAHCHA  9090  i 

  180BHCCHAAHB . 
 

 Doka`anite ravenstva vo prethod-
nata teorema ednozna~no go opredeluvaat 
ortocentarot na triagolnik, {to mo`e da 
se vidi od slednata teorema.  
 
 Teorema 2. Za ABC  to~kata Q  e negov ortocentar, ako e ispolnet uslovot: 
 

 )a  za ostroagolen ABC , Q  e vnatre{na to~ka i va`at dve od raven-

stvata  180BQC ,  180CQA ,  180AQB . 

)b  za tapoagolen ABC  so 90 ACB , C  e vnatre{na to~ka za 

ABQ  i se ispolneti dve od ravenstvata BQC , CQA ,  180AQB .  
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 Dokaz. Sekoe od ravenstvata poka`uva, deka to~kata Q  le`i na geomet-
riskoto mesto na to~ki, od koi soodvetnata strana na triagolnikot se gleda 
pod daden agol. Kako {to e poznato, ova geometrisko mesto se sostoi od dva 
kru`ni laci na kru`nici, simetri~ni vo odnos na pravata, opredelena od sood-
vetnata strana.  

 Spored toa, od ravenstvoto  180AQB  sleduva, deka Q  le`i na 
kru`en lak od kru`nica, koja minuva niz A  i B , i le`i vo poluramninata op-

redelena so pravata AB  vo koja e i to~kata C . Od ravenstvoto  180BQC  
(ili BQC ) sleduva, deka Q  le`i i na kru`niot lak od kru`nicata, koja 
minuva niz B  i C , i le`i vo poluramninata opredelena so pravata BC  vo koja 
le`i (ili ne le`i) i to~kata A . Zna~i, Q  e zaedni~ka to~ka na ovie dva kru`-
ni laci, za koi vtorata zaedni~ka to~ka e B . No, spored teorema 1 za ortocen-
tarot H  na ABC  se ispolneti istite ravenstva, {to zna~i deka i H  e zaed-
ni~ka to~ka na ovie kru`ni laci. Bidej}i kru`nite laci se razli~ni, tie ima-
at najmnogu dve zedni~ki to~ki, od koi ednata e B . Zna~i, Q  se sovpa|a so H .  
 Vo natamo{nite razgleduvawa 
posebno mesto imaat slednite ~etiri  
tvrdewa.  
 

 Teorema 3. Za proizvolen triagol-
nik to~kite, simetri~ni na ortocentarot 
vo odnos na sredinite na negovite strani, 
le`at na kru`nicata opi{ana okolu tri-
agolnikot. 
 

 Dokaz. Neka za ABC  so PNM ,,  
gi ozna~uvame sredinite na stranite ,BC  

ABCA ,  soodvetno, a so 321 ,, HHH  gi oz-
na~ime to~kite simetri~ni na ortocenta-
rot H  vo odnos na PNM ,,  soodvetno. To-

ga{ od simetri~nosta na H  i 1H  sleduva  

BHCCBH  1 . 
 Ako ABC  e ostroagolen, toga{ 

od teorema 1 )a  sleduva  180BHC , 

crte` 3. Spored toa,  1801CBH , pa 

zatoa 1801  CABCBH , od {to sledu-

va deka okolu ~etiriagolnikot CABH1  

mo`e da se opi{e kru`nica, t.e. 1H  le`i 

na kru`nicata k  opi{ana okolu ABC . 
Analogno se doka`uva deka i to~kite 2H  

i 3H  le`at na kru`nicata k .  

 Ako ,90 ACB toga{ od teore-

mata 1 )b  sleduva deka CBHBHC 1  , 
crte  ̀ 4, i otse~kata BC  se gleda pod ist 
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agol od to~kite A  i 1H . Spored toa, to~kite CBA ,,  i 1H  le`at na edna 

kru`nica, t.e. 1H  le`i na k .  
 

 Posledica 1. To~kite 321 ,, HHH  se simetri~ni na CBA ,,  soodvetno, 

vo odnos na centarot O  na kru`nicata k  opi{ana okolu ABC .  
 

 Dokaz. Navistina, pri oznakite na crte`ite 3 i 4 dobivame deka 
dijagonalite BC  i 1HH  na ~etiriagolnikot 1BHCH  se prepolovuvaat, pa zna-

~i toj e paralelogram. Ottuka sleduva deka CHBH ||1  i kako ABCH  dobivame 

deka 901 ABH . Spored toa, 1AH  e dijametar na kru`nicata k , t.e. to~kite 

A  i 1H  se simetri~ni vo odnos na nejziniot centar. 
  

Primer 1. Da se konstruira ABC , ako se dadeni ortocentarot H , 
centarot O  na opi{anata kru`nica i sredinata M  na stranata BC .  

 

 Re{enie. Najprvo ja opredeluvame to~kata 1H  kako simetri~na na H , 

vo odnos na kru`nicata ),( 1OHOk  e opi{anata kru`nica okolu ABC . Vo 

to~kata M  povlekuvame prava p  normalna na OM  i vo presek so k  gi oprede-

luvame temiwata B  i C . Temeto A  go nao|ame kako to~ka simetri~na na 1H  

vo odnos na centarot O  na k .  
 

 Posledica 2. Rastojanijata od ortocentarot H  do temiwata CBA ,,  na 
ABC  se dvapati pogolemi od rastojanijata od centarot O  na kru`nicata opi-

{ana okolu ABC  do stranite ABCABC ,,  soodvetno.  
 

 Dokaz. Spored posledicata 1 to~kata O  e sredina na 1AH  (crte`i 3 i 

4) i kako BCOM  dobivame deka OM  e sredna linija vo 1AHH . Spored toa 

AHOM
2
1 . Analogno se doka`uva deka BHON

2
1  i CHOP

2
1 .  

 

 Teorema 4. Za ABC  to~kata Q  e negov ortocentar , ako dve od to~kite 
simetri~ni na Q  vo odnos na sredinite na stranite ABCABC ,,  le`at na 
kru`nicata opi{ana okolu ABC  i e ispolnet uslovot:  
 )a  ako ABC  e ostroagolen, toga{ Q  e negova vnatre{na to~ka,  

 )b  ako 90ABC , toga{ C  e vnatre{na to~ka za ABQ .  
 

 Dokaz. Neka za ABC  so PNM ,,  
gi ozna~uvame sredinite na stranite 

ABCABC ,,  soodvetno, a so 321 ,, QQQ  
gi ozna~ime to~kite simetri~ni na Q  vo 
odnos na PNM ,,  soodvetno. Toga{ 

CBQBQC 1 .  
 Ako ABC  e ostroagolen i Q  e 
negova vnatre{na to~ka, toga{ to~kite 
A  i 1Q  se vo razli~ni poluramnini vo 

odnos na ,BC crte` 5. Bidej}i 1Q  le`i 
na opi{anata kru`nica okolu ABC  
dobivame  
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1801  CABCBQ     t.e.     1801CBQ  

{to zna~i  180BQC . Analogno se 
doka`uva deka  

 180CQA  i  180AQB . 

Sega tvrdeweto sleduva od teorema 2 )a .  

 Ako 90ACB  i C  e vnatre{na 
to~ka za ABC , toga{ to~kite A  i 1Q  se 
vo ista poluramnina vo odnos na BC , cr-
te` 6. Bidej}i 1Q  le`i na kru`nicata 
opi{ana okolu ABC  dobivame 
 

 BACCBQ1 , 
 

pa zatoa BQC . Analogno se doka`uva 
deka  

CQA  i  180AQB . 
 

Sega tvrdeweto sleduva od teorema 2 )b .  
 

 Teoreme 5. Za proizvolen triagolnik, to~kite simetri~ni na orto-
centarot vo odnos na pravite opredeleni od stranite le`at na opi{anata 
kru`nica okolu triagolnikot .  
 

 Dokaz. Neka vo ABC  visinite CFBEAD ,,  se se~at vo to~kata H  i 
''','',' HHH  se simetri~nite to~ki na H  vo odnos na pravite ABCABC ,,  so-

odvetno. Toga{ BHCCBH  ' .  
 

 Ako ABC  e ostroagolen, toga{ od teorema 1 )a  sleduva deka 

,180  BHC  crte` 7. Taka 180'  CABCBH  i  180'CBH , od 
{to sleduva deka okolu ~etiriagolnikot CABH '  mo`e da se opi{e kru`ni-
ca k . Zna~i, to~kata 'H  le`i na kru`nicata k  opi{ana okolu ABC . Ana-
logno se doka`uva, deka ''H  i '''H  isto taka le`at na k .  
 

 Ako 90 ACB , toga{ od teo-

rema 1 )b  (crte` 8) sleduva deka 
 

CBHBHC '  . 
 

 Spored toa, otse~kata BC  se gleda pod ed-
nakvi agli od A  i 'H . Zna~i, ',,, HCBA  
le`at na edna kru`nica, t.e. 'H  le`i na 
kru`nicata k . Analogno se doka`uva deka 

''H  i '''H  isto taka le`at na k . 
 

 Zabele{ka 1. To~kite ''','',' HHH  
se simetri~ni na H  vo odnos na FED ,, , 
soodvetno, i toa se prese~nite to~ki na 
visinite na ABC  so kru`nicata k  opi-
{ana okolu nego.  
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Primer 2. Da se konstruira ABC , ako se dadeni ortocentarot H , cen-
tarot O  na kru`nicata opi{ana okolu ABC  i pravata BC .  

 

 Re{enie. Ako se iskoristi teorema 5 posle nao|aweto na to~kata 'H  
simetri~na vo odnos na pravata BC , ja konstruirame kru`nicata )',( OHOk , 
koja e opi{ana okolu ABC . Sega temiwata na ABC  se prese~nite to~ki na 
kru`nicata k  so pravata BC  i so pravata 'HH .  
 

 Posledica 3. Neka CFBEAD ,,  se visinite na ABC . Toga{ prese~nata 
to~ka na simetralite na vnatre{nite agli na  DEF  e: 
 

 )a ortocentarot H  na ABC , ako ABC  e ostroagolen,  

 )b temeto C  na ABC , ako 90ACB .  
 

 Dokaz. Pri oznakite na crte` 7, DE  e sredna linija vo '''HHH , pa 
zatoa '''|| HHDE  i '''HAHADE  . Analogno '''HAHADF  . No, zaradi 

simetrijata imame deka ''''' AHAHAH   i vo kru`nicata k  va`i ''''' HAHA


 , 
od {to sleduva deka ''''''' HAHHAH  , t.e. ADFADE  . Spored toa, AD  
e simetrala na FDE . Analogno se doka`uva deka BE  e simetrala na DEF  i 
CF  e simetrala na EFD , od {to sleduva tvrdeweto.  

 Ako 90ACB , toga{ smetaj}i 
deka C  e ortocentar vo ABH , crte` 8, 
dobivame deka simetralite na aglite na 
DEF  se HFBDAE ,,  i tie se se~at vo 

to~kata C .  
 

 Posledica 4. Kru`nicite opi{a-
ni okolu triagolnicite CAHBCH ,  i ABH   
imaat  ednakvi radiusi so kru`nicata opi-
{ana okolu ABC . 
 

 Dokaz. Navistina, BCH  i 'BCH  
se simetri~ni vo odnos na BC , pa zatoa 
simetri~ni se i opi{anite kru`nici oko-
lu niv, {to zna~i deka tie imaat ednakvi 
radiusi.  
 

 Zabele{ka 2. Od prethodnite raz-
gleduvawa sleduva deka ako tir ednakvi 
kru`nici imaat zaedni~ka to~ka, toga{ 
taa e ortocentar na triagolnik so temiwa 
vo ostanatite zaedni~ki to~ki na kru`nicite.  
 
 Teorema 6. Za ABC  to~kata Q  e negov ortocentar, ako dve od to~kite 
simetri~ni na Q  vo odnos na pravite ABCABC ,,  le`at na kru`nicata 
opi{ana okolu ABC  i e ispolnet uslovot 
 

 )a  ako ABC  e ostroagolen, toga{ Q  e negova vnatre{na to~k, i  

 )b ako 90ACB , toga{ C  e vnatre{na to~ka za ABQ .  
  

 Dokaz. Postapete analogno kako vo dokazot na teorema 4.  
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 Primer 3. Ako visinite CFBEAD ,,  na ostroagolniot triagolnik 

ABC  ja se~at opi{anata kru`nica vo to~kite 111 ,, FED , soodvetno, toga{ e 
ispolneto ravenstvoto 

4111 
CF

CF

BE

BE

AD

AD
 

Doka`ete!  
 

 Re{enie. Bidej}i ,'1 HD  ,''1 HE  '''HF   i ,'1 HDADDHADAD   

HEBEEHBEBE  ''1 , FHCFFHCFCF  '''1  ravenstvoto e ekvivalent-
no na ravenstvoto  

1
CF

HF

BE

HE

AD

HD
. 

 

Poslednoto ravenstvo e ispolneto bidej}i 
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ZADA^I ZA SAMOSTOJNA RABOTA 
 
 Zada~a 1. Da se konstruira ABC , ako se dadeni to~kite 321 ,, HHH  
simetri~ni na ortocentarot H  vo odnos na sredinite na stranite na ABC . 
 

 Zada~a 2. Da se konstruira ABC , ako se poznati temeto A , sredinata 
M  na stranata BC  i ortocentarot H . 

 

 Zada~a 3. Da se konstruira triagolnik, ako se poznati edno teme, orto-
centarot i centarot na opi{anata kru`nica.  
 

 Zada~a 4. Da se doka`e deka, site triagolnici vpi{ani vo daden ostro-
agolen triagolnik, najmal perimetar ima triagolnikot ~ii temiwa se podno`-
jata na visinite na dadeniot triagolnik.  
 

 Zada~a 5. Da se doka`e deka, simetri~nata to~ka na centarot na vpi-
{anata kru`nica vo triagolnik vo odnos na edna negova strana ili vo odnos na 
nejzinata sredina, le`i na opi{anata kru`nica okolu triagolnikot, ako i 

samo ako, agolot nasproti taa strana e 60 .  
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