MpupoaHo matemaTnyko 3gpyxeHmne APMATAHKA Mpod. a-p BennHos daHuen

Pen na nmpocr 0poj

Januen Beaunos - ['panexen ¢axynrer, Karenpa 3a matemartuka, Ckorje

OBJie ke ro BoBeieMe MOUMOT pejl Ha Opoj o Mmoaya n . Kopucrejku ja nedununujara ke
nokaxeMe jieka o p|n° +1 cnenysa p =1(mod4). Ilotoa ke Guzie BOBENEH TEPMUHOT

NpUMUTUBEH KopeH. KoprcTejku ro IpUMUTUBHUOT KOPEH Ke ja TOKakeMe U 00paTHaTa HacoKa.
JlononHUTENHO Ke OMaar AaJieHu MPUMEPH, KOU JIECHO MOXKE Jla Ce peraT KOPUCTEJKH T'o
TEPMUHOT PeJI Ha IPOCT OpOj U MPUMUTHUBEH KOPEH.

Ke 6use pasrienana u nemata 3a kpeame Ha excrionent (Lifting The Exponent Lemma),
KOja cKpaTeHo ke ja o3HauyBame kako LTE. MHory npobiemu o1 eKCIIOHEHIHjaJTHUTE PaBeHKH
WM TeopHjaTta Ha OpOeBH, CO TIOMOIII Ha OBaa JieMa MOX€e MHOTY €THOCTaBHO Ja ce pemat. Co
MIOMOIII Ha OBaa JieMa, MOKEeMe J1a TO HajAeMe HajrToJIEMHOT CTETEeH Ha pocT Opoj p > 3, Koj T'H

nenu a" £b", 3a HEKOU IPUPOJIHHU OpOEBH.

Heka p e mpoct Opoj u Heka a = 0(mod p). [lox pen Ha a (mod p) ce moapazoupa
HajMaJHOT MpHUpoeH 6poj m Taka mrto a” =1 (mod p). Yecto ce o3HauyBa u co ord a(mod p)
Ui ord a.

Pen Ha a (mod p) e cexoram koHedeH Opoj 3apaau TeopemaTa Ha Depma Ouaejku
a” =1 (mod p), T.e. penor Ha a@ (mod p) e HajMHOTY p—1.

JacHo, MO’ke n1a 3a0enexuMe JieKka CHTe peloBH ce aenutenu Ha p —1. HaBuctuna, ako m| p —1,
toram a”” =1(mod p).

Teopema 1. (DynnamenTaaHa Teopema 3a pea Ha mpoct 0poj) Heka a” =1(mod p).
Toram penor Ha a (mod p) ro aenu n.

Ja 3abenexxume neka Teopema 1 € TouHa U BO CUTyalHja Kora mpoCTHOT Opoj p Ke ro
3aMeHUME cO OUJI0 KOj MpUpoAeH Opoj n 3a koj Baxu H.3./[(a,n)=1.Bo oBoj ciny4aj m | p(n),
kane @(n) e Ojneposara GyHKIH)a.

Teopema 2. Heka p >3 e npoct 6poj. Ako n° =—1(mod p), Toram p =1(mod4).

Jloka3s. Ako T KBaJpupaMme aBeTe cTpand Ha n° =—1(mod p) mob6usame n' =1(mod p).
Cera TBp¥Me JieKa pelOoT Ha 71 TI0 MOJYJ p € TOYHO 4. AKO OBa HE € TOYHO, TOTAIll PeIOT
Mopa ja 6une 2 umn 1, o kaze n” =1(mod p). Ho, 0Ba € KOHTPaAUKIHja CO YCIOBOT
n® =—1(mod p) . 3Hauu penoT HA 1 IO MOAYT p e 4. Bbumejku cuTe penOBU MO MOIYT p Ce
nenurteny Ha p —1, nobuBame neka 4| p —1, oqHocHO p =1(mod4).

Wnejata Ha HapegHaTa TeopeMa Koja ke ja najgeme 6e3 10Ka3 € Jieka CeK0j HEeHYJITH

OCTaTOK 10 MOJYJl p MOJXKE Jia Ce 3alluilie Ha eIWHCTBeH HaYMH co g“, kane o =1,2,3,...,p—1.
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Teopema 3. Heka p e npoct 6poj. Toram moctou nen 6poj g, Koj ro HapeKyBaMe
NPUMUTUBEH KOPEH, TaKa IITO PEAOT HA ¢ MOJYJ p € €HaKoB Ha p —1.

Cera ke ja nageme oOpatHara TeopeMa Ha Teopema 2.

Teopema 4. Ako p =1(mod p) e mpoct 6poj, Toraml NOCTON 7 Taka MITO
n*> =-1(mod p).

Jloka3. Heka g e mpuMUTHBEH KOpeH 10 MoAyn p . Toram GapaHoTO 7 TO AeduHUpame

p-1

Kako n=g 4 .JacHo e nexa n° =—1(mod p).

Teopema 5. [IpumMHUTHBEH KOpEH IO MOZyJI # € 1ien 0poj g 3a koj Baxku H.3./[(g,n) =1
Taka MITO ¢ WMa pex 1o Monyn n, @(n), kage ¢(n) e Ojneposara pynkumja. [lpumutiBeH
KOPEH M0 MOy 71 MOCTOM aKo ¥ caMo ako n=2, n=4, n=p" um n=2p", xane p>3 e
mpoct 6poj.

Ipumep 1. (MOP, 2011) Heka p e npoct Opoj 1 HeKa n e mpupozeH 0poj. Heka p
1esocHo ro aenu 2" —1 (toa 3Hauwm aeka p|2" —1, HO p2 He To aenu 2" —1. Jlokaxu nexa p

HeJI0CHO ro menu 277 —1.
Pemenune. Jacno p # 2, na npernocraByBaMe Jieka p € HemapeH. Heka co m ro

O3HaYMMe peJoT Ha 2 1o Moayn p . [la, p|2" —1.JacHo e v iIeka m € JACTUTEN M Ha 1 | Ha
p—1.01 m|n,MoxeMme aa 3akiaydume feka p|2" —1|2" —1.

Ja 3abenexxume nexa 6pojoT 2" —1 nMa TOYHO €/IeH CTEeNEH Ha p BO HEroBaTa
KaHOHWYHA perpe3eHTalrja, na orryka 2" —1 uma TOYHO eJieH CTeNeH Ha p (MMa HajMaJIKy
enen ounejku p|2" —1 u uma HajMHOTY enen ounejku p | 2" —1). OcranyBa 1a mOKakeMe J1eKa
ako p|2" -1, toram 27~ —1 He ce 31001MBa CO JOMOIHUTENEH CTENEH Ha p . Heka ro

pasriiegaMe KOJIUIYHUKOT

-l _ pl_
%=1+2m+(2m)2+...+(2'")m ;

Axo JOKaXXEME JICKA KOJIMYHUKOT HE € IICJIMB CO p , CMC I'O JOKaXXaJi€ TBPACHCTO Ha
3amagaTta. AKO riieiamMe 1mo Moyl p , Jo0uBame
27 1 -1
1+1+...+1=2"" (mod p).
m

., -1
bunejku, 0 < P P, I1a TOKaKaBMe J€Ka KOJIMYHUKOT HE € JCNIUB CO p , OX KaJe

-1
no0uBaMe Jieka p 1eJIocHO ro aemu 27 —1.

Ipumep 2. Hajau ru cure npupogau 6poeBu 7, 3a kou n|2" —1.

Pemenue. EnuHcTBeHaTa BpeTHOCT 3a KOj Baku OapameTo Ha 3ajadara € n = 1. JacHo,

Mopa n na oume HenapeH, ouaejku 2" —1 e HenmapeHn. Heka p e mpoct Opoj Koj € IenuTen Ha 7.
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Nmame, p|2" -1, ogaocHo 2" =1(mod p) . I1a moxxeme aa ro pedopmynupame npooIeMor,
Kako: 3a Om10 Koj mpocT 6poj p|n, penoT Ha 2 1O MOAYJ p WCTO Taka o JIeNu 7.

Cera Heka ro 3eMeMe HajMauoT npoct 6poj Koj ro xeiu n (p>2). Heka m=ord 2 u
p # 2. Toram peoT Ha m Mopa Ja T'o IeNu 71, HO UCTO Taka Mopa jia ro nemu p —1. Ho, oa e
MO>KHO caMo Kora m =1, ITo He € MOKHO. 3Hau 7 =1 e eIMHCTBEHHOT MPUPOACH OpOj 3a KOj

Baxu n|2" —1.

[Ipen na ja naneme LTE, ke qaneme 1Be BaXXHU U KOPUCHU JIEMHU.
Heka p|n.Co v, (n) ke ro o3HadyBaMe CTCIICHOT HA p BO KaHOHMYHATa

perpe3eHTaluja Ha 7.

Jlema 1. Heka x u y ce uenu OpoeBHu U 1 € pupoieH Opoj. 3a mpOU3BOJICH IPOCT Opoj

p 3axkoj H.3./[(n,p)=1, n|x—y UHATY X HUTY y c€ JACIUBHU cO p . Toram
v,(x" =y =v,(x-y).

Jlokas. Ke xopuctime feka x" — y" = (x— ) (X" +x" 2y +x""y* + ..+ y").

Cera aKo TOKaxeMe Jieka p He e AenuTea Ha x" ' +x" 7 y+x""y* +...+ """, Toram cme
ja moxaxasie nemarta. bunejku x —y = 0(mod p) wim x = y (mod p), na ciemysa

XXy T Y Ay T =T X T XX X+ x X" 4+ X = ax" (mod p),

o1 Kajie JobuBaMe Jeka u3pasoT X" +x" 2y +x""y* +..+ """ He e nemus co p,
ounejku H.3./[(n,p)=1 u p He e nenuren Ha X .

Jlema 2. Hexa x u y ce 1ienu OpoeBH U 1 € HEMapeH MpHUPOIeH Opoj. 3a Mpou3BoJIeH
npoct 0poj p 3akoj H.3./[(n,p)=1, n|x+y WWHATY X HATY y ce€ ACTUBHU cO p . Toram
v,(x"+y")=v (x+y).

Joxa3s. Jloka3oT e cimueH kako Bo Jlema 1. On
XY =+ )X =Xy 4+ X"y~ +y") mox x=—y(mod p) umame
X=Xy Xy -y =X - x”_2 (=) X" (=x) = (=x) X T A XT = (mod p)

1ITO 3HAYH JieKa u3pa3oT X' —x"y+x""y* —..+ )" He e menmus co p .

Teopema 6. (ipB o6siuk Ha LTE) Heka x u y ce nenu OpoeBu 1 p =3 € mMpocT TakoB
WTO p|X—y WHUTY X HATY y ce feausu co p . Toram v, (x" +)")=v (x+y)+v, (n) .

Jloka3. Ke kopucTiMe HHIYKIM]a 10 GPOjOT HA MPOCTH AIUTeIN Ha 1. IIpBo, Heka ro
JIOKa)KEMe CIICTHOBO TBP/ICH:-E:

v,(x" =y")=v, (x=y)+1.
3a ma ro JoKaxkeMe OBa, ke JOKakeMe JeKa
pllxP +x" 7y AP+ P

Ke nokaxeme neka p|x” " +x" 2y +..+xy” > + y’" . Jla 3abenexume nexa
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XX Py 9P = px? = 0(mod p).
Hexka cera y =x+kp, kane k e nien 06poj. 3a uen 6poj 1<t < p umame

) 2_1) (kp)* (') +) _

=x"" (x’ + t(kp)(x’_l)) =x"" +thpx”* (mod p°).

VP = (x+kp) kP =X (xt +t(kp)(x'™") +

OgBa 3Hauu Jieka
y'x?™ = x4 tkpx" (mod p*), 1=2,3,4,...,p—1
Onx oBac uMame,
XXy by P =T (T kxR (x0T + 2kpx ")+ (X + (p = Dhpx" ) =

= px” + (14243 +...4 p—Dkpx?? = px”! +(—p(pz_l)Jkpx”'2 = px"! +[—p2_1Jkp2x”"] =

= px”” (mod p*)
3uaun v, (x” —y")=v, (x—y)+1 e Touno. Cera ro nokaxysame

v,(x"+y")=v, (x+y)+v,(n) . Co | x|, To 03HaTyBaME HAJTOJEMHOT CTENEH HA IIPOCTHOT

0poj p KOj € nenuTeN Ha X, OAHOCHO axKo || x||,= &, Toram p” |x, HO p**' He e nenuren Ha x.

Hexa cera n = p“b, xane H.3./[(p,b)=1.1la,
n n a\p LN a a a1 a1
X" =y L= )" =7 ) L=l =y [, =" )7 =" )7 l,=

=[x =y, A= ) =), = =], 2=

w2 Y =M, ra 1=l x =y, +a =l x -y, + ],

Ogje Gemie KOPUCTEHO Jieka ako p | x— y Toram p|x* —y*.

Teopema 7. (BTop o6mmk Ha LTE) Heka x u y ce nienu OpoeBu u n € HEMapeH
npuposeH Opoj U p € MpocT 6poj 3a KOj p|x+y U HUTY X HUTY ) ce€ JeNuBHU co p . Toram
n ny __
v,(x"+y")=v,(x+y)+v,(n).
Jloka3. Jloka30oT Ha OBaa TeopeMa € coceMa aHaJOTeH Kako Ha MPETXOAHATa TeopeMa, ra
3apaJy Toa ke o OCTaBUMeE 3a BeX0a Ha YUTATEJOT.

Teopema 8. (LTE 3a p=2)Heka x u y ce 1Ba HemapHu 11eJi OpOEBU TakKa MITO
4|x—y. Toram v,(x" = ") =v,(x=p) +v,(n).

Hoxka3s. Bo Jlema 1, nokakaBme Jieka 3a OMiI0 Koj mpocT Opoj p , TAKOB IIITO
H.3.J.(p,n)=1, p|x—y MHATY €1€H O X U y HE JIEJTUB CO p HMaMeE
v,(x"=»")=v,(x—y). JloBonHO € na 1oKaKeMe 1eKa v, (x* =y )= v,(x=y)+n.

Pa3J'IO)KYBaH>€TO Ha MHOXXHTCJ/IM HU JaBa
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o

oy =y Y ) (P ) - ).
Cera, Ounejku x = y =1 (mod 4) Toram umame X = yzk =1 (mod4) 3a cute npupoaHu

k k
6poeBu k,ma x> +y° =2(mod4), k=1,2,3,... . OBa 3HauM jeKa CTENICHOT HA 2 BO CUTE

MHOXHUTCIIU, OCBEH BO X — ) € 1.CooBae JOKaXaHa TeopeMarta.

Teopema 9. Heka x u y ce aBa HemapHH 1esd OPOCBH U HEKA /1 € TIApEH MPUPOJICH

Opoj. Toram
v,(x"=y")=v,(x=y)+v,(x+y)+v,(n)-1.

Jloka3. 3HaeMe JeKa KBapaT Ha HeMapeH NpupoaeH O0poj € ox obnuk 4k +1. Ia, 3a
HemapHU x U y umame 4 |x* — . Cera, Heka m e HemapeH LieJl Opoj U Heka k e IpUpojieH
6poj Taka mro n=m-2" . Ila,

(=) =" =) = () () == (6 - ) kL=

=V, (x=y)+v,(x+y) +v,(n) -1

3anaum 3a BexkOame

1. (Iran TST 2, 2008) [Jokaxxu aeka eqUHCTBEHUOT MpHUpoieH Opoj a 3a koj 4(a”" +1) e kyo
Ha HEKOj Opoj, 3a cuTe MpUpoaHU OpoeBH 7 € 1.

2. (Ireland, 1996) Heka p e mpoct 6poju a u n ce npupoanu Opoesu. Jlokaku 1eka ako
27 4+37 =q", Toram n=1.

3. (Russia, 1996) Hajau ru cute npupoanu OpoeBH # 3a KOj OCTOjaT MPUPOAHU OpOeBU
x,y u k takamro H.3.J(x,y)=Lk>1u 3" =x"+y".

4. (Russia, 1996) Heka x, y, p,n,k ce npupoaHu OpoeBHU Taka IITO 7 € HEMApEH U p €
npocT HemapeH 6poj. Jlokaxu geka ako x" + )" = p*, Toram n = p°, 3a Hekoj s € N.

5. (Bulgaria, 1997) 3a nekoj npupoaen 6poj #n, 6pojot 3" —2" € cTeneH Ha HEKOj POCT
0poj. Jlokaxxu ieka n e mpoct 6poj.

6. (IMO Shortlist, 1991) Hajau ro Hajrosemuor crenen k Ha 1991 3a xoj 1991 ro nenm
6pojor 1990'" +1992'%"™"

7. (Czech-Slovakia, 1996) Hajnu ru cute npupoanu OpoeBu x, y Taka mrto p* —y’ =1,
Kazme p e mpocT Opoj.

8. (Romania TST, 1993) Heka n e 6poj koj He e 1moyiH KBaapat. JJokaxu qexa He TOCTON

IPUPOIHH GPOEBU X U y Taka mTo (x+ y)’ |x" +".
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9. (IMO, 2000) [Janu nocrou npupojieH Opoj 7, Taka mro n uMa TouyHo 2000 mpocTu
nemareni u n | 2" +17?

10. (China TST, 2009) Heka a > b >1 ce npupoaau 6poeBu 1 HEKa b € HemapeH Opoj 1 HeKa

n

n e mpuposeH 6poj. Axo b" |a" —1, Toram a” > —. Jlokaxu!
n

11. (Romania TST, 2008) Heka p e mpoct 6poj, p #3 u a u b nenu OpoeBH Taka IMTO
pla+bu p*|a’+b’. Nokaxu neka p° |a+b w p’|a’ +b’.

n

12. (IMO, 1990) Hajnu ru cute uenu 6poesu # >1 Taka mrTo 2 jl e en 0poj.
n

13. (IMO Shortlist, 2007) Hajau ru cure cypjexkuuu f :N — N Taka mro 3a cexon m,n € N
U CeKO0j TipocT O6poj p , OpojoT f(m+n) e nenuB co p ako U camo ako f(m)+ f(n) e
JIeTTUB CO p .

14. (Romania TST, 1994) Heka n e nenapen npuposeH 6poj. Jokaxu nexa ((n—1)" +1)° e
nemuren Ha n(n—1)""" +n.

15. (Romania TST, 2009) Heka a,n > 2 ce nBa 1enu Opoja co CIETHOBO CBOjCTBO: TIOCTOU
e 6poj k =2, taka mro n e AenuTen Ha (a — l)k . JIokaku ieka 1 TO Ien

a7 +a"r+. +a+l.
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