
30. TURNIR GRADOVA   
Jesenje kolo. 

Pripremna (bazna) varijanta, 12. oktobar 2008. god. 
8–9. razred (mlađi uzrast) 

(Rezultat se računa na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviše poena, 
poeni za delove jednog zadatka se sabiraju) 

 

 
1. (3 poena) U 10 kutija nalaze se olovke. Poznato je da u različiim 

kutijama ima različit broj olovaka, pri čemu su u svakoj kutiji olovke 
različitih boja. Dokažite da iz svake kutije možemo uzeti po olovku 
tako da sve one budu različitih boja. 

 
 

2. (3 poena) Dato je 50 različitih prirodnih brojeva, od kojih 25 nisu veći 
od 50, a ostali su veći od 50, ali ne prelaze preko 100. Pri tome ni 
koja dva se ne razlikuju tačno za 50. Nađite zbir (svih) tih brojeva.  

 

3. (4 poena) U kružnicu poluprečnika 2 upisan je oštrougli trougao 
A1A2A3. Dokažite da se na lukovima A1A2, A2A3, A3A1 može naći po 
jedna tačka  

    B1, B2, B3 (tim redom), tako da površina šestougla A1B1A2B2A3B3 bude 
brojčano jednaka obimu trougla A1A2A3. 

 

4. (4 poena) Data su tri prirodna broja takva da je jedan od njih jednak 
poluzbiru druga dva. Može li proizvod ta tri broja biti tačan 2008. 
stepen prirodnog broja?   

 

5. (4 poena) Nekoliko sportista startovalo je istovremeno sa jednog kraja 
pravolinijske staze. NJihove brzine su različite, ali konstantne (stalne). 
Kad dođu do kraja staze sportisti se trenutno okreću i trče nazad, 
zatim sve to ponavljaju, itd. U jednom momentu su se svi sportisti 
našli u jednoj tački. Dokažite da će takvih susreta biti još.   

     
                            
 

                                                                                                                                                                                                                                             
 

 



30. TURNIR GRADOVA 
Jesenje kolo. 

Pripremna (bazna) varijanta, 12. oktobar 2008. god. 
10–11. razred (stariji uzrast) 

(Rezultat se računa na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviše poena. 
Poeni po delovima jednog zadatka se sabiraju) 

 
1. (3  poena) Aljoša ima kolače raspoređene u nekoliko kutija. Aljoša je 

zapisao po koliko kolača ima u svakoj kutiji. Serjoža je uzeo po jedan 
kolač iz svake kutije i stavio na prvi tanjir. Zatim je ponovo uzeo po 
jedan kolač iz svake kutije koja nije prazna i stavio ih na drugi tanjir. 
Tako je radio sve dok svi kolači nisu bili raspoređene po tanjirima. 
Posle toga, Serjoža je zapisao po koliko je kolača bilo na svakom 
tanjiru. Dokažite da je količina različitih brojeva koje je Aljoša zapisao 
jednaka količini različitih brojeva koje je Serjoža zapisao. 

 

2. (3 poena) Rešite sistem jednačina  2n  

1113221 ............  nnnn xxxxxxxxxx ; 121  xx  

 

3. (4 poena) U kružnicu poluprečnika 2 upisan je tridesetougao A1 A2 . . . 
A30. Dokažite da se na lukovima A1A2, A2A3,..., A30A1 može naći po 
jedna tačka B1,B2,...,B3 (tim redom), tako da površina šezdesetougla 
A1B1A2B2...A30B30  bude brojčano jednaka obimu tridesetougla 
A1A2...A30. 

 
 

4. (4 poena) Da li postoji aritmetička progresija od pet različitih prirodnih 
brojeva, čiji je proizvod jednak tačno 2008-om stepenu prirodnog 
broja? 

 
5. (4 poena) Na kvadratnoj mreži nacrtano je nekoliko pravougaonika 

čije se stranice poklapaju sa linijama mreže. Svaki pravougaonik se 
sastoji iz neparnog broja polja (kvadratića) i nikoja dva pravougaonika 
nemaju zajedničkih polja. Dokažite da te pravougaonike možemo 
obojiti sa 4 boje tako da pravougaonici iste boje nemaju zajedničke 
granične tačke.  

 
 
 

 
 
 
 



 
 
 

30. TURNIR GRADOVA   
Jesenje kolo. 

Osnovna varijanta, 26. oktobar 2008. god. 
8–9. razred (mlađi uzrast) 

(Rezultat se računa na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviše poena, 
 a poeni za delove jednog zadatka se sabiraju) 

 

1.  (4 poena) Na šahovskoj tabli 100100 raspoređeno je 100 dama koje ne tuku jedna drugu. 

Dokažite da se u svakom ugaonom kvadratu 5050 nalazi bar jedna dama. (Dama je 
šahovska figura koja se kreće po horizontali, vertikali i dijagonali - na bilo koje rastojanje!) 

 

2.  (6 poena) Imamo 4 kamena, od kojih svaki važe ceo broj grama. Imamo terazije sa 
tasovima i strelicom koja pokazuje na kojem od dva tasa se nalazi veća masa i za koliko 
grama je ta masa veća. Može li se sa 4 merenja odrediti masa svakog kamena, ako se u 
jednom od tih merenja može pogrešiti za 1 gram?  (Masa kamena ne može biti ni 0, ni 
negativna!) 

 

3.  (6 poena) Serjoža je nacrtao trougao ABC i njegovu težišnu duž AD. Zatim je svom drugu 
Ilji saopštio dužinu težišne duži AD   i dužinu stranice AC. Na osnovu tih podtaka Ilja je 

dokazao tvrđenje: ugao CAB je tup, a ugao DAB je oštar. Nađite odnos 
AC

AD
 (i dokažite 

Iljino tvrđenje za svaki trougao u kome važi takav odnos). 
 

4.  (6 poena) Baron Minhauzen je pričao da on ima kartu zemlje Oz na kojoj je prikazano 5 
gradova. Svaka dva grada spojena su putem koji ne prolazi kroz druge gradove. Svaki put 
na karti seče najviše jedan od drugih puteva (i najviše na jednom mestu). Putevi su 
označeni žutom ili crvenom bojom  (prema boji podloge na putu), a pri obilasku oko 
svakog grada (po obodu) boje puteva koji iz njega  polaze, a na koje se pri takvom 
obilasku nailazi, menjaju se naizmenično.  Može li Baron biti u pravu?  

5.  (8 poena) Dati su pozitivni brojevi a1, a2, . . . , an. Zna se da je 
2

1
...21  naaa . 

                  Dokažite da je       .21...11 21  naaa  

6.  (9 poena) Nad stranicama AC i BC raznostraničnog trougla ABC sa spoljašnje strane, kao 
nad osnovicama, konstruisani su jednakokraki trouglovi AB'C i CA'B sa jednakim uglovima 

na osnovicama. Svaki od tih uglova je . Normala iz temena C povučena na duž A'B' seče 
simetralu duž AB u tački C1. Odredite ugao AC1B. 

 

 7. U beskonačnom nizu a1, a2,  a3,  . . .  broj  a1 jednak je 1, a svaki sedeći broj na  nastaje iz 

prethodnog broja an-1  po pravilu: ako najveći neparni delilac broja n ima ostatak 1 pri 
deljenju sa 4, tada je 11  nn aa , a ako ima ostatak 3, tada je 11  nn aa . Dokažite da se 

u tom nizu:  

    a) (5 poena) broj 1 pojavljuje beskonačno mnogo puta; 

    b) (5 poena) svaki prirodan broj javlja beskonačno mnogo puta. 
    (Evo nekoliko prvih članova tog niza: 1, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 3, 4, 3, . . .) 
    (Najveći neparni delilac broja n je najveći neparni broj kojim je broj n deljiv, pri čemu to ne    
     mora biti prost delilac.) 
 
 



 

 
 
 

30. TURNIR GRADOVA 
Jesenje kolo. 

Osnovna varijanta, 26. oktobar 2008. god. 
10–11. razred (stariji uzrast) 

(Rezultat se računa na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviše poena. 
 Poeni po delovima jednog zadatka se sabiraju) 

 

1.  (4 poena) Kvadratna tabla podeljena je pravama koje su paralelne stranicama table na 64 
pravougaona polja koja su zatim obojena kao šahovska tabla. Rastojanja među pravama 
ne moraju biti jednaka, pa zato polja mogu biti različitih dimenzija. Poznato je, međutim, 
da odnos površine ma kojeg belog polja prema površini ma kojeg crnog polja nije veći od 
2. Nađite najveći mogući odnos zbira površina belih polja prema zbiru površina crnih polja. 

     (Ako uzmemo da je jedna stranica table vertikalna, a druga horizontalna, onda povučenih 
7 vertikalnih i 7 horizontalnih pravih dele  tablu na 64 pravougaona  polja)  

 

2. (6 poena) Prostor je razdeljen na jednake kocke. Da li je tačno da je za svaku od tih kocki 
uvek moguće naći drugu koja sa njom ima zajedničku stranu? 

 

3. (6 poena) Na stolu se nalazi N > 2 gomilica oraha sa bar jednim  orahom svakoj od njih.. 
Dvoje igraju ("vuku poteze") naizmenično. U jednom potezu treba uzeti dve gomilice u 
kojima su brojevi oraha uzajamno prosti, a zatim od njih ih napraviti jednu gomilicu. 
Pobeđuje onaj koji učini poslednji potez. Za svako N objasnite koji od igrača može uvek 
da pobedi, ma kako igrao njegov protivnik. 

4. (6 poena) Dat je nejednakokraki trapez ABCD. Tačka A1 je tačka preseka kružnice opisane 
oko trougla BCD i prave AC (A1 je različito od C.) Analogno odrećujemo tačke B1, C1, D1. 
Dokažite da je A1B1C1D1 takođe trapez.  (Trapez je figura kod koje su dve stranice 
paralelne, a dve ne!) 

5. (8 poena)  U beskonačnom nizu  a1, a2,  a3,  . . .  broj a1 jednak je 1, a svaki sedeći broj na  

nastaje iz prethodnog broja an-1  po pravilu: ako najveći neparni delilac broja n ima ostatak 
1 pri deljenju sa 4, tada je 11  nn aa , a ako ima ostatak 3, tada je 11  nn aa . Dokažite 

da se u tom nizu svaki prirodan broj javlja beskonačno mnogo puta. 
    (Evo nekoliko prvih članova tog niza: 1, 2, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 3, 4, 3, . . .) 
    (Najveći neparni delilac broja n je najveći neparni broj kojim je broj n deljiv, (pri čemu to ne  
     mora biti prost delilac.) 
 

6. (9 poena) Polinom )(xP  sa realnim koeficijentima je takav da jednačina 0)()(  nPmP  ima 

beskonačno mnogo rešenja za cele brojeve m i n. Dokažite da grafik funkcije )(xPy   ima 

centar simetrije. 

7.  Test se sastoji iz 30 pitanja. Na svako pitanje postoje dve varijante odgovora (jedan tačan, 
a drugi netačan). U jednom pokušaju Vita odgovora na sva pitanja, posle čega mu 
saopštavaju na koliko pitanja je odgovorio tačno. Može li Vita da postupa tako da 
garantovano sazna na koja je pitanja tačno odgovorio, najkasnije  

    a) (5 poena) posle 29. pokušaja (i da odgovori tačno na sva pitanja u 30. pokušaju); 

    b) (5 poena) posle 24. pokušaja (i da odgovori tačno na sva pitanja u 25. pokušaju)? 

          (U početku Vita ne zna ni jedan odgovor, a test je stalno jedan te isti) 



 
30. TURNIR GRADOVA   

Prolećno kolo. 
Bazna varijanta, 1. mart 2009. god. 

8–9. razred (mlađi uzrast) 
(Rezultat se računa na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviše poena, 

 a poeni za delove jednog zadatka se sabiraju) 

 

1.  (3 poena) U konveksnom 2009 - uglu povučene su sve dijagonale. Prava 
seče 2009- ugao, ali ne prolazi ni kroz jedno njegovo teme. Dokažite da ta 
prava seče paran broj dijagonala. 

 

2. (4 poena) Neka ab znači izraz 
ba . U izrazu 7777777 treba staviti 

zagrade koje će određivati redosled operacija (ukupno 5 parova zagrada). 
Mogu li se te zagrade postaviti na dva različita načina, ali tako da se dobije 
isti rezultat? 

  

3.  (4 poena) Vlada hoće da napravi kolekciju kocki istih dimenzija i na svakoj 
strani svake kocke da napiše po jednu cifru, tako da se te kocke mogu 
poređati da čine ma koji 30- cifreni broj. Koliko najmanje kocki mu je za to 
dovoljno? (Cifre 6 i 9 se pri obrtanju kocke ne pretvaraju jedna u drugu.) 

4.  (4 poena) Prirodan broj su uvećali za 10% i ponovo dobili prirodan broj. Da li 
se pri tome zbir cifara mogao umanjiti za 10%? 

5.  (5 poena) U rombu ABCD ugao A iznosi 120°. Na stranicama BC i CD uzete 
su tačke M i N tako da je NAM=30°. Dokažite da se centar kružnice 
opisane oko trougla NAM nalazi na dijagonali romba. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

30. TURNIR GRADOVA 
Prolćno kolo. 

Bazna varijanta, 1. mart 2009. god. 



10–11. razred (stariji uzrast) 
(Rezultat se računa na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviše poena. 

 Poeni po delovima jednog zadatka se sabiraju) 
 

 

1. (3 poena) Neka ab znači izraz 
ba . U izrazu 7777777 treba staviti 

zagrade koje će određivati redosled operacija (ukupno 5 parova zagrada). 
Mogu li se te zagrade postaviti na dva različita načina, ali tako da se uvek 
dobije isti rezultat? 

 

2. (4 poena) U ravni je dato nekoliko tačaka takvih da nikoje tri ne pripadaju 
istoj pravoj. Neke tačke spojene su dužima. Zna se da svaka prava koja ne 
prolazi kroz date tačke seče paran broj duži. Dokažite da iz svake tačke 
polazi paran broj duži. 

 
 3.  Za svaki prirodan broj n označimo sa O(n) njegov najveći neparni delilac. 

Dati su    proizvoljni prirodni brojevi x1=a i x2=b. Formirajmo beskonačni niz 
prirodnih   brojeva po pravilu:  21   nnn xxOx , gde je n = 3, 4, ... 

    a) (2 poena) Dokažite da će, počev od nekog mesta, svi brojevi u nizu biti 
jednaki   

                      jednom istom broju.  
    b) (2 poena) Kako naći taj broj, ako se znaju brojevi a i b? 
 

4. (4 poena) Redom je napisano nekoliko nula i jedinica. Posmatrajmo (sve) 
parove cifara u tom redu (ne obavezno susednih), gde je leva cifra 1, a 
desna 0. Neka se među tim parovima nalazi tačno M takvih u kojima između 
jedinice i nule ima paran broj cifara (moguće i nijedna), i tačno N takvih u 
kojima između jedinice i nule stoji neparan broj cifara. Dokažite da je M  N.           

 

5. (4 poena) U unutrašnjosti nekog tetraedra uzeta je proizvoljna tačka X. Kroz 
svako teme tetraedra povučena je prava, paralelna duži koja spaja tačku X 
sa tačkom preseka medijana  (težišnih duži) naspramne strane. Dokažite da 
se četiri dobijene prave seku u jednoj tački. 

 



 
30. TURNIR GRADOVA 

Prolećno kolo. 
Bazna varijanta, 1. mart 2009. god. 

10–11. razred (stariji uzrast) 
(Rezultat se računa na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviše poena. 

 Poeni po delovima jednog zadatka se sabiraju) 
 

 

1. (3 poena) Neka ab znači izraz 
ba . U izrazu 7777777 treba staviti 

zagrade koje će određivati redosled operacija (ukupno 5 parova zagrada). 
Mogu li se te zagrade postaviti na dva različita načina, ali tako da se uvek 
dobije isti rezultat? 

 

2. (4 poena) U ravni je dato nekoliko tačaka takvih da nikoje tri ne pripadaju 
istoj pravoj. Neke tačke spojene su dužima. Zna se da svaka prava koja ne 
prolazi kroz date tačke seče paran broj duži. Dokažite da iz svake tačke 
polazi paran broj duži. 

 
 3.  Za svaki prirodan broj n označimo sa O(n) njegov najveći neparni delilac. 

Dati su    proizvoljni prirodni brojevi x1=a i x2=b. Formirajmo beskonačni niz 
prirodnih   brojeva po pravilu:  21   nnn xxOx , gde je n = 3, 4, ... 

    a) (2 poena) Dokažite da će, počev od nekog mesta, svi brojevi u nizu biti 
jednaki jednom istom broju.  

    b) (2 poena) Kako naći taj broj, ako se znaju brojevi a i b? 
 

4. (4 poena) Redom je napisano nekoliko nula i jedinica. Posmatrajmo (sve) 
parove cifara u tom redu (ne obavezno susednih), gde je leva cifra 1, a 
desna 0. Neka se među tim parovima nalazi tačno M takvih u kojima između 
jedinice i nule ima paran broj cifara (moguće i nijedna), i tačno N takvih u 
kojima između jedinice i nule stoji neparan broj cifara. Dokažite da je M  N.           

 

5. (4 poena) U unutrašnjosti nekog tetraedra uzeta je proizvoljna tačka X. Kroz 
svako teme tetraedra povučena je prava, paralelna duži koja spaja tačku X 
sa tačkom preseka medijana  (težišnih duži) naspramne strane. Dokažite da 
se četiri dobijene prave seku u jednoj tački. 

 



30. TURNIR GRADOVA   
Prolećno kolo. 

Složena varijanta, 15. mart 2009. god. 
8–9. razred (mlađi uzrast) 

(Rezultat se računa na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviše poena, 
 a poeni za delove jednog zadatka se sabiraju) 

 
1.  (3 poena)  Vasa i Pera igraju sledeću igru. Na tabli su napisani brojevi 1/2009 i 1/2008. 

Pri svakom potezu Vasa bira neki broj x, a Pera uveća jedan od brojeva na tabli (koji 
hoće) za x. Vasa pobeđuje ako se u nekom trenutku na tabli pojavi broj 1 Može li Vasa 
pobediti bez obzira na to kako igra Pera? 

 
2. a) (2 poena) Dokazati da postoji mnogougao koji se može podeliti jednom duži na dva 
podudarna dela tako da ta duž deli jednu stranicu na  pola, a drugu u odnosu 1 : 2. 
     b) (3 poena)  Da li postoji konveksan mnogougao s takvim svojstvom? 
 

 3. (5 poena) U svakom polju kvadrata 101  101, osim centralnog, stoji jedan od sledeća 
dva saobraćajna znaka: "pravo" ili "skreći". Šahovska figura "auto" može spolja ući (pod 
pravim uglom prema ivici) na bilo koje ivično polje kvadrata. Ako je stala na polje  na 
kojem je znak "pravo", onda produžava pravo na sledeće polje, a ako je stala na polje sa 
znakom "skreći", onda skreće pod uglom od 900 na stranu koju sama izabere. U 
centralnom polju se nalazi garaža. Mogu li se polja označiti tako da auto ne može da 
stigne u garažu? 

4.  (5 poena) Dat je beskonačan niz međusobno različitih prirodnih brojeva. 
     Poznato je da je svaki član tog niza, osim prvog, ili aritmetička ili geometrijska sredina 

svoja dva susedna člana. Da li su obavezno svi članovi tog niza, počevši od nekog 
mesta, isključivo aritmetičke ili isključivo geometrijske sredine svojih suseda? 

5.  (6 poena) Zamak je opasan kružnim bedemom sa 9 kula na kojima stražare vitezovi. 
Kada protekne sat vremena svaki od njih (istovremeno) prelazi na susednu kulu, pri 
čemu se svaki od vitezova stalno kreće ili u pravcu kazaljke na satu ili u suprotnom 
pravcu. Za jednu noć svaki od vitezova je stigao da boravi na svakoj od kula. Poznato 
je da su u nekom trenutku na svakoj kuli dežurala bar dva viteza, kao i da je bio 
trenutak kada je na tačno 5 kula bio tačno po jedan vitez. Dokazati da je postojao 
trenutak kada je postojala kula na kojoj niko nije stražario. 

6.  (7 poena) Ugao C u vrhu jednakokrakog trougla ABC je 1200. Iz temena C su puštena 
(povučena) dva zraka koji između sebe čine ugao od 600 i koji se  po zakonu "upadni ugao  
jednak je uglu odbijanja" odbijaju od osnovice AB i završavaju na kracima tog jednako-
krakog trougla. Na taj način je polazni trougao podeljen na 5 manjih trouglova. Uočimo ona 
tri koja leže na osnovici AB. Dokažite da je površina srednjeg od njih jednaka površini 
druga dva. 

7. (9 poena) Neka 
k

nC  označava broj načina da se izaberu k predmeta iz skupa od n 

različitih predmeta (poredak predmeta nije bitan – načini koji se razlikuju samo u redosledu  
izbora predmeta smatraju se istim). Dokažite, ako su prirodni brojevi k i l   

    manji od n,  onda brojevi 
k

nC i 
l

nC  imaju zajednički delilac veći od 1. 
 



 
 

30. TURNIR GRADOVA 
Prolećno kolo. 

Složena varijanta, 15. mart 2009. god. 
10–11. razred (stariji uzrast) 

(Rezultat se računa na osnovu tri zadatka na kojima je dobijeno najviše poena. 
 Poeni po delovima jednog zadatka se sabiraju) 

 
 

1. (4 poena) Pravougaonik je podeljen na nekoliko manjih pravougaonika. Da li je 
moguće da za svaki par dobijenih  pravougaonika duž, koja spaja njihova središta,  
seče još neki od tih pravougaonika? 

 

2. (4 poena) Dat je beskonačan niz međusobno različitih prirodnih brojeva. 
     Poznato je da je svaki član tog niza, osim prvog, ili aritmetička ili geometrijska sredina 

svoja dva susedna člana. Da li su obavezno svi članovi tog niza, počevši od nekog 
mesta, isključivo aritmetičke ili isključivo geometrijske sredine svojih suseda? 

 

 3. 6 poena) Na svakom polju table veličine 1010 nalazi se žeton. U svakom potezu je 
dozvoljeno odabrati dijagonalu na kojoj se nalazi paran broj žetona i sa nje ukloniti jedan 
(proizvoljan) žeton. Koji je najveći broj žetona koji se mogu tako ukloniti sa table? 
 

4. (6 poena) Tri ravni dele paralelepiped na osam tela, a svako od njih ima 
šest strana od kojih je svaka četvorougao (svaka ravan seče par naspramnih strana 
parelelepipeda, a ne seče preostali par naspramnih strana). Poznato je da se oko 
jednog od tih osam tela može opisati sfera. Dokazati da se i oko svakog od tih osam 
tela može opisati sfera. 

 

5. (8 poena) Neka 
k

nC  označava broj načina da se izaberu k predmeta iz skupa od n 

različitih predmeta (poredak predmeta nije bitan – načini koji se razlikuju samo u redosledu  
izbora predmeta smatraju se istim). Dokažite, ako su prirodni brojevi k i l   

    manji od n, onda brojevi 
k

nC i 
l

nC  imaju zajednički delilac veći od 1. 

 
6. (9 poena) Dat je prirodan broj n > 1. Dvoje naizmenično označavaju tačke na kružnici: 
prvi crvenom, a drugi plavom bojom. Kada je označeno po n tačaka svake boje, 
označavanje (igra) se završava. Zatim svaki od igrača bira luk maksimalne dužine čiji su 
krajevi njegove boje, ali tako da se na njemu ne nalazi niti jedna označena tačka. 
Pobeđuje onaj igrač čiji je luk duži. Moguć je i nerešen ishod – u slučaju da su luci jednaki, 
a takođe ako se ne može naći takav luk (tada se smatra da je dužina luka jednaka nuli). 
Koji od igrača ima dobitnu strategiju, ma kako igrao njegov protivnik? 

 
7. (9 poena) U memoriju računara je upisan broj 6. Dalje računar vrši milion operacija. 

Svaka operacija se sastoji u sledećem: u n-tom koraku on povećava broj u svojoj 
memoriji  za najveći zajednički delilac tog broja u memoriji i broja n. Dokažite da u ma 
kojem  koraku računar uvećava broj u memoriji ili za 1 ili za neki prost broj. 

  
 



�òéäãá�ùê �õòîéò çïòïäï÷11 ËÌÁÓÓ, ÕÓÔÎÙÊ ÔÕÒ, 10 ÍÁÑ 2009 Ç.1. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1, 2, . . . , 100. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅÒÅÔØ Ä×ÁÞÉÓÌÁ É ÎÁ�ÉÓÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÎÉÈ ÉÈ ÓÕÍÍÕ ÉÌÉ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ëÁËÏÅ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ �ÏÓÌÅ 99 ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ?(é.é.âÏÇÄÁÎÏ×)2. èÒÏÍÁÑ ÌÁÄØÑ ÏÂÏÛÌÁ ÞÁÓÔØ ÛÁÈÍÁÔ-ÎÏÊ ÄÏÓËÉ, ÎÁÞÁ× Ó×ÏÊ �ÕÔØ ÎÁ ËÌÅÔËÅ d4. éÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÊ ËÌÅÔËÅ ÏÎÁ ÎÅ ÂÙÌÁÄ×ÁÖÄÙ, �ÏÓÅÔÉÌÁ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÕÇÌÁ ÄÏÓËÉ,�ÒÉÞÅÍ ÎÁ ËÌÅÔËÕ a1 ÏÎÁ �Ï�ÁÌÁ Ó ËÌÅÔËÉ a2,ÎÁ ËÌÅÔËÕ a8 ÏÎÁ �Ï�ÁÌÁ Ó ËÌÅÔËÉ a7 É ÎÁËÌÅÔËÕ h8 ÏÎÁ �Ï�ÁÌÁ Ó ËÌÅÔËÉ h7. ó ËÁËÏÊËÌÅÔËÉ ÏÎÁ �Ï�ÁÌÁ ÎÁ ËÌÅÔËÕ h1?(èÒÏÍÁÑ ÌÁÄØÑ ÈÏÄÉÔ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ É ÇÏÒÉ-ÚÏÎÔÁÌÉ ÎÁ 1 ËÌÅÔËÕ). (á.ë.�ÏÌ�ÙÇÏ) a b 
 d e f g h12345
678

3. äÁÎÙ n �×ÅÔÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÏÔ 1 ÄÏ n �ÕÓÔØfk(n) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ó�ÏÓÏÂÏ× ÏËÒÁÓÉÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1ÄÏ n × �ÅÒ×ÙÅ k �×ÅÔÏ× (ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �×ÅÔÏ× ÄÏÌÖÅÎ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ).äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ f1(n)+f3(n)+f5(n)+ : : : É f2(n)+f4(n)+f6(n)+ : : :ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 1.(òÁÓËÒÁÓËÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ �×ÅÔÏ×, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÍÉ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, f1(2) = 1 É f2(2) = 2.) (í.á.âÅÒÛÔÅÊÎ, ç.á.íÅÒÚÏÎ)4. óÆÅÒÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD ËÒÏÍÅ ÒÅÂÒÁ CD.äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÆÅÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ÜÔÏÇÏ ÔÅ-ÔÒÁÜÄÒÁ ËÒÏÍÅ ÒÅÂÒÁ AB. (÷.÷.ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×)5. äÁÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x) Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k, ÞÔÏP ( 1n) = 1k . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ 
 É m, ÞÔÏ P (x) = 
 � xm.(ó.ó�ÉÒÉÄÏÎÏ×)6. ä×ÕÍ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÍÕÒÁ×ØÑÍ ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÂßÑ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÉÈ ÎÏÞØÀ ×ÙÓÁÄÑÔÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ × Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ × ÎÅ×ÅÓÏÍÏÓÔÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ 1�1�2 Í. íÕÒÁ×ØÉ �ÏÌÚÁÀÔ ÔÏÌØËÏ �Ï ÒÅÂÒÁÍ, ÉÈÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ 1 Í/ÍÉÎ. íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ ÄÅÊÓÔ×Ï-×ÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ ÒÁÎÅÅ ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ 9 ÍÉÎÕÔ�ÏÓÌÅ ×ÙÓÁÄËÉ? (íÕÒÁ×ÅÊ ÚÎÁÅÔ, ÓËÏÌØËÏ ÏÎ �ÒÏ�ÏÌÚ.) (á.÷.ûÁ�Ï×ÁÌÏ×)



òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÏÓÅÎÎÅÇÏ ÔÕÒÁ 30-ÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ ÇÏÒÏÄÏ×.âÁÚÏ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÍÌÁÄÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ.1. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ËÏÒÏÂËÉ × ÒÑÄ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ËÁÒÁÎÄÁÛÅÊ × ÎÉÈ ×ÏÚÒÁÓÔÁÌÏ ÓÌÅ×ÁÎÁ�ÒÁ×Ï. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ × ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ËÏÒÏÂËÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÏÄÉÎ ËÁÒÁÎÄÁÛ, ×Ï ×ÔÏÒÏÊÓÌÅ×Á | ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×Á, . . . , × ÄÅÓÑÔÏÊ ÓÌÅ×Á | ÍÉÎÉÍÕÍ 10 ËÁÒÁÎÄÁÛÅÊ. éÚ ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊËÏÒÏÂËÉ ×ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÏÊ ÌÅÖÁÝÉÊ × ÎÅÊ ËÁÒÁÎÄÁÛ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÏÒÏÂËÅ ÌÅÖÁÔËÁÒÁÎÄÁÛÉ ÍÉÎÉÍÕÍ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×, ÔÁÍ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÁÒÁÎÄÁÛ ÎÅ ÔÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÞÔÏ ÍÙ×ÚÑÌÉ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÒÏÂËÉ. ÷ÏÚØÍ£Í ÅÇÏ. ÷ ÔÒÅÔØÅÊ ËÏÒÏÂËÅ ÌÅÖÁÔ ËÁÒÁÎÄÁÛÉ ÍÉÎÉÍÕÍÔÒ£È ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÁÍ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ËÁÒÁÎÄÁÛ, �×ÅÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �×ÅÔÏ×ÏÂÏÉÈ ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÅÇÏ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁËÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÉÓËÏÍÙÅ10 ËÁÒÁÎÄÁÛÅÊ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×.2. ÷ÙÞÔÅÍ 50 ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÏÌØÛÅ 50. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ÎÅÒÁ×ÎÁ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ 25 ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 50. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉÄÁÀÔ 50 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 50, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ1 ÄÏ 50. éÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 51�25, Á ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, 51�25+50�25 =101 � 25 = 2525.3. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ B1, B2, B3 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÕÇ A1A2, A2A3, A3A1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÌÏ-ÝÁÄØ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ A1B1A2B2A3B3 ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ �ÌÏÝÁÄÅÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× OA1B1A2,OA2B2A3 É OA3B3A1. îÏ Õ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ�ÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. éÓËÏÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÔÏÇÄÁ12OB1 � A1A2 + 12OB2 � A2A3 + 12OB3 � A3A1. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ OB1 = OB2 = OB3 = 2,ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ A1A2 + A2A3 + A3A1, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÎÕÖÎÏ.4. ïÔ×ÅÔ: íÏÖÅÔ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÚØÍ£Í ÓÎÁÞÁÌÁ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÒÁ×ÎÏ �ÏÌÕÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÁ 1, 2 É 3. éÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 6 É ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ 2008-Ê ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. äÏÍÎÏÖÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÎÁ 6n, �ÏÌÕÞÉÍÞÉÓÌÁ 6n, 2 � 6n, 3 � 6n. ðÏ-�ÒÅÖÎÅÍÕ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ �ÏÌÕÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ, Á�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ 63n+1. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏÄÏÂÒÁÔØ n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 3n + 1 ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ 2008(ÉÌÉ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 2008). ðÏÓËÏÌØËÕ 2007 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ 3n+1 = 2008, ÔÏ ÅÓÔØn = 669.5. éÚÏÂÒÁÚÉÍ ÂÅÇÏ×ÕÀ ÄÏÒÏÖËÕ × ×ÉÄÅ ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÂÅÇÕÎ, ÄÏÂÅÇÁÑ ÄÏ ËÏÎ�Á ÄÏÒÏÖËÉ, ÎÅ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏ, Á ÂÅÖÉÔ ÄÁÌØÛÅ�Ï �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ ÂÅÇÕÎÙ �ÒÏÓÔÏ ÂÅÇÕÔ �Ï ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.õÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÅÇÕÎÙ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÂÅÇÏ×ÏÊ ÄÏÒÏÖËÉ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÄÉÁÍÅÔÒÕ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÍÕ ÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ�ÏÌÏ×ÉÎÙ ÎÁÛÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÞÅÒÅÚ ×ÒÅÍÑ t �ÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÂÅÇÁ ÂÅÇÕÎÙ ×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ(ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÒÑÍÏÊ). �ÏÇÄÁ ÂÅÇÕÎÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ,ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ x ÏÔ ÔÏÞËÉ ÓÔÁÒÔÁ, É ÂÅÇÕÎÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ�ÏÌÏ×ÉÎÅ, ÔÏÖÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ x ÏÔ ÔÏÞËÉ ÓÔÁÒÔÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÅÇÕÎ ÎÁÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÒÏÂÅÖÁÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÒÕÇÏ× É ÅÝÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ x, Á ËÁÖÄÙÊ ÂÅ-ÇÕÎ ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÎÅ ÄÏÂÅÖÁÌ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÒÕÇÏ× ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ x. çÄÅÂÕÄÕÔ ÂÅÇÕÎÙ ÞÅÒÅÚ ×ÒÅÍÑ 2t ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÂÅÇÁ? ëÁÖÄÙÊ ÂÅÇÕÎ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÒÏÂÅÖÉÔÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÒÕÇÏ× É ÅÝÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 2x, Á ËÁÖÄÙÊ ÂÅÇÕÎ ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅÎÅ ÄÏÂÅÖÉÔ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÒÕÇÏ× ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 2x. îÏ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ É ÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÄÉÁÍÅÔÒÕ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÍÕÌÅ×ÕÀ É �ÒÁ×ÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÎÁÛÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (�ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÉ (×ÄÏÌØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ) ÏÔ ÔÏÞËÉ ÓÔÁÒÔÁ). úÎÁÞÉÔ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÄÏÒÏÖËÅ ÂÅÇÕÎÙ ÓÎÏ×Á×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÒÅÍÑ 2t, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÞÅÒÅÚ ×ÒÅÍÑ 3t, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.1



âÁÚÏ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ.1. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ËÏÒÏÂËÉ × ÒÑÄ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ �ÉÒÏÖÎÙÈ × ÎÉÈ ÕÂÙ×ÁÌÏ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï.�Å�ÅÒØ ÎÁÒÉÓÕÅÍ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ �ÌÅÓÅÎËÕ�, ÇÄÅ ×ÙÓÏÔÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÉËÁ (ÛÉÒÉÎÏÊ ×ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ) ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ �ÉÒÏÖÎÙÈ × �ÅÒ×ÏÊ ÓÌÅ×Á ËÏÒÏÂËÅ, ×ÙÓÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÂÉËÁ ÒÁ×ÎÁÞÉÓÌÕ �ÉÒÏÖÎÙÈ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓÌÅ×Á ËÏÒÏÂËÅ, É Ô.Ä. ìÅÓÔÎÉ�Á ÒÁÚÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÓÔÕ�ÅÎØËÉ. ðÅÒ-×ÁÑ (ÓÁÍÁÑ ÌÅ×ÁÑ) ÓÔÕ�ÅÎØËÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ×ÙÓÏËÉÈ ÓÔÏÌÂÉËÏ×, ×ÔÏÒÁÑ ÓÔÕ�ÅÎØËÁ| ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �Ï ×ÙÓÏÔÅ ÓÔÏÌÂÉËÏ×, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ (ÓÁÍÁÑ �ÒÁ×ÁÑ) ÓÔÕ�ÅÎØËÁÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÎÉÚËÉÈ ÓÔÏÌÂÉËÏ×. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÚÁ�ÉÓÑÈ áÌ£ÛÉÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÓÔÕ�ÅÎÅÊ ÜÔÏÊ ÌÅÓÅÎËÉ (ÓÁÍÙÅ �ÏÌÎÙÅ ËÏÒÏÂËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÁÍÏÊ ×ÙÓÏËÏÊÓÔÕ�ÅÎØËÅ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ). îÏ ÜÔÏÍÕ ÖÅ ÞÉÓÌÕ ÒÁ×ÎÏ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÄÉÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ óÅÒ£ÖÅÊ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÂÉÒÁÑ �Ï �ÉÒÏÖÎÏÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊËÏÒÏÂËÉ, ÍÙ �ÒÏÓÔÏ ÓÒÅÚÁÅÍ Õ ÎÁÛÅÊ ÌÅÓÅÎËÉ ÎÉÖÎÉÊ ÓÌÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×. �ÏÇÄÁ ÚÁ�ÏÌÎÉ×�ÏÄÎÏÓÙ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÉÒÏÖÎÙÈ, ÍÙ ÓÒÅÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÅ× ÔÁË, ÞÔÏ �ÒÏ�ÁÄÅÔ�ÅÌÁÑ ÓÔÕ�ÅÎØËÁ (ÓÁÍÁÑ ÎÉÚËÁÑ), É ÞÉÓÌÏ ÓÔÕ�ÅÎÅË ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÎÁ 1. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÚÁ�ÏÌÎÉÍ �ÏÄ-ÎÏÓÙ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ �ÉÒÏÖÎÙÈ (�Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ), ÍÙ ÓÒÅÖÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÓÔÕ�ÅÎØËÕ,É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.2. ïÔ×ÅÔ: x1 = 1; x2 = � � � = xn = 0.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÚ×ÅÄ£Í × Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïpx1+px2 + � � �+ xn = px2+px3 + � � �+ xn + x1,×ÙÞÔÅÍ ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÕÍÍÕ x1 + � � �+ xn É ÓÎÏ×Á ×ÏÚ×ÅÄ£Í × Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÏÌÕÞÉÍ x1(x2 +� � � + xn) = x2(x3 + � � �+ xn + x1), ÏÔËÕÄÁ (x1 � x2)(x3 + � � �+ xn) = 0. �ÁË ËÁË x1 � x2 = 1,�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ x3 + � � � + xn = 0. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x3; : : : ; xn ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊËÏÒÅÎØ, ÔÏ ÏÎÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ, É ÒÁÚ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ 0, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÏ 0.ðÕÓÔØ x2 6= 0, Ô.Å. x2 � x3 6= 0. òÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÓÕÍÍÙ Ó px2 É px3 É ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË ×ÙÛÅ,�ÏÌÕÞÁÅÍ x1 = 0. �ÏÇÄÁ x2 = �1, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ px2 | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, x2 = 0,ÏÔËÕÄÁ x1 = 1, É ÔÏÇÄÁ ×ÓÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ.3. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ B1, B2, . . . , B30 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÄÕÇ A1A2, A2A3, . . .A30A1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÌÏÝÁÄØ ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ A1B1A2B2 : : : A30B30 ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ �ÌÏÝÁÄÅÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ× OA1B1A2, OA2B2A3, . . . , OA30B30A1. îÏ Õ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ �ÅÒ-�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ �ÌÏÝÁÄØ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÅÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ×Ù�ÕËÌÙÍ (ÅÓÌÉ �ÅÎÔÒÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÖÉÔ ÓÎÁÒÕÖÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÒÉÄ�ÁÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ), ÎÏ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ×Ù-ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ (�ÒÏ×ÅÒØÔÅ). éÓËÏÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÔÏÇÄÁ 12OB1 �A1A2+ 12OB2 �A2A3+ � � �+12OB30 � A30A1. ðÏÓËÏÌØËÕ �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ OB1 = OB2 = � � � = OB30 = 2, ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÌÅÎÎÏÒÁ×ÎÁ A1A2 + A2A3 + � � �+ A30A1, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÎÕÖÎÏ.4. ïÔ×ÅÔ: íÏÖÅÔ.òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÚØÍ£Í ÓÎÁÞÁÌÁ ÌÀÂÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ ÉÚ �ÑÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÁ 1, 2, 3, 4, 5. éÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ 120 É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2008-Ê ÓÔÅ�ÅÎØÀÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. äÏÍÎÏÖÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÎÁ 120n, �ÏÌÕÞÉÍ ÞÉÓÌÁ 120n, 2�120n, 3�120n,4 �120n; 5 �120n. ðÏ-�ÒÅÖÎÅÍÕ, ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, Á ÉÈ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ 1205n+1. ïÓÔÁÌÏÓØ �ÏÄÏÂÒÁÔØ n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 5n+1 ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ 2008.ðÏÓËÏÌØËÕ 5 É 2008 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. éÝÅÍ y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏÂÙ 5n + 1 = 2008y.çÏÄÉÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, y = 2, n = 403. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÔÏÇÄÁ 2008-Ê ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÞÉÓÌÁ 1202.5. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÙÓÌÅÎÎÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2 � 2 ËÌÅÔËÉ, É �ÒÏÎÕÍÅ-ÒÕÅÍ ËÌÅÔËÉ ËÁÖÄÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ �ÉÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4 �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÌÅ×ÏÇÏ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ. �ÁË ËÁË ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÛÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÞÅÔÎÙ,× ÕÇÌÁÈ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÕÔ ÓÔÏÑÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÉÆÒÙ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÔÏÇÄÁ �É-ÆÒÁÍÉ 1, 2, 3, 4 ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×ÅÔÁ, É ËÁÖÄÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ×ÙËÒÁÓÉÍ × �×ÅÔ, ÎÏÍÅÒËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÉÔ × ÕÇÌÁÈ ÜÔÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÉÆÒÙ × ÕÇÌÁÈ ÌÀ-ÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.2



òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÏÓÅÎÎÅÇÏ ÔÕÒÁ 30-ÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ ÇÏÒÏÄÏ×.óÌÏÖÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÍÌÁÄÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ.1. äÏÓËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 50�50: ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ, ÌÅ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ,�ÒÁ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÇÌÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×,ÓËÁÖÅÍ, × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ, ÎÅÔ ÆÅÒÚÅÊ. ðÕÓÔØ × �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ×ÓÅÇÏ x ÆÅÒÚÅÊ. ÷ÌÅ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÔÏÇÄÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 50 � x ÆÅÒÚÅÊ (ÔÁË ËÁË ÆÅÒÚÉ ÌÅ×ÏÇÏ É�ÒÁ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × 50 ÓÔÒÏÞËÁÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 50�100). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,× �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÏ×ÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 50 � x ÆÅÒÚÅÊ. ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÆÅÒÚÅÊ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÔÏÇÄÁ x + 50� x + 50 � x = 100� x. îÏ ÆÅÒÚÅÊ ×ÓÅÇÏ 100,Á x ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ | ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉ x = 0. úÎÁÞÉÔ, × �ÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅÆÅÒÚÅÊ ÔÏÖÅ ÎÅÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÆÅÒÚÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÌÅ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ É �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Õ ÎÁÛÅÊ ÄÏÓËÉ ËÌÅÔÞÁÔÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÌÅ×ÕÀ ÎÉÖÎÀÀ É �ÒÁ-×ÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ËÌÅÔËÉ, Á ÔÁË ÖÅ ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÜÔÏÊ É �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÌÅ×ÙÊÎÉÖÎÉÊ É �ÒÁ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÙ. éÈ ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ 99, É ×ÓÅ 100 ÆÅÒÚÅÊ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁÜÔÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÈ. �ÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Á ÆÅÒÚÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÚÎÁÞÉÔ ÂØÀÔÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ | �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.2. ïÔ×ÅÔ: ÍÏÖÎÏ.ðÕÓÔØ ÇÉÒÉ ×ÅÓÑÔ a, b, 
, d ÇÒÁÍÍ.ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.çÏÄÑÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÅ 4 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ:1) ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛÅ ÇÉÒÉ a, b, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | 
, d;2) ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛÅ ÇÉÒÉ a, 
, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | b, d;3) ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛÅ ÇÉÒÉ a, d, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | b, 
;4) ÏÄÎÁ ÞÁÛÁ �ÕÓÔÁÑ, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | a, b, 
, d.ðÕÓÔØ b = a+ x, 
 = a+ y, d = a+ z. éÚ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ (ÓÌÏÖÉ× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ),ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ 3a+ (b+ 
+ d) É 2(b+ 
+ d), ÔÏ ÅÓÔØ x + y + z, ÌÉÂÏ ÔÏÞÎÏ, ÌÉÂÏÓ ÏÛÉÂËÏÊ × 1. éÚ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ ÍÙ ÚÎÁÅÍ a + b + 
 + d = 4a + (x + y + z) ÌÉÂÏÔÏÞÎÏ, ÌÉÂÏ Ó ÏÛÉÂËÏÊ × 1. ðÒÉÞÅÍ ÏÛÉÂËÁ ÎÁ 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈÓÌÕÞÁÅ×. úÎÁÞÉÔ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ (x + y + z) É 4a + (x + y + z), ÔÏ ÅÓÔØ 4a, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ 1. �ÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÄÅÍ a ÉÚ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÊÄÅÍ b, 
, d.÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.çÏÄÑÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÅ 4 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ:1) ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛÅ ÇÉÒÉ a, b, 
, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | d;2) ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛÅ ÇÉÒÉ a, b, d, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | 
;3) ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛÅ ÇÉÒÉ a, 
, d, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | b;4) ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÞÁÛÅ ÇÉÒÉ b, 
, d, ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | a;éÚ �ÏËÁÚÁÎÉÊ ×ÅÓÏ× ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÉÓÌÁ (ÏÄÎÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÏÛÉÂËÏÊ):x = a + b+ 
� d; y = a+ b� 
+ d; z = a� b+ 
+ d; t = �a + b + 
+ d:òÅÛÁÅÍ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ a, ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ÔÒÉ �ÅÒ×ÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É×ÙÞÉÔÁÅÍ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ: 4a = (x+y+z�t), ÏÔËÕÄÁ a = (x+y+z�t)=4.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ b, 
 É d. ïÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x, y, z, t ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÏÛÉÂËÏÊ × 1ÇÒÁÍÍ. ðÏÜÔÏÍÕ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ a, b, 
, d ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 4. îÏÌÅÇËÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÈ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÄÏÂÁ×ÌÑÑ ÉÌÉ ×ÙÞÉÔÁÑ 1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÄÅÌÉÌÓÑ ÎÁ 4). ïÔËÕÄÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÍÁÓÓÙ ËÁÍÎÅÊ.3. ïÔ×ÅÔ: 1/2.îÅÍÎÏÇÏ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÚÁÄÁÞÕ. ðÒÏÄÌÉÍ ÍÅÄÉÁÎÕ AD ÎÁ ÅÅ ÄÌÉÎÕ ÚÁ ÔÏÞËÕ D, �ÏÌÕ-ÞÉÍ ÔÏÞËÕ D0. �ÏÇÄÁ CABD0 | �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ (ÔÁË ËÁË ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÜÔÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ ÄÅÌÑÔÓÑ �Ï�ÏÌÁÍ ÉÈ ÔÏÞËÏÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ), ÏÔËÕÄÁ ÕÇÏÌ DAB ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ DD0C. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÕÇÌÙ CAB É ACD0 �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ × ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ 180Æ, ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÇÏÌCAB ÔÕ�ÏÊ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ACD0 ÏÓÔÒÙÊ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÉÍÅÅÍ: éÌØÑ, ÚÎÁÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÉÎÕ



ÓÔÏÒÏÎÙ AD0 (ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÅ AD), ÓÍÏÇ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ CAD0ÕÇÌÙ �ÒÉ ÓÔÏÒÏÎÅ CD0 ÏÓÔÒÙÅ. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÓÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÓÔÏÒÏÎ AC É AD0 ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË CAD0 ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ (AC = AD0 = 2AD), ÔÏ ÕÇÌÙ �ÒÉÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÏÓÔÒÙÅ (×ÅÄØ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ É ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÍÅÎØÛÅ 180Æ). úÎÁÞÉÔ, ÏÔ×ÅÔ AD=AC = 1=2�ÏÄÈÏÄÉÔ (É ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ éÌØÉ).åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË CAD0 ÎÅÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ (AC 6= AD0), ÔÏ ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ×ÏÚØÍÅÍ ÂÏÌØÛÕÀÉÚ ÓÔÏÒÏÎ AC É AD0 ÚÁ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÕ, Á ÍÅÎØÛÕÀ | ÚÁ ËÁÔÅÔ, É �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË CAD0,× ËÏÔÏÒÏÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× ACD0 ÉÌÉ AD0C ÂÕÄÅÔ �ÒÑÍÙÍ. äÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍCABD0 É �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË CAB, ËÏÔÏÒÙÊ ×�ÏÌÎÅ ÍÏÇ ÏËÁÚÁÔØÓÑ Õ óÅÒÅÖÉ, É × ÜÔÏÍÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× DAB ÉÌÉ CAB ÂÕÄÅÔ �ÒÑÍÙÍ. úÎÁÞÉÔ éÌØÑ ÎÅ ÓÍÏÇ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØÓ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ AD=AC 6= 1=2.4. ïÔ×ÅÔ: ÍÏÇÕÔ.ðÒÉÍÅÒ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ:

5. ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. òÁÓËÒÏÅÍ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ (1+a1)(1+a2) : : : (1+an) ÓËÏÂËÉ. ðÏÌÕÞÉÍÓÕÍÍÕ 1+(a1+� � �+an)+(a1a2+� � �+an�1an)+(a1a2a3+: : : an�2an�1an)+� � �+a1a2 : : : an: ÷ �ÅÒ×ÏÊÓËÏÂËÅ ÓÔÏÉÔ �ÒÏÓÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ a1, . . . , an, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓËÏÂËÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁË |×ÙÂÉÒÁÅÍ �ÁÒÕ ÞÉÓÅÌ ÉÚ a1, . . . , an É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÔÒÅÔØÅÊ ÓËÏÂËÅ�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁË | ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÔÒÏÊËÕ ÞÉÓÅÌ ÉÚ a1, . . . , an É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, É ÔÁËÄÁÌÅÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÓËÏÂËÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (a1 + � � �+ an)2, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ× ÔÒÅÔØÅÊ ÓËÏÂËÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (a1+ � � �+ an)3, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÛÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1 + 12 + 14 + 18 + � � �+ 12n = 2� 12n < 2.÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k ÏÔ 1 ÄÏ n ×ÅÒÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:(1 + a1)(1 + a2) : : : (1 + ak) < 1 + 2(a1 + � � �+ ak) .äÌÑ k = 1 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (1 + a1 < 1 + 2a1, ÔÁË ËÁË a1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ).óÄÅÌÁÅÍ ÛÁÇ ÉÎÄÕË�ÉÉ.ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, ÇÄÅ k < n, ×ÅÒÎÏ (1+ a1)(1+ a2) : : : (1 + ak) < 1+ 2(a1 + � � �+ ak).äÏÍÎÏÖÉÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ (1 + ak+1). ðÏÌÕÞÉÍ:(1 + a1)(1 + a2) : : : (1 + ak+1) < (1 + 2(a1 + � � �+ ak))(1 + ak+1) 66 1 + 2(a1 + � � �+ ak) + ak+1(1 + 2 � 12) = 1 + 2(a1 + � � �+ ak+1):õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.÷ÚÑ× k = n, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ (1 + a1)(1 + a2) : : : (1 + an) < 1 + 2(a1 + � � �+ an) < 1 + 2 � 12 = 2,ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ ÄÌÑ ÚÎÁÔÏËÏ×. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. íÏÖÎÏÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ a1 + � � � + an ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (1 + a1)(1 + a2) : : : (1 + an)�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ a1, . . . , an ÒÁ×ÎÙ. úÎÁÞÉÔ(1 + a1)(1 + a2) : : : (1 + an) 6 �1 + 12n�n =s�1 + 12n�2n:



ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �ÏÄ ËÏÒÎÅÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÞÉÓÌÁ üÊÌÅÒÁ e = 2; 71828::, ÏÔËÕÄÁ (1 + a1)(1 + a2) : : : (1 + an) < pe = 1; 64::.ëÓÔÁÔÉ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �1 + 12n�n � 2 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ �1� 12n+1�n � 12 , ËÏÔÏÒÏÅÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á âÅÒÎÕÌÌÉ.6. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ CC1 Ó A0B0 ÚÁ C 0, ÓÅÒÅÄÉÎÕ AC | MB, Á ÓÅÒÅÄÉÎÕBC| MA. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ CB0MBC 0 | ×�ÉÓÁÎÎÙÊ, ÔÁË ËÁË \CC 0B0 = \CMBB0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ×�ÉÓÁÎÎÙÊ CA0MAC 0. ðÏÜÔÏÍÕ ÕÇÌÙ \CC 0MB, \CC 0MA ÒÁ×ÎÙ �Ï 90Æ + '. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ×ÅÒÛÉÎÙ A É B �ÒÑÍÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅMBC 0,MAC 0 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÌÉÓØ ×ÔÏÞËÅ C 00. éÚ �ÏÄÏÂÉÑ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ C 00 ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ CC 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ CC 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÂÉÓÓËÔÒÉÓÏÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ AC 00B. ðÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ �ÒÏÈÏÄÉÔÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÄÕÇÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ \AC1B = 180Æ�2(90Æ�') = 2'.7.Á) ðÕÓÔØ bn ÒÁ×ÎÏ 1, ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÎÅÞÅÔÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n ÉÍÅÅÔ ÏÓÔÁÔÏË 1 �ÒÉÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4, É �1 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. �ÏÇÄÁ an = b1 + b2 + � � �+ bn.òÁÚÏÂØÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ bn ÎÁ ÓÔÒÏÞËÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÁ �ÅÒ×ÏÊÓÔÒÏÞËÉ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 1, ÄÌÉÎÁ ×ÔÏÒÏÊ { 2, . . . , ÄÌÉÎÁ k-ÏÊ { 2k�1:b1;b2; b3;b4; b5; b6; b7;: : : ;b2k�1 ; : : : ; b2k�1;: : : ðÅÒ×ÙÅ �ÑÔØ ÓÔÒÏË ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÔÁË:1;1;�1;1; 1;�1;�1;1; 1; 1;�1;�1; 1;�1;�1;1; 1; 1;�1; 1; 1;�1;�1;�1; 1; 1;�1;�1; 1;�1;�1;úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÔÒÅÔØÅÊ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ \×ÔÁÓÏ×Ù×ÁÎÉÅÍ" × �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÕÀ ÓÔÒÏËÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1;�1; 1;�1; : : : ÔÁËÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ. (äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ, ÞÉÓÌÁ,×ÚÑÔÙÅ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÖÉÒÎÙÍ ÛÒÉÆÔÏÍ.) äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, b2m = bm ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ m; �ÒÉ ÜÔÏÍ (k + 1)-ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:b2k ; b2k+1; b2k+2; b2k+3; b2k+4; b2k+5; : : :ÞÔÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ëb2k�1 ; 1; b2k�1+1;�1; b2k�1+2; 1; : : :íÙ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ 2k ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4 �ÒÉ k > 1.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × k-Ê ÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ �ÒÉ k > 1. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k. âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ b2 + b3 = 0 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × k-Ê ÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ(k + 1)-Ê ÓÔÒÏËÉ | ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ k-Ê ÓÔÒÏËÉ �ÌÀÓ ÅÝÅ ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ1 É �1, ÔÏ É ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ × (k + 1)-Ê ÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ (×ÎÏ×Ø �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ), ÞÔÏ a2k�1 = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k > 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ1 ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (an) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.Â) äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ �ÒÉ k > 1 Õ k-Ê ÓÔÒÏËÉ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË, ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ ×ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÎÁ k � 1. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ. âÁÚÁ ×ÎÏ×Ø ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ Ó ÓÕÍÍÏÊ k � 1 × k-Ê ÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÎÁ mk. ðÒÉ ÞÅÔÎÏÍ mk�ÏÌÏÖÉÍ mk+1 = 2mk � 1, Á �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ mk �ÏÌÏÖÉÍ mk+1 = 2mk. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÅmk+1 ÞÉÓÅÌ × (k+1)-Ê ÓÔÒÏËÅ ìÅÇËÏ �ÏÎÑÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË (k+1)-ÊÓÔÒÏËÉ ÄÌÉÎÙ mk+1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ k-Ê ÓÔÒÏËÉÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÞÅÒÅÄÕÀÝÉÈÓÑ 1 É �1. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 1, ÞÔÏ ÉÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.



ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ × �ÕÎËÔÅ Á), a2k�1�1 = 1, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎ�Õ (k � 1)-Ê ÓÔÒÏËÉ.ðÏÜÔÏÍÕ a2k�1�1+mk = k. �ÁË ËÁË �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ n ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ an ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ (× ÔÕ ÉÌÉÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ) ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ an ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 1 ÄÏk �ÒÉ n �ÒÏÂÅÇÁÀÝÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 2k�1� 1 ÄÏ 2k�1� 1 +mk. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (an) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.ëÒÉÔÅÒÉÉ �ÒÏ×ÅÒËÉëÁË ×ÓÅÇÄÁ, �+� ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÚÁ ÌÀÂÏÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ��� ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ, ÎÏ ÌÅÇËÏ ×ÏÓ�ÏÌÎÉÍÙÍ �ÒÏÂÅÌÏÍ, ��� | ÚÁ ÎÅ×ÅÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ�ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅÍ, ��� ÚÁ ÎÅ×ÅÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. �0� ÓÔÁ×ÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ. ï�ÅÎËÉ�+.� ���. (×ÁÒÉÁÎÔÙ �+� É ���) ÓÔÁ×ÑÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏ× (�ÒÏ-Ä×ÉÖÅÎÉÊ), ÞÅÍ ��� É ���. ï�ÅÎËÁ �+/2� ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ × ÔÅËÓÔÅ�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÉÄÅÑ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚ×ÉÔÁÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÅÎÎÏÊ.üÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ É × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å �ÏÌÏ×ÉÎÙ,ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÁ ÒÅÛÅÎÁ. åÓÌÉ ÖÀÒÉ ÈÏÞÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÏÂÙÞÎÏÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÕÞÁÝÅÇÏÓÑ (ËÒÁÔËÏÓÔØ, ËÒÁÓÏÔÁ, ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ É Ô.�.), | ÜÔÏ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ �+!�.ðÒÉ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÒÁÂÏÔ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÉ�ÉÞÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÕÔÏÞ-ÎÅÎÉÑ, ÓÞÉÔÁÔØ ÌÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË (�ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. üÔÉ ÓÌÕÞÁÉ Ï�ÉÓÁÎÙ ÎÉÖÅ.âÁÚÏ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÍÌÁÄÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ.úÁÄÁÞÁ 1.� ëÏÒÏÂËÉ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÞÉÓÌÁ ËÁÒÁÎÄÁÛÅÊ × ÎÉÈ É ËÁÒÁÎÄÁÛÉ ×ÙÂÉÒÁ-ÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ. îÏ ÎÅÔ ËÌÀÞÅ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ × ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ËÏÒÏÂËÅ ËÁÒÁÎÄÁÛÅÊÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×ÙÂÒÁÎÏ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ËÏÒÏÂÏË. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ × ÏÞÅÒÅÄÎÏÊËÏÒÏÂËÅ ÅÓÔØ ËÁÒÁÎÄÁÛÉ ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÞÅÍ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÏÒÏÂËÅ.úÁÄÁÞÁ 2.� úÁ ÏÛÉÂËÕ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ, �ÒÉ×ÅÄÛÕÀ Ë ÎÅ×ÅÒÎÏÍÕ ÏÔ×ÅÔÕ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ Å£ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÅÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.� É ×ÙÛÅ ÅÓÔØ ÉÄÅÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 50, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ×ÚÑÔÏ ÒÏ×ÎÏÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ�: �ÏÌØËÏ ×ÅÒÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ 2525 ÉÌÉ ÏÔ×ÅÔ É ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ×ÙÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌúÁÄÁÞÁ 3.� úÁ ÒÁÚÂÏÒ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁúÁÄÁÞÁ 5.� ÷ÓÅ ×ÓÔÒÅÞÉ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÞËÅ ÓÔÁÒÔÁ� åÓÔØ ÉÄÅÑ, ÞÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁ �Ï×ÔÏÒÉÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÔ ÖÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉóÌÏÖÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÍÌÁÄÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ.úÁÄÁÞÁ 1.� úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÇÌÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×ÆÅÒÚÅÊ ÎÅÔ, ÔÏ × Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó ÎÉÍ (�Ï ÓÔÏÒÏÎÅ) ÕÇÌÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ ÂÕÄÅÔ �Ï 50 ÆÅÒÚÅÊ� äÏËÁÚÁÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÇÌÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÆÅÒÚÅÊ ÎÅÔ, ÔÏ × Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄ-ÎÉÈ Ó ÎÉÍ (�Ï ÓÔÏÒÏÎÅ) ÕÇÌÏ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁÈ ÂÕÄÅÔ �Ï 50 ÆÅÒÚÅÊúÁÄÁÞÁ 2.� �ÏÌØËÏ ×ÅÒÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁúÁÄÁÞÁ 3.� óËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2, ÔÏ ÏÄÉÎ ÕÇÏÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÔÒÙÍ, ÅÓÌÉÍÅÎØÛÅ 1/2, ÔÏ ÄÒÕÇÏÊ ÔÕ�ÙÍ, ÅÓÌÉ 1/2, ÔÏ ×Ó£ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. ÷Ï ×ÓÅÈ ÔÒ£È ÓÌÕÞÁÑÈ ÅÓÔØ�Ï�ÙÔËÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÛÅ×ÅÌÅÎÉÅÍ ÔÒÅÔÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÏ ÏÎÉ ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ.



+=2 �ÏÌØËÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ×ÅÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ), ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ �ÒÉÔÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ éÌØÉ� äÏËÁÚÁÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ AD=AC ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1=2)� äÏËÁÚÁÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ éÌØÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ \BAC ÏÓÔÒÙÊ) �ÒÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ1=2.�: �ÏÌØËÏ ÏÔ×ÅÔúÁÄÁÞÁ 4.�: äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÒÏÇÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ �ÉËÌ�: äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÄÏÒÏÇÁ ÄÏÌÖÎÁ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ÄÏÒÏÇÕ ÄÒÕÇÏÇÏ �×ÅÔÁúÁÄÁÞÁ 5.ï�ÅÎËÁ ÎÅ ÓÎÉÖÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ�ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 1=2 É ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1=2 ÍÅÎØÛÅ 1.+ ï�ÅÎËÁ ÎÅ ÓÎÉÖÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÓÙÌÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ ÉÌÉ ÅÓÌÉ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏÍÁËÓÉÍÕÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÒÁ×ÎÙÈ.� õÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ a1 = � � � = an, ÂÅÚÏÂßÑÓÎÅÎÉÑ ÉÌÉ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ É ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ� úÁÄÁÞÁ Ó×ÅÄÅÎÁ Ë ÓÌÕÞÁÀ a1 = � � � = an, ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ ÎÅÔ� åÓÔØ ÉÄÅÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÁÓËÒÙÔÉÉ ÓËÏÂÏË ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÇÒÕ��ÉÒÕÀÔÓÑ, É ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ï�ÅÎÉ×Á-ÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ� òÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊ n = 2úÁÄÁÞÁ 6.�: �ÏÌØËÏ ÏÔ×ÅÔúÁÄÁÞÁ 7Á).�: õÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ÅÓÌÉ an = 1, ÔÏ É a2n+1 = 1�: õÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 2n � 1ÒÁ×ÎÙ 1� óËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Õ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4 ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÄÅ-ÌÉÔÅÌÑ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, Á ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 4 ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÑ Õ ÞÅÔÎÏÇÏÞÉÓÌÁ É Õ ÅÇÏ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÎÏ� �Ï ÖÅ, ÞÔÏ É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÕÎËÔÅ, ÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÔ-ËÏ× (�Ï ÍÏÄÕÌÀ 4) ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 0, ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÊ, ÞÔÏ 1 ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.úÁÄÁÞÁ 7Â)� äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [ak; bk℄, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÕÄ×ÏÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÛËÏÌØÎÉË�ÙÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ k, ÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÜÔÏÎÅ×ÅÒÎÏ



òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÏÓÅÎÎÅÇÏ ÔÕÒÁ 30-ÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ ÇÏÒÏÄÏ×.óÌÏÖÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ, ÓÔÁÒÛÉÅ ËÌÁÓÓÙ.1. ïÔ×ÅÔ: 5/4.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÅÄÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÉÊ 2-À, 4-À É 6-À, É ÓÒÅÄÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÖÅ 2-À, 4-À É 6-À. üÔÉ ÌÉÎÉÉ ÄÅÌÑÔ ÄÏÓËÕ ÎÁ 16 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÁ 4 ËÌÅÔËÉ, ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÅ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. åÓÌÉ × ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË Ë ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÞÅÒÎÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 5/4,ÔÏ ÜÔÏ ÖÅ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (× ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ × i-ÏÍ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÅ ai | �ÌÏÝÁÄØ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË, Á bi | �ÌÏÝÁÄØ ÞÅÒÎÙÈ, É ai � (5=4)bi, ÔÏ ÓÌÏÖÉ× ×ÓÅÜÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÏÌÕÞÉÍ ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÄÏÓËÉ).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÒÁÚÂÉÔÙÊ ÎÁ 4 ËÌÅÔËÉ. ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÅÇÏÓÔÏÒÏÎ | x (�Ï ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ) É y (�Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ Õ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË ÄÌÉÎÁÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ x=2. ðÕÓÔØ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÁ ËÌÅÔËÁ ×ÅÒÈÎÑÑÌÅ×ÁÑ. çÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÔØ×ÎÉÚ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ËÌÅÔËÉ (ÂÅÌÏÊ) Ë ÌÅ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ(ÞÅÒÎÏÊ) ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÏ 2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÌÀÂÏÊ ÂÅÌÏÊËÌÅÔËÉ ÍÅÎØÛÅ ÕÄ×ÏÅÎÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÌÀÂÏÊ ÞÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ) �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÁÓÕÍÍÁÒÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË ÔÏÌØËÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ (ÉÌÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ). äÁÌØÛÅ �ÒÑÍÕÀÄ×ÉÇÁÔØ ÎÅÌØÚÑ (ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØ ×�ÒÁ×Ï×ÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ (�ÏËÁ �ÌÏÝÁÄØ ×ÅÒÈÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ ËÌÅÔÉ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ × 2 ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ �ÌÏÝÁÄÉ×ÅÒÈÎÅÊ �ÒÁ×ÏÊ). óÔÏÒÏÎÙ ×ÅÒÈÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ ÂÕÄÕÔ ÔÏÇÄÁ ÒÁ×ÎÙ 2x=3 É 2y=3, É �ÌÏÝÁÄØÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ 4xy=9+xy=9 = 5xy=9, Á �ÌÏÝÁÄØ ÞÅÒÎÙÈ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ xy�5xy=9 =4xy=9. ðÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË Ë �ÌÏÝÁÄÉ ÞÅÒÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ 5/4, ÉÂÏÌØÛÅ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.ïÓÔÁÌÏÓØ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ 16 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÕÖÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÒÁ×ÎÏ 5/4. òÁÚÄÅÌÉÍ ÄÏÓËÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁÛÉ 16 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÙÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÁÍÉ, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÌÅ×ÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ËÌÅÔËÁ ÂÙÌÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ, �ÒÉÞÅÍ ÅÅ ÓÔÏÒÏÎÙ × 2 ÒÁÚÁÄÌÉÎÎÅÅ ÓÔÏÒÏÎ �ÒÁ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ËÌÅÔËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁË ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÄÏÓËÕ ÍÏÖÎÏ, É �ÏÌÕÞÉÔÓÑÉÓËÏÍÙÊ �ÒÉÍÅÒ.2. ïÔ×ÅÔ: ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÔÒÕÄÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å ÚÁÄÁÎÙ ÔÒÉ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ: ××ÅÒÈ-×ÎÉÚ, ×�ÒÁ×Ï-×ÌÅ×Ï, ×�ÅÒÅÄ-ÎÁÚÁÄ. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁ�ÏÌÎÉÍ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÕÂÉËÁÍÉ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÕÂÉËÏ×. ë ÎÅÍÕ�ÒÉÍÙËÁÀÔ ÔÁËÉÅ ÛÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏÅ× ÔÏÌÝÉÎÏÊ × ÏÄÉÎ ËÕÂÉË: Ä×Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÓÌÏÑÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅ×Á É Ó�ÒÁ×Á, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ××ÅÒÈ-×ÎÉÚ, Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ | Ó�ÅÒÅÄÉ É ÓÚÁÄÉ, ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ×ÌÅ×Ï-×�ÒÁ×Ï, É ÅÝÅ Ä×Á | ÓÎÉÚÕ É Ó×ÅÒÈÕ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÅ ×�ÅÒÅÄ-ÎÁÚÁÄ. óÄ×ÉÎÅÍËÁÖÄÙÊ ÓÌÏÊ ×ÄÏÌØ ÅÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÄÌÉÎÙ ÒÅÂÒÁ ËÕÂÉËÁ (�ÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÓÄ×ÉÎÅÍ××ÅÒÈ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á | ×ÌÅ×Ï, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á | ×�ÅÒÅÄ). ÷ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÏ, ÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ËÕÂÉË ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÄÒÕÇÉÍ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÇÒÁÎÉÞÉÔØ �Ï �ÅÌÏÊ ÇÒÁÎÉ.3. ÷ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË. òÁÚÂÅÒÅÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.ðÕÓÔØ N > 2 ÎÅÞÅÔÎÏ.äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ËÁÖÄÙÍ Ó×ÏÉÍ ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ ÈÏÄÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÑÔØ Ä×Å ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ËÕÞËÉ.óÎÁÞÁÌÁ �ÅÒ×ÙÊ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÄÅÌÁÅÔ ËÕÞËÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÒÅÈÏ×, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÄÅÌÁÅÔËÕÞËÕ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÒÅÈÏ×, É ÓÉÔÕÁ�ÉÑ �ÏÓÌÅ ÈÏÄÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÁÑ: × ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ËÕÞÅ ÎÅ-ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÒÅÈÏ×, Á × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÕÞÅË �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÏÒÅÈÕ.÷ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ ÅÓÔØ Ä×Å ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ. ìÉÂÏ ÏÎ ÓÄÅÌÁÅÔ ËÕÞËÕ ÉÚ Ä×ÕÈÏÒÅÈÏ× | É ÔÏÇÄÁ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔ ÅÅ Ë ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ËÕÞÅ. ìÉÂÏ ÏÎ Õ×ÅÌÉÞÉÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀËÕÞËÕ ÎÁ ÏÄÉÎ ËÁÍÅÎØ | ÔÏÇÄÁ × ÎÅÊ ÂÕÄÅÔ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÒÅÈÏ×, É ÔÁË ËÁË N ÎÅÞÅÔÎÏ, ÔÏ



ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÅÝÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ËÕÞËÁ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÅÈÁ, É ×ÔÏÒÏÊ ÓÍÏÖÅÔ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÏÄÉÎÏÒÅÈ Ë ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ËÕÞËÅ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ.íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Õ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÈÏÄ. ëÕÞÉ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ËÏÎÞÁÔÓÑ, É �ÅÒ×ÙÊ �ÒÏ-ÉÇÒÁÅÔ.ðÕÓÔØ N > 2 ÞÅÔÎÏ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÈÏÄÁ ÌÀÂÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÞÉÓÌÏ ËÕÞ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ. ðÕÓÔØ ×ÔÏÒÏÊÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ N , ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ �ÅÒÅÄ ÅÇÏ ÈÏÄÏÍ ÎÅ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑÄ×Å ÉÌÉ ÔÒÉ ËÕÞÉ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ �ÒÏÓÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÔ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ËÕÞÉ (ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË × ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÊ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÒÅÈÏ×, Á × ÄÒÕÇÏÊ | Ä×Á ÉÌÉ ÏÄÉÎ).÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ × Ä×ÕÈ �ÍÁÌÅÎØËÉÈ� ËÕÞÁÈ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÏÒÅÈÕ, ÏÎ �ÒÏÓÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÔ�ÍÁÌÅÎØËÉÅ� ËÕÞÉ É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÅÒ×ÏÍÕ Ä×Å ËÕÞÉ Ó ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÒÅÈÏ× | É ÔÏÔ �ÒÏÉÇÒÁÌ;ÅÓÌÉ × �ÍÁÌÅÎÉËÉÈ� ËÕÞÁÈ ÏÄÉÎ É Ä×Á ÏÒÅÈÁ, ÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ ÏÄÉÎ ÏÒÅÈ × ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ËÕÞÕ (ÉÓÎÏ×Á �ÅÒ×ÙÊ �ÒÏÉÇÒÁÌ).4. ðÕÓÔØ O | ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÔÒÁ�Å�ÉÉ ABCD.�ÁË ËÁË ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË A1BCD ×�ÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÉÍÅÅÍ BO �OD = A1O �OC (ÉÚ�ÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BOA1 É COD). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, BO�OD = AO�OC1, AO�OC = BO�OD1É AO �OC = B1O �OD.éÚ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ OC=AO = OC1=A1O, ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ BO=OD = B1O=OD1.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÏÒÏÎ BC É AD ÔÒÁ�Å�ÉÉ ABCD ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ× ×ÉÄÅ BO=OD = OC=AO (ÉÚ �ÏÄÏÂÉÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BOC É DOA).îÏ ÔÏÇÄÁ (ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ) BO1=OD1 = OC1=A1O, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÏÒÏÎÙ B1C1 É A1D1 �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÏÒÏÎ AB É CD ×ÌÅÞÅÔ ÎÅ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØÓÔÏÒÏÎ A1B1 É C1D1.úÎÁÞÉÔ A1B1C1D1 | ÔÒÁ�Å�ÉÑ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.5. ðÕÓÔØ bn ÒÁ×ÎÏ 1, ÅÓÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÎÅÞ�ÅÔÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ n ÉÍÅÅÔ ÏÓÔÁÔÏË ÏÄÉÎ�ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4, É ÒÁ×ÎÏ �1 × ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. �ÏÇÄÁ an = b1 + b2 + � � �+ bn.äÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ a2k�1 = 1. âÁÚÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ. ðÕÓÔØ a2k�1 = 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏbm = b2k+m �ÒÉ m < 2k É m 6= 2k�1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ: ÅÓÌÉ m = a � 2l, ÇÄÅ a | ÎÅÞ�ÅÔÎÏ, ÔÏ2k +m = (2k�l + a) � 2l, ÇÄÅ l < k, ÔÏ ÅÓÔØ 2k�l + a | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÎÅÞ�ÅÔÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ2k�1 +m. á ÔÁË ËÁË m 6= 2k�1, ÔÏ k > l + 1, ÔÏ ÅÓÔØ 2k�l ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.ðÒÉ k = l + 1 ÉÍÅÅÍ m = 2k�1 É m + 2k = 3 � 2k�1, ÔÏ ÅÓÔØ b2k�1 = 1 É b3�2k�1 = �1.�ÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ É �Ï ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ:b1 + b2 + � � �+ b2k+1�1 = (b1 + b2 + � � �+ b2k�1) + b2k + (b2k+1 + b2k+2 + � � �+ b2k+1�1) == 2 � (b1 + b2 + � � �+ b2k�1)� 2 + b2k = 2 � 1� 2 + 1 = 1äÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ 1 : : : 2k�1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an �ÒÉÎÉÍÁÅÔÚÎÁÞÅÎÉÅ k. äÌÑ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ax = n� 1, ÇÄÅ x < 2n�1,ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ a2n+x = n + 1. �ÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ É �Ï ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÒÁÎÅÅb1 + b2 + � � �+ b2n+x = (b1 + b2 + � � �+ b2n�1) + b2n + (b2n+1 + b2n+2 + � � �+ b2n+x) == 1 + 1 + (b1 + b2 + � � �+ bx) = n+ 1:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ 2n � 1 : : : 2n + x ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ n + 1. ðÏÜÔÏÍÕËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a2n+2n�2+2n�4+::: = n + 1:6. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ P (x) ÒÁ×ÅÎ 1. åÓÌÉ ÂÙ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁP (x) ÂÙÌÁ ÞÅÔÎÏÊ, ÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ x ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï



P (x) > 0, É ÍÏÇÌÏ ÎÁÊÔÉÓØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÁÒ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌm;n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï P (m) + P (n) = 0. úÎÁÞÉÔ, ÓÔÅ�ÅÎØ P (x) ÎÅÞÅÔÎÁ (ÂÕÄÅÍ ÜÔÉÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ×ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÅÚ ÎÁ�ÏÍÉÎÁÎÉÑ).úÁÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x, P (x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ Õ×Å-ÌÉÞÅÎÉÉ x É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ x Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. é ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x, P (x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ x É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ËÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ x Ë ÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉÓØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ m, ÞÔÏP (m) = �P (n) (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÌÉÛØ × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË, ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÍ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ).õÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÓÅ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ C ÅÓÔØ�ÁÒÙ ÞÉÓÅÌ m;n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ P (m)+P (n) = 0, �ÒÉÞÅÍ ÞÉÓÌÁ m É n ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏ×, É ÍÏÄÕÌØËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ C.ðÕÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ P (x) ÒÁ×ÎÁ k, É P (x) = xk+ axk�1+ : : : (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÔÒÏÅÔÏÞÉÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ). ìÅÇËÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ d, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (x�d)ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ xk+bxk�2+ : : : , ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ k�1 ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÍ. äÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, P (x� d) = (x� d)k + a(x� d)k�1 + � � � = xk � kdxk�1 + axk�1 + : : : , É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ×ÚÑÔØ d ÒÁ×ÎÙÍ a=k. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ (d; 0) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÇÒÁÆÉËÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P (x� d) ÚÁ Q(x). äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Q(x) = �Q(�x) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x.éÔÁË, Q(x) = xk + bxk�2 + : : : , É ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Q(m) + Q(n) = 0 ÉÍÅÅÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÔÁËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ m É n, ÞÔÏ m�d É n�d| �ÅÌÙÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÁËÉÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÅÛÅÎÉÑ m > 0 É n < 0. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ jmj = jnj. ðÕÓÔØjmj < jnj, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ n = �m� 1. �ÏÇÄÁQ(m) +Q(n) = Q(m) +Q(�m� 1) == mk + bmk�2 + � � �+ (�m� 1)k + b(�m � 1)k�2 + � � � == �kmk�1 +R(m);ÇÄÅ R(x) | ÎÅËÉÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ k � 2. åÓÌÉ m ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏÞÉÓÌÏ kmk�1 ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ jR(m)j, É ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÍÍÁ �kmk�1+R(m) ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅÎÕÌÑ. ðÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÍÏÄÕÌÑ n ÓÕÍÍÁ Q(m) +Q(n) ÂÕÄÅÔ ÅÝÅ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ (ÔÁË ËÁË ÂÕÄÅÔÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ Q(n)). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ jmj < jnj �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀm É n. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É jmj > jnj. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÉÓÅÌ mÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Q(m) + Q(�m) = 0, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) + Q(�x) ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏËÏÒÎÅÊ. üÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏQ(x) + Q(�x) = 0, Á ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ (0; 0), É ÚÎÁÞÉÔ ÇÒÁÆÉË P (x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ (d; 0).7. Á) ïÔ×ÅÔ: ÓÍÏÖÅÔ.ðÕÓÔØ �ÒÉ �ÅÒ×ÙÈ 29 �Ï�ÙÔËÁÈ ÷ÉÔÑ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÔÁË: × k-ÏÊ �Ï�ÙÔËÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÄÁ� ÎÁk-ÙÊ ×Ï�ÒÏÓ É �ÎÅÔ� | ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å �Ï�ÙÔËÉ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ29-ÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ × Ä×ÕÈ ÏÔ×ÅÔÁÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× × ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÜÔÉÈ �Ï�ÙÔËÁÈ ÌÉÂÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, ÌÉÂÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÁ 2. åÓÌÉ ÅÓÔØ Ä×Å �Ï�ÙÔËÉ, ÓËÁÖÅÍ i-ÑÉ j-Ñ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× ÒÁÚÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÁ 2, ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÚÎÁÅÍ ×ÅÒÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙÎÁ i-Ê É j-Ê ×Ï�ÒÏÓÙ. �ÏÇÄÁ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÎÁ�ÒÉÍÅÒ i-À �Ï�ÙÔËÕ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ �Ï�ÙÔËÁÍÉ,ÕÚÎÁÅÍ ×ÅÒÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×ÓÅ ×Ï�ÒÏÓÙ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ �Ï 29-Ê. ïÔ×ÅÔ ÎÁ 30-Ê ×Ï�ÒÏÓ ÔÅ�ÅÒØ ÌÅÇËÏÕÚÎÁÔØ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ �Ï�ÙÔËÉ: �ÏÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× ÂÙÌÏ ÎÁ �ÅÒ×ÙÅ 29 ×Ï�ÒÏÓÏ×,É, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ Ó ÓÏÏÂÝÅÎÉÅÍ Ï ÞÉÓÌÅ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× �ÒÉ �ÅÒ×ÏÊ �Ï�ÙÔËÅ, ÎÁÊÄÅÍ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ30-Ê ×Ï�ÒÏÓ.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× × ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �Ï�ÙÔËÁÈ Ó �ÅÒ×ÏÊ �Ï29-À ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×ÓÅ ×Ï�ÒÏÓÙ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ �Ï 29-Ê ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. îÏÔÏÇÄÁ �Ï ÓÏÏÂÝÅÎÉÀ Ï ÞÉÓÌÅ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× × �ÅÒ×ÏÊ �Ï�ÙÔËÅ ÍÙ �ÏÊÍÅÍ, ÜÔÏ ÏÔ×ÅÔÙ �ÄÁ�,



ÉÌÉ ÏÔ×ÅÔÙ �ÎÅÔ�(× �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍ ÍÏÇÕÔ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× ÂÙÌÏ 1 ÉÌÉ 2, ×Ï×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÞÔÏ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× ÂÙÌÏ 28 ÉÌÉ 29). úÁÔÅÍ ÕÚÎÁÅÍ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ 30-Ê ×Ï�ÒÏÓ(ÔÏÖÅ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ �Ï�ÙÔËÉ).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ×Ï�ÒÏÓÏ× × ÔÅÓÔÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 5.Â) òÁÚÏÂØÅÍ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÓÔÁ ÎÁ ÇÒÕ��Ù �Ï 5 ×Ï�ÒÏÓÏ× (Ó 1-ÇÏ �Ï 5-Ê, Ó 6-ÇÏ �Ï 10-Ê É Ô.Ä.)ðÒÉ �ÅÒ×ÏÊ �Ï�ÙÔËÅ ÏÔ×ÅÔÉÍ �ÎÅÔ� ÎÁ ×ÓÅ ×Ï�ÒÏÓÙ.ðÏËÁÖÅÍ ÔÅ�ÅÒØ, ËÁË ÚÁ 4 ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �Ï�ÙÔËÉ ÕÚÎÁÔØ ×ÓÅ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ × �ÅÒ×ÏÊÇÒÕ��Å. îÁ ×Ï�ÒÏÓÙ Ó 6-ÇÏ �Ï 30-Ê ÏÔ×ÅÞÁÅÍ × ÜÔÉÈ �Ï�ÙÔËÁÈ �ÎÅÔ�, Á × ÏÔ×ÅÔÁÈ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙÓ 1-ÇÏ �Ï 5-Ê ÏÔ×ÅÞÁÅÍ ÔÁË:�ÒÉ 2-Ê �Ï�ÙÔËÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÍ �ÄÁ� ÎÁ ×ÓÅ �ÑÔØ ×Ï�ÒÏÓÏ×;�ÒÉ 3-Ê �Ï�ÙÔËÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÍ �ÎÅÔ� ÎÁ 1-Ê É 2-Ê ×Ï�ÒÏÓÙ (ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ | �ÄÁ�);�ÒÉ 4-Ê �Ï�ÙÔËÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÍ �ÎÅÔ� ÎÁ 1-Ê É 3-Ê ×Ï�ÒÏÓÙ (ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ | �ÄÁ�);�ÒÉ 5-Ê �Ï�ÙÔËÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÍ �ÎÅÔ� ÎÁ 1-Ê É 4-Ê ×Ï�ÒÏÓÙ (ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ | �ÄÁ�).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ Ï ÞÉÓÌÅ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× × 1-Ê É 2-Ê �Ï�ÙÔËÁÈ ÍÙ ÚÎÁÅÍ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓËÏÌØËÏ ÂÙÌÏ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ Ó 1-ÇÏ �Ï 5-Ê × �ÅÒ×ÏÊ �Ï�ÙÔËÅ.åÓÌÉ �ÒÉ ×ÔÏÒÏÊ �Ï�ÙÔËÅ ÎÁ ÏÂÁ ×Ï�ÒÏÓÁ 1 É 2 ÍÙ ÏÔ×ÅÔÉÌÉ ×ÅÒÎÏ ÉÌÉ ÎÁ ÏÂÁ | ÎÅ×ÅÒÎÏ,ÔÏ �ÏÓÌÅ ÔÒÅÔØÅÊ �Ï�ÙÔËÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 1 É 2, �ÏÓÌÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ | ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ3, �ÏÓÌÅ �ÑÔÏÊ | ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ 4, Á ÚÎÁÞÉÔ ÎÁ 5-Ê ×Ï�ÒÏÓ ÔÏÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÔÁË ËÁË ÚÎÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏÂÙÌÏ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ Ó 1-ÇÏ �Ï 5-Ê �ÒÉ ×ÔÏÒÏÊ �Ï�ÙÔËÅ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ1, 3 É 1, 4. úÎÁÞÉÔ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÏÔ×ÅÔÏ× �ÒÉ ×ÔÏÒÏÊ �Ï�ÙÔËÅ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 1,2 ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ×ÅÒÎÙÊ, ÓÒÅÄÉ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 1, 3 | ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ×ÅÒÎÙÊ, É ÓÒÅÄÉ ÏÔ×ÅÔÏ×ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 1, 4 | ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ×ÅÒÎÙÊ. �Ï ÅÓÔØ �ÒÉ ×ÔÏÒÏÊ �Ï�ÙÔËÅ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 1, 2, 3 ÎÁÛÉÏÔ×ÅÔÉÌÉ ÂÙÌÉ ÌÉÂÏ ×ÓÅ ×ÅÒÎÙ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÎÅ×ÅÒÎÙ.îÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁËÉÈ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ Ó 1-ÇÏ �Ï 5-Ê ÂÏÌØÛÅ (ËÏÇÄÁ ÍÙ ÏÔ×ÅÞÁÅÍ ÎÁÉÈ ×ÓÅ �ÎÅÔ�): ×ÅÒÎÙÈ ÉÌÉ ÎÅ×ÅÒÎÙÈ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 2, 3, 4, Á ÔÏÇÄÁ ÉÎÁ ×Ï�ÒÏÓ 1, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÁ 5-Ê ×Ï�ÒÏÓ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÚÎÁÅÍ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 2-Ê, 3-Ê, 4-Ê É 5-Ê ÇÒÕ��Ù (�ÏÔÒÁÔÉ× ÎÁ ËÁÖÄÕÀ4 �Ï�ÙÔËÉ). �ÏÇÄÁ ÚÁ 1+ 4 � 5 = 21 �Ï�ÙÔËÕ ÚÎÁÅÍ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ 1 | 25. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÇÒÕ��Ù ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÚÁ 3 �Ï�ÙÔËÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ,ÓËÏÌØËÏ ×ÅÒÎÙÈ ÏÔ×ÅÔÏ× ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÎÁ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÒÉ ÓÁÍÏÊ �ÅÒ×ÏÊ �Ï�ÙÔËÅ. úÎÁÞÉÔ×ÓÅÇÏ È×ÁÔÉÔ 24 ×Ï�ÒÏÓÁ.ëÒÉÔÅÒÉÉ �ÒÏ×ÅÒËÉ.ëÁË ×ÓÅÇÄÁ, �+� ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÚÁ ÌÀÂÏÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, �+�� ÚÁ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ, ÎÏ ÌÅÇËÏ ×ÏÓ�ÏÌÎÉÍÙÍ �ÒÏÂÅÌÏÍ, ��+� | ÚÁ ÎÅ×ÅÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ Ó ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ�ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅÍ, ��� ÚÁ ÎÅ×ÅÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. �0� ÓÔÁ×ÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ. ï�ÅÎËÉ�+:�, ��:� (×ÁÒÉÁÎÔÙ �+� É ��� ) ÓÔÁ×ÑÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏ× (�ÒÏ-Ä×ÉÖÅÎÉÊ), ÞÅÍ �+�� É ��+�. ï�ÅÎËÁ �+=2� ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ × ÔÅËÓÔÅ�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÉÄÅÑ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚ×ÉÔÁÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÅÎÎÏÊ.üÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ É × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å �ÏÌÏ×ÉÎÙ,ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÁ ÒÅÛÅÎÁ. åÓÌÉ ÖÀÒÉ ÈÏÞÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÎÅÏÂÙÞÎÏÅ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÕÞÁÝÅÇÏÓÑ (ËÒÁÔËÏÓÔØ, ËÒÁÓÏÔÁ, ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ É Ô.�.), | ÜÔÏ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ �+!� .ðÒÉ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÒÁÂÏÔ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÔÉ�ÉÞÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ,ÓÞÉÔÁÔØ ÌÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË (�ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. üÔÉ ÓÌÕÞÁÉ Ï�ÉÓÁÎÙ ÎÉÖÅ.âÁÚÏ×ÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ.úÁÄÁÞÁ 2.+� îÁÊÄÅÎÙ x1 = 1 É x2 = 0 É ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ x3 + � � � + xn = 0, ÎÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÅÔ(ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÅÎÏ)�+ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ x3 + � � �+ xn = 0, ÂÅÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ



�+ îÁÊÄÅÎÙ x1 = 1 É x2 = 0, ÎÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ ÎÅÔ (ÎÅÔ ÉÄÅÉ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁx3 + � � �+ xn = 0)úÁÄÁÞÁ 3.òÁÚÂÏÒ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ 30-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ �++: åÓÌÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ �ÅÎÔÒ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ 30-ÕÇÏÌØÎÉËÁ�: åÓÔØ ÎÅÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÄÅÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÄÌÉÎÕ A1A2 É �ÌÏÝÁÄØ OA1BA2úÁÄÁÞÁ 5.� úÁ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ËÁÒÔÉÎÏË ÉÌÉ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÞÁÓÔÉÓÏÓÅÄÎÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÌÏËÁÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ)óÌÏÖÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔúÁÄÁÞÁ 1.+: ×ÅÒÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÎ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 � 2 ËÌÅÔËÉ, ÅÓÔØ �ÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÄÏÓËÉ 8 � 8,É ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ 16 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 2 � 2 ËÌÅÔËÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅÂÏÌØÛÅ 5=4, ÔÏ É ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÔÏÖÅ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ-ÚÁ ÅÇÏÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔÉ)+� ×ÅÒÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÎ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 � 2 ËÌÅÔËÉ, ÅÓÔØ �ÒÉÍÅÒ ÄÌÑ ÄÏÓËÉ 8 � 8,ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ 16 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 2 � 2 ËÌÅÔËÉÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 5=4, ÔÏ É ×Ï ×ÓÅÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÔÏÖÅ, ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ+� ÅÓÔØ Ï�ÅÎËÁ, ÎÏ ÎÅÔ �ÒÉÍÅÒÁ�+ ÔÏÌØËÏ ×ÅÒÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÎ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2� 2úÁÄÁÞÁ 2.+� ×ÅÒÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÂÅÚ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ �ÏÑÓÎÅÎÉÊ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅ �ÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ËÁÒÔÉÎËÁ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï)úÁÄÁÞÁ 3.+� ×ÅÒÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÎ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ�+ ×ÅÒÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÎ ÔÏÌØËÏ ÎÅÞÅÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊúÁÄÁÞÁ 5.�+ ÚÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Á2n�1 = 1úÁÄÁÞÁ 7Á).+� ×ÅÒÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÅÚ �ÏÑÓÎÅÎÉÊ.+� ÎÅÂÏÌØÛÉÅ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÕÓÔÒÁÎÉÍÁÑ ÏÛÉÂËÁ × ÒÁÚÂÏÒÅ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÄÓÌÕÞÁÑ)úÁÄÁÞÁ 7Â).+� ÎÅÂÏÌØÛÉÅ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁ 7Á)Â) ÓÔÁ×ÉÌÏÓØ + +�)
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