
Matematika 2 

Neopredelen integral.Neposredno integrirawe 

 Primitivna funkcija 
 
 
 
 

 1.Funkcijata 61( )
6

F x x  e primitivna funkcija za funkcijata 5( )f x x . Doka`i! 

 Re{enie./ 
 
 

 2.Funkcijata 21
2

( ) 2 x xF x e e     e primitivna funkcija za funkcijata 2( ) x xf x e e    na mno`estvoto realni broevi. 

Doka`i! 
 Re{enie./ 
 
 

 3.Funkcijata 
2

( ) tg xF x   e primitivna funkcija na intervalot ( , )  . Doka`i! 

 Re{enie./ 
 
 
 

 Neposredno integrirawe 
 1.Presmetaj go integralot 

   
2

2 2
1 2
(1 )

x dx
x x


 . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 
2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 1 1 1 (*)
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) 1 1

x x x x xdx dx dx dx x dx
x x x x x x x x x x x

                              
      

Spored svojstvata na neopredelen integral i tablicata na integrali od elementarni funkcii imame: 

 

2 1
2

2

1

1(*)
2 11
1       

xx dx dx arctgx C
x

x arctgx C arctgx C
x

 



     
 

       

 
. 

 Zna~i, 
2

2 2
1 2 1
(1 )

x dx arctgx C
xx x

    
 .  

 2.Presmetaj go integralot    

  
2

2

(1 )

(1 )

x
dx

x x


 . 

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija 

 

2 2 2

2 2 2 2

2

(1 ) 1 2 1 2
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

1 2 (*)
1

                           

x x x x xdx dx dx
x x x x x x x x

dx
x x

             
 

   
 

  


 

Koristej}i gi osobinite na neopredelen integral i tablicata na integrali od elementarni funkcii, imame: 

 
2 2

1 2 1(*) ln | | 2 ln | | 2
1 1

dx dx x dx x arctgx C
x x x

      
    . 

 Zna~i,  

  
2

2

(1 )
ln | | 2

(1 )

x
dx x arctgx C

x x


  

 .  

 3.Presmetaj go integralot 

  
2 2

1
sin cos

dx
x x

 . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegrl-anata funkcija: 

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

1 sin cos sin cos
sin cos sin cos sin cos sin cos

1 1
cos sin

1 1 tg c
cos sin

                                  

                                  

x x x xdx dx dx
x x x x x x x x

dx
x x

dx dx x
x x

      
 

 
  
 

   

  



  tgx C

 

 Zna~i,  

  
2 2

1 tg ctg
sin cos

dx x x C
x x

   . 
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 4.Presmetaj go integralot: 

  2tg xdx . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija  

 

2 2 2
2

2 2

2

2 2 2

sin sin 1 cos
cos cos cos

1 cos 1 1 (*)
cos cos cos

                  

x x xtg xdx dx dx dx
x x x

x dx dx
x x x

      
 

   
       

  

   

 
 

Spored osobinite na neopredelen integral i tablicata na integrali od elementarni funkcii, imame: 

 
2

1(*)
cos

dx x tgx x C
x

     . 

 Zna~i,  

  2tg xdx tgx x C   . 
 
 

 5.Presmetaj go integralot 

  2 2
cos2

cos sin
x

x x
dx . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkkcija, koristej}i go trigonometriskiot iden-titet 2 2cos2 cos sinx x x  : 

 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

cos2 cos sin cos sin
cos sin cos sin cos sin cos sin

1 1 1 1 ctg tg
sin cos sin cos

                     

x x x x xdx dx dx
x x x x x x x x

dx dx dx C x x
x x x x

      
 

 
       
 

  

  
 

 Zna~i,  

  
2 2
cos2 ctg tg

cos sin
x dx C x x

x x
    

 6.Presmetaj go integralot 

  ( 1)( 1)x x x dx   . 

 Re{enie./Koristej}i go algebarskiot identitet 3 3 2 2( )( )A B A B A AB B     , dobivame: 

 

3 5
2 23 3

3

2( 1)( 1) (( ) 1 ) 1
5

2 1
5

                                                

x x x dx x dx x dx dx x x C

x x C

          

    
 

   
. 

 Zna~i,  

  32( 1)( 1) 1
5

x x x dx x x C       
  . 

 7.. Presmetaj go integralot: 

  1x
x
dx . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija  

 

2
1

1 1
2 2

( )1 1 1

(*)                

x
x

xxdx dx dx x dx
x x x x x

x x dx





    
               

 
   
 
 

   


 

Koristej}i gi osobinite na neopredelen integral i tablicata na integrali od elementarni funkcii, imame: 

 

1 1
1 1 2 2
2 2

3 1
2 2

1 1

1 1
2 2

(*)
1 1

2 12 2 1
3 3

       

x xx dx x dx C

x x C x x C

       
  

       
 

 
.  

 Zna~i,  

  1 12 1
3

x dx x x C
x

     
  .  

 8.. Presmetaj go integralot 

  2
2

2sin xdx . 
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 Re{enie.Bidej}i 2
2

2sin 1 cosx x  , dobivame: 

 2
2

2sin (1 cos ) sinxdx x dx x x C      . 

 Zna~i,  

  2
2

2sin sinxdx x x C    
 
 

 9.Presmetaj go integralot: 

  
21 cos

1 cos 2
xdx
x


 . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija, koristej}i go trigonometriskite identi-teti 2 2cos2 cos sinx x x   i 
2 2sin cos 1x x  , pri {to dobiva-me: 

 

2 2

2 2 2 2

2

2 2

1 cos 1 cos
1 cos2 sin cos cos sin

1 cos 1 1 1 1 11 tg
2 2 2 22cos cos

               

x xdx dx
x x x x x

xdx dx dx x x C
x x

  
   

     

 

  
. 

 Zna~i,  

  
21 cos 1 1tg

1 cos2 2 2
xdx x x C
x

   
 . 

 10.Doka`i deka, ako ( ) ( )f x dx F x C   i 0a  , toga{ 1( ) ( )
a

f ax b dx F ax b C    . 

 Re{enie./Навистина, ако воведеме смена ax b t  , тогаш adx dt , т.е. 1dx dt
a

 , добиваме  

  1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )f ax b dx f t dt f t dt F t C F ax b C
a a a a

          ,  

Што требаше и да се докаже.  
   

 11.Presmetaj go integralot 

  
4 4

3

2x x

x
dx

  . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 

  
2 2 24 4 2 2

3 3 3 5 5 4

( )2 1 1 1 1 1ln
4

x xx x x xdx dx dx dx dx x C
x xx x x x x x

              
 

      . 

 Zna~i,  

  
4 4

3 4
2 1ln

4

x x x C
x x

     . 

 12.Presmetaj go integralot 

  
2

21
x dx
x . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 

 
2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1 11 (*)

1 1 1 1 1
x x xdx dx dx dx
x x x x x

             
      

    . 

Ako gi primenime pravilata (svojstvata) na neopredelen integral i tablicata na integrali od elementarni funk-
cii,dobivame: 

 
2

1(*) 1
1

dx dx x arctgx C
x

    
  .  

 Zna~i,  

  
2

21
x dx x arctgx C
x

  
 .  

 13.Presmetaj go integralot: 

  2( tg ctg ) d   .  

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 
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22 2 2
2

2 2

2 2 2 2

sin cos sin cos
(tg ctg )

cos sin cos sin

sin cos1
sin cos sin cos

                                           

                                         

d d d

d d

       
   

  
   

              

  

  

 

2 2 2 2
1 1 1 1

sin cos sin cos

tg ctg

  

                                           

d d d

C

  
   

 

 
      
 

  

  

 

 Zna~i,  

  2( tg ctg ) tg ctgd C        . 

 14.Presmetaj go integralot: 

  
23( 2 )x x
dx

x


 . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija, koristej}i algebarski transformacii: 

 
5 2

1 16 3
6 3

1 1
1 1 6 3
6 3

5 2
6 3

23

1 1

1 1
6 3

6 35 2

( 2 ) 4 4 1 4 4

1 4 4 4 4
1 1

4 4 4 4

                    

                     

x x x x xdx x x dx
x x

x xdx x dx x dx x C

x x x C x x x

 

    

      

      
   

      

  

    

 Zna~i,  

  
23

6 35 2( 2 )
4 4

x x
dx x x x C

x


     

 15.Presmetaj go integralot: 

  ( 1)( 2)x x x dx  . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija i }e gi primenime svojstvata za presmetu-vawe na  
neopredelen integral: 

2 3 2

3 2 4 3 2

( 1)( 2) ( 2) ( 2 )

1 12
4 3

                                     

x x x dx x x x dx x x x dx

x dx x dx xdx x x x C

        

      

  
  

. 

 Zna~i,  

  4 3 21 1( 1)( 2)
4 3

x x x dx x x x C      . 

 16.Presmetaj go integralot: 

  2 3( 1)x dx . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija i }e gi primenime svojstvata za presmetu-vawe na 
neopredelen integral: 

 

2 3 6 4 2 6 4 2

7 5 3

( 1) ( 3 3 1) 3 3 1

1 3
7 5

                           

x dx x x x dx x dx x dx x dx dx

x x x x C

         

    

     
. 

 Zna~i,  

  2 3 7 5 31 3( 1)
7 5

x dx x x x x C      . 

 17.Presmetaj go integralot: 

  
2 1x x dx

x
  . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija i }e gi primenime svojstvata za presmetu-vawe na 
neopredelen integral 

3 1
2 2

5 3
3 1 2 2
2 2

2 2

5 3
2 2

5 3 2

1 1 1

1 2

2 2 1 12 2 1
5 3 5 3

                           

                            

x x x xdx dx x x dx
x x x x x

x xx dx x dx dx x C
x

x x x C x x x C

              
  

       

         
 

  

    
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 Zna~i,  

  
2

21 1 12 1
5 3

x x dx x x x C
x

       
  . 

 18.Presmetaj go integralot 

  x x x dx   

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija 

  

3 3 7
2 4 4

15
7 8
8 8 15

15
8

8
15

                           

x x x dx x x dx x x dx x dx

xx dx C x C

    

    

   


. 

 Zna~i,  

  8 158
15

x x x dx x C  . 

 19.Presmetaj go integralot: 

  2 5
10

x x

x
dx . 

 20.Presmetaj go integralot 

  
2 2

4

1 1

1

x x dx
x

  


  

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 

 

2 2 2 2

4 4 4

2 2

2 2 2 2

2

2 2

1 1 1 1

1 1 1

1 1

(1 )(1 ) (1 )(1 )

1 1 arcsin ln( 1 )
1 1

                              

                              

x x x xdx dx
x x x

x xdx dx
x x x x

dx x x x C
x x

        
    

   
   

      
 

 

 

 

 

 Zna~i,  

  
2 2

2

4

1 1 arcsin ln( 1 )
1

x x dx x x x C
x

       


 . 

 21.Presmetaj go integralot: 

  
2 2

4

1 1

1

x x dx
x

  


 . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija i }e gi primenime svojstvata za presmetu-vawe na 
integrali: 

2 2 2 2 2 2

4 4 4 2 2 2 2

2
2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 1 ( 1)( 1) ( 1)( 1)

11 1 ln( 1) ln( 1) ln
1 1 1

x x x x x xdx dx dx
x x x x x x x

x xdx dx x x x x C C
x x x x

              
           

           
   

  

 

 

 Zna~i,  

  
2 2 2

4 2

1 1 1ln
1 1

x x x xdx C
x x x

     
  

  

 22.Presmetaj go integralot: 

  
2

11 x x dx
x

 
 

 
 . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 
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31
2 2

3 7 5
3 54 4 4
4 4

2 2 2

1
4 7

2 7 5
4 4

24 7
4 4

1 1 11 1 1

4
7 1

4 4 4 7
7 7

                 

                 

x xdx x x dx x dx
x x x

x x xx dx dx x dx x C
x

xx C C
x x

 

     
           

     

       
 

    

  

    

 Zna~i,  

  
2

2 4
1 4 71

7
xx x dx C

xx

     
 
  

 
 

 23.Presmetaj go integralot 

  
23( 2 3 )x x
dx

x


 . 

 Re{enie./ 
 
 

 24.Presmetaj go integralot: 

  
25 6 1x x dx

x
  . 

 Re{enie.]e napravime algebarski transformacii na podintegralnata funkcija 

 

3 1 1
2 2 2

3 1 1
2 2 2

2 2

1 1 1

3 1 1
2 22

2 2

5 6 1 15 6 5 6

5 6
1 11

2 4 2 (2 4 2)

                                 

                                 

x x x xdx dx x dx x dx x dx
x x x x

x x x C

x x x x x C x x x C



   

          
 

    
  

       

    

 Zna~i,  

  
2

25 6 1 (2 4 2)x x dx x x x C
x

       
 

 25.Presmetaj go integralot: 

  
3

3

(1 )x
dx

x x


 . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija so  

 

54 1 2
3 3 3 3

54 1 2
3 3 3 3

3 2 3 2 3

3 3 3 3 3 3

1 1 1 1

4 1 2 5
3 3 3 3

(1 ) 1 3 3 1 13 3

3 3

3 3
1 1 1 1

                        

                        

       

x x x x x xdx dx dx
x x x x x x x x x x x

x dx x dx x dx x dx

x x x x C

 

     

          
 

    

     
     

  

   

3 3 32 5 8 2 3
3 3
1 9 9 3 1 9 9 33 3

2 5 8 2 5 8
                 x x x C C x x x

x x
           
 

 

 Zna~i,  

  
3

2 3
3 3

(1 ) 1 9 9 33
2 5 8

x
dx C x x x

x x x

       
  .  

 
 

 26.Presmetaj go integralot 

  
3 2

4
2 1x x dx
x

   

 Re{enie./ 
 
 

 27.Presmetaj go integralot: 

  2(2 3 )x x dx . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija 

 

2 2 2(2 3 ) (2 2 2 3 3 ) (4 2 6 9 )

4 2 6 94 2 6 9
ln4 ln6 ln9

                              

x x x x x x x x x

x x x
x x x

dx dx dx

dx dx dx C

         

      

  

  
 

 Zna~i,  
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  2 4 2 6 9(2 3 )
ln 4 ln 6 ln 9

x x x
x x dx C     .  

 28.Presmetaj go integralot: 

  
3

3

(1 )x
dx

x


 . 

 Re{enie./ 

 29.Presmetaj go integralot: 

  
3 2 4x x dx

x
    

 Re{enie./ 

 30.Presmetaj go integralot: 

  
2( 1 )x
dx

x x


 . 

 Re{enie./ 

 31.Presmetaj go integralot: 

  
2

cos 2
cos

xdx
x

 . 
 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 

 

2 2 2

2 2 2

2 2

cos2 cos sin 2cos 1
cos cos cos

1 12 2 2 tg
cos cos

                      

x x x xdx dx dx
x x x

dx dx dx x x C
x x

   

 
       

 

  

  
. 

 Zna~i,  

  
2

cos2 2 tg
cos

xdx x x C
x

   . 

 32.Presmetaj go integralot: 

  
1 12 5
10

x x

x
dx

  . 

 Re{enie./ 
 

 33.Presmetaj go integralot: 

  2 3(2 )x x dx . 

 Re{enie./   
 

 34.Presmetaj go integralot: 

  (1 2 )(1 3 )(1 4 )x x x dx   . 

 Re{enie./ 
 
 

 35.Presmetaj go integralot: 

  
2

1 x dx
x

 
 
  . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija  

 

2 2

2 2

2 1
2

2
2

1 1 2 1 12 1

12 1 2ln
2 1

1 12ln ln

                            

                            

x x xdx dx dx
x xx x

xx dx dx dx x x C
x

xx x C x C
x x

 

              

       
 

      

  

     

 Zna~i,  

  
2 2

21 1 lnx xdx x C
x x

     
   

 

 36.Presmetaj go integralot: 

  3( )x x dx . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 
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 3( )x x dx  

 37.Presmetaj go integralot: 

  3 3 1 33 3x x x x dx    . 

 Решение./Подинтегралната функција можеме да ја запишеме во облик  

  
3

3 3 1 3 3 33
3

1 1 1 1( ) 3 3 3 3f x x x x x x x x x
x x xx

               
 

. 

Сега е јасно дека  

  3 3 1 3 21 13 3 ln | |
2

x x x x dx x dx x x C
x

           
   .  

 
 

 38.Presmetaj go integralot: 

  
21 sin

1 cos2
x dx
x


 . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija, koristej}i gi trigonometriskite iden-titeti 
2 2cos2 cos sinx x x  , 2 2sin cos 1x x  , pri {to 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 2

1 sin sin cos sin
1 cos2 sin cos cos sin

2 cos 1 1 1tg
2 22cos cos

                             

x x x xdx dx
x x x x x

xdx dx dx x x C
x x

   
   

     

 

  
 

 Zna~i,  

  
21 sin 1tg

1 cos2 2
x dx x x C
x

   
 . 

 
 

 39.Presmetaj go integralot 

  2ctg xdx . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija koristej}i ja trigonometriskata  relacija 
2 2sin cos 1x x  .Pri toa  

 

2 2
2

2 2 2

2

sin 1 cos 1ctg 1
cos cos cos

1 1 tg
cos

                     

x xxdx dx dx dx
x x x

dx dx x x C
x

      
 

    

   

 
.  

 Zna~i,  

  2ctg xdx x x C   tg . 
 

 40.Presmetaj go integralot: 

  
3 2

3

xx x e x dx
x

  . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija  

 

5
2

3 2 3 2

3 3 3 3

3

1

2 1 ln
3

                                    

x x
x

x

x x e x x x e xdx dx x dx e dx dx
xx x x x

C e x
x

          
 

   

    
. 

 Zna~i,  

  
3 2

3 3

2 1 ln
3

x
xx x e x dx C e x

x x

      . 

 41.Presmetaj go integralot  

  2 3(2 1)x dx .  

 Re{enie. 2 3 7 5 38 12(2 1) 2
7 5

x dx x x x x C      .  

 42.Presmetaj go integralot 

  4(1 )x dx .  

 Re{enie. 
3 5

4 2 32 28 8 1(1 ) 3
3 5 3

x dx x x x x x C       . 
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 43.Presmetaj go integralot  

  
2

2
( 1)( 3)

3

x x
dx

x

 
 .  

 Re{enie.
2 2

2
( 1)( 3) 1ln

6 33

x x x xdx x C
xx

       .  

 44.Presmetaj go integralot  

  
3

( )(1 )x x x
dx

x

 
 .  

 Re{enie. 
13 7
6 6

3
( )(1 ) 6 6

13 7

x x x
dx x x C

x

     .  

 

 45.Определи примитивна фунмција за функцијата ( ) | |f x x x .  

 Решение.//Функцијата ( ) | |f x x x  можеме да ја претставиме во облик  

  
2

2

, 0
( )

, 0

x x
f x

x x

  


 

За негативниот дел на x -оската имаме примитивна функција  

  
3

( )
3
xF x   ,  

А за позитивниот дел на x -оската имаме примитивна функција  

  
3

( )
3
xF x  .  

Бидејќи 

3

3

3

, 0
| | 3( )

3
, 0

3

x x
x

F x
x x


   
 

, примитивната функција за ( ) | |f x x x  е функцијата 
3| |

( )
3
x

F x  .  
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Neopredelen integral. Smena na promenlivi 

Teorema za smena na promenlivi vo neopredelen integral 
 

 1.Presmetaj go integralot  

   xdxtg3 .  

 Re{enie. Јасно е дека дадениот интеграл не е табличен случај. Според тоа, ќе направиме трансформација на подинтегралната 
функција. При тоа  

  
3 2

3
3 3

sin 1 cos
sin (*)

cos cos

x x
tg xdx dx xdx

x x


       

Сега е јасно дека треба да воведее смена cos x t    sin xdx dt  , од каде што непосредно добиваме 

  
2

3 3 3 2 2

1 1 1 1 1 1 1
(*) ln ln cos

2 2cos

t
dt dt dt dt t C x C

t tt t t t x

              
       

 Значи 

  3
2

1
ln cos

2cos
tg xdx x C

x
    .  

 2.Presmetaj go integralot  

  dx
x

x 2cos

sin
. 

 Re{enie. Voveduvame smena tx cos  dtxdx sin  i dobi-vame: 

 C
x

C
tt

dt
dx

x

x



 

cos

11

cos

sin
22 . 

 Zna~i,  

  C
x

dx
x

x
 cos

1

cos

sin
2

.  

 3.Presmetaj go integralot  

  dx
e

e
x

x  1
.  

 Re{enie.Ako vovedeme smena 1 xet  dxedt x , dobi-vame: 

 CeCt
t

dt
dx

e

e
x

x

x


  )1ln(ln
1

. 

 Zna~i,  

  Cedx
e

e
x

x

x


 )1ln(
1

 

 4.Presmetaj go integralot  

  dx
x

x  21
 

 Re{enie.Voveduvame smena 12  xt   xdx
dt 2 , t.e. dtxdx 2

1 , i dobivame 

 CxCt
t

dt

t

dt
dx

x

x


  )1ln(
2

1
ln

2

1

2

1

1
22

1

2
. 

 Zna~i,  

  Cxdx
x

x


 )1ln(
2

1

1
2

2 . 

 5.Presmetaj go integralot  

  dx
x

x  22 )1(
 

 Re{enie.Voveduvame smena 12  xt . Bidej}i xdx
dt 2 , t.e. dtxdx 2

1  dobivame: 

 
C

x
C

t
C

t

dttdt
tt

dt
dx

x

x















1

1

2

11

2

1

122

1
2

11

2

1

)1(

2

12

2
22

2
1

22

                          

. 

 6.Presmetaj go integralot  

  dx
ex  1

1
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
1)1(

1

1

1








  



 dx
e

e
dx

ee
dx

e x

x

xxx . 
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Voveduvame smena xet 1 , dxedt x  i dobivame: 

 CeCt
t

dt
x   )1ln(ln)*( . 

 Zna~i,  

  )1ln(
1

1
x

x
eCdx

e


  

 7.Presmetaj go integralot 

  dx
x

x  14
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija 

 )*(
1)(

2

2

1

1)(1 22224 






  dx

x

x
dx

x

x
dx

x

x
. 

Voveduvame smena 2xt  , xdxdt 2  i dobivame: 

 CxCt
t

dt



  2

2
arctg

2

1
arctg

2

1

12

1
)*( . 

 Zna~i,  

  Cxdx
x

x


 2
4

arctg
2

1

1
. 

 8.Presmetaj go integralot  

  dx
e

e
x

x  42 . 

 Re{enie./ 

 9.Presmetaj go integralot  

  dx
x

x m )(ln
, Rm .  

 Re{enie./Во оваа ситуација ќе разгледаме два случаи.  
 а) 1m    
 Во оваа ситауција добиваме дека   

  10.Presmetaj go integralot  

  dx
xx ln

1
 

 Re{enie./ 

 11.Presmetaj go integralot  

  dx
x

x 12
. 

 Re{enie.Voveduvame smena 12  xt . Bidej}i xdx
dt 2 , t.e. dtxdx 2

1 , dobivame: 

  CxCtCt
t

dtt
t

dt
dx

x

x








 1

12

1

2

1

1
2

2
1

1
2
1

2
2
12

1

2
1

 

 Zna~i,  

  Cxdx
x

x


 1
1

2
2

.  

 12.Presmetaj go integralot 

  a)  xdxtg     b)  xdxctg . 

 Re{enie.a)Voveduvame smena xt cos . Bidej}i xdx
dt sin , t.e. dtxdx sin , dobivame: 

 |cos|ln||ln
cos

sin
xCCt

t

dt
dx

x

x
xdx 


 tg . 

 Zna~i,  

  |cos|lntg xCxdx   

 13.Presmetaj go integralot: 

  dxee xx sin . 

 Re{enie./ 

 14.Presmetaj go integralot 

  dxe x  13  

 Re{enie./ 
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 15.Presmetaj go integralot  

  dxxtg 4 . 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija so  

 )*(
cos

1

1

1
22

44 


  dx
xxtg

xtgdxxtg . 

 Voveduvame smena tgxt  . Bidej}i 
xdx

dt
2cos

1 , t.e. dxdt
x2cos

1 , dobivame  

 (**)
11

1
)*( 2

4

2
4 





  dt

t

t
dt

t
t . 

Koristej}i goi ravenstvoto 
1

12
1 22

4
1




tt
t t , dobivame: 

 
 

CxtgxxtgCtgxarctgtgxxtg

Carctgtttdtt
t



  

33

3
1

12

3

1
)(

3

1
3

1
1(**) 2

         
. 

 Zna~i,  

  Cxtgxxtgdxxtg  34
3

1
. 

 16.Presmetaj go integralot  

    xx

dx

tg1cos2
. 

 Re{enie./ 

 17.Presmetaj go integralot 

  dx
x

xarctg  2

2

1
. 

 Re{enie.Voveduvame smena tx arctg , dtdx
x


 21
1  i dobivame: 

 CxarctgCtdttdx
x

x


  332
2

2

3

1

3

1

1

arctg
.  

 Zna~i,  

  Cxdx
x

x


 3
2

2
arctg

3

1

1

arctg
. 

 18.Presmetaj go integralot: 

  xdxx 2sincos3 . 

 Re{enie./ 

 19.Prersmetaj go integralot  

  a) dxx 4sin     b) dxx 4cos  

 Re{enie./ 

 20.Presmetaj go integralot 

  a) dxx 5cos   b) dxx 5sin    v) dxx 5tg . 

 Re{enie./ 

 21.Presmetaj go integralot 

  dx
x

x ln
 

 Re{enie.Voveduvame smena xt ln , dxdt x
1  i dobivame: 

 CxCtC
t

dttdx
x

xdx
x

x
  33

2
3 ln

3

2

3

21
ln

ln 2
3

. 

 Zna~i,  

  Cxdx
x

x
 3ln

3

2ln
 

 22.Presmetaj go integralot  

  dxxx  21  

 Re{enie./Ako vovedeme smena 21 xt  , dtxdx 2
1 , dobivame: 
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 323

2
3

2 )1(
3

1

3

1

2

1

2

1
1

2
3

xCtCC
t

dttdxxx   . 

 Zna~i,  

  322 )1(
3

1
1 xCdxxx  . 

 23.Presmetaj go integralot  

  a) dxx 5 6)38(   b) dxx  28   v) dx
bxa

m 3 2)(
 

 Re{enie./ 

 24.Presmetaj go integralot 

  a)   5)32( x

dx
  b)   cbax

dx

)(
   v) dxxctg  )12( . 

 Re{enie./ 

 25.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 


1

1
.  

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 
)*(

11

1
1

1

1

)1(

)1()1(

)1()1(

1

1

22

22

2





























dx
x

x
dx

x

dx
x

x
dx

x

x
dx

xx

xx
dx

x

x

                       
 

Vo vtoriot integral voveduvame smena 21 xt  , dtxdx 2
1  i dobivame: 

 CxxCtxdt
t

x   21arcsinarcsin
1

2

1
arcsin)*( .  

 Zna~i,  

  Cxxdx
x

x



 21arcsin

1

1
.  

 26.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xx 


4

2

1

)1(
. 

 Re{enie./ 

 27.Presmetaj go integralot  

  dx
x

xx



32

2

)1(

1
 

 Re{enie./ 

 28.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x



21

1
. 

 Re{enie./  

 29.Presmetaj go integralot 

  
 22 )1( xx

dx
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija 

 

)*(12
3

2

)112(

])1([

)1(

)1()1(

)1(

)1(

23

222

2222

22

2222

22

22























dxxxxx

dxxxxx

xx

dxxx

xxxx

dxxx

xx

dx

                           

                             

Voveduvame smena 12  xt , xdxdt 2  i dobivame: 

 CxxxCtxxdttxx   323333 )1(
3

2

3

2

3

2

3

2

3

2
)*( .  

 Zna~i,  

  Cxxx
xx

dx


 323
22

)1(
3

2

3

2

)1(
 

 30.Presmetaj go integralot  
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  a) dx
e

e
x

x 12
.    b) dxex  3)1(  

 Re{enie.a)]e napravime transformacija na podinte-gralnata funkcija 

 )*(]1)[()1(
1

22
2


   dxeedxeedx

e

e
xxxx

x

x
. 

Voveduvame smena xet  , dtdxe x   i dobivame: 

 C
e

eCe
e

Ct
t

dt
t

dtt x
xx

x 







 


  111
1

1
)1()*( 2

2 . 

 Zna~i,  

  C
e

edx
e

e
x

x
x

x


 112
. 

 31.Presmetaj go integralot 

  dx
e

ee
x

xx   222
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija 

 )*(
1)(2 222
















 



  dxee
e

dx
e

ee
dx

e

ee
dx

e

ee
xx

xx

xx

x

xx

x

xx
 

Voveduvame smena xet  , dtdxe x   i dobivame: 

 x
xx

e
xCeeCttCdtt

t 2
22

2

1

2

1
ln

2

1
ln

1
)*( 








  . 

 Zna~i,  

  
xx

xx

e
xCdx

e

ee
2

22

2

12


 
 

 32.Presmetaj go integralot  

    xx ee

dx
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
1)(

1
21)(1 2 



   dx

e

e
dx

e

dx

ee

dx
x

x

e

e
e

xxx
x

x
x

. 

Voveduvame smena xet  . Bidej}i x
dx
dt e , t.e. dxedt x , dobivame: 

 CearctgCarctgtdt
t

x 


  1

1
)*( 2 . 

 Zna~i,  

  Cearctg
ee

dx
x

xx 
  . 

 33.Presmetaj go integralot  

    2xx

dx
 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
1

)(1

1

1 22








  dx
xxxx

dx

xx

dx
 

 Voveduvame smena xt  . Bidej}i 
xdx

dt
2

1 , t.e. dxdt
x

12  , dobivame 

 CxxCttdt
t

dt
t







  )1ln(2)1ln(2
1

1
22

1

1
)*( 2

22
. 

 34.Presmetaj go integralot  

    xe

dx
21

. 

 Re{enie.]e napravime transfomacija na podintegral-nata funkcija: 

 )*(
1)(1)(

1

]1))[((1 2222











  




dx

e

e
dx

eeee

dx

e

dx
x

x

xxxxx
. 

 Voveduvame smena xet  . Bidej}i x
dx
dt e , t.e. dxedt x , dobivame: 

 )1ln()1ln(
1

)*( 22
2





  xx eeCCtt

t

dt
.  

 Zna~i,  

  )1ln(
1

2
2




 xx
x

eeC
e

dx
.  
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 35.Presmetaj go integralot  

  dx
e

e
x

x 


2

2

1

)1(
 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija 

 )*(
)(1

2

)(1

2
1

)(1

)(21

1

)1(
222

2

2

2





















  dx

e

e
xdx

e

e
dx

e

ee
dx

e

e
x

x

x

x

x

xx

x

x
. 

Voveduvame smena xet  , dxedt x  i dobivame: 

 CexCtxdt
t

x x 


  arctg2arctg2
1

1
2)*(

2
.  

 Zna~i,  

  Cexdx
e

e
x

x

x



 arctg2

1

)1(
2

2
. 

 36.Presmetaj go integralot  

  dx
x 4cos

1
 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 

 )*(
cos

1
)1(

cos

1

cos

1

cos

1
2

2
224

  dx
x

xtgdx
xx

dx
x

.  

 Voveduvame smena tgxt  . Bidej}i 
xdx

dt
2cos

1 , t.e. dxdt
x2cos

1 , dobivame: 

 CtgxxtgCttdtt   332
3

1

3

1
)1()*(  

 Zna~i,  

  Ctgxxtgdx
x

 3
4 3

1

cos

1
.  

 37.Presmetaj go integralot  

   xx

dx
3cossin

. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija  

 )*(
cos

1
)1tg(

tg

1

cos

1

tg

1

cossin 2
2

43   dx
x

x
x

dx
xxxx

dx
.  

Voveduvame smena tx tg , dtdx
x

2cos
1 , i dobivame: 

 CxxCttdtt
t









  22 tg
2

1
lntg

2

1
ln

1
)*( . 

 Zna~i,  

  Cxx
xx

dx
 2

3
tg

2

1
tgln

cossin
 

 38.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 6

2

cos

sin
 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
cos

1
)1(

cos

1

cos

1

cos

sin

cos

sin
2

22
222

2

6

2

  dx
x

xtgxtgdx
xxx

x
dx
x

x
. 

Voveduvame smena tgxt  . Bidej}i 
xdx

dt
2cos

1 , t.e. dxdt
x2cos

1 , dobivame: 

 CxtgxtgCttdtttdttt   35352422
3

1

5

1

3

1

5

1
)()1()*( . 

 Zna~i,  

  Cxtgxtgdx
x

x
 35

6

2

3

1

5

1

cos

sin
. 

 39.Presmetaj go integralot  

  dx
x  cos1

1
.  

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
cos2

1

cos1

1

2
2


  dxdx

x x . 

Voveduvame smena 2
xt  , dtdx 2  i dobivame: 

 C
x

Ct
t

dt
  2

tgtg
cos2

2
)*(

2
. 

 Zna~i,  
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  C
x

dx
x


 2

tg
cos1

1
. 

 40.Presmetaj go integralot  

  dx
x  cos1

1
.  

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
sin2

1

cos1

1

2
2


  dxdx

x x . 

Voveduvame smena 2
xt  , dtdx 2  i dobivame: 

 
2

ctgctg
sin2

2
)*(

2

x
CCt

t

dt
  .  

 Zna~i,  

  
2

ctg
cos1

1 x
Cdx

x


 . 

 41.Presmetaj go integralot  

  dx
x  sin1

1
 

 Re{enie./ 

 42.Presmetaj go integralot: 

  
 1xe

dx
.  

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 

 )*(

)(1
11)1(1

22

22














 









 x

xx

e

dxe

e

dxe

ee

dx

ee

dx

e

dx
xxxxxx

. 

Voveduvame smena te
x


2 , dtdxe

x

22  , i dobivame: 

 










  1ln2)1ln(2

1

2
)*( 22

2
xeeCCtt

t

dt x

.  

 Zna~i,  

  









 1ln2
1

2 x
x

eeC
e

dx x

. 

 43.Presmetaj go integralot: 

     dctgtg 2)( .  

 Re{enie./]e napravime transformacija na podinte-gralnata funkcija: 

 

Cctgtg

ddd

dd

dddctgtg

























 











 


































                                       

                                       

                                       

2222

22

22

22

2222
2

cos

1

sin

1

cos

1

sin

1
cossin

cossin

cossin

1
sincos

cossin

sin

cos

cos

sin
)(

 

 Zna~i,  

  Cctgtgdctgtg   2)(  

 44.Presmetaj go integralot: 

   d2)cossin(  . 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(2sin1)coscossin2sin()cossin( 222    dddd . 

Vo vtoriot integral voveduvame smena t2 , dtd 2
1  i dobivame: 

 CCtdtt    2cos
2

1
cos

2

1
sin

2

1
)*( . 

 Zna~i,  

  Cd   2cos
2

1
)cossin( 2 . 

 45.Presmetaj go integralot: 
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  dxxax  .  

 Re{enie.Voveduvame smena 2txa  , tdtdx 2  i dobi-vame: 

 
5353

422

)(
5

2
)(

3

2

5

2

3

2

)(2)(2

xaxa
a

CCtt
a

dttattdtttadxxax



 
                       

. 

 Zna~i,  

  53 )(
5

2
)(

3

2
xaxa

a
Cdxxax  . 

 46.Presmetaj go integralot: 

  
 21 xx

dx
. 

 Re{enie.]e napravime transfroamcija na podintegral-nata funkcija: 

 )*(
11

2
122





 

x
x

dx

xx

dx
.  

Voveduvame smena tx 
1 , dtdx

x
2

1  i dobivame: 

 










  2

2
2

1
1

1
ln)1ln(

1
)*(

xx
CttC

t

dt
. 

 Zna~i,  

  










 22

1
1

1
ln

1 xx
C

xx

dx
. 

 47.Presmetaj go integralot: 

   x

dx

2sin
. 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
cos

1

tg

1

2

1

cossin22sin 2   dx
xxxx

dx

x

dx
.  

Voveduvame smena tx tg , dtdx
x

2cos
1  i dobivame: 

 CxCt
t

dt
  lntg

2

1
ln

2

1

2

1
)*( . 

 Zna~i,  

  Cx
x

dx
 lntg

2

1

2sin
. 

 48.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x
 2cos2

2sin
.  

 Re{enie.Voveduvame smena tx  2cos2 , dtxdxx cossin2 , t.e. dtxdx 2sin  i dobivame: 

 xCCt
t

dt
dx

x

x
2

2
cos222

cos2

2sin


  . 

 Zna~i,  

  xCdx
x

x
2

2
cos22

cos2

2sin


 .  

 49.Presmetaj go integralot:         

  dx
x

x 1
       

 Re{enie./               

 50.Presmetaj go integralot: 

   dx
e

e
x

x
4

2

1
. 

 Re{enie./ 

 51.Presmetaj go integralot: 

    xx

dx
22 sin4cos3

, 
2

||


x . 

 Re{enie./ 

 52.Presmetaj go integralot: 
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  dx
x

x cos

sin3
 

 Re{enie./ 

 53.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x  cos21

sin
. 

 Re{enie./ 

 54.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 2cos

sin
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 

 )*(
1cos2

sin

sincos

sin

2cos

sin
222







  dx
x

x
dx

xx

x
dx

x

x
. 

Voveduvame smena tx cos2 , dtxdx
2

1sin   i dobivame: 

 |2coscos2|ln|1|ln
2

1

12

1
)*( 2

2
xxCCtt

t

dt



   

 Zna~i,  

  |2coscos2|ln
2cos

sin
xxCdx

x

x
  

 55.Presmetaj go integralot 

  dx
x

x 2cos

cos
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija 

   





 )*(
sin21

cos

sincos

cos

2cos

cos
222

dx
x

x
dx

xx

x
dx

x

x
. 

Voveduvame smena tx sin2 , dtxdx cos2  i dobivame: 

 CxCt
t

dt



  )sin2arcsin(

2

1
arcsin

2

1

12

1
)*(

2
. 

 56.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x
 22 cos9sin25

2sin
.  

 Re{enie./ 

 57.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x
 22 cossin

2sin
. 

 Re{enie./ 

 58.Presmetaj go integralot: 

  dx
x x2sin

lntg
. 

 Re{enie./ 

 59.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xce x 
2cos

tgtg
. 

 Re{enie./ 

 60.Presmetaj go integralot: 

  dx
e

x
x
1

cos
sin

. 

 Re{enie./ 

 61.Presmetaj go integralot: 

    dxxx )tgtg( 42  

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegral-nata funkcija: 

 )*(
cos

1
tg)tg1(tg)tgtg(

2
22242   dx

x
xdxxxdxxx  

Voveduvame smena tx tg , dxdt
x2cos

1  i dobivame: 
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 CxCtdtt   332 tg
3

1

3

1
)*( . 

 Zna~i,  

  Cxdxxx  342 tg
3

1
)tgtg( .  

 

Posebni vidovi smeni i klasi na integrabilni funkcii 
 

Integrali od prosti iracionalni funkcii 
 1.Presmetaj go integralot: 

    xx

dx

)1(
. 

 Re{enie.Voveduvame smena xt  , t.e. 2tx  . Bidej}i tdt
dx 2 , t.e. tdtdx 2 , dobivame: 

 CxarctgCarctgt
t

dt

tt

tdt

xx

dx








  22
1

2
)1(

2

)1( 22 .  

 Zna~i,  

  Cxarctg
xx

dx


 2
)1(

. 

 2.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 1
. 

 Re{enie./Voveduame smena xt  , t.e. 2tx  . Bidej}i tdt
dx 2 , t.e. tdtdx 2 , dobivame: 

 
Carctgttdt

t
dt

tt

t

dt
t

t
dt

t

t
tdt

t

t
dx

x

x












































)(2
1

1
12

1

1

1

1
2

1

11
2

1
22

11

222

2

2

2

2

2

2

                 
. 

 Zna~i,  

  Cxarctgxdx
x

x


 22
1

. 

 3.Presmetaj go integralot: 

    x

dx

1
. 

 Re{enie.Voveduvame smena xt  , t.e. 2tx  . Bidej}i tdt
dx 2 , t.e. tdtdx 2 , dobivame: 

 
)*(

1

1
22

1

1
12

1

11
2

1
2

1

2

1
































dt
t

t

dt
t

dt
t

t
dt

t

t

t

tdt

x

dx

                   
.  

Voveduvame nova smena 1 tz   dtdz   i dobivame: 

 CxxCttCztdz
z

t   )1ln(22)1ln(22ln22
1

22)*( . 

 Zna~i,  

  Cxx
x

dx


 )1ln(22
1

.  

 4.Presmetaj go integralot: 

    4 xx

dx
. 

 Re{enie.Voveduvame smena 4 xt  , t.e. 4tx  . Bidej}i 34tdt
dx  , t.e. dttdx 34 , dobivame: 

 

CxxxCttt

dt
t

tdt
tt

t

dt
t

t
dt

t

t
dt

tt

t

tt

dtt

xx

dx

















































)1ln(442)1ln(44
2

1
4

1

1
14

1

1

1

1
4

1

11
4

1
4

)1(
4

4

442

2

223

2

3

4

  

                      

 Zna~i,  

  Cxxx
xx

dx


 )1ln(442 44
4 . 

 5.Presmetaj go integralot 
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    3 11 x

dx
 

 Re{enie. Voveduvame smena 3 1 xt , t.e. 13  tx . Bidej}i 23tdt
dx  , t.e. dttdx 23 , dobivame: 

 

Cxxx

Ctttdt
t

t

dt
tt

t
dt

t

t
dt

t

t

t

dtt

x

dx













































)11ln(313)1(

)1ln(33
2

3

1

1
13

1

1

1

1
3

1

11
3

1
3

1

3

11

333 2

2

2222

3

2

3
                   

                    

 Zna~i,  

  Cxxx
x

dx


 )11ln(313)1(
11

333 2
3 2

3
.  

 6.Presmetaj go integralot  

    11 x

dx
 

 Re{enie./ 

 7.Presmetaj go integralot: 

    xx

dx

1)2(
. 

 Re{enie.Voveduvame smena 21 tx  , t.e. 12  tx tdtdx 2  i dobivame: 

 CxCtdt
ttt

tdt

xx

dx








  1arctg2arctg2
1

2

)12(

2

1)2( 222
.  

 Zna~i,  

  Cx
xx

dx


 1arctg2
1)2(

. 

 8.Presmetaj go integralot: 

    )1( xx

dx
 

 Re{enie.Voveduvame smena xt  , t.e. 2tx  , tdtdx 2  i dobivame: 

 
C

x

x
C

t

t
Ctt

dt
ttt

dt

tt

tdt

xx

dx































 

1

1
ln

1

1
ln|1|ln|1|ln

1

1

1

1

1
2

)1(

2

)1( 222

               
 

 Zna~i,  

  C
x

x

xx

dx






 1

1
ln

)1(
. 

 9.Presmetaj go integralot: 

  
14 3x

dxx
. 

 Re{enie.Voveduvame smena 4tx  , 34tdx   i dobivame: 

 )*(
1

4
1

4
1

4

1
2

3

3

3

5

4 12

34

4 3












 dtt
t

t
dt

t

t

t

dttt

x

dxx
. 

Voveduvame nova smena zt 13 , dzdtt 3
12   i dobivame: 

 CxxCttCzzdz
z

z



  )1ln(

3

4

3

4
)1ln(

3

4

3

4
ln

3

4

3

41

3

4
)*( 4 34 333 . 

 Zna~i,  

  Cxx
x

dxx



 )1ln(

3

4

3

4

1
4 34 3

4 3
. 

 10.Presmetaj go integralot: 

  dx
xxx

x  )( 3

3

 

 Re{enie.Voveduvame smena 6tx  , dttdx 56  i dobi-vame: 
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C
x

x
C

x

x
C

t

t

ttdt
tt

dt
tt

dt
ttt

t
dtt

ttt

t
dx

xxx

x






































)1(
ln

1
ln6

1
ln6

)1ln(6ln6
1

11
6

)1(

1
6

)(

6
6

)()(

66

6

236

7
5

3 666

3 6

3

3

               

                

 Zna~i,  

  C
x

x
dx

xxx

x





 )1(
ln

)( 63

3

 

 11.Presmetaj go integralot: 

    xbax

dx

)(
. 0ab  

 Re{enie./ 

 Re{enie: C
b

ax
arctg

abxbax

dx


 2

)(
 

 12.Presmetaj go integralot: 

   


dx
x

x

11

11
.  

 Re{enie./ 

 Re{enie. Cxxxdx
x

x



 )11ln(414

11

11
 

 13.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x  3 . 

 Re{enie./ 

 Re{enie. Cxxxxxxxdx
xx

x


 |1|ln6632
2

3

5

6 6636 26 5
3  

 14.Presmetaj go integralot: 

  


dx
xx

x
43 2

.  

 Re{enie./ 

 Re{enie. Cxxxdx
xx

x


 ]|1|ln22[
5

6 12 512 56 5
43 2

 

 15.Presmetaj go integralot: 

   


dx
xx

x

2

1
. 

 Re{enie./ 

 Re{enie. C
x

arctgxdx
xx

x






 2

2
222

2

1
 

 16.Presmetaj go integralot: 

    11 x

dx
. 

 Re{enie./ 

 Re{enie. Cxx
x

dx


 )11ln(212
11

 

 17.Presmetaj go integralot: 

    1xx

dx
.  

 Re{enie./ 

 Re{enie. C
x

x

xx

dx






 11

11
ln

1
. 

 18.Presmetaj go integralot: 

    mbax

dx
. 

 Re{enie./ 
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 Re{enie. ]||ln[
2

mbaxmbax
ambax

dx


 . 

 19.Presmetaj go integralot: 

   
dx

x

x

1

3
.  

 Re{enie./  

 Re{enie. Cxxx
x

dx
x

x





 )16865(
35

12

1
23

3

. 

 20.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x  21
 

 Re{enie./ 

 Re{enie. Cxxxdx
x

x


 3)21(
3

1
21

21
. 

        

Integtrali od oblik dxxaxR ),( 22   i dxaxxR ),( 22  , kade ),( vuRR   e 
racionalna funkcija od dve promenlivi. 

 

 1.Presmetaj go integralot  

    222 axx

dx
.  

 Re{enie.Voveduvame smena atgtx  . Bidej}i 
t

a
dt
dx

2cos
 , dobivame: 

 )*(
sin

cos1
22

2
cos

sin
cos

sin

cos

222
2

22

2

22

2





  dt
t

t

a
dt

aaxx

dx

t
ta

t
ta

t
a

. 

Voveduvame nova smena tz sin , dztdt cos , pa spored toa  

 
 

x

ax

a
C

a
C

a
C

ta
C

za
CC

z

a
dzz

a
dz

za

a
x
a
x

ttg

tgt

22

2

2

2

1

22

2

1

2
2

222

1

1111

sin

11

11

1

1111
(*)

2



















      

       

 Zna~i,  

  
x

ax

a
C

axx

dx 22

2222

1 


 .  

 2.Presmetaj go integralot  

  dx
xa

x  22

2
. 

 Re{enie./ 

 3.Presmetaj go integralot  

  
 22 axx

dx
.  

 Re{enie./ 

 4.Presmetaj go integralot  

  dx
x

x 
4

21
 

 Re{enie./ 

 5.Presmetaj go integralot  

  dx
x

x 
2

21
.  

 Re{enie./  

 6.Presmetaj go integralot  

  
 322 )( xa

dx
.  

 Re{enie./ 
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 7.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 
6

32 )9(
 

 Re{enie./ 

 8.Presmetaj go integralot 

    922 xx

dx
. 

 Re{enie./ 
 9.Presmetaj go integralot  

    21 xx

dx
 

 Решение. Интегралот ќе го пресметаме на два начини.  
  
 10.Presmetaj go integralot 

  
 322 )( ax

dx
 

 Re{enie.Ako vovedeme smena 
t

a
x

cos
 , t.e. 

x

a
t arccos , dt

t

ta
dx 2cos

sin
 , dobivame: 

 

)*(
sin

cos1

)()()(

2

cos
sin

cos
sin

3
cos

sin

cos
sin

32
cos

cos
sin

322
3

33

2

2

22

2

2

2

2












dt
t

t

a

dt
dt

a

dt

ax

dx

t
ta

t
ta

t
ta

t
ta

t
a

t
ta

                            

 

Voveduvame nova smena tz sin , tdtdz cos  i dobivame: 

 
222

22

1

)(1

11
cos1

11

sin

111111
)*(

ax

x

a
C

a
C

ta
C

ta
CC

za
dz

za

x
a 









 
        

. 

 Zna~i,  

  
22322

1

)( ax

x

a
C

ax

dx





 . 

 11.Presmetaj go integralot  

  dxxx  22 4 . 

 Re{enie./ 

 12.Presmetaj go integralot 

    14)4( 22 xx

dx
 

 Re{enie./ 

 13.Presmetaj go integralot  

    2xx

dx
. 

 Решение. Вo суштина тоа е интеграл кој може на елементарен начин да се премсета. Но овде ние ќе наведеме два 
начини како истиот може да најде.  
 I начин 
 Воведуваме смена 2sinx t . Сега, 2sin cosdx t t dt , од каде што добиваме дека  

 
2 2 4 2 2 2 2

2sin cos 2sin cos 2sin cos sin cos
2 2 1 2 2arcsin

sin cossin sin sin (1 sin ) sin cos

dx t t dt t t dt t t dt t t
dt dt t C x C

t tx x t t t t t t
        

  
       

 II начин  
 Ќе направиме трансформација на подинтегралната функција со  

 
2 2

2

(*)
1 1 1 1 12
4 4 2 4 2

dx dx dx

x x x x x

  
       

 

    

Воведуваме смена 
1 1

2 2
x t  , т.е. 

1

2
dx dt , при што добиваме дека  
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2

2

1 1 1
(*) arcsin arcsin(2 1)

21 1 1
4 4

dt dt t C x C
tt

      


  .  

 

Integrali od oblik 2( , )R x ax bx c dx  , kade ),( vuRR   e 
racionalna funkcija od dve promenlivi. 

 
 1. Da se presmeta  

  
 225 xx

dx  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 (*)
)1(421425 222











x

dx

xx

dx

xx

dx  

Voveduvame smena dtdxtx 221   i dobivame: 

   CxxxCCttdt
tt

dt xx 




 






 





 





  22

2
1

2
12

22
251ln1ln1ln

1

1

)2(4

2
(*)  

 Zna~i,  

  
 225 xx

dx
Cxxx 





  2251ln  

 
 2. Da se presmeta  

  
 269 2 xx

dx  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 
 

(*)
1131169269 222











x

dx

xx

dx

xx

dx  

Voveduvame smena dtdxtx
3

1
13   i dobivame: 

 CxxxCttdt
t






 





 


  26913ln

3

1
1ln

3

1

1

1

3

1
(*) 22

2
 

 Zna~i,  

  
 269 2 xx

dx
Cxxx 





  26913ln

3

1 2  

 
 3. Da se presmeta  

  
 2912 2xx

dx  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

  (*)
)23(22912 22








x

dx

xx

dx  

Voveduvane smena tx 223     dtdx 23   i dobivame: 

 
 

C
x

Ctdt
t

dt

t










  2

23
arcsin

3

1
arcsin

3

1

3

1

1

1

3

2

22

1
(*)

22
 

 Zna~i,  

  
 2912 2xx

dx
C

x





2

23
arcsin

3

1  
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 4. Da se presmeta  

  dx
xx

x





225

118  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 (*)
)1(6

3
25

22
4

216
3

25

22
4

25

118
22222























x

dx
dx

xx

x

xx

dx
dx

xx

x
dx

xx

x  

Vo prviot integral voveduvame smena dtdxxtxx  )22(25 2 , a vo vtoriot integral 

voveduvame smena dtdxtx 661   i  dobivame: 

 

 

C
x

xx

Czxxdz
z

t

dz
z

tdt

z

dt
t























6

1
arcsin3258

arcsin3258
1

1
38

66

6
3246

66

1
3

1
4(*)

2

2

2

22

 

 Zna~i,  

  dx
xx

x





225

118
C

x
xx 




6

1
arcsin3258 2  

 
 5. Da se presmeta  

  dx
xx

x
 


22

2
2

 

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 
 

)*(
11

1

22

22

2

1

22

1

22

1

22

2
22222




















 dx

x
dx

xx

x
dx

xx
dx

xx

x
dx

xx

x  

Vo prviot integral voveduvame smena dxxdtxxt )22(222  , a vo vtoriot integral 
voveduvame smena dzdxzx 1   i dobivame: 

 CxarctgxxCarctgztdz
z

dt
t




  )1()22ln(
2

1
ln

2

1

1

11

2

1
)*( 2

2
 

 Zna~i,  

  Cxarctgxxdx
xx

x





 )1(22ln
22

2 2

2
 

  
 6. Da se presmeta  

  dx
xx

x





223

3  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
)1(4

1
4

23

22

2

1

23

1
4

23

1

23

3
22222





















 dx

x
dx

xx

x
dx

xx
dx

xx

x
dx

xx

x  

Vo prviot integral voveduvame smena dxxdtxxt )22(23 2  , a vo vtoriot integral 
voveduvame smena dzdxzx 221   i dobivame: 

 
C

x
xxCzt

dz
z

tdz
z

tdz
z

dt
t















 

2

1
arcsin423arcsin4

1

1
42

44

1
42

2

1
2

)2(4

1
4

1

2

1
)*(

2

22

 

 Zna~i,  
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  dx
xx

x





223

3
C

x
xx 




2

1
arcsin423 2  

 
 7. Da se presmeta  

  dx
xx

x
 


1744

13
2

 

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 
 

)*(
1612

1

2

1

1744

48

8

3

1744

41224

8

1

1744

13
2222

















 dx

x
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x  

Vo prviot integral voveduvame smena dxxdtxxt )48(1744 2   a vo vtoriot integral 
voveduvame smena dzdxzx 2412   i dobivame: 

  

  C
x

arctgxx

Carctgztdz
z

tdz
z

dt
t












 

4

12

16

1
1744ln

8

3

16

1
ln

8

3

1

1

16

1
ln

8

3
2

164

1

2

11

8

3
)*(

2

22

 

 Zna~i,  

  dx
xx

x
 


1744

13
2

  C
x

arctgxx 



4

12

16

1
1744ln

8

3 2  

  
 8. Da se presmeta  

  dx
xx

x






22

13
2

  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 
 

)*(
11

1
4

22

22

2

3

22

1
4

22

33

22

433

22

13
222222


























 dx

x
dx

xx

x
dx

xx
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x  

Vo prviot integral voveduvame smena dxxdtxxt )22(222  , a vo vtoriot integral 
voveduvame smena  i dobivame: 

 
 






 






 





 


 

221ln4223

111ln42231ln42
2

3

1

1
4

1

2

3
)*(

22

222

2

xxxxx

xxxxCzztdz
z

dt
t  

 Zna~i,  

  dx
xx

x






22

13
2






  221ln4223 22 xxxxx  

 
 9. Da se presmeta  

  dx
xx

x
 


127

2
2

 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija e racionalna funkcija pri {to nuli na imenitelot se 
31 x  i 42 x . Istata }e ja razlo`ime na prosti dropki t.e.  

 
)4)(3(

43)(

43)4)(3(

2

127

2
2 

















xx

ABxBA

x

B

x

A

xx

x

xx

x  

Od teoremite za ednakvost na racionalni funkcii imame: 
 ABxBAx 43)(21   
a od teoremata za ednakvost na polinomi imame: 

 















234

444

234

1

BA

BA

BA

BA
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Ako od prvata ravenka ja odzememe vtorata ravenka imame 2B  pa spored toa 1A , odnosno 
razlo`uvaweto glasi: 

 
4

2

3

1

127

2
2 








xxxx

x  

pa ako integrirame dobivame: 

 C
x

x
Cxxdx

x
dx

x
dx

xx

x















 3

)4(
ln)4ln(2)3ln(

4

2

3

1

127

2 2

2
 

 Zna~i,  

  C
x

x
dx

xx

x









 3

)4(
ln

127

2 2

2
 

 
 10. Da se presmeta 

  dx
xx

x






269

52
2

 

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 

 
)*(

113

1

3

13

269

618

9

1
1169

1

9

39

269

618

9

1

269

4518

9

1

269

52

22

2222
































dx
x

dx
xx

x

dx
xx

dx
xx

x
dx

xx

x
dx

xx

x

 

Vo prviot integral voveduvame smena dxxdtxxt )618(269 2   a vo vtoriot integral 

voveduvame smena dzdxdxdzxz
3

1
313   i dobivame: 

 
Cxxxxx

Czztdz
z

dt
t






 






 


 

26913ln
9

13
269

9

2

1ln
9

13
2

9

1

1

1

9

131

9

1
)*(

22

2

2

 

 Zna~i,  

  Cxxxxxdx
xx

x






 




 26913ln

9

13
269

9

2

269

52 22

2
 

 
 11. Da se presmeta  

  dx
xx

x
 


132

43
2

 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija e racionalna funkcija, ~ij {to imenitel ima realni 

koreni 11 x  i 
2

1
2 x , t.e.  

 
)12)(1(

43

132

43
2 







xx

x

xx

x  

Istata }e ja razlo`ime na prosti funkcii t.e.  

 
)12)(1(

)2(

121)12)(1(

43














xx

ABxBA

x

B

x

A

xx

x  

Spored teoremite za ednakvost na racionalni funkcii imame: 
 ABxBAx  )2(43  
a spored teoremata za ednakvost na polinomi imame  

 























2

1

3

1

3

42

B

A

BA

A

BA

BA
 

odnosno razlo`uvaweto glasi: 
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12

2

1

1

)12)(1(

43












xxxx

x  

 Ako integrirame dobivame: 

 )*(
12

2

1

1

)12)(1(

43











 dx
x

dx
x

dx
xx

x  

Vo prviot integral voveduvame smena dxdtxt  1  a vo vtoriot integral voveduvame smena 
dxdzxz 212   i dobivame: 

      132ln121lnlnln
11

)*( 2    xxCxxCCztdz
z

dt
t

 

 Zna~i, 

  dx
xx

x
 


132

43
2

  132ln 2  xxC  
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 Parcijalna integracija 
 

 1.Presmetaj go integralot  

  dxxe x . 

 Re{enie.]e napravime parcijalni integracija so  

 


















 xxx edxedvv

dxdu

dxedv
xu

,  

pri {to dobivame: 

 Cexedxexedxxe xxxxx   .  

 Zna~i,  

  Cexedxxe xxx  .  

 2.Presmetaj go integralot  

  dxxx ln . 

 Re{enie./Ako napravime parcijalna integracija so: 

 







xdxdv
xu ln    











 2

1

2

1
xxdxdvv

dxdu x
,  

i dobivame: 

 Cxxxxdxxxdx
x

xxxdxxx   22222
4

1
ln

2

1

2

1
ln

2

11

2

1
ln

2

1
ln . 

 Zna~i,  

  Cxxxdxxx  22
4

1
ln

2

1
ln . 

 3.Presmetaj go integralot: 

  dxxx sin . 

 Re{enie./Voveduvame parcijalna integracija so  

 







xdxdv
xu
sin  











 xxdxdvv

dxdu

cossin
 

i dobivame: 

 Cxxxxdxxxdxxx   sincoscoscossin .  

 Zna~i,  

  Cxxxdxxx  sincossin  

 4.Presmetaj go integralot: 

  dxxarctgx . 

 Re{enie.Voveduvame parcijalna integracija so  

 






xdxdv
arctgxu

   













 2

2

2

1
1

1

xxdxdvv

dx
x

du
,  

i dobivame: 

 

Carctgxxarctgxx

dx
x

arctgxx

dx
x

x
arctgxxdx

x

x
arctgxxdxxarctgx


























2

1

2

1

2

1
1

1
1

2

1

2

1
1

11

2

1

2

1

12

1

2

1

2

2
2

2

2
2

2

2
2

                        

                         

 Zna~i,  

  Carctgxxarctgxxdxxarctgx  2

1

2

1

2

1
2 . 

 5.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 1

arcsin
. 
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 Re{enie./]e napravime parcijalna integracija so 
arcsin

1

1

u x

dv dx
x



  

    
2

1

1
1

2 1
1

du dx
x

v dv dx x
x

 
 

       

, so {to dobivame  

  
2

arcsin 1 1
2 1arcsin 2 2 1arcsin 2 2 1arcsin 4 1

1 11

x x
dx x x dx x x dx x x x C

x xx


          

 
   ,  

(vo posledniot integral vovedovme smena 1 ,x t dx dt    ).  
 Zna~i,  

  
arcsin

2 1arcsin 4 1
1

x
dx x x x C

x
    

 . 

 6.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xarctgx
 21

.  

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracja so 
2

arctg

1

u x

x
dv dx

x



  

         
2

2

2

1

1

1
1

du dx
x

x
v dv dx x

x

  

    
 

 
 , pri [to 

dobivame deka  

  2 2 2 2 2
22 2

arctg 1 1
1 arctg 1 1 arctg 1 arctg ln( 1 )

11 1

x x
dx x x x dx x x dx x x x x C

xx x
            

 
    . 

 Zna~I,  

  2 2

2

arctg
1 arctg ln( 1 )

1

x x
dx x x x x C

x
     


 .  

 7.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 1

arcsin
. 

 Re{enie./]e napravime parcijalna integracija so 

arcsin

1

1

u x

dv dx
x

 



 

    

1 1 1

2 1
1

1
1

du dx
x x

v dv dx x
x

  

     
   

, od kade {to 

dobivame deka  

  
arcsin 1 1 1 1 1

1 arcsin 1 1 arcsin 1 arcsin
2 21 1

x
dx x x x dx x x dx x x x C

x x x x
             

     .  

 Zna~i,  

  
arcsin

1 arcsin
1

x
dx x x x C

x
    

 . 

 8.Presmetaj go integralot  

  dxxxn ln , 1n  

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so 
ln

n

u x

dv x dx





     

1

1

1

1
n n

du dx
x

v dv x dx x
n



 

   
   

, od kade {to dobivame deka  

  1 1 1 1 1
2

1 1 1 1 1 1 1
ln ln ln ln

1 1 1 1 1 ( 1)
n n n n n n nx xdx x x x dx x x x dx x x x C

n n x n n n n
          

         . 

 Zna~i,  

  1 1
2

1 1
ln ln

1 ( 1)
n n nx xdx x x x C

n n
   

  .  

 9.Presmetaj go integralot  

  dx
x

x  22

2

)1(
. 
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 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
)1()1( 2222

2





  dx
x

x
xdx

x

x
. 

Ako napravime parcijalna integracija so  

 










dxdv

xu

x
x

22 )1(
   





















 

22

2
12

)1(

1

1

2

11

2

11

2

1

]1[22

xt
dt

t

dtxdxtxdxdvv

dxdu

x
x

  

    ,  

dobivame: 

 Carctgx
x

x
dx

xx

x









  2

1

)1(21

1

2

1

)1(2
)*( 222 . 

 Zna~i,  

  Carctgx
x

x
dx

x

x





 2

1

)1(2)1( 222

2
 

 10.Presmetaj go integralot: 

  dxx  )1ln( 2 . 

 Re{enie.Voveduvame parcijalna integracija so  

 







dxdv
xu )1ln( 2

   













xdxdvv

dxdu
x
x
21

2

 

i dobivame: 

 

Carctgxxxx
Carctgxxxx

dx
x

xx

dx
x

x
xxdx

x

x
xxdxx



























22)1ln(
)(2)1ln(

1

1
12)1ln(

1

11
2)1ln(

1
2)1ln()1ln(

2

2

2
2

2

2
2

2

2
22

                            
                             

                              

 Zna~i,  

  Carctgxxxxdxx  22)1ln()1ln( 22 .  

 11.Presmetaj go integralot: 

  dxx 2ln . 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so  

 







dxdv
xu 2ln    













 xdxdvv

dx
x

x
du

ln2

 

i dobivame: 

 )*(ln2ln
ln

2lnln 222   dxxxxdx
x

x
xxxdxx .  

 Voveduvame nova parcijalna integracija so: 

 







xdxdv
xu ln    











 xdxdvv

dxdu x
1

 

i dobivame: 

 
Cxxxxx

dxxxxxdx
x

xxxxx











 
2ln2ln

12ln2ln
1

ln2ln(*)

2

22

       
. 

 Zna~i,  

  Cxxxxxdxx  2ln2lnln 22 . 

 12.Presmetaj go integralot: 

  dxxx  )1ln(  

 Re{enie./]e napravime parcijalna integracija so: 

 







xdxdv
xu )1ln(  














2
2
1

1
1

xxdxdvv

dxdu x
 

i dobivame: 
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Cxxxxx

dx
x

xxx

dx
x

x
xxdx

x

x
xxdxxx


























)1ln(
2

1

2

1

4

1
)1ln(

2

1
1

1
1

2

1
)1ln(

2

1
1

11

2

1
)1ln(

2

1

12

1
)1ln(

2

1
)1ln(

22

2

2
2

2
2

 

 13.Presmetaj go integralot: 

  sin ln xdx   

 Re{enie./]e vovedeme parcijalna integracija so 
sin lnu x

dv dx


 

     

cos ln x
du dx

x

v dv dx x

 

     

, pri {to dobivame deka  

  
cos ln

sin ln sin ln sin ln cos ln (*)
x

xdx x x x dx x x xdx
x

         

Sega }e napravime nova parcijalna integracija so 
coslnu x

dv dx


 



sin ln x
du dx

x

v dv dx x

  

     

 so {to dobivame 

   (*) sin ln cosln sin ln sin ln cosln sin lnx x x x xdx x x x x xdx        

 Spored toa sin ln coslnI x x x x I   , t.e.  1
sin ln cosln

2
I x x x x C   .  

 Zna~i,  

  
1

sin ln ( sin ln cosln )
2

xdx x x x x C   .  

 14.Presmetaj go integralot: 

  dxnxeax cos . 

 Re{enie./Ako napravime parcijalna integracija so  

 







nxdxdv
eu ax

cos    










 nx
n

nxdxdvv

dxaedu ax

sin
1

cos
 

dobivame: 

 )*(sinsin
1

cos   dxnxe
n

a
nxe

n
dxnxe axaxax . 

]e napravime u{te edna parcijalna integracija so  

 







nxdxdv
eu ax

sin    










 nx
n

nxdxdvv

dxaedu ax

cos
1

sin
.  

So toa dobivame: 

 
















nxdxe
n

a
nxe

n

a
nxe

n

nxdxe
n

a
nxe

nn

a
nxe

n

axaxax

axaxax

coscossin
1

coscos
1

sin
1

(*)

2

2

2      
.  

 Ako vovedeme oznaka dxnxeI ax cos , dobivame: 

 I
n

a
nxe

n

a
nxe

n
I axax

2

2

2 cossin
1

 , t.e. nxe
n

a
nxe

n
I

n

a
I axax cossin

1
22

2
  

 Zna~i,  

  Cnxe
an

a
nxe

an

n
I axax 





 cossin 2222 . 

 15.Presmetaj go integralot: 

  dxx 2)arcsin( . 

 Re{enie./]e vovedeme parcijalna integracija so 
2(arcsin )u x

dv dx

 



   2

arcsin
2

1

x
du dx

x

v dv dx x

 


     
, pri {to dobivame deka  

  2 2

2
( arcsin ) (arcsin ) 2 arcsin (*)

1

x
x dx x x xdx

x
  


    
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Sega }e napravime nova parcijalna integracija i toa  

 16.Presmetaj go integralot: 

  xdxx 2)arctg( . 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so 
2( )u arctgx

dv xdx

 



   

2

2

arctg
2
1

1

2

x
du dx

x

v dv xdx x

  

     

, pri {to dobivame deka  

  

2
2 2 2 2 2

2 2

2 2
2

1 1 1
(arctg ) (arctg ) arctg (arctg ) 1 arctg

2 21 1
1 1

(arctg ) arctg arctg (*)
2 1

x
x xdx x x xdx x x xdx

x x

x x xdx xdx
x

         

   


  

 
  

Sega ‘e napravime i parcijalna integracija i smena na promenlivi. Za smenata na promenlivi birame arctanz x , pa 

2

1

1
dz dx

x



 , a za paracijalnata integracija birame 

arctgu x

dv dx


 

   
2

1

1
du dx

x

v dv dx x

  
     

, pri {to dobivame: 

  2 2
2

1
(*) (arctan ) arctan (**)

2 1

x
x x x x dx zdz

x

           

Voveduvame nva smena 21t x   , 
1

2
dt xdx  pri {to dobivame deka  

  

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
(**) (arctan ) arctan (arctan ) arctan ln

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

(arctan ) arctan ln(1 ) (arctan ) 1 (arctan ) arctan ln(1 )
2 2 2 2 2

x x x x dt zdz x x x x t z
t

x x x x x x x x x x x C

        

            
 

 
  

 Zna~i,  

  2 2 2 21 1
(arctg ) 1 (arctan ) arctan ln(1 )

2 2
x xdx x x x x x C

       
  .  

 17.Presmetaj go integralot: 

  a) dx
x

x
 2

2

1
     b) dxx  21 .  

 Re{enie.a)]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija so: 

 )*(
11 22

2






 dx

x

x
xdx

x

x
 

Voveduvame parcijalna integracija so  

 











dx
x

x
dv

xu

21
 














 2
2

1
1

xdx
x

x
dvv

dxdu
,  

i dobivame: 

 
dx

x

x
xxx

dx
x

x
xxdxxxxdx

x

x















2

2
2

2

2
222

2

2

1
arcsin1

1

1
111

1

                       
  

Ako vovedeme oznaka dx
x

x
I  


2

2

1
, imame  

 IxxxI  arcsin1 2   xxxI arcsin12 2   
 Zna~i,  

  Cxxxdx
x

x



 arcsin1

1
2

2

2
.  

 18.Presmetaj go integralot  

  dx
x

ex x  2

2

)2(
. 
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 Re{enie./]e napravime parcijalna integracija so 

2

2

1

( 2)

xu x e

dv dx
x

 

  

     
2

( 2)

1 1

2( 2)

xdu x x e dx

v dv dx
xx

  

     

 
 , so {to dobivame  

  
2 2 2

2

1
( 2) (*)

2 2 2( 2)

x x x
x xx e x e x e

dx x x e dx xe dx
x x xx

       
      . 

Sega }e napravime nova parcijalna integracija so 
x

u x

dv e dx





    x x

du dx

v dv e dx e


     

, pri {to dobivame deka  

  
2 2

(*)
2 2

x x
x x x xx e x e

xe e dx xe e C
x x

        
    

 Zna~I,  

  
2 2

2 2( 2)

x x
x xx e x e

dx xe e C
xx

    
 . 

 19.Presmetaj go integralot: 

  dxx arctg . 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so  

 






dxdv
arctgxu

   














xdxdvv

dxdu
x21

1

 

i dobivame: 

 )*(
1

2

2

1

1 22






  dx

x

x
xxdx

x

x
xxdxx arctgarctgarctg  

Voveduvame smena 21 xt  . Bidej}i  x
dx

dt
2 , t.e. xdxdt 2 , dobivame 

 CxxxCtxx
t

dt
xx   )1ln(

2

1
arctgln

2

1
arctg

2

1
arctg(*) 2 . 

 Zna~i,  

  Cxxdxx  )1ln(
2

1
arctgarctg 2 . 

 20.Presmetaj go integralot:  

  dx
x

x 





 2ln

. 

 Re{enie./]e napravime transkrmacija na podintegralnata funkcija so  

  
2 2

2

ln ln
(*)

x x
dx dx

x x

    
     

Sega }e napravime parcijalna integracija so 

2

2

ln

1

u x

dv dx
x

 






     

2

ln
2

1 1

x
du dx

x

v dv dx
xx

 

    
  

 , pa spored toa  

  
2 2

2

ln ln ln
2 (*)

x x x
dx dx

x x x

      
    . 

Sega, povtorno }e napravime parcijalna integracija so 
2

ln

1

u x

dv dx
x



 

   

2

1

1 1

du dx
x

v dv dx
xx

 

    
  

, so {to dobivame deka  

  
2 2 2

2 2

ln ln 1 ln ln 1 ln 2ln 2
(*) 2 2 2

x x x x x x
dx dx C

x x x x xx x

             
     

 Zna~i,  

  
2 2ln ln 2ln 2x x x
dx C

x x

     
  .   

 21.Presmetaj go integralot: 
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  dx
x

x 2cos
. 

 Re{enie./Voveduvame parcijalna integracija so  

 







dxdv
xu

x2cos
1    











 tgxdx
x

dvv

dxdu

2cos

1 ,  

i dobivame: 

 )*(
cos

sin
tgtg

cos2
  dx

x

x
xtgxxdxxxdx

x

x
 

 Ako napravime smena xt cos   xdxdt sin , dobivame: 

 CxxxCtxx
t

dt
xx   |cos|lntg||lntgtg)*( .  

 Zna~i,  

  Cxxxdx
x

x
 |cos|lntg

cos2
.  

 22.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x  2)1(

ln
. 

 Re{enie./]e napravime parcijalna integracija.Pri toa  

 










dxdv

xu

x 2)1(
1

ln
   











 1
1

)1(
1

1

2 xx

x

dxdvv

dxdu
,  

i dobivame: 

 
C

x

x

x

x
Cxx

x

x

dx
xxx

x
dx

xxx

x
dx

x

x
































 
1

ln
1

ln
)1ln(ln

1

ln
1

11

1

ln

)1(

1

1

ln

)1(

ln
2

                 
. 

 Zna~i,  

  C
x

x

x

x
dx

x

x








 1
ln

1

ln

)1(

ln
2 .  

 23.Presmetaj go integralot 

    dxxx )1ln( . 

 Re{enie.Voveduvame parcijalna integracija so  

 







xdxdv
xu )1ln(    














2
2
1

1
1

xxdxdvv

dxdu x
.  

Spored toa,  

 

Cxxxxx

dx
x

xxx

dx
x

x
xxdx

x

x
xxdxxx


























)1ln(
2

1

2

1

4

1
)1ln(

2

1
1

1
1

2

1
)1ln(

2

1
1

11

2

1
)1ln(

2

1

12

1
)1ln(

2

1
)1ln(

22

2

2
2

2
2

                           

                             

 Zna~i,  

  Cxxxxxdxxx  )1ln(
2

1

2

1

4

1
)1ln(

2

1
)1ln( 22 .  

 24.Presmetaj go integralot: 

    dxx )1ln( 2 . 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so  

 







dxdv
xu )1ln( 2

 














xdxdvv

dxdu
x
x
21

2

. 

Spored toa,  

 

Cxxxx

dx
x

xx

dx
x

x
xxdx

x

x
xxdxx


























)arctg(2)1ln(
1

1
12)1ln(

1

11
2)1ln(

1
2)1ln()1ln(

2

2
2

2

2
2

2

2
22

                            

                             

 Zna~i,  
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  Cxxxxdxx  )arctg(2)1ln()1ln( 22 . 

25. Da se presmeta  

  
3

21

x
dx

x
   

 Re{enie. ]e napravime parcijalna integracija so  

 
























222

21
21

2

1)1(

2

xtdttdtxdxtxdxdvv

xdxdu

dxdv

xu

t
tdt

x

x

x

x   

i dobivame: 

 )*(121
1

222

2

3




 dxxxxxdx
x

x  

Voveduvame smena dtxdxtx  21 2  i dobivame: 

 CxxxCtxxdttxxdxxxxx   322232222222 )1(
3

2
1

3

2
11121)*(  

 Zna~i,  

  dx
x

x
 2

3

1
Cxxx  3222 )1(

3

2
1 . 

26. Da se presmeta  

  dxxarctg  

 Re{enie. ]e napravime parcijalna integracija so  

 























xdxdvv

dxdxdu

dxdv

dxxarctgu xxxx

1
1
1

2
1

2

1
2)(1

1

  

i dobivame: 

 )*(
1

12

1



  dx

xx

x
xxarctgdxxarctg  

Voveduvame smena tdtdxtx 22   i dobivame: 

 
CxarctgxxxarctgCarctgttxxarctgdt

t
xxarctg

dt
t

t
xxarctgdt

t

t
xxarctgtdt

tt

t
xxarctg





























2

2

2

2

2

2

2

1

1
1

1

11

1
2

1

12

1
)*(

  

 Zna~i,  

  dxxarctg Cxarctgxxxarctg  . 

 

27. Da se presmeta  
  xdxxtg 2  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
2

1

coscoscos

cos1

cos

sin 2
222

2

2

2
2 


  xdx

x

x
dxxdx

x

x
dx

x

x
xdx

x

x
xxdxxtg  

]e napravime parcijalna integracija so  

 





















 tgxdxdvv

dxdu

dxdv

xu

xx 2cos

1
2cos

1   

i dobivame: 

 )*(
cos

sin

2

1

2

1
)*( 22   dx

x

x
xxtgxxtgxdxxtgx   

Voveduvame smena dzdxxz  sincos  i dobivame: 

 CxxxtgxCtxxtgxdt
t

xxtgx   )cosln(
2

1
ln

2

11

2

1
)*( 222  

 Zna~i, 

  xdxxtg 2 Cxxxtgx  )cosln(
2

1 2 . 

 

28. Da se presmeta  
  dxxe x   
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 Re{enie. ]e napravime parcijalna integracija so  

 




















  xxx edxedvv

dxdu

dxedv

xu
 

i dobivame: 
 xxxxx exeCdxexedxxe     

 Zna~i,  
  xxx exeCdxxe    

 

 

Parcijalna integracija i drugi metodi na integracija 
 

 1.Presmetaj go integralot: 

  dxe x .  

 Re{enie./]e vovedeme smena so 2x t     2dx tdt  so {to dobivame deka  

  
2

2 2 (*)x t te dx e tdt te dt       

Sega, }e napravime parcijalna integracija so 
t

u t

dv e dt





    t t

du dt

v dv e dt e


     

. Spored toa,  

  (*) t t t t x xte e dt te e C xe e C        .  

 Zna~i,  

  x x xe dx xe e C   .   

 2.Presmetaj go integralot: 

  dxx 3sin . 

 Re{enie./Voveduvame smena 3x t     23dx t dt   i dobivame  

  23sin 3 sin (*)xdx t tdt   .  

Sega }e vovedeme parcijalna integracija so 
2

sin

u t

dv tdt

 





2

sin cos

du tdt

v dv tdt t


      

 i dobivame deka  

  2(*) cos 2 cos (**)t t t tdt      

Povtorno }e napravime parcijalna integracija so 
cos

u t

dv tdt


 


cos sin

du dt

v dv tdt t


     

, so {to dobivame deka  

    32 2 2 3 3 3 3(**) cos 2 sin sin cos 2 sin 2cos cos 2 sin 2cost t t t tdt t t t t t C x x x x x C              .  

 Zna~i,  

   3 23 3 3 3 3sin cos 2 sin 2cosxdx x x x x x C     .  

   

 3.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x
 32 )1(

arcsin
 

 Re{enie./Na po~etok ‘e napravime smena na promenlivite so sin , cos ,arcsinx t dx tdt x t   , pri {to dobivame deka  

  
22 3 2 3 2 2

arcsin cos
tg ln(tg ) arcsin ln

cos(1 ) (1 sin ) 1 1

x t t t x x
dx dt dt t t t C x C

tx t x x

 
        
     

   . 

 Zna~I,  

  
2 3 2 2

arcsin
arcsin ln

(1 ) 1 1

x x x
dx x C

x x x

 
   
    

   

 4.Presmetaj go integralot: 
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  dx
x

xx  2

2

1

arctg
. 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegrlnata funkcija na sledniot na~in: 

  
2 2

2 2 2 2

arctg 1 1 1 arctan
arctan 1 arctan arctan (*)

1 1 1 1

x x x x
dx xdx xdx xdx dx

x x x x

         
           

Vo prviot integral }e vovedeme parcijalna integracija so 
arctanu x

dv dx


 

    
2

1

1
du dx

x

v dv dx x

  
     

, a vo vtoriot integral 

voveduvame smena arctant x  , 
2

1

1
dt dx

x



 , pri {to dobivame deka  

  2
2 2

1 2 1
(*) arctan arctan (**)

2 21 1

x x
x x dx tdt x x dx t

x x
      

      

Povtorno vodeuvame smena 21z x   , 2dz xdx  , t.e.  

  2 2 2 21 1 1 1 1 1
(**) arctan (arctan ) arctan ln (arctan ) arctan ln 1 (arctan )

2 2 2 2 2
x x dz x x x z x C x x x x C

z
             

 Zna~i,  

  
2

2 2
2

arctg 1
arctan ln 1 (arctan )

21

x x
dx x x x x C

x
    

  .  

 5.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x  )1(

arctg
22  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija so  

  
2 2 2 2 2 2 2 2

arctg 1 1 1 1 1
arctan arctan arctan arctan (*)

(1 ) (1 ) 1 1

x
dx xdx xdx xdx xdx

x x x x x x x x

       
           

Vo prviot integral }e napravime parcijalna integracija so 
2

arctan

1

u x

dv dx
x



 

    
2

2

1

1
1 1

du dx
x

v dv dx
xx

  

    
  

, a vo vtoriot integral 

}e napravime smena na promenlivite so arctant x  , 
2

1

1
dt dx

x



  od kade {to dobivame deka  

    2
2 2 2

1 1 1 1 2 1
* arctan arctan (**)

2 2(1 ) (1 )

xdx
x dx tdt x t

x xx x x x
        

      

Sega }e vovedeme smena 2z x , 2dz xdx  i dobivame deka: 

  

2 2

2 2

2
2

2

1 1 1 1 1 1 1 1
(**) arctan (arctan ) arctan (arctan )

2 (1 ) 2 2 1 2

1 1 1 1 1 1
arctan (ln ln(1 )) (arctan ) arctan ln (arctan )

2 2 2 1 2

1 1 1
arctan ln (arctan )

2 21

dz
x x x dz x

x z z x z z

z
x z z x x x C

x x z

x
x x C

x x

             

           


    


 

  

 Zna~i,  

  
2

2
2 2 2

arctg 1 1 1
arctan ln (arctan )

2 2(1 ) 1

x x
dx x x C

xx x x
    

    

 6.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 2cos

cosln
. 

 Re{enie.]e napravime parcijlana integracija so  

 







dxdv
xu

x2cos
1

)cosln(
 











 xdxdvv

xdxdu

x
tg

tg

2cos
1 , 

i dobivame: 
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Cxxxx

dx
x

x
xx

dx
x

x
xxdxxxxdx

x

x










tg)cosln()tg(
cos

cos
)cosln()tg(

cos

sin
)cosln()tg(tg)cosln()tg(

cos

cosln

2

2
2

2
2

2

                         

-1
                         

g

 

 Zna~i,  

  Cxxxxdx
x

x
 tg)cosln()tg(

cos

cosln
2

 

 7.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xx
 21

arcsin
  

 Re{enie./]e napravime parcijalna integracija so 
2

arcsin

1

u x

x
dv dx

x



  

    
2

2

2

1

1

1
1

du dx
x

x
v dv dx x

x

 



     
 

 
, pri {to 

dobivame deka  

  2 2 2 2

2 2

arcsin 1
1 arcsin 1 1 arcsin 1 arcsin

1 1

x x
dx x x x dx x x dx x x x C

x x
             

 
     

 Zna~i,  

  2

2

arcsin
1 arcsin

1

x x
dx x x x C

x
    


 .  

 8.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xx 3sin

cos
 

 Re{enie. ]e napravime parcijalna integracija 
3

sin

cos

u x

x
dv dx

x



 

   
3 2

sin 1

cos 2cos

du dx

x
v dv dx

x x



      

, od kade dobivame 

  
3 2 2 2

cos 1 1 1
tg

2 2sin 2cos cos 2cos

x x x x
dx dx x C

x x x x
         .  

 Zna~i,  

  
3 2

cos 1
tg

2sin 2cos

x x x
dx x C

x x
    . 

 9.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 
2ln

1ln
 

 Re{enie./]e napravime smena na promenlivata i toa so tx e , tdx e dt  , pri {to dobivame: 

  
2 2 2 2

ln 1 ln 1 1 1
(*)

ln ln

t t
t t t

t

x e t e
dx e dt e dt e dt dt

tx e t t

  
           

Vo prviot integral }e napravime parcijalna integracija so 

1

t

u
t

dv e dt

 

 

     
2

1

t t

du dt
t

v dv e dt e

  

     

, so {to dobivame deka 

  
2 2

1 1
(*)

ln

t t
t te e x

e dt e dt C C
t t xt t

         .  

 Zna~i,  

  
2

ln 1

lnln

x x
dx C

xx


   .  

 10.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xx 

cos1

sin
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 11.Presmetaj go integralot: 

  dxxx )1ln( 2   

 Re{enie.Ako napravime parcijalna integracija 
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






dxdv
xxu )1ln( 2

 













 xdxdvv

dx
x

du
21

1

,  

dobivame: 

 )*(
1

)1ln()1ln(
2

22 


  dx
x

x
xxxdxxx  

Voveduvame smena 12  xt , dtxdx
2

1
  i dobivame: 

 
Cxxxx

Ctxxxdt
t

xxx



 
22

22

1)1ln(

2
2

1
)1ln(

1

2

1
)1ln()*(

      
. 

 Zna~i,  

  Cxxxxdxxx  222 1)1ln()1ln( .  

 12.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x
 2sin

sinln
. 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so  

 







dxdv
xu

x2sin
1

sinln
   











 xdxdvv

xdxdu

x
ctg

ctg

2sin
1  

i dobivame: 

 
xxxxC

dxdx
x

xx

dx
x

x
xxdxxxxdx

x

x













ctgsinlnctg

1
sin

1
sinlnctg

sin

sin1
sinlnctgctgsinlnctg

sin

sinln

2

2

2
2

2

                         

                          

 Zna~i,  

  xxxxCdx
x

x
 ctgsinlnctg

sin

sinln
2

. 

 13.Presmetaj go integralot: 

   


dx
x

x
x

1

1
ln2 . 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so: 

 





 



dxxdv
u x

x

2
1
1ln  















3
3
12

1
2
2

xdxxdvv

du
x

,  

i dobivame: 

 








  dx

x

x

x

x
xdx

x

x
x

2

3
32

13

1

1

1
ln

3

1

1

1
ln  

 14.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xxx




1

)1ln(

2

2

 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so: 

 










dxdv

xxu

x

x

1

2

2

)1ln(
 













 



2
1

1

1

1
2

2

xdvv

dxdu

x

x

x
,  

i dobivame:  

  

2
2 2 2 2 2

2 2

2 2

ln( 1) 1
1ln( 1) 1 1ln( 1) 1

1 1

1ln( 1)

x x x
dx x x x x dx x x x dx

x x

x x x x C

 
           

 

     

     

 Zna~i,  

  
2

2 2

2

ln( 1)
1ln( 1)

1

x x x
dx x x x x C

x

 
     


 .  

 15.Presmetaj go integralot 
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  dx
x

x 2

arcsin
. 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so: 

 







dxdv
xu

x2
1

arcsin
   
















xx

x

dxdvv

dxdu

11

1

1

2

2

 

i dobivame: 

 
)*(

1

1
arcsin

1
1

1
arcsin

1arcsin

2
12

22














dx
x

x
x

dx
xx

x
x

dx
x

x

x

                          
 

Voveduvame smena 
x

t
1

 , dtdx
x


2

1
 i dobivame: 

 













 
1

11
lnarcsin

1

)1ln(arcsin
1

1

1
arcsin

1
)*(

2

2
2

xx
x

x
C

ttx
x

Cdt
t

x
x

      
.  

 Zna~i,  

  







 1

11
lnarcsin

1arcsin
22 xx

x
x

Cdx
x

x
.  

 16.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x
x 


1

1
ln . 

 Re{enie./]e napravime parcijalna integracija so 
1

ln
1

x
u

x
dv xdx

 


 

    
2

2

1

1
1

2

du dx
x

v dv xdx x

  

     

, pri {to dobivme deka  

  

2 2
2 2 2

2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ln ln ln ln 1

1 2 1 2 2 1 2 2 1 21 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ln ln ln

2 1 2 2 1 1 2 1 2 4 1

x x x x x x
x dx x dx x dx x dx dx

x x x xx x x

x x x
x x dx x x C

x x x x x

                     
                   

    


  

 Zna~i,  

  21 1 1 1 1 1
ln ln ln

1 2 1 2 4 1

x x x
x dx x x C

x x x

  
   

     

 17.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x  cos1
. 

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegrlanata funkcija so  

  
2

(*)
1 cos 2cos

2

x x
dx dx

xx
 

    

Voveduvame smena 2x t  , 2dx dt , pri {to dobivame deka  

  
2

(*) 2 (**)
cos

t
dt

t
    

Sega }e napravime parcijalna integracija so 
2

1

cos

u t

dv dt
t



 

 
2

1
tgt

cos

du dt

v dv dt
t



     

, pri {to dobivame deka  

  
sin

(**) 2 tg 2 tg 2 2 (***)
cos

t
t t tdt ttgt dt

t
        

Sega, povtorno }e vovedeme smena cos t z , sin tdt dz   i dobivame deka  

  
1

(***) 2 tg 2 2 tg 2ln 2 tg 2ln cos tg 2ln cos
2 2 2 2 2

x x x x x
t t dz t t z C C x C

z
             

 Zna~i,  

  tg 2ln cos
1 cos 2 2

x x x
dx x C

x
  

 .  
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 18.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xx  2)cos1(

sin
. 

 Re{enie./ 

19.Da se presmeta integralot: 

  dxx arcsin  

 Re{enie. So primena na metodot na parcijalna integracija pri {to 
arctgu x

dv dx

 



  

1

2 1
du dx

x x

v dv dx x

  
     

 , dobivame deka  

   1
arcsin arcsin *

2 1

x
xdx x x dx

x x
  

    

Voveduvame smena tdttdxtx cossin2sin2   i dobivame: 

  
   

2
21 sin 1

* arcsin 2sin cos arcsin sin arcsin 1 cos 2
2 sin cos 2
1 1 1 1

arcsin sin 2 arcsin arcsin 1
2 4 2 2

t
x x t tdt x x tdt x x t dt

t t

x x t t C x x x x x C

       

        

  
  

 Zna~i  

  21 1
arcsin arcsin

2 2
xdx x x x x C

      
     

 

 20. Da se presmeta integralot: 

  dx
x

x
1

arccos  

 Re{enie. So primena na metodot na parcijalna integracija pri: 

 dx
x

x
du

x
u

1

1
arccos

2 
  

 2

2

1
xxdxdvvxdxdv    

dobivame: 

  *
12

11
arccos

2

1

12

11
arccos

2

11
arccos

2

2

2

2 





  dx
x

x

x
xdx

x

x

x
xdx

x
x  

Voveduvame smena tdtxdxtx  22 1  i dobivame: 

   Cx
x

xdt
x

x   1
2

11
arccos

2

1

2

11
arccos

2

1
* 222  

 Zna~i  

  Cx
x

xdx
x

x  1
2

11
arccos

2

11
arccos 22   

 21. Da se presmeta integralot: 

   dxxx 1arcsin  

 Re{enie. Voveduvame smena dtdxtx 1  i dobivame: 

      *arcsinarcsinarcsin11arcsin   dttdttttdttdxxx  

I vo dvata integrali voveduvame parcijalna integracija so: 
 1. Vo prviot integral: 

 
2

2

2

1

1

1
arcsin

ttdtdvvtdtdv

dt
t

dutu







 

 2. Vo vtoriot integral: 

 

tdtdvvdtdv

dt
t

dutu








21

1
arcsin

 

i dobivame: 

 

 

 **
1

arcsin
12

1
arcsin

2

1

1
arcsin

12

1
arcsin

2

1
*

22

2

22

2
2





















dt
t

t
ttdt

t

t
ttt

dt
t

t
ttdt

t

t
tt
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Vo vtoriot integral voveduvame smena zdztdtzt  221  a vo prviot integral parcijalna integracija pri: 

 2

22
1

11
tdt

t

t
dvvdt

t

t
dv

dtdutu












 

 22.. Da se presmeta integralot: 

  dx
x

x
 1

2
arcsin  

 Re{enie. So primena na metodot na parcijalna integracija pri: 
 xdxdvvdxdv    

 
 

dx
xx

du
x

x
u

21

1

1

2
arcsin





  

dobivame: 

 
 

 *
2

1

1
2

1

2
arcsin

1

2
arcsin

2








  dx
xx

x

x

x
xdx

x

x  

Voveduvame smena dtdx
x

tx 
2

1  i dobivame: 

        **
12

1

1

2
arcsin

12

1

1

2
arcsin*

222

2












  dt

t

t
t

x

x
xdt

t

t

x

x
x  

So primena na metodot na parcijalna integracija pri: 

 

    22222 1

1

2

1

11 t
dt

t

t
dvvdt

t

t
dv

dtdutu












  

dobivame: 

 
   

Cxarctg
x

x

tx

x
x

dt
tt

t

x

x
x




























 

4

1

1

1

1

2
arcsin

1

1

2

1

122

1

1

2
arcsin**

22
  

 Zna~i  

  Cxarctg
x

x

tx

x
xdx

x

x








 4

1

1

1

1

2
arcsin

1

2
arcsin   

23. Da se presmeta  

  
2

2 2( 1)

x
dx

x   

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 
2

2 2 2 2
(*)

( 1) ( 1)

x x
dx x dx

x x
 

    

]e napravime parcijalna integracija so  

 
2 2 2 2 2( 1) ( 1)

1

2( 1)
x x

x x

du dxu x

dv dx v dv dx
x 

        
 

 

Spored toa  

 
2 2 2

1 1 1
(*)

2 22( 1) 1 2( 1)

x x
dx arctgx C

x x x
      

    

 Zna~i,  

  
2

2 2 2

1

2( 1) 2( 1)

x x
arctgx C

x x
   

  . 

 24. Da se presmeta  
  dxx ln  

 Re{enie. ]e napravime parcijalna integracija so  

 


















 xdxv

dxdu

dxdv

xu x
1

ln
  

i dobivame: 

 Cxxxdxxxdx
x

xxxdxx   ln1ln
1

lnln  

 Zna~i,  



Matematika 2. 

.Neopredelen integral. Parcijalna integracija 

  Cxxxdxx  lnln .  

25. Da se presmeta  
   xdxarccos  

 Re{enie. ]e napravime parcijalna integracija so  

 





















xdxdvv

dxdu

dxdv

xu x21

1

arccos
 

i dobivame: 

 )*(
1

arccosarccos
2




  dx
x

x
xxxdx  

Voveduvame smena tdtxdxtx  221  i dobivame: 

 Cxxxdtxx
t

tdt
xx   21arccosarccosarccos)*(  

 Zna~i,  

  Cxxxxdx  21arccosarccos . 

26. Da se presmeta  
  dxxex sin  

 Re{enie. ]e napravime parcijalna integracija so  

 




















 xxdxdvv

dxedu

xdxdv

eu
xx

cossinsin
 

i dobivame: 
 )*(coscossin   xdxexedxxeI xxx  

Voveduvame nova parcijalna integracija so  

 




















 xdxdvv

dxedu

dxdv

eu
xx

sincoscos
 

i dobivame: 
 Ixexedxxexexe xxxxx   sincossinsincos)*(  

Spored toa  

 CxexeIxexeIIxexeI xxxxxx  sin
2

1
cos

2

1
sincos2sincos  

 Zna~i,  

  Cxexedxxe xxx  sin
2

1
cos

2

1
sin  

27. Da se presmeta  

  dxtgxx )ln(sin . 

 Re{enie. ]e napravime parcijalna integracija so  

 




















 xxdxdvv

dx
xx

du

xdxdv

tgxu

cossin

sincos

1

sin

)ln(
 

i dobivame: 

 
)*(

2

1

cos

11
)ln(cos

cossin2

1
)ln(cos

sin

1
)ln(cos

cossin

1
cos)ln(cos)ln(sin

2
2

222








dx

tg
tgxxdxtgxx

dx
x

tgxxdx
xx

xtgxxdxtgxx

xxxx

 

Voveduvame smena dxdttgt
x

x

2

1

cos

1

2
22   i dobivame: 

 CtgtgxxCttgxxdt
t

tgxx x   )ln()ln(cosln)ln(cos
1

)ln(cos)*( 2  

 Zna~i,  

  dxtgxx )ln(sin Ctgtgxx x  )ln()ln(cos 2 .  
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Neopredelen integral.Integiriawe na racionalni funkcii 

 Integrirawe na racionalni funkcii 
 

 1.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x  )12)(1(
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija }e ja razlo`ime na prosti dropki. Pri toa  

 
)12)(1(

)2(

)12)(1(

)1()12(

121)12)(1( 














 xx

BAxBA

xx

xBxA

x

B

x

A

xx

x
.  

Spored teoremite za ednakvost na racionalni funkcii, imame  
 BAxBAx  )2(01 ,  
a spored teoremata za ednakvost na polinomi, go dobivame sistemot: 

 






0
12

BA
BA  








0
1
BA

A  







1
1

B
A .  

 Spored toa  

 
12

1

1

1

)12)(1( 





 xxxx

x
. 

 Ako integrirame dobivame: 

 Cxxdx
x

dx
x

dx
xx

dx
xx

x





















  )12ln(
2

1
)1ln(

12

1

1

1

12

1

1

1

)12)(1(
. 

 Zna~i,  

  C
x

x
Cxxdx

xx

x






 12

1
ln)12ln(

2

1
)1ln(

)12)(1(
.  

 2.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x  232 2 . 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkicja. Pritoa )2)(12(232 2  xxxx , od kade {to spored teoremite 
za razlo`uvawe na racionalni funkcii na prosti dropki, dobivame: 

 
)2)(12(

)2()2(

)2)(12(

)12()2(

212)2)(12(232 2 

















 xx

BAxBA

xx

xBxA

x

B

x

A

xx

x

xx

x
.  

Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii, dobivame: 
 )2()2(01 BAxBAx  , 
a spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 

 






12

02

BA

BA
. 

Negovo re{enie e 
5

2
,

5

1
 BA  od kade {to dobivame deka baranoto razlo`uvawee glasi: 

 
2

1

5

2

12

1

5

1

232 2 





 xxxx

x
. 

 Ako integrirame, dobivame 

 Cxxdx
x

dx
x

dx
xx

dx
xx

x





















  |2|ln
5

2
|12|ln

10

1

2

1

5

2

12

1

5

1

2

1

5

2

12

1

5

1

232 2 . 

 Zna~i,  

  Cxxdx
xx

x


 |2|ln
5

2
|12|ln

10

1

232 2 .  

 3.Presmetaj go integralot: 

  dx
xxx

xx 


)4)(32(

91412
2

2
. 

 Re{enie./Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Istata }e ja razlo`ime na prosti dropki.Pri toa  

 

)4)(3()1(

4123)52()(
)4)(3()1(

)45()12()32(

314)4)(3()1(

91412

)4)(32(

91412

2

2222

2

2





























xxx

CBAxCBAxCBA
xxx

xxCxxBxxA

x

C

x

B

x

A

xxx

xx

xxx

xx

                                    
 

Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii, dobivame: 

 CBAxCBAxCBAxx 4123)52()(91412 22  ,  
od kade spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 

 












.914123

4152

2

CBA

CBA

CBA

 

Negovo re{enie e 7,4,5  CBA , pa spored toa  

 
3

7

1

4

4

5

)4)(32(

91412
2

2













xxxxxx

xx
. 

Ako integrirame dobivame: 

 Cxxxdx
xxx

dx
xxx

xx



















  |3|ln7|1|ln4|4|ln5

3

7

1

4

4

5

)4)(32(

91412
2

2
 



Matematika 2                                                                                                            

Neopredelen integral.Integiriawe na racionalni funkcii 

 Zna~i,  

  Cxxxdx
xxx

xx



 |3|ln7|1|ln4|4|ln5

)4)(32(

91412
2

2
. 

 4.Presmetaj go integralot: 

    xxx

dx

376 23 . 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Nea }e ja razlo`ime na praosti dropki, po metodot na 
neopredeleni koeficienti: 

 

xxx

AxCBAxCBA
xxx

xxCxxBxxA

x

C

x

B

x

A

xxxxxxxxx

376

3)37()236(
376

)32()3()376(

1332)13)(32(

1

)376(

1

376

1

23

2

23

222

223


























                         

 

Spored teoremite za ednakvost na racionalni funkcii imame: 
 AxCBAxCBAxx 3)37()236(001 22  ,  
a od teoremata za ednavost na polinomi go dobivame sistemot: 

 












13

037

0236

A

CBA

CBA

 

Negovo re{enie e 
3

1
A , 

33

4
B , 

11

9
C . Zna~i razlo`uvaweto na podintegralnata funkcija na prosti dropki glasi 

 
13

1

11

9

32

1

3

41

3

1

376

1
23 





 xxxxxx

.  

 Ako integrirame dobivame: 

 Cxxxdx
x

dx
x

dx
x

dx
xxx

dx
xxx





















  |13|ln
11

3
|32|ln

33

2
||ln

3

1

13

1

11

9

32

1

33

41

3

1

13

1

11

9

32

1

3

41

33

1

376

1
23 . 

 Zna~i,  

  Cxxxdx
xxx


 |13|ln

11

3
|32|ln

33

2
||ln

3

1

376

1
23 . 

 5.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x 


)5)(2(

32
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Pri toa  

 (*)
103

32

)5)(2(

32
2 







  dx
xx

x
dx

xx

x
. 

Voveduvame smena 1032  xxt , dxxdt )32(  , pri {to dobivame: 

 CxxCt
t

dt
  |103|lnln)*( 2  

 Zna~i,  

  Cxxdx
xx

x



 |103|ln

)5)(2(

32 2 . 

  6.Presmetaj go integralot: 

  dx
xxx

x 


65

1
23

3
. 

 Re{enie.]e napravime trnasformacija na podintegralnata funkcija, koja e neprava, pravilna racionalna funkcija: 

)*(
)3)(2(

165
1

)65(

165
1

65

165
1

65

16565

65

1 2

2

2

23

2

23

223

23

3












































  dx

xxx

xx
dx

xxx

xx
dx

xxx

xx
dx

xxx

xxxxx
dx

xxx

x
 

Funkcijata 
)3)(2(

165
)(

2





xxx

xx
xg  koja e prava pravilna racionalna funkcija. Istata {e ja razlo`ime na prosti dropki, po metodot na 

neopredeleni koeficienti, pri {to: 

 
)3)(2(

6)235()(

)3)(2(

)2()3()65(

32)3)(2(

165 22222



















xxx

AxCBAxCBA

xxx

xxCxxBxxA

x

C

x

B

x

A

xxx

xx
 

Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii go dobivame ravenstvoto: 
 AxCBAxCBAxx 6)235()(165 22  ,  
 a spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 

 













16

6235

5

A

CBA

CBA

,  

~ie re{enie e 
6

1
A , 

2

9
B , 

3

28
C . Zna~i, razlo`uvaweto na podintegralnata funkcija e  

 
3

1

3

28

2

1

2

91

6

1

)3)(2(

165 2










xxxxxx

xx
. 

 Ako integrirame dobivame: 

 Cxxxxdx
xxx

x 











  |3|ln

3

28
|2|ln

2

9
||ln

6

1

3

1

3

28

2

1

2

91

6

1
(*) . 



Matematika 2                                                                                                            

Neopredelen integral.Integiriawe na racionalni funkcii 

 Zna~i,  

  Cxxxxdx
xxx

x



 |3|ln

3

28
|2|ln

2

9
||ln

6

1

65

1
23

3
.  

  7.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x  45 24

4
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e pravilna neprava racionalna funkcija. Pri toa  

 )*(
4

1

3

16

1

1

3

1
1

)4)(1(

45

45

45

45 2222

2

24

24

24

4
















  dx

x
dx

x
dxdx

xx

x
dx

xx

xx
dx

xx

x
. 

Vo tretiot integral voveduvame smena tx 2 , dtdx 2 , i dobivame: 

 C
x

arctgxxCtarctgxx
t

dt
xx 


  2

arctg
3

8

3

1
arctg

2

1

3

16

3

1

44

2

3

16
arctg

3

1
)*( 2 . 

 Zna~i,  

  C
x

arctgxxdx
xx

x


 2
arctg

3

8

3

1

45 24

4
. 

  8.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x 


)1()1(

1
2

2
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Istata po metodot na neopredeleni koeficienti }e ja 
razlo`ime na prosti dropki. Pri toa  

 
)1()1(

)()2()(

)1()1(

)12()1()1(

1)1(1)1()1(

1
2

2

2

22

22

2






















xx

CBAxCBxCA

xx

xxCxBxA

x

C

x

B

x

A

xx

x
. 

Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii, dobivame: 
 )()2()(1 22 CBAxCBxCAx  ,  
a spored teoremata za ednakvost na polinomi, go dobivame sistemot(i istiot go re{avame): 

 












1

02

1

CBA

CB

CA

   












24

02

1

C

CB

CA

   













2
1
2

1

C

CB

CA

 













2
1

2
1

1

C

B

A

 

 Zna~i, razlo`uvaweto na podintegralnata funkcija na prosti dropki e: 

 
1

1

2

1

)1(

1

1

1

2

1

)1()1(

1
22

2













xxxxx

x
. 

Ako integrirame, dobivame: 

 C
x

xCx
x

xdx
x

dx
x

dx
x

dx
xx

x


















  1

1
)1ln(

2

1
)1ln(

2

1

1

1
)1ln(

2

1

1

1

2

1

)1(

1

1

1

2

1

)1()1(

1 2
22

2
 

 Zna~i,  

  C
x

xdx
xx

x






 1

1
)1ln(

2

1

)1()1(

1 2
2

2
. 

  9.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

xx 


4

8
3

45
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e pravilna, neprava racionalna funkcija.Pri toa  

 
xx

xx
xx

xx

xx

4

8164
4

4

8
3

2
2

3

45








.  

Spored toa,  

 )*(
4

8164
4

2

1

3

1

4

8164
4

4

8
3

2
23

3

2
2

3

45




















  dx
xx

xx
xxxdx

xx

xx
xxdx

xx

xx
.  

Pravata pravilna racionalna funkcija 
xx

xx
xf

4

8164
)( 3

2




  }e ja razlo`ime na prosti dropki.Pri toa  

 
xx

AxCBxCBA

xx

xxCxxBxA

x

C

x

B

x

A

xx

xx

4

4)22()(

4

)2()2()4(

224

8164
3

2

3

222

3

2



















. 

Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii, dobivame: 
 AxCBxCBAxx 4)22()(8164 22  ,  
a od teoremata za ednakvost na polinomi dobivame: 

 












.84

1622

4

A

CB

CBA

 

Negovo re{enie e 3,5,2  CBA , pa spored toa  

 
2

3

2

52

4

8164
3

2










xxxxx

xx
. 

Ako integrirame dobivame: 

 C
x

xx
xxxCxxxxxxdx

xxx
xxx 
















  3

52
232323

)2(

)2(
ln4

2

1

3

1
|2|ln3|2|ln5||ln24

2

1

3

1

2

3

2

52
4

2

1

3

1
)*( . 

 Zna~i,  
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Neopredelen integral.Integiriawe na racionalni funkcii 

  C
x

xx
xxxdx

xx

xx








 3

52
23

3

45

)2(

)2(
ln4

2

1

3

1

4

8
 

  10.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x 


3

3

4

1
 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e pravilna, neprava, racionalna funkcija. Pri toa  
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Spored toa  
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xxx
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x
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x
. 

Podintegrlanata funkcija vo posledniot integral e prava pravilna racionalna funkcija i istata }e ja razlo`ime na prosti dropki. Pri toa  
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4
. 

Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii imame: 
 AxCBxCBAxx  )()224(40 22 . 
 Spored teoremata za ednakvost na polinomi, go dobivame sistemot: 
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Negovo re{enie e 
2

9
,

2

7
,4  CBA , pa baranoto razlo`uvawe na podintegralnata funkcija e: 
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pa dobivame: 
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x
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 Zna~i,  

  Cxxxxdx
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  11.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx  )1(

1
2 . 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija i istata spored metodot na neopredeleni koeficienti }e ja 
razlo`ime na prosti dropki.Pri toa  
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Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii dobivame: 
 22 001)( xxACxxBA  ,  
a spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 
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 Zna~i, razlo`uvaweto na podintegralnata na prosti dropki e  

 
1
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1
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 x

x
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. 

Ako integrirame dobivame: 
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  12.Presmetaj go integralot: 

    31 x

dx
 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Istata }e ja razlo`ime na prosti dropki, spored metodot na 
neopredeleni koeficienti. Pri toa  

 
1

)()(

)1)(1(

)1)(()1(

11)1)(1(

1

1

1
3

2

2

2

223 


















 x

CAxCBAxBA

xxx

xCBxxxA

xx

CBx

x

A

xxxx
. 

Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii imame: 
 CAxCBAxBAxx  )()(001 22 ,  
a spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 
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Negovo re{enie e 
3

1
A ,

3

1
B , 

3

2
C , pa baranoto razlo`uvawe glasi: 



Matematika 2                                                                                                            

Neopredelen integral.Integiriawe na racionalni funkcii 
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Ako integrirame dobivame: 

 
)*(

)(

1

2

1

1

12

6

1
)1ln(

3

1
1

1

2

1

1

12

6

1
)1ln(

3

1

1

42

6

1

1

1

3

1

1

2

3

1

1

1

3

1

1

1

4
32

2
12

22223













































dx
x

dx
xx

x
x

dx
xx

dx
xx

x
xdx

xx

x
dx

x
dx

xx

x

x
dx

x

                
 

Vo prviot integral voveduvame smena 12  xxt , dxxdt )12(  , a vo vtoriot integral voveduvame smena zx 2
3

2
1  , dzdx 2

3
  i dobivame: 
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 Zna~i,  
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  13.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x  13 . 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Istata }e ja razlo`ime na prosti dropki.Pri toa  
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Spored teoremata za ednakvost na racionalna funkcija imame  
 CAxCBAxBAxx  )()(010 22 ,  
a od teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 
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Negovi re{enija se 3
1A , 3

1B  i 3
1C . Spored toa, razlo`uvaweto glasi: 
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Ako integrirame dobivame: 
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Vo prviot integral voveduvame smena 12  xxt , dxxdt )12(  a vo vtoriot integral voveduvame smena zx 2
3

2
1  , dzdx 2

3  i dobivame: 
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 Zna~i,  
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  14.Presmetaj go integralot: 

  dx
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
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 Re{enie.Podintegralnata funkcija, koja e prava, pravilna racionalna funkcija po metodot na neopredeleni koeficienti }e ja razlo`ime 
na prosti dropki. Ravenkata 0522  xx  nema realni koreni i zaradi toa: 
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Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii imame: 
 CAxCBAxBAxx  5)2()(332 22 ,  
a spored teoremata za ednakvost na polinomi imame: 
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Ako gi sobereme trite ravenki dobivame 1A , pa re{enie na sistemot e 2,3,1  CBA . Spored toa razlo`uvaweto glasi: 

 
52

23

1

1

)52)(1(

332
22

2











xx

x

xxxx

xx
.  

Ako integrirame dobivame: 
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Neopredelen integral.Integiriawe na racionalni funkcii 
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Vo prviot integral voveduvame smena 522  xxt , dxxdt )22(  , a vo vtoriot integral voveduvame smena zx 21 , dzdx 2  i dobivame 
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 Zna~i,  
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  15.Presmetaj go integralot: 

  dx
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 Re{enie.Podintegralnata funkcija e pravilna, neprava, racionalna funkcija. Nejze mo`eme da ja pretstavime vo oblik: 
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Izrazot 
)1)(1(

2
2  xx

 mo`eme da go pretstavime kak prosti racionalni dropki. Pri toa  
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Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii imame 
 )()()(2 2 CBxABxCA  ,  
a od teoremata za ednakvost na polinomi imame: 
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Ako gi sobereme levite i desnite strani na ravenkite, dobivame 1B . No toga{ 1A , 1C , i razlo`uvaweto glasi: 
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Integriraj}i dobivame: 
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Vo prviot integral voveduvame smena 12  xt , xdxdt 2  a vo tretiot 1 xz , dxdz   i dobivame: 
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 Zna~i,  
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  16.Presmetaj go integralot: 
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 Re{enie.Podintegrlanata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Istata na elementaren na~in }e ja razlo`ime na prosti 
dropki: 
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Ako integrirame dobivame: 
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  17.Presmetaj go integralot: 

    ))(1( 22 xxx

dx
 

 Re{enie.Podintegrlanata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Spored metodot na neopredeleni koeficienti, istata }e ja 
razlo`ime na prosti dropki. Pri toa  
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Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii dobivame: 
 CxDCBxCBAxDCAxxx  )()()(0001 2332 . 
Spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 
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Negovo re{enie e 2
1

2
1

2
1 ,1,,  DCBA , pa spored toa razlo`uvaweto e: 
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Voveduvame smena 21 xt  , xdxdt 2  i dobivame: 
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  18.Presmetaj go integralot: 

    )1()1( 22 xx

dx
 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Istata }e ja razlo`ime na prosti dropki spored metodot na 
neopredeleni koeficienti.Pri toa  
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Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii imame: 
 DBAxDCAxDCBAxCAxxx  )2()2()(0000 2323  
a spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 
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Negovo re{enie e 2
1A , 2

1B , 2
1C , 0D , i razlo`uvaweto e  
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  .
1

)1(
ln

2

1

1

1

2

1

)1()1(

1
2

2

22 C
x

x

x
dx

xx









  

  19.Presmetaj go integralot: 
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 Re{enie.Podintegralnata funkcija }e ja pretstavime vo oblik: 
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Spored toa  
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Podintegralnata funkcija }e ja razlo`ime na prosti dropki.Pri toa  
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Od teoremata za ednakvost na racionalni funkcii, dobivame 
 BxBAxDBAxCAxxx 2)2()2()(1 2323  ,  
a od teoremata za ednakvost na polinomi dobivame: 
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Re{enie na sistemot e 
2

1
,1,,0 2

1  DCBA , pa spored baranoto razlo`uvawe e  
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Ako integrirame dobivame: 
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Voveduvame smeni 222  xxt , dtdxx  )22(  i dzdxzx  ,1 , pri {to 
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  20.Presmetaj go integralot: 

    124 xx

dx
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava, pravilna, racionalna funkcija. Istata }e ja razlo`ime na prosti dropki so pomo{ na 
elementarni transformacii, prethodno voveduvaj}i prosti smeni.Pri toa  
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Podintegralnata funkcija }e ja razlo`ime na prosti dropki.Pri toa  
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Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii dobivame: 
 DBxDCBAxDCBAxCAxxx  )()()(1000 2323 ,  
a spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 
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Jasno e deka re{enie na sistemot e 2
1

2
1 ,  DCBA . Zna~i, razlo`uvaweto glasi: 
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Ako integrirame dobivame: 
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Voveduvame smeni: 
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  21.Presmetaj go integralot: 
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 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. ]e ja razlo`ime na prosti dropki. Pri toa istata }e ja 
pretstavime vo oblik  
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kade BA,  i C  se koeficienti koi }e gi opredelime. Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii dobivame: 

 AxCBAxBAxx  )2()(23 22 . 
Spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 
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~ie re{enie e 6,1,2  CBA . Zna~i, razlo`uvaweto glasi: 
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  22.Presmetaj go integralot: 
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 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Spored metodot na neopredeleni koeficienti istata }e ja 
razlo`ime na prosti dropki. Pri toa  
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Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii imame  
 AxCBAxBAxx  )2()(44 22 ,  
a spored teoremata za ednakvost na polinimi go dobivame sistemot: 
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Negovo re{enie e 9,3,4  CBA , pa razlo`uvaweto glasi: 
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  23.Presmetaj go integralot: 
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 Re{enie.Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Pri toa  
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Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii dobivame: 
 CBAxCBAxBAx  24)34()( 22 ,  
a od teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 

 












1

034

024

BA

CBA

CBA

 

~ie re{enie e 0B , 1A , 4C . Zna~i, razlo`uvaweto glasi 
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 Ako integrirame, dobivame: 

 C
x

xdx
xx

dx
xxx

x



















  2

4
|1|ln

)2(

4

1

1

485 223

2
 

 Zna~i, 

  Cx
x

dx
xxx

x





 |1|ln
2

4

485 23

2
 

  24.Presmetaj go integralot: 

   


dx
xx

x
23

3 1
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija so elementarni transformacii: 

 
xxxxxxxxxxxx

x

xx

xxx

xx

x 11

1

2
1

1

1

11

1

1
1

)1(

1

1

1
1

)1(

1
1

11
222

2

23

223

23

3





































 

Ako integrirame dobivame: 
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 Cx
x

xxdx
xxx

dx
xx

x














  ||ln

1
|1|ln2

11

1

2
1

1
223

3
 

 Zna~i,  

  C
x

x

x
xdx

xx

x






 ||

)1(
ln

11 2

23

3
 

  25.Presmetaj go integralot: 

    24 xx

dx
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija so pomo{ na elementarni transformacii }e ja razlo`ime na prosti dropki.Pri toa  

 22222224

1

1

1

2

1

1

1

2

11

)1)(1(

11

1

1

)1(

11

xxxxxxxxxxxx


















. 

 Ako integrirame dobivame: 

 C
xx

x
dx

x
dx

x
dx

x
dx

xxx
dx

xx


























  1

1

1
ln

2

11

1

1

2

1

1

1

2

11

1

1

2

1

1

1

2

11
2224 .  

 Zna~i,  

  C
x

x

xxx

dx






 1

1
ln

2

11
24   

 26.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x  22

2

)4()2(
.        

 Re{enie.// 
 
 

 Re{enie.
86

125

2

4
ln2

)4()2( 222

2









 xx

x

x

x
dx

xx

x
 

 27.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

xxx 

)5()2(

796
3

23
.      Re{enie. Cx

x
dx

xx

xxx






 |5|ln

)2(2

3

)5()2(

796
23

23
 

 28.Presmetaj go integralot: 

   










dx
x

x 4

1

1

8

1
.         Re{enie. C

x

xx
x

x
dx

x

x














 3

24

)1(3

5129
|1|ln

81

1

8

1
 

 29.Presmetaj go integralot: 

   
dx

xx

x

)1()1( 22

5
.       Re{enie. Cxx

xx
xdx

xx

x








 |1|ln
8

1
|1|ln

8

31

)1(4

9

)1(4

1
)2(

2

1

)1()1( 2
2

22

5
 

 30.Presmetaj go integralot: 

  dx
xxxx

xx 


)34)(1(

32
23

2
.     Re{enie. C

x

xx

x
dx

xxxx

xx









 ||

)3)(1(
ln

1

1

)34)(1(

32
23

2
 

 

 Racionalni funkcii, dodatok 
 1.Presmetaj go integralot: 

   dx
x

xx 

16

2
.  

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija  

 )*(
1)(

2

2

1

1)(

3

3

1

1 3223

2

6

2









  dx

x

x
dx

x

x
dx

x

xx
 

Vo prviot integral voveduvame smena tx 3   dtdxx 23 , a vo vtoriot integral voveduvame smena zx 2   dzxdx 2  i dobivame: 

 )**(
12

1

13

1
)*( 32 





  z

dz

t

dt
 

 2.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x
n

n 



1

12
 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
1

1

11
11

12











  dxnx
x

x

n
dxx

x

x
dx

x

x n
n

n
n

n

n

n

n
. 

Voveduvame smena nxt  . Bidej}i dxnxdt n 1 , dobivame: 

 Cx
n

x
n

Ct
n

t
n

dt
tn

dt
t

t

n
dt

t

t

n
nn 

















  )1ln(
11

)1ln(
11

1

1
1

1

1

111

1

1
)*( . 

 Zna~i,  

  Cx
n

x
n

dx
x

x nn
n

n


 
)1ln(

11

1

12
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 3.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x
n

n 



22

13

)1(
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
]1)[(

)(1

]1)[(

)(

)1(
1

22

2
1

2222

13











  dxxn
x

x

n
dxx

x

x
dx

x

x n
n

n
n

n

nn

n

n
 

Voveduvame smena nxt  . Bidej}i dxnxdt n 1 , dobivame: 

 (**)
)1(

1

)1(

1
)*( 2222

2






  dt

t

t
t

n
dt

t

t

n
.  

Voveduvame parcijalna integracija so  

 










dtdv

tu

t
t

22 )1(
 












  )1(2

1

2

1

2

1
22)1( 22 tzz

dz
dtdvv

dtdu

t
t  

Spored toa,  

 Cx
nx

x

n
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nt

t

n
dt

tnt

t

n
n

n

n












  arctg

2

1
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1
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2

1
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1

1

1

2

1

12

1
)*( 2222 . 

 Zna~i,  

  Cx
nx

x

n
dx

x

x n
n

n

n

n





 
arctg

2

1

12

1

)1( 222

13
. 

 4.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xx 

18

5
. 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(2
1)(

1)(

2

1

1

1

1 42

22

8

4

8

5











  xdx

x

x
xdx

x

x
dx

x

xx
 

Voveduvame smena tx 2 . Bidej}i dtxdx 2  dobivame: 

     )*(
2

1

2

11

2

1

1

1

2

1
(*) 21

1

222

12

4

2 22









 









 





  
t

tt

t

dt
dt

ttt

t
dt

t

t
.  

Voveduvame nova smena zt t  1  dzdt
t






  2

11 , i dobivame: 

 C
xx

xx
C

tt

tt
C

z

z
dz

zz
dz

z
































  12
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8
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8

2

2

2
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8

2

2

1

2

1
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1

2

1

2

1
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2
 

 Zna~i,  

  C
xx

xx
dx

x

xx







 12

12
ln

8

2

1 24
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8

5
. 

 5.Presmetaj go integralot 

  dx
xx

x 


)1(

1
7

7
 

 Re{enie.]e napravime transformacija  na podintegralnata funkcija: 

  )*(7
)1(

1

7

1
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1 6
77

7

7

7







  dxx
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x
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x
 

Voveduvame smena 7xt    dxxdt 67  i dobivame: 

 C
x

x
CxxCttdt

t
dt
t

dt
tt

t

tt

t
dt

tt

tt
dt

tt

t






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
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
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
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7
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2
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2
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1
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 Zna~i,  

  C
x

x
dx
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x






 7

27

7

7

7

)1(
ln

)1(

1
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 6.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x  23 48

11
. 

 7.Presmetaj go integralot: 

    18x

xdx
 

 8.Presmetaj go integralot 

  dx
xx

x 


1

1
24

2
. 

 9.Presmetaj go integralot: 

  dx
xxx

x 


)23(

3
48

4
. 
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 10..Presmetaj go integralot: 

    38

3

x

dxx
. 

 11.  


dx
xx

xx

45

45
24

2
           Re{enie. C

x

x
arctgxdx

xx

xx







 4

1
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 12.   )54)(44( 22 xxxx

dx
         Re{enie. Cx

xxxxx

dx





 )2arctg(
2

1
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 13..   )1)(1( 2xx

dx
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x

x
x
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





 1
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1
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1
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 14.   )1)(1( 2xxxx

dx
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3
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arctg

3

2

1
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x

x
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



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 15..  








dx
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2 23
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x

x
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x
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x







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          Re{enie. C
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









 17

16

2

2

32 )3(

)2)(1(
ln

8

1

)3)(2(4

68509

)3()2)(1(
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xdx
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x
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






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x

x

x
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





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1

1

1
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dx
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x
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
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1
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
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 Integrali od nekoi trigonometriski funkcii 
 

 1.Presmetaj go integralot: 

    x

dx

cos35
. 

 Re{enie.Voveduvame smena t
x


2
tg , dt

t
dx 21

2


 , 2

2

1

1
cos

t

t
x




 , i dobivame: 

 )*(
)2(1

1
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2

35cos35 22

1
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1
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1
1

1
2

2
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2

2

2

2






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

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





 dt
t

dt
t

dtdt
x
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t
tt

t

t
t

t . 

Voveduvame nova smena zt 2   dzdt 2
1 , pri {to: 

 C
x

Czdz
z












 
2
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 Zna~i,  

  C
x

x
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











2
tg2arctg

2

1
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. 

 2.Presmetaj go integralot: 

    x

dx

sin45
. 

 Re{enie.Voveduvame smena t
x


2
tg , pri {to dt

t
dx 21

2


 , 21

2
sin

t

t
x


 , i dobivame: 

   )*(
1

5

2

2

1

5

2
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1

5

2
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2

45sin45
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5
4

25
9

25
16

5
42

5
422

1
585

1
2

1
2

1
2

2

2

2

2

2




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
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
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
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 
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




 dt
t
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dt
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dtdt
x
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t
tt

t

t
t

t  

Voveduvame nova smena zt 5
3

5
4  , dzdt 5

3  i dobivame: 

 CC
t

Cz
z

dz
dz

z

x













 
3
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arctg

3

2

3
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arctg

3

2
arctg

3

2
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6
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2
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 Zna~i,  

  Carctg
x

dx
x







3

4tg5

3

2

sin45
2 . 

 3.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 


cos2

sin2
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
cos2

sin

cos2

2

cos2

sin2










 

x

xdx
dx

x
dx

x

x
. 

Vo prviot integral voveduvame smena ttg x 2 , dtdx
t21

2


 , 2

2

1
1cos

t
tx


 , a vo vtoriot integral voveduvame smena xz cos2  , dzxdx sin  i 

dobivame: 

 )**(ln
3

4

2

2
(*) 2

1
1

1
2

2

2

2






 




 zdt
tz

dzdt

t
t

t .  

Voveduvame smena zt 3 , dzdt 3  i dobivame: 

 Cx
tg

Cx
t

CxuCxdu
u

x




  )cos2ln(
3

arctg
3

34
)cos2ln(

3
arctg

3

34
)cos2ln(arctg

3

34
)cos2ln(

1

1

3

34
)**( 2

2  

 Zna~i,  

  Cxdx
x

x
x



 )cos2ln(

3

tg
arctg

3

34

cos2

sin2 2 . 

 4.Presmetaj go integralot  

    xx

dx

ctg4tg4
.         

 Re{enie. ]e vovedeme smena tx tg , dt
t

dx 21

1


  i dobivame: 

 )*(
)1()2(444 224

1
1

2








   dt
tt

t

t

dt

ctgxtgx

dx

t

t .  

Dobienata podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija.}e ja razlo`ime na prosti dropki: 



Matematika 2                                                                             

Neopredelen integral.                                                                                                                                        Integrirawe na nekoi transcendentni funkcii 

 

)1()2(

2)44()42()(
)1()2(

)44()44()1()22(

1)2(2)1()2(

22

23

22

223223

2222
























tt

DBAtDCAtDCBAtCA
tt

ttDtttCtBtttA

t

DCt

t

B

t

A

tt

t

                           
. 

Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii go dobivame ravenstvoto  
 DBAtDCAtDCBAtCAttt  2)44()42()(0100 2323 ,   
a spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 

 















042

144

042

0

DBA

DCA

DCBA

CA

 

Negovi re{enija se 0 CA , 
4

1
B ,

4

1
D , a razlo`uvaweto na podintegrlanata funkcija e: 

 
1

1

4

1

)2(

1

4

1

)1()2( 2222 





 tttt

t
.  

Ako integrirame dobivame: 

 Ct
t

dt
t

dt
t










  arctg
4

1

2

1

4

1

1

1

4

1

)2(

1

4

1
)*( 22 .???? 

 Zna~i,   

  Cx
x

xx
xx

dx





 |cos|ln
25

3

)2tg(5

2
|2tg|ln

25

3

25

4

ctg4tg4
 

 5.Presmetaj go integralot: 

    xx

dx

cos3sin45
. 

 Re{enie.Voveduvame smena t
x

tg 
2

, pri {to dt
t

dx 21

2


 , 21

2
sin

t

t
x


 , 2

2

1

1
cos

t

t
x




 . Spored toa 

 
2

1

2

1

)2(

1

44

1

882

2

345cos3sin45
2

222

1
33855

1
2

1
1

1
2

1
2

2

22

2

2

2

2

2



















 











x

t
ttt

t

t
t

t
t
t

tg
CC

t
dt

t
dt

tt
dt

tt

dtdt

xx

dx
 

 Zna~i,  

  
2

1

cos3sin45
2 


 xtg

C
xx

dx
.  

 6.Presmetaj go integralot: 

    x

dx
2sin1

. 

 Re{enie. Voveduvame smena ttgx  , dtdx
t 21

1


 , 
21

sin
t

tx


  i dobivame: 

 )*(
2

1

1sin1 2

1

1
1

2
2

2

2








 


 dt
t

dt

x

dx

t
t

t . 

Voveduvame nova smena zt 2 , dzdt 2 , pri {to  

 C
tgx

C
t

Czdz
zz

dz






 

2
arctg

2

2

2
arctg

2

2
arctg

2

2

1

1

2

2

22

2
)*( 22 . 

 Zna~i,  

  C
tgx

arctg
x

dx


 22

2

sin1 2 . 

 7.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

  2)cossin(

1
. 

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

   )*(
cos)1(

1

cos1

1

)cossin(

1
2222

cos
sin2 







 
x

dx

tgxx

dx
dx

xx
x
x

. 

Voveduvame smena 1 tgxt , dt
x

dx
2cos

 i dobivame: 

 
1

11
)*( 2 

 
tgx

CC
tt

dt
. 

 Zna~i,  

  
1

1

)cossin(

1
2 




tgx
Cdx

xx
. 

 8.Presmetaj go integralot: 
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  dx
xx

tgx
cossin

. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
cos

1

coscossin 22
 

x

dx

tgxx

dx

tgx

tgx
dx

xx

tgx
. 

Voveduvame smena ttgx  , dt
x

dx
2cos

, i dobivame: 

 CtgxCt
t

dt
  22)*( . 

 Zna~i,  

  Ctgxdx
xx

tgx
 2

cossin
 

 9.Presmetaj go integralot: 

    x

dx

tg1
. 

 Re{enie.Voveduvame smena tx tg , 
21 t

dt
dx


 , i dobivame: 

 )*(
)1)(1(

1

1 2 



  dt

tttgx

dx
. 

Podintegralnata funkcija vo posledniot integral e prava pravilna racionalna funkcija i istata }e ja razlo`ime na prosti dropki. Pri toa  

 
)1)(1(

)()(

)1)(1(11)1)(1(

1
2

2

2

22

22 















 tt

CAtCBtBA

tt

CCtBtBtAAt

t

CBt

t

A

tt
. 

Spored teoremata za ednakvost na racionalni funkcii dobivame: 
 CAtCBtBAtt  )()(100 22 ,  
a spored teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 

 












1

0

0

CA

CB

BA

 

Negovo re{enie e 2
1

2
1

2
1 ,,  CBA . Spored toa razlo`uvaweto na racionalnata funkcija e: 

 
1

1

2

1

1

1

2

1

)1)(1(

1
22 






 t

t

ttt
. 

Ako integrirame dobivame: 

 
Cx

x

tgx
Cxxtgtgx

Ctttdt
t

dt
t

t
dt

t
dt

t

t

t





























 

2

1

cos

1
ln

2

1

2

1
)1ln(

4

1
)1ln(

2

1
)1ln(

4

1
)1ln(

2

1

1

1

2

1

1

2

4

1

1

1

2

1

1

1

2

1

1

1

2

1
)*(

2

2
222

2
1

      

arctg
 

 Zna~i,  

  Cx
x

x

x

dx





 2

1

cos

1tg
ln

2

1

tg1
 

 10.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x  33 cossin

sin
.         Re{enie.  

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegrlanata funkcija: 

 )*(
cos1cos

1

1

sin

cossin

sin
233333 







 
x

dx

xtg

tgx
dx

xxtg

x
dx

xx

x
 

Voveduvame smena tx tg , 
x

dx
dt 2cos
 , i dobivame 

  
 dt

t

t

1
(*) 3  

 Ѕначи,  

  
3

3 3 26

| tg 1 |sin 3 2tg 1
ln arctg

3 3sin cos tg tg 1

xx x
dx C

x x x x

 
  

  
   

  11.Presmetaj go integralot: 

  
xx

dx
44 cossin

. 

 Re{enie.Voveduvame smena ttgx  , 
21

sin
t

tx


 ,
21

1cos
t

x


  i dobivame: 
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xtgtgx
tgxxtg

CCtt
tt

dtt
tt

dt
t

ttt
dt

t

t

t

dt

xx

dx

tt

t

5
3

5
3

4
244

842

4

32

24

1

1
4

1

44

5

1
3

3

3

1

5

1
3

3

3

1

3
31331)1(

1

1

cossin
22




































 


                       

 

 Zna~i,  

  xx
xx

C
xx

dx 5
344

tg
5

1
tg3

tg

3

tg

1

cossin
 . 

 12.Presmetaj go integralot: 

  
xx

dx
33 cossin

. 

 Re{enie. Voveduvame smena tx tg , 
21

sin
t

tx


 ,
21

1cos
t

x


 , 
21 t

dt
dx


  i dobivame: 

 xtgtgx
xtg

CCtt
t

dt
t

tt
dt

t

t
dt

tt

t

t

dt

xx

dx

tt

t

2
2

2
23

42

3

22

23

32

23

1

1
3

1

33 2

1
ln2

2

1

2

1
ln2

2

121)1(

)1(

)1(

1

1

cossin
22






























 


 

 Zna~i,  

  xx
x

C
xx

dx
2

233 tg
2

1
tgln2

tg2

1

cossin
  

 13.Presmetaj go integralot: 

  
xx

dx
3sincos

. 

 Re{enie. Voveduvame smena tx tg , 
21

sin
t

tx


 ,
21

1cos
t

x


 , 21 t

dt
dx


  i dobivame: 

 Ctgx
xtg

Ct
t

dt
tt

dt
t

t

t

dt

xx

dx

t

t

t























 


ln
2

1
ln

2

1111

1

1

sincos 2233

2

23

11

1
3

22

.  

 Zna~i,  

  Cx
xtgxx

dx
 tgln

2

1

sincos 23 . 

 14.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 2

4

cos

sin
          Re{enie. dx

x

x 2

4

cos

sin
 

 Re{enie.Voveduvame smena tx tg , 
21

sin
t

tx


 ,
21

1cos
t

x


 , 21 t

dt
dx


  i dobivame: 

 

2

2

4

4 4 4 2 2 2 2 2 2 2
1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1

1

2 2 2 2 2

sin (1 )

cos 1 (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) 1 (1 )

1
1 arctan (*)

1 (1 ) (1 )

t

t

t

x dt t t t t t t t t t
dx dt dt dt dt dt
x t t t t t t t

t t
dt dt t dt t t t dt

t t t





 
              

          
 
 

      
  

      

   

 

 Voveduvame parcijalna integracija so 
2 2(1 )

u t

t
dv dt

t



  

   
2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2(1 ) 1

du dt

t
v dv dt dz

zt z t



         

  
, pri {to dobivame  

 
2 2 2

1 1 1 3 1
(*) arctan arctan arctan tan sin cos

2 2 2 22(1 ) 1 2(1 )

t t
t t dt t t t C x x x x C

t t t

 
                  

   

 Zna~i,  

  
4

2

sin 3 1
tan sin cos

2 2cos

x
dx x x x x C
x

      

 15.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x  2)cos1(

sin
. 

 Re{enie.Voveduvame smena tx  cos1  dtxdx sin  i dobivame: 

 
x

CC
tt

dt
dx

x

x

cos1

11

)cos1(

sin
22 


  . 

 Zna~i,  
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x

Cdx
x

x

cos1

1

)cos1(

sin
2 


 . 

 16.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x  2)cos1(

cos
 

 Re{enie./Voveduvame smena t
x


2
tg , dt

t
dx 21

2


 , 2

2

1
1cos

t
tx


  i dobivame: 

 

 

2

2

2

2

1 2
31

2 2 2 4 4 2 3
1
1

cos 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ctg ctg

2 2 2 6 2 2 2(1 cos ) 1 61

t
t

t
t

x t x x
dx dt dt dt C C

tx t t t t t







             
   

    . 

 Zna~i,  

  
2

ctg
2

1

2
ctg

6

1

)cos1(

cos
3

2

xx
Cdx

x

x


 . 

 17.Presmetaj go integralot: 

    xx

dx
22 tgsin

. 

 Re{enie.Voveduvame smena tx tg , 
21

sin
t

t
x


  i dobivame: 

 )*(
2

1

2

1

2

1

2

1

2

11

2

1

)2(1

1

1

11

sin 2222222
1

2
2

2

1

22
2

2

2
































dt
tt

dt
t

dt
ttt

dt

t

dt

t
dt

t
t

xtgx

dx

t
t

t

t

. 

Voveduvame nova smena zt 2 , dzdt 2  i dobivame: 

 
2

tg
arctg

4

2

tg2

1

1

1

4

2

tg2

1
)*( 2

x

x
Cdz

zx



  . 

 Zna~i,  

  
2

tg
arctg

4

2

tg2

1

sin 22

x

x
C

xtgx

dx


 . 

 18.Presmetaj go integralot: 

    x

dx
4sin1

. 

 Re{enie.Voveduvame smena tx tg , 
21

sin
t

t
x


  i dobivame: 

 )*(
)2(1

1

2

1

2

1

21

1
1

2

1

12

22

2

1

12

1

1
sin1 222

2

2

2

4

1

1
4

2

2



































 



 dt
t

tdt
t

dt
t

t
dt

t

t

x

dx

t

t

t
dt

.  

Voveduvame smena tz 2 , dzdt
2

1  i dobivame: 

 
2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 tg
(*) arctg arctg tg arctg

2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 21

t x
t dz t z C t C x C

z
          


  

 Zna~i,  

  C
x

x
x

dx


 2

tg
arctg

22

1
tg

2

1

sin1 4 . 

 19.Presmetaj go integralot: 

    xbxa

dx
2222 cossin

. 

 Re{enie.]e napravime tansformacija na podintegralnata funkcija so: 

 )*(
cos

1

cossin 22222222 



 

x

dx

bxtgaxbxa

dx
. 

Voveduvame smena btxa tg , dt
a

b

x

dx
2cos

 i dobivame: 

 Cx
b

a

ab
Ct

abt

dt

ab
dt

a

b

btb















  tgarctg
1

arctg
1

1

11
)*( 2222  

 Zna~i,  

  Cx
b

a

abxbxa

dx










 tgarctg

1

cossin 2222  

 20.Presmetaj go integralot: 
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  dx
x

x  tg1

sin2
.          Re{enie. Cxx

xxx
dx

x

x





 |sincos|ln
4

1

4

)sincos(cos

tg1

sin2
 

 Re{enie.Voveduvame smena tx tg , dtdx
t 21

1


 , 
21

1cos
t

x


 , 
21

sin
t

tx


  i dobivame: 

 )*(
)1)(1(1

1

11

sin
22

2

2
1

2
2

2








   dt

tt

t
dt

tt
dx

tgx

x t
t

 

Podintegralnata funkcija e prava pravilna racionalna funkcija. Istata }e ja razlo`ime na prosti dropki. Pri toa  

  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 4 2 3 2 3

2 2

2 4 2 3 4 2 3

(1 ) ( )(1 )(1 ) ( )(1 )

1(1 )(1 ) 1 (1 ) (1 )(1 )

(1 2 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 )(1 )

(1 2 ) ( ) (1 )

t A Bt C Dt E A t Bt C t t Dt E t

tt t t t t t

A t t Bt t t t C t t t Dt t E t

t t

A t t B t t t t C t t t D

         
    

     

             
 

 

          


2

2 2

2 3 4

2 2

( ) (1 )

(1 )(1 )

( ) ( ) (2 ) ( ) ( )

(1 )(1 )

t t E t

t t

A C E B C D E t A B C D t B C t A B t

t t

  


 

             


 

  

Sega, od teoremite za ednakvost na racionalni funkcii, dobivame deka  

  2 2 3 4( ) ( ) (2 ) ( ) ( )t A C E B C D E t A B C D t B C t A B t                ,  
A od teoremite za ednakvost na polinomi dobivame sistem 

  

0

0

2 1

0

0

A C E

B C D E

A B C D

B C

A B

  
        
  
  

      

 21.Presmetaj go integralot: 

    xx

dx
22 sin5cos34

. 

 Re{enie.Za podintegralnata funkcija e ispolnet uslovot )cos,sin()cos,sin( xxRxxR  . Zaradi toa voveduvame smena tx tg . Zaradi 

ravenstvata 
21

sin
t

tx


 , 
21

1cos
t

x


 , dtdx
t 21

1


 , dobivame: 

 )*(
)3(1

1

91

1

54sin5cos34 22

1
5344

1
1

11
3

1
1

22
2

22

2

2

2

2

2











 







 dt
t

dt
t

dtdt

xx

dx

t
tt

t

t
t

t

t  

Voveduvame nova smena tz 3 , dzdt
3

1
  i dobivame: 

 CxCtCzdz
z




  )tg3arctg(
3

1
)3arctg(

3

1
arctg

3

1

3

1

1

1
)*( 2 .  

 Zna~i,  

  Cx
xx

dx



 )tg3(arctg

3

1

sin5cos34 22 .  

 22.Presmetaj go integralot: 

  
xx

dx

2costg
 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
)sincos(tg2costg 22 


xxx

dx

xx

dx
. 

Bidej}i e ispolnet uslovot )cos,sin()cos,sin( xxRxxR  , voveduvame smena tx tg . Zaradi ravenstvata 
21

sin
t

tx


 , 
21

1cos
t

x


 , 

dtdx
t21

1


 , dobivame: 

 )**(
)1(

2

2

1

)1()1()(
)*( 22222

11
1
1

1

2

2

2

2












 





tt

tdt

tt

tdt

tt

dt

t

dt

t
t

t

t  

Voveduvame smena 2tz  , tdtdz 2  i dobivame: 

 C
x

x
C

t

t
C

z

z
Czzdz

zzzz

dz






















  2

2

2

2

tg1

tg
ln

1
ln

1
ln

2

1
)1ln(

2

1
ln

2

1

1

11

2

1

)1(2

1
)**( . 

 Zna~i,  
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  C
x

x

xx

dx



 2

2

tg1

tg
ln

2costg
. 

 23.Presmetaj go integralot: 

    2)cossin( xbxa

dx
. 

 Re{enie./]e napravime transfroamcija na podintegralnata funkcija so: 

 )*(
cos)tg(

1

]cos)tg[()cossin( 2222 









x

dx

bxaxbxa

dx

xbxa

dx
. 

Voveduvame smena tbxa tg , dt
a

dx
x

1

cos

1
2   i dobivame: 

 
bxaa

CC
ta

dt
at 

 
tg

111111
)*( 2 . 

 Zna~i,  

  
bxaa

C
xbxa

dx





tg

11

)cossin( 2 .  

 24.Presmetaj go integralot: 

    5cossin2 xx

dx
. 

 Re{enie. Voveduvame op{ta trigonometriska smena tx 2tg , dtdx
t21

2


 , 21
2sin
t
tx


 , 2

2

1
1cos

t
tx


  i dobivame: 

 )*(
)(3

1

2

1

3

1

223

1

525cossin2
9
52

3
1

9
5

9
1

3
122

1
446

1
2

1
1

1
2

1
2

2

2

2

2

2

2

2














  












t

dt
dt

tt
dt

tt
dt

dt

xx

dx

t
tt

t

t
t

t
t

t . 

Voveduvame smena zt 3
5

3
1  , dzdt

3

5
  i dobivame: 

 CC
t

Cz
z

dz

z

dz
x













 
5

1tg3
arctg

5

5

5

13
arctg

5

5
arctg

5

5

1

1

9

5

3

5

3

1
)*( 2

2
9
52

9
5

9
5 . 

 Zna~i,  

  C
xx

dx
x







5

1tg3
arctg

5

5

5cossin2
2  

 25.Presmetaj go integralot: 

    xx

dx

sin)cos2(
. 

 Re{enie.Ako vovedeme op{ta trigonometriska smena tx 2tg , dtdx
t 21

2


 , 21
2sin
t
tx


 , 2

2

1
1cos

t
tx


 , dobivame: 

 )*(2
)3(

1

2

1

)3(

1

)2(sin)cos2( 22

2

2

2

1
2

1
1

1
2

22

2

2













 



 dtt

tt

t
dt

tt

tdt

xx

dx

t
t

t
t
t . 

Voveduvame nova smena 2tz  , tdtdz 2  i dobivame: 

 )tg3ln(
3

1
tgln

6

1
)3ln(

3

1
ln

6

1
)3ln(

3

1
ln

6

1

3

1

3

21

3

1

2

1

)3(

1

2

1
)*( 2

2
2

222 xxCttCzzdz
zz

dz
zz

z















   

 Zna~i, 

  )tg3ln(
3

1
tgln

6

1

sin)cos2( 2
2

2
2 xx

xx

dx


 .  

 (b) Mo`e da se napravi transformacija  

 )*(
)cos1)(cos2(

sin

sin)cos2(

sin

sin)cos2( 22 






 

xx

xdx

xx

xdx

xx

dx
 

Voveduvame smena tx cos , dtxdx sin  i dobivame: 

 (**)
)1)(1)(2()1)(2(

)*(
2








  ttt

dt

tt

dt
. 

 Podintegralanata funkcija e racionana funkcija koja }e ja razlo`ime na elementarni dropki. Pri toa  

  
2 2 2 2

2 2

1 (2 3 ) (2 ) (1 ) (2 2 ) (3 ) ( )

(2 )(1 )(1 ) 1 1 2 (2 )(1 ) (2 )(1 )

A B C A t t B t t C t A B C A B t A B C t

t t t t t t t t t t

             
    

         
.  

Spored teoremite za ednakvost na racionalni funkcii go dobivame ravenstvoto  

  2(2 2 ) (3 ) ( ) 1A B C A B t A B C t        ,  
A spored teoremite za ednakvost na polinomi, go dobivame sistemot ravenki  
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2 2 1

3 0

0

A B C

A B

A B C

  
  
   

 . 

Negovo re{enie e 
1 1 1

, ,
6 2 3

A B C     . Spored toa, razlo`uvaweto na funkcijata e glasi: 

  
2

1 1 1 1 1 1 1

6 1 2 1 3 2(2 )(1 ) t t tt t
  

   
,  

pa ako integrirame, dobivame  
   

  2 2

3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(**) ln(1 ) ln(1 ) ln(2 )

6 1 2 1 3 2 6 1 2 1 3 2 6 2 3

1 1 (1 )(2 ) 1 (1 cos )(2 cos )
[ln(1 ) 3ln(1 ) 2ln(2 )] ln ln

6 6 6(1 ) (1 cos )

dt dt dt dt t t t C
t t t t t t

t t x x
C t t t C C C

t x

                      

   
           

 

   
 

 Zna~i,  

  
2

3

1 (1 cos )(2 cos )
ln

(2 cos )sin 6 (1 cos )

dx x x
C

x x x

 
 

    

 26.Presmetaj go integralot: 

    x

dx

cos1 
 

za: 
 a) 10     b) 1  

 Re{enie./Voveduvame smena tx 2tg , dtdx
t21

2


 , 2

2

1
1cos

t
tx


 i dobivame: 

 )*(
1

1

1

2

)1(1

2

1cos1 2
1
12

1
1

1
2

2

2

2











 






 dt
t

dt
t

dt

x

dx

t
t

t




 

 a)Ako napravime nova smena zt 




1
1 , zt 





1
1 , dobivame: 

 C
x

CtCz
z

dz





































 

2
tg

1

1
arctg

1

2

1

1
arctg

1

2
arctg

1

2

11

1

1

2
)*(

2222 









.  

 Zna~i, vo ovoj slu~aj  

  C
x

x

dx
















 2
tg

1

1
arctg

1

2

cos1 2 



. 

 b)Ako napravime nova transfroamcija  

  )**(
11

2
)*(

2
1
1 


 


 t

dt




 

i vovedeme smena zt 


1
1


 , dzdt 1

1

 

  i dobivame: 

 C
z

C
tz

t
C

z

z

z

dz
x

x









































21

1

21
1

2
1
1

1
1

222
tg1

tg1
ln

1

1

1

1
ln

1

1

1

1
ln

1

1

11

1

1

2
)**(















. 

 Zna~i, vo ovoj slu~aj  

  C
zx

dx
x

x

















21

1

21
1

2 tg1

tg1
ln

1

1

cos1






. 

 27.Presmetaj go integralot: 

    5cos4sin3 xx

dx
. 

 Re{enie. Voveduvame smena tx 2tg , dtdx
t 21

2


 , 2

2

1
1cos

t
tx


 , 21

2sin
t
tx


  i dobivame 

 
3tg

1

3

1

)3(965435cos4sin3
2

22

1
1

1
2

1
2

2

2

2

2
















 






x

t
t

t
t

t CC
tt

dt

tt

dt
dt

xx

dx
. 

 Zna~i,  

  
3tg

1

5cos4sin3
2 


 xC

xx

dx
 

 28.Presmetaj go integralot: 

  
xx

dx
2cossin

 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 
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 )*(
cos)cos1(

sin

cossin

sin

cossin 22222 


 
xx

xdx

xx

xdx

xx

dx
 

Voveduvame smena tx cos , dtxdx sin  i dobivame: 

 C
xx

x
C

tt

t

t
dt

tt
dt

t
dt

t
dt

tttt

dt







































 
cos

1

cos1

cos1
ln

2

11

1

1
ln

2

11

1

1

1

1

2

11

1

11

1

1

)1(
)*( 222222 . 

 Zna~i,  

  C
xx

x

xx

dx






cos

1

cos1

cos1
ln

2

1

cossin 2  

 29.Presmetaj go integralot: 

    x

dx

cos41
. 

 Re{enie.Voveduvame smena tx 2tg , dtdx
t 21

2


 , 2

2

1
1cos

t
tx


 i dobivame 

 

CC
t

t

dt
tt

dt
tt

dt
t

dt

x

dx

x

x
t
t

t




































 





2

2

2

1
1

1
2

tg35

tg35
ln

15

1

35

35
ln

15

1

35

1

35

1

5

1

)35)(35(

2

35

2

41cos41
2

2

2

                   

 

 Zna~i,  

  C
x

dx
x

x








2

2

tg35

tg35
ln

15

1

cos41
. 

 30.Presmetaj go integralot 

    x

dx

cos4
.          Re{enie. C

x

x

dx













 2
tg

5

3
arctg

15

2

cos4
 

 Re{enie.Voveduvame smena tx 2tg , dtdx
t 21

2


 , 2

2

1
1cos

t
tx


 i dobivame: 

 )*(
35

2

1)1(4

2

4cos4 222

1
1

1
2

2

2

2











 



 dt
t

dt
tt

dt

x

dx

t
t

t  

Voveduvame nova smena zt 53  , dzdt
3

5  pri {to dobivame: 

 C
x

CtCz
z

dz





















 

2
tg

5

3
arctg

15

2

5

3
arctg

15

2
arctg

15

2

553

52
)*( 2  

 Zna~I,  

  
2 3

arctg tg
4 cos 215 5

dx x
C

x

 
     

   

 31.Presmetaj go integrtalot: 

    x

dx

sin4
           

 Re{enie.Voveduvame smena tx 2tg , dtdx
t21

2


 , 21
2sin
t
tx


 i dobivame: 

 )*(
)2(

2
224

2

4sin4
4

152
2
1

4
15

4
1

2
12

1
2

1
2

2

2











 




t

dt
dt

tt

dt

x

dx

t
t

t . 

Voveduvame nova smena zt 2
15

2
12  , dzdt 4

15  i dobivame: 

 CC
t

Cz
z

dz

z

dz
x













 
15

1tg4
arctg

15

152

15

14
arctg

15

152
arctg

15

152

115

152

2

15
(*) 2

2
4

152
4

15 . 

 Zna~i,  

  C
x

dx
x







15

1tg4
arctg

15

152

sin4
2  

 32.Presmetaj go integralot: 

    5sincos3 xx

dx
. 

 Re{enie.Voveduvame smena tx 2tg , dtdx
t21

2


 , 2

2

1
1cos

t
tx


 , 21

2sin
t
tx


  i dobivame 

 )*(
)(24

1

822

2

535sincos3
4

192
2
1

4
19

4
1

2
1222

1
2

1
1

1
2

22

2

2

















 





t

dt

tt

dt
dt

tt
dt

tt

dt

xx

dx

t
t

t
t

t  
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Voveduvame smena zt 2
19

2
1  , dzdt 2

19  i dobivame: 

 CC
t

Cz
z

dz

z

dz
x













 
19

1tg2
arctg

19

192

19

12
arctg

19

192

19

192

119

192

2

19
)*( 2

2
4

192
4

19 arctg .  

 Zna~i,  

  C
xx

dx
x







19

1tg2
arctg

19

192

5sincos3
2  

 33.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 


sin1

)cos1( 2
.         Re{enie. C

x
tgxxxdx

x

x








4

2
|sin1|ln2cos

sin1

)cos1( 2 
 

 Re{enie./Voveduvame smena ttg x 2 , dxdx
t21
2


 , 21
2sin
t
tx


 , 2

2

1
1cos

t
tx


  i dobivame: 

 )*(
)1()1(

8

1

2

1

)1(

sin1

)cos1(
2222

1
2

2
1
1

2

2

2

2











 






dt
tt

dt
t

dx
x

x

t
t
t
t

. 

 34.Presmetaj go integralot: 

    22 )cos1( x

dx
          Re{enie. C

x

xx

x

dx






8tg4

tg

2

tg
arctg

8

23

)cos1( 222  

 Re{enie.Voveduvame smena tx tg , dtdx
t 21

1


 , 
21

1cos
t

x


  i dobivame: 

  
2

2

1 2
1

2 2 2 2 21
1

1
(*)

(1 cos ) (1 ) ( 2)
t

t

dtdx t
dt

x t





  

       

Voveduvame nova smena 2t z , 2dt dz , pri {to dobivame  

  
2 2

2 2 2 2

1 2 1 1 2
(*) 2

4(2 2) ( 1)

z z
dz dz

z z

 
  

     

 
 

 35.Presmetaj go integralot: 

    3cos2sin xx

dx
.  

 Re{enie.Voveduvame smena ttg x 2 , dxdx
t21
2


 , 21
2sin
t
tx


 , 2

2

1
1cos

t
tx


  i dobivame: 

 )*(
4)1(

1
2

52

2

323cos2sin 22

1
1

1
2

1
2

2

2

2

2











 





 dt
t

dt
tt

dt

xx

dx

t
t

t
t

t . 

Voveduvame nova smena zt 21  , dzdt 2  i dobivame: 

 CC
t

Cz
z

dz
x










 
2

1tg
arctg

2

1
arctgarctg

44

2
2)*( 2

2 .  

 Zna~i,  

  C
xx

dx
x







2

1tg
arctg

3cos2sin
2 .  

 36.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

xxx 


33 cossin

2sin)cossin(
.        

 Re{enie./Ќе направиме трансформација на подинтегралната функција. При тоа  

  
2 2

3 3 3 3 3 3

(sin cos )sin 2 (sin cos )2sin cos 2 3(sin cos cos sin )
(*)

3sin cos sin cos sin cos

x x x x x x x x x x x
dx dx dx

x x x x x x

  
  

       

Сега е јасно дека треба да воедеме смена 3 3sin cosx x t     2 23(sin cos cos sin )x x x x dx dt  , од каде што добиваме дека 

  3 32 1 2 2
(*) ln ln(sin cos )

3 3 3
dt t C x x C
t

      . 

 Значи,  

  3 3
3 3

(sin cos )sin 2 2
ln | cos sin |

3sin cos

x x x
dx x x C

x x


  

  .  

 37.Presmetaj go integralot: 

  dxxx 23 cossin . 
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 Re{enie.Podintegralnata funkcija e od oblik )cos,sin( xxR , pri {to )cos,sin()cos,sin( xxRxxR  . Zaradi toa voveduvame smena 

tx cos , dtxdx sin  i dobivame: 

 CxxCttdtttdtttxdxxxxdxxxdxxx   53534222222223 cos
5

1
cos

3

1

5

1

3

1
)()1(sincos)cos1(sincossincossin  

 Zna~i,  

  Cxxdxxx  5323 cos
5

1
cos

3

1
cossin . 

 38.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 4

3

cos

sin
. 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija e od oblik )cos,sin( xxR , pri {to )cos,sin()cos,sin( xxRxxR  . Zaradi toa voveduvame smena 

tx cos , dtxdx sin  i dobivame: 

 C
xx

C
tt

dt
t

dt
t

dt
t

t
dxx

x

x
dxx

x

x
dx

x

x






 

cos

1

cos3

11

3

1111
sin

cos

cos1
sin

cos

sin

cos

sin
33244

2

4

2

4

2

4

3
. 

 Zna~i,  

  C
xx

dx
x

x


cos

1

cos3

1

cos

sin
34

3
. 

 39.Presmetaj go integralot: 

   xdx5tg .          Re{enie. Cxxtgxtgxdx  |cos|ln
2

1

4

1
tg 245  

 Re{enie. a)Podintegralnata funkcija e od oblik )cos,sin( xxR , pri {to )cos,sin()cos,sin( xxRxxR  . Zaradi toa voveduvame smena 

tx cos , dtxdx sin  i dobivame: 

 

4 2 2 2 2 2 2 2 4
5

5 5 5 5 5

5 3 4 2 4 2

sin (sin ) (1 cos ) (1 ) 1 2
tg sin sin sin

cos cos cos
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 ln ln(cos )
4 4 (cos ) (cos )

x x x t t t
xdx xdx xdx xdx dt dt

x x x t t

dt dt dt t C x C
tt t t t x x

   
     

            

     

  
  

 
 Zna~i,  

  5
4 2

1 1 1
tg ln(cos )

4 (cos ) (cos )
xdx x C

x x
      

 b) No mo`eme da napravime i drug vid na transformacija i toa so  

  
5

5
2 2

tg 1
tg (*)

1 tg cos

x
xdx dx

x x
 

    

Sega e jasno deka mo`eme da voedeme smena  
 

 40. 
x

dx
3sin

.           Re{enie. C
x

x

x
C

x

dx


2
tgln

2

1

sin2

cos

sin 23  

 Re{enie.// 

 41.  xdxx 3sinsin           Re{enie. Cxxxdxx  4sin
8

1
2sin

4

1
3sinsin  

 42.  xdxx 4cos2sin          Re{enie. Cxxxdxx  6cos
12

1
2cos

4

1
4cos2sin  

 43.  xdxx 4coscos           Re{enie. Cxxxdxx  3sin
6

1
5sin

10

1
4coscos  

 44.   dxxx )1cos()23sin(        Re{enie. Cxxdxxx  )32cos(
4

1
)14cos(

8

1
)1cos()23sin(  

 45.  xdxxx 3sin2sinsin         Re{enie. Cxxxxdxxx  2cos
8

1
4cos

16

1
6cos

24

1
3sin2sinsin . 

 46.  xdxxx 3cos2coscos         Re{enie. Cxxxxxdxxx  sin
4

1
3sin

12

1
7sin

28

1
9sin

36

1
3cos2coscos  

 47.  xdxx 3cos2cos 22          Re{enie. Cxxxx
x

xdxx  10sin
80

1
6sin

24

1
4sin

16

1
2sin

16

1

4
3cos2cos 22  

 48.  xdxx 22 cossin          Re{enie. C
xx

xdxx 
32

4sin

8
cossin 22  

 49. dxx 4sin4            Re{enie. C
xxx

dxx 
128

16sin

16

8sin

8

3
4sin4  

 50. dxxx 64 cossin          Re{enie. C
xxxx

dxxx 



320

2sin

2048

8sin4sin824
cossin

5
64 . 
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Neopredelen integral.Ojlerovi smeni 

 Ojlerovi smeni 
 

 1.Presmetaj go integralot: 

  
 12 xxx

dx
. 

 Re{enie.a)]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
11 2

1122








xx
x

dx

xxx

dx
. 

Voveduvame smena t
x


1
, dtdx
x

2

1
 i dobivame: 

 )**(
)(2

1

1

1
)*(

4
32

2
1

4
3

4
1

2
122










 
t

dt
dt

tt
dt

tt
. 

Voveduvame nova smena zt
2

3

2

1
 , dzdt

2

3
  i dobivame: 

 








 





















 

3

12

3

2
ln1

3

2

3

12
ln)1ln(

1
)**(

2
22

2
4
32

4
3

2
3

x

xx

x

x
Ctt

t
CzzC

z

dz

z

dz
 

 Zna~i,  

  








 








3

12

3

2
ln

1

2

2 x

xx

x

x
C

xxx

dx
. 

 b)Podintegralnata funkcija e racionalna funkcija od oblik ),( 2 cbxaxxR  . Zaradi toa, voveduvame smena txxx  12 , od kade 
{to dobivame: 

 
t

t
x

21

12




 , dt
t

tt
dx 2

2

)21(

1
2




 , 
t

tt
xx

21

1
1

2
2




 . 

Ako zamenime vo integralot dobivame: 

 
11

11
ln

1

1
ln

1

1
2

21

1

21

1
)21(

1
2

1 2

2

222

2

2

2 

























xxx

xxx
C

t

t
dt

t

t

tt

t

t

dt
t

tt

xxx

dx
.  

 Zna~i,  

  
11

11
ln

1 2

2

2 







xxx

xxx

xxx

dx
. 

 2.Presmetaj go integralot 

  
 122 xxx

dx
. 

 Re{enie.(a)]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
2112

2
1122








xxx

dx

xxx

dx
 

Voveduvame smena t
x


1
, dtdx
x

2

1
 i dobivame: 

 )**(
)1(221221

)*(
222









 

t

dt

tt

dt

tt

dt
. 

Voveduvame nova smena zt 21  , dzdt 2 , i spored toa: 

 
2

1
arcsin

2

1
arcsinarcsin

22

2
)**(

2 x

x
C

t
CCz

z

dz 






  . 

 Zna~i,  

  
2

1
arcsin

122 x

x
C

xxx

dx 



 . 

 (b) Podintegralnata funkcija e racionalna funkcija od oblik )1,( 2  xxxR . Zaradi toa, voveduvame smena txxx  122 , pa 
spored toa  

 
t

t
x





1

1

2

1 2
, dt

t

tt
dx 2

2

)1(

12

2

1




 , 
t

tt
xx

22

12
12

2
2




 . 

Ako zamenime vo integralot, dobivame: 
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 CxxxCtdt
t

t

tt

t

t

dt
t

tt

xxx

dx

















 )12(arctg
2

1
arctg

2

1

1

1

2

1

22

12

1

1

2

1
)1(

12

2

1

12
2

222

2

2

2
. 

 3.Presmetaj go integralot: 

  
 24)32( xxx

dx
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e od oblik )1,( 2  xxxR . Zaradi toa, voveduvame smena xtxx  24 , t.e. 21

4

t
x


 , 

2
2

1

4
4

t

t
xx


  i dt

t

t
dx 22 )1(

8


 . Ako zamenime vo integralot, dobivame: 

 

t

t
CCtt

dt
tt

dt
ttt

dt
dt

t

t

t

t

dt
t

t

xxx

dx

35

35
ln

15

1
))35()35ln((

15

1
                                

35

1

35

1

5

1

)35)(35(

1
2

)3()5(
2

35

1
2

1

4
3

1

4
2

)1(

8

4)32( 222

22

22

2

















































 

 Zna~i,  

  
t

t
C

xxx

dx

35

35
ln

15

1

4)32( 2 





 , 
x

x
t




4
.  

 4.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

xx 
2

22
. 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija e od oblik ),( 2 cbxaxxR  . Zaradi toa, voveduvame smena xtxx  22 , t.e. 
1

2
2 


t

x , 

dt
t

t
dx 22 )1(

4




 ,
1

2
2 2

2



t

t
xx  i dobivame: 

 
xxx

xxx

x

xx
CC

t

t
tdt

t
dt

t

t
dt

t

t
dx

x

xx

t

t
t






























 




2

22

22

2

22
)1(

4
1

2

2

2

2

2
ln

2
2

1

1
ln2

1

1
12

1
2

)1(

42

22

2
 

 Zna~i,  

  
xxx

xxx

x

xx
Cdx

x

xx










2

22

2

2

2

2
ln

2
2

2
. 

 5.Presmetaj go integralot: 

  
 2211 xx

dx
.  

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e od oblik ),( 2 cbxaxxR  . Zaradi toa, voveduvame smena xtxx  121 2 , pri {to 
1

22
2 



t

t
x , 

dt
t

tt
dx 22

2

)1(

12
2




 , 2

2
2

1

21
21

t

tt
xx




 . Ako zamenime vo integralot, dobivame: 

 ttCdt
tt

dt
tt

tt
dt

tt

tt
dt

tt

tt
dt

xx

dx

t
tt

t
tt

arctg2|1|ln
1

1
2

1

1

)1)(1(

221

)1)(1(

12

)1)(1(2

12
2

1

2

211 22

2

2

2

2

2

1
21

)1(
12

2
2

2

22

2


































 







. 

 Zna~i, 

  ttC
xx

dx
arctg2|1|ln

211 2



 , kade 

x

xx
t

121 2 
 .  

 6.Presmetaj go integralot: 

  
 1)1( 2 xxx

dx
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e od oblik ),( 2 cbxaxxR  . Zatoa voveduvame smena txxx  12 , od kade {to dobivame: 

 
t

t
x

21

12




 , dt
t

tt
dx 2

2

)21(

1
2




 , 
t

tt
xx

21

1
1

2
2




 . 

Ako zamenime vo integralot: 
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C
t

t

dt
tt

dt
ttt

dt

tt

dt

t

tt

t

t

dt
t

tt

xxx

dx






















































31

31
ln

3

3
                               

31

1

31

1

3

1

)31)(31(

1
2

3)1(
2

22
2

21

1
1

21

1

)21(

1
2

1)1( 2222

2

2

2
 

 Zna~i,  

  C
t

t

xxx

dx









31

31
ln

3

3

1)1( 2
, kade xxxt  12  

 7.Presmetaj go integralot: 

  
 221 2 xx

dx
. 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija e od oblik ),( 2 cbxaxxR  . Zatoa voveduvame smena txxx  222 , t.e. 
)1(2

22

t

t
x




 , 

dt
t

tt
dx 2

2

)1(

22

2

1




  i 
t

tt
xx

22

22
22

2
2




 . Ako zamenime vo integralot dobivame: 

 




















t

tCdt
t

dt
t

dt
tt

tt

t

tt

dt
t

tt

xx

dx 2
)1ln(

1
2

1

1

)1(

22

1

22

2

1
1

)1(

22

2

1

221 22

2

2

2

2

2
 

 Zna~i 

  
t

tC
xx

dx 2
)1ln(

221 2



 , kade xxxt  222 . 

 8.Presmetaj go integralot: 

  
 12 xxx

dx
. 

 Re{enie./Podintegralnata funkcija e od oblik ),( 2 cbxaxxR  . Zaradi toa voveduvame smena txxx  12 , t.e. 
t

t
x

21

1 2




 , 

dt
t

tt
dx 2

2

)21(

1
2




 , txxx  12 , i dobivame: 

 

C
t

ttdt
ttt

t

dt
tt

dt
t

dt
tt

tt
dt

tt

tt
dt

tt

tt

t

dt

xxx

dx t
tt












































 


12

1

2

1
|12|ln

2

3
||ln2

)12(

1

12

1

2

1
3ln

2

1
                            

)21(2

1
3

1

2

1

)21(

3144

2

1

)21(

444

2

1

)21(

1
22

1

2

22

2

2

2

2

2)21(
1

2

2

2

 

 Zna~i,  

  C
t

tt
xxx

dx








12

1

2

1
|12|ln

2

3
||ln2

12
,kade xxxt  12  

 9.Presmetaj go integralot: 

  
 12 xxx

dx
. 

 Re{enie.Podintegralnata funkcija e od oblik ),( 2 cbxaxxR  , kade R  e racionalna funkcija od dve promenlivi. Zatoa voveduvame 

smena txxx  12 , t.e. 
t

t
x

21

12




 , dt
t

tt
dx 2

2

)21(

1
2




  i dobivame: 

 

C
t

ttdt
ttt

t

dt
tt

dt
t

dt
tt

tt
dt

tt

tt
dt

tt

tt

t

dt
t

tt

xxx

dx















































12

1

2

1
|12|ln

2

3
||ln2

)12(

1

12

1

2

1
3ln

2

1
                            

)21(2

1
3

1

2

1

)21(

3144

2

1

)21(

444

2

1

)21(

1
2

)21(

1
2

1

2

22

2

2

2

2

22

2

2  

 Zna~i,  

  C
t

tt
xxx

dx








12

1

2

1
|12|ln

2

3
||ln2

12
, xxxt  12 . 

 10.Presmetaj go integralot: 

  
 442 xxx

dx
. 

 Re{enie.(a)]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
44144

2
1122








xxx

dx

xxx

dx
. 
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Voveduvame smena xt 1 , dtdx
x

2
1  i dobivame: 

 )**(
)12(24412441

)*(
222









 

t

dt

tt

dt

tt

dt
. 

Voveduvame nova smena zt 212  , dzdt 2
2 , pa spored toa: 

 
2

2
arcsin

2

1

2

12
arcsin

2

1
arcsin

2

1

1

1

2

1

22
)**(

22
2
2

x

x
C

t
CCzdz

zz

dz 









  . 

 Zna~i,  

  
2

2
arcsin

2

1

442 x

x
C

xxx

dx 



 .  

 11.Presmetaj go integralot: 

  
 22 xxx

dx
. 

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*(
122 1122

2








xx

x

dx

xxx

dx
 

Voveduvame smena t
x


1
, dtdx
x

2

1
 i dobivame: 

 )**(
)(2

1

2

1

12
)*(

16
72

4
1

2
1

2
122










  
t

dt

tt

dt

tt

dt
. 

Voveduvame nova smena zt
4

7

4

1
 , dzdt

4

7
  i dobivame: 

 





























 









  6

1
16

1
161

1
4ln

2

2
1

7

14

7

14
ln

2

2
)1ln(

2

2

12

2

2

2
)**( 2

2

2
2

16
72

16
7

4
7

xxx
C

tt
CCzz

z

dz
dz

z
 

 Zna~i,  

  










 6

1
16

1
161

1
4ln

2

2

2 22 xxx
C

xxx

dx
. 

 12.Presmetaj go integralot: 

  
 2])1(1[ xx

dx
. 

 Re{enie.Podintegrlnata funckija e od oblik 2( , )R x ax b c   . Spored toa, ‘e napravime transformacija na nejziniot oblik, odnosno 

‘e vovedeme smena: 

  (1 )x x xt       2 2(1 )x x x t    21 x xt    21 ( 1)x t  ,  

odnosno 
2

1

1
x

t



. Sega, 

2 2

2

( 1)

t
dx dt

t





 i 

2
(1 )

1

t
x x

t
 


. Ako izvr{ime zamena vo integralot, dobivame  

  
2 2 2 2 2 2

2

1 2 2
(*)

[1 (1 ) ] ( 1) ( 1)
1

1

dx t t
dt dt

x x t t tt

t

 
  

       

     

 13.Presmetaj go integralot 

  
 222 xxx

dx
 

 Re{enie./ 

 14.Presmetaj go integralot 

  dx
xxx

xx




1

11
2

2
. 

 Re{enie. a) So neposredna transformacija na podintegralnata funkcija ‘e dobieme  

  
2

2 2
2

2

1 1 1 1 1
ln (*)

1 11 1 1

x x
dx dx dx x

xx x x x x x x
x x

   
            

     

Sega }e vovedeme smena 
1

t
x

      
2

1
dt dx

x
   , i dobivame 
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2 2

1 1
(*) ln ln (**)

1 1 3
2 4

dt x dt x
t t

t

      
     

 

   . 

Sega voveduvame nova smena 
1 3

2 2
t z  

3

2
dt dz  , od kade sleduva 

  

2
2

2

2

2

1 3 2 1 2 1
(**) ln ln( 1) ln ln 1 ln

23 3 3 3

4 4

2 1 4 4 4 2 1 1
ln ln ln 1 2 1 ln

3

t t
dz x C z z x C x

z

t t t
C x C x

x xx

                      

    
           

 


  

 Zna~i,  

  
2

22

1 1 2 1 1
ln 1 2 1 ln

1

x x
dx C x

x xxx x x

   
           

   

  Ovoj rezultat da se proveri: C
x

xx
dx

xxx

xx










 





2

2

2

2 11
1ln

1

11
. 

 15.Presmetaj go integralot 

  
 32)2( 22 xxxx

dx
. 

 Re{enie. C
x

xxx

x

xxx

xxxx

dx














2

)32(3)2(2
ln

63

1

2

)32(31
ln

33

1

32)2(

22

22
.  

 16.Presmetaj go integralot: 

  
 4)( 23 xxxx

dx
. 

 Re{enie./ C
x

xxx

x

xxx

x

xxx

xxxx

dx

















1

447
ln

4

1

1

)4(63
ln

62

1441
ln

2

1

4)(

222

23
. 

 17.Presmetaj go integralot: 

  
 12 xxx

dx
. 

 Re{enie. C
xxx

xxxxxx
xxx

dx








)1212(2

3
|1212|ln

2

3
|1|ln2

1 2
22

2
. 

 18.Presmetaj go integralot: 

  
 2211 xx

dx
. 

 Re{enie. C
x

xx

xx

x

xx

dx











2

22

211
arctg2

211
1ln

211
. 

 19.Presmetaj go integralot: 

  
 22 )1( xx

dx
. 

 Re{enie. C
tt

t

t

t

xx

dx













)1(5

)34(2

152

152
ln

25

52

)1( 222
,kade  xxxt  2 . 

 20.Presmetaj go integralot: 

  










 

1

11
2

2
2

xx

dx

x

xx
. 

 Re{enie. Cxxx
x

xx

xx

dx

x

xx














  |2112|ln
11

2
1

11
2

2

2

2
2

. 

 21.Presmetaj go integralot 
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  



dx

xxx

xxx

23

23
2

2
. 

 Re{enie./ Cttt
tt

dx
xxx

xxx










 |2|ln
27

16
|1|ln

4

3
|1|ln

108

17

)1(6

1

)1(18

5

23

23
22

2
, kade 

1

232





x

xx
t . 

 

 Integrali od oblik  

  dx
dcx

bax

dcx

bax
xR

npp

 































,....,,
1

, Nn , Rdcba ,,, , Qnppp ,...,, 21 .  

 1.Presmetaj go integralot 

  dx
xx

xxx



)1( 3

63 2
. 

 Re{enie.Voveduvame smena dttdxtx 56 6,  i dobivame: 

 CxxCttdt
t

tdt
t

tt
dtt

tt

ttt
dx

xx

xxx






















  63 24
2

3
2

35
5

26

46

3

63 2
arctg6

2

3
arctg6

4

6

1

1
6

1

1
66

)1()1(
. 

 Zna~i,  

  Cxxdx
xx

xxx



 63 2

3

63 2
arctg6

2

3

)1(
. 

 2.Presmetaj go integralot: 

  
3 5)2)(2( xx

dx
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija 

 )*(
)2(2

2

)2(
2

2)2)(2( 2
3

3 6
3 5















x

dx

x

x

x
x

x

dx

xx

dx
. 

Voveduvame smena 3
2

2
t

x

x





, dttdx
x

2
2 4

3

)2(

1



, pri {to  

 C
x

x
Cttdtdtt

t












  3
2

223
3 2

2

8

3

8

3

4

3

4

31
(*) . 

 Zna~i,  

  C
x

x

xx

dx















 3
2

3 5 2

2

8

3

)2)(2(
. 

 3.Presmetaj go integralot 

  



dx
x

x

11

11
. 

 Re{enie.Voveduvame smena 21 tx  , tdtdx 2  i dobivame: 

 CxxxCtttdt
t

tdt
t

tt
tdt

t

t
dx

x

x





















  |11|ln414|1|ln44

1

2
22

1
22

1

1

11

11
2

2

. 

 Zna~i,  

  Cxxxdx
x

x



 |11|ln414

11

11
.  

 4.Presmetaj go integralot: 

  



dx
xx

xx

11

11
. 

 Re{enie. Cxxxx
x

dx
xx

xx



 |1|ln

2

1
)1(

211

11
22 . 

 5.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 


3
1

1
. 

 Re{enie./ C
t

tt

tt

tt
dx

x

x















1

2

3

12
arctg

3

32

12

1
ln

3

1

1

1
22

2
3 , kade 3

1

1





x

x
t . 

 6.Presmetaj go integralot: 

  
4 3 )4( xx

xdx
. 
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 Re{enie./ C
t

t

tt

tt

t

t

xx

xdx















2

1
arctg2

12

12
ln

2

2

1

4

)4(

2

2

2

4

3

4 3
, kade 4

4

x

x
t


 . 

 7.Presmetaj go integralot 

    xdxx4 2 . 

 Re{enie. Cxxxxdxx  44 2)85)(2(
45

4
2  

 8.Presmetaj go integralot 

  dx
xx

x



3

3

2

2
. 

 Re{enie. C
t

tttttdx
xx

x








 





7

12
arctg

14

79
)2ln(

2

5
|1|ln2

4

3

2

2
224

3

3

, 3 2 xt . 

 9.Presmetaj go integralot: 

   


dx
x

x
x

1

1
. 

 Re{enie. Cxxxxdx
x

x
x 


 |1|ln

2

1
1)2(

2

1

1

1
22  

 10.Presmetaj go integralot 

  3
5

1 x

dx

x

x 
. 

 Re{enie.Voveduvame smena 5
1

t
x

x



, 

15

5



t

t
x , dt

t

t
dx 25

4

)1(

5


 , pri {to dobivame: 

 C
x

x

x

x
C

tt
dt

tt
dt

t

tt
dt

t

t

t

t

t
x

dx

x

x







 







 




































  5
4

5
9

4951035

55

3

5

5

25

5

5 5
3

5
1

4

51

9

51

4

11

9

1
5

11
5

)(

)1(
5

1

)1(

5

1
. 

 Zna~i,  

  C
x

x

x

x

x

dx

x

x







 







 


 5

9
5

4

3
5

1

9

51

4

5

1
. 

 11.Presmetaj go integralot 

  
6 57 )5()7( xx

dx
 

 Re{enie. C
x

x

xx

dx








 6
6 57 7

5
3

)5()7(
 

 12.Presmetaj go integralot 

    n nn bxax

dx
11 )()(

, Nn , ba  . 

 Re{enie. n
n nn ax

bx

ba

n

bxax

dx








  11 )()(

. 

 13.Presmetaj go integralot 

  dx
x

x


 4
. 

 Re{enie.//Voveduvame smena 24x t     2dx tdt . Sega, ako zamenime vo integralot, }e dobieme  

  

2 2

2 2 2

4 1 1 1 1
2 2 2 1 4 2 8

2 2 24 4 4

2 4 2
2 4ln 2 4 4ln

2 4 2

x t t
dx tdt dt dt t dt

x t tt t t

t x
t C x C

t x

                    

  
      

  

    
 

 Zna~i,  

  C
x

x
xdx

x

x








 24

24
ln242

4
.  

 14.Presmetaj go integralot 
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  
 3 23 xx

dx
. 

 Re{enie.//Voveduvame smena 3x t    23dx t dt  , pri {to dobivame  

  
2

3
3 23 2

3 1
3 ln(3 1) ln(3 1)

3 133

dx t dt
dt t C x C

tt tx x
       


     

 
 Zna~i,  

  Cx
xx

dx



 |31|ln

3
3

3 2
. 

 
 
 
 
 



Matematika 2 

Neopredelen integral.Integrirawe na binomen diferencijal 

 Integrirawe na binomen diferencijal 
 
 Binomen diferencija go narekuvame sekoj diferencijal  

  ( )m n px a bx dx ,  

kade , ,m n p , a a  i b  se proizvolni konstanti.  

 Bidej}i , ,m n p  se racionalni broevi, mo`eme da smetame deka tie se od oblik 
s

p
r

 , 1

1

s
m

r
 , 2

2

s
n

r
  

 Integral od binomen diferencijal  

  ( )m n px a bx dx                           (1) 

mo`e da se izrazi preku elementarni funkcii samo vo tri slu~ai.  
  a) p ,  

  b) 
1

1
m

n


 

1
1

m

n


   , t.e. 

1m

n


 ,  

  v)
1m

p
n


  .  

 Vo slu~ajot a) voveduvame smena rx t . Vo slu~ajot b) voveduvame smena n qax b t  , kade 1 2( , )q NZS r r . Vo slu~ajot v) voveduvame smena 

n qax b t   , kade 1 2( , )q NZS r r . Vo site tri slu~ai se dobiva za integracija racionalna funkcija po promenlivata t .  

 1.Presmetaj go integralot: 

  
3 31 x

dx
. 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija  

 )*()1(
1

3
1

3
3 3




  dxxx
x

dx
  

Za binomniot diferencijal dxxx 3
1

)1( 3   imame 
3

1
,3,0  pnm . Bidej}i Z


0

3

1

3

11
p

n

m
, voveduvame smena 33 1 tx  , t.e. 

1

1
3

3



t

x , dt
t

t
dxx 23

2
2

)1( 


 . Spored toa,  

 
3

12
arctg

3

3

1

|1|
ln

3

1

1
1

1
)1(

11

1
)*(

23

3

23

2

3 33

2

3 3























  

t

tt

t
Cdt

t

t

t
t

dt
t

t

xx

dxx
dx

xx
. 

 Zna~i,  

  
3

12
arctg

3

3

1

|1|
ln

3

1

11 233 3













 t

tt

t
Cdt

t

t

x

dx
, kade 

x

x
t

31
 .  

1. Da se presmeta  

  
3 31 x

dx
 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija }e ja zapi{eme vo drug oblik  

   dxxx
x

dx o 3
1

3

3 3
1

1





  

Voveduvame oznaki: 3,0  nm  i 3
1p . Bidej}i Zpn

m  03
1

3
11 , izrazot dx

x
3 31

1


 e binomen diferencijal. 

Voveduvame smena 33 1 tx  , t.e. 31 13 t
x

 , 
1

13
3 


t

x ,   dtdxx
t

t
23

2

1

2



 , pa spored toa  

 
   )**(

111)1(

1

11
233

2

1

13 33

2

3 3
3






















dt
ttt

t
dt

t

t
dt

t

t

txx

dxx

x

dx

t

 

Podintegralnata funkcija e racionalna funkcija i istata }e ja razlo`ime na prosti dropki: 

 
        

11

11

111 3

2

3

2

23 















 t

CAtCBAtBA

t

tCBtttA

tt

CBt

t

A

t

t
 

Spored teoremite za ednakvost na racionalni funkcii imame:  

     CAtCBAtBAtt  22 010  
a od teoremata za ednakvost na polinomi imame  
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








































3
1

3
1

3
113

0

1

0

C

B

A

AC

AB

A

CA

CBA

BA

 

odnosno razlo`uvaweto glasi: 

 
1

1

3

1

1

1

3

1

1 23 






 tt

t

tt

t
 

Ako intergrirame dobivame: 

 
 

)*(
1

2

1

1

12

6

1
)1ln(

3

1

1

312

6

1
)1ln(

3

1

1

1

3

1

1

1

3

1

1
4
32

2
12223





















  dt
t

dt
tt

t
tdt

tt

t
tdt

tt

t
dt

t
dt

t

t
 

Vo prviot integral voveduvame smena dttdzttz )12(12   a vo vtoriot integral voveduvame smena 

dudtut 2
3

2
3

2
1   i dobivame: 

 

C
t

arctgttt

Carctguztdu
u

dz
z

t









 

3

12

3

3
)1ln(

6

1
)1ln(

3

1

3

3
ln

6

1
)1ln(

3

1

2

31

2

11

6

1
)1ln(

3

1
)*(

2

4
32

4
3

 

Spored toa  

 C
t

arctgttt 



3

12

3

3
)1ln(

6

1
)1ln(

3

1
)**( 2  

 Zna~i,  

  
3 31 x

dx
C

t
arctg

tt

t









3

12

3

3

)1(

)1(
ln 6

2

2

, kade 
x

x
t

3 31
  

 

 2.Presmetaj go integralot: 

  
4 4 1x

dx
. 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija 

 )*()1(
1

4
1

4
4 4




  dxxx
x

dx
 . 

Vo binomniot diferencijal dxxx 4
1
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1
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m
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t

t
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  i dobivame: 

 

Ct
t

t
tdt

t
dt

t
dt

t
dt

t

dt
tt

dt
tt

t
dt

t

t

t

dt

xx

dxx

t

t
t






















































arctg
2

1

1

1
ln

4

1
arctg

2

1

1

1

4

1

1

1

4

1

1

1

2

1

1

1

2

1
      

1

1

1

1

2

1

)1)(1(11
)*(

22

2222

2

4

2

1
1

)1(

4 44

3

4

24

3

 

 Zna~i,  
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t
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x
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





 arctg
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1
ln
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x
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 3.Presmetaj go integralot: 

  
3 2 1xx

dx
. 

 Re{enie./ ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 
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3
1
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
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Vo binomniot diferencijal dxxx 3
1

)1( 21    imame 1m , 2n , 
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1
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
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 Zna~i,  

  C
t

tt

t

xx

dx













3

12
arctg

2

3

1

|1|
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2

1

1 23 2
, kade 3 21 xt  . 

4. Da se presmeta 

  
3 2 1xx

dx
 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija }e ja zapi{eme vo nov oblik: 

   dxxx
xx

dx
3
1
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3 2
1

1

 


  

Voveduvame oznaki 1m , 2n  i 3
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2
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
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dobivame: 
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 Zna~i, 
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t
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
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
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 5.Presmetaj go integralot: 

   
dx

x

x
5

41
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 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 
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 Zna~i,  
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t
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x
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








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 6.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x 3 1
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija 

 (*)1
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2
1

1
3









   dxxxdx
x

x
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Za binomniot diferencijal dxxx
3
1

2
1
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




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3
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m
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 Zna~i,  

  C
t

arctg
tt

t
tdx

x

x











3

12
32

1

|1|
ln2

1
2

3

, kade 3 1 xt  . 

7. Da se presmeta  

  dx
x

x


3 1
 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija }e ja zapi{eme vo drug oblik: 

 dxxxdx
x
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2
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1
1 1

3







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Voveduvame oznaki: 1m , 2
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2
1

111  
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x3 1
 e binomen diferencijal. 

Voveduvame smena    dtttdxtxtx 1611 32233   i dobivame: 
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Podintegralnata funkcija e racionalna funkcija i istata }e ja razlo`ime na prosti dropki: 
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Od teoremite za ednakvost na racionalni funkcii imame: 
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odnosno razlo`uvaweto glasi:  
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Spored toa  
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 8.Presmetaj go integralot: 

   
dx

x

x3 41
. 

 Re{enie./]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 
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4
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2
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
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 
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Vo binomniot diferencijal dxxx
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1 

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11. Da se presmeta  
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 13. Da se presmeta  
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14. Da se presmeta  

  dxxx  43  

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegrealnata funkcija so  
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15. Da se presmeta  
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t   

16. Da se presmeta  

  
53 1

1
x

x

dx
  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija so  

 )*()1(
1

1

5
1

13

53





 dxxx

x
x

dx
 

Voveduvame oznaki 3m , 1n , 
5

1
p . Bidej}i Z

n

m








2
1

131
, voveduvame smena 

dttdx
x

t
x

4

2

5 5
11

1   i dobivame: 

 







 






 







 






 








4

1

9

11
15

4

1

9

1
5

4

1

9

1
5)(55

1
)1(

1

1
1

11

1
1

5

4

54493845

2

553

xx
C

ttCCttdtttdtt
t

tdx
x

x

x

x
x

dx

 

 Zna~i,  

  





 






 


 4

1

9

11
15

1
1

5

4

53 xx
C

x
x

dx
 

 17. 
 3 21 x

xdx
             

 Re{enie. //Интегралот ќе го запишеме во облик  

  
2 1
3 2

3 2
(1 ) (*)

1

x
dx x x dx

x
  


    
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Сега е јасно дека 
2 1

1, ,
3 2

m n p   Z . Од друга страна  

  
1 1 1 6

3
2 2
3

m

n

 
   Z   

Според тоа, изразот  
2 1
3 2(1 )x x dx  е биномен диференцијал. Заради тоа, воведуваме смена  

  
2

331 x t      
2

331 x t    
 

 Cttt
x

xdx



 32

5

3

1
35

3 2
, kade 3 21 xt   

  

 18.  
dx

x

x3 1
            Re{enie. C

t

tt

t
tdx

x

x











3

12
arctg32

1

1
ln26

1
2

3

, 3 1 xt   

 19. dx
x

x
 31

. 

 

20. Da se presmeta  

  
 2

5

1 x

dxx
 

 Re{enie.  
 

21. Da se presmeta  

  dx
x

x
  23 )1(

  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija so  

 dxxxdx
x

x
2

3

1

2

1

23
1

)1(















   

Voveduvame oznaki 
2

1
m , 

3

1
n  i Zp  2 . Voveduvame smena dttdxtx 56 6  i dobivame: 

 






  dt

t

t
dtt

t

t
dx

x

x
22

8
5

22

3

23 )1(
66

)1()1(
 

 

22. Da se presmeta  

  dxxx 3 33  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

 )*()3(3 3
1

3
1

23 3   dxxxdxxx   

Voveduvame oznaki  

 Zpnm 
3

1
,2,

3

1
 

Bidej}i Zp
n

m



1

3

1

3

21
 }e napravime transformacija na podintegralnata funkcija so  

 )*(13)3(3 3 223 3 3
1

3
1

   xdxxdxxxdxxx  

Voveduvame smena dt
t

t
xdx

t
xt

x 23

2

3

23

2 )1(2

9

1

3
1

3







  i dobivame: 

 


  dt
t

t
23

3

)1(2

9
)*(  

23. Vo koi slu~ai integralot: 
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  dxxm 1  

kade m  e racionalen broj e elementarna funkcija.  
 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija so  

 )*()1(1 2
1

  dxxxdxx mom  

Voveduvame oznaki 01 m , mn 1 , Zp 
2

1
. Izrazot  

 dxxx mo 2
1

)1(   
}e bide binomen diferencijal ako  

 )a  Z
m


10

, t.e. }0{\,
1

Zk
k

m   

 )b  Z
m




2

110
, t.e. 

12

2




k
m , }0{\Zk   

 Vo prviot slu~aj imame t.e. voveduvame smena 21 txk   t.e.  
 Vo vtoriot slu~aj voveduvame }e napravime transformacija na podintegralnata funkcija so  

 )*(11 2   dxxxdxx mm
m

 

i voveduvame smena 21
1

t
xm

 , t.e. dt
t

t
dxmx

t
x mm

22

1

2 )1(

2

1

1





   i dobivame  

24. Da se presmeta 

  dx
x

x



5

41
 

Re{enie. Podintegralnata funkcija }e ja zapi{eme vo nov oblik: 

   dxxxdx
x

x 3
1

32

2

3 3

1
1

 
   

Voveduvame oznaki 2m , 3n  i 3
1p . Bidej}i Zp

n

m






0

3

1

3

121
, izrazot dx

x

x
2

3 31
 e binomen 

diferencijal. Zaradi toa voveduvame smena 33 1 tx  , 
1

1
3

3



t

x    dt
t

t
dxx

23

2
2

)1( 
  I dobivame: 

 )*(
1

1
1

1

11

1)1(

11
33

3

3

3

23

2

1

1

2

3

3 3

2

3 3

3


























dt
t

dtdt
t

t
dt

t

t
dt

t

tt
dxx

x

x
dx

x

x

t

 

Bidej}i, 

 C
t

arctgtttdt
t





 3

12

3

3
)1ln(

6

1
)1ln(

3

1

1

1 2

3
 

dobivame: 

 
 

C
t

arctg
tt

t
t

C
t

arctgtttt















3

12

3

3

1

1
ln

3

12

3

3
)1ln(

6

1
)1ln(

3

1
)*(

6
2

2

2

 

 Zna~i, 

  dx
x

x



2

3 31  
C

t
arctg

tt

t
t 








3

12

3

3

1

1
ln 6

2

2

, kade 
x

x
t

3 31
 . 

 

 25. 
6 61 xx

dx
             Re{enie. 

3

1
arctg

6

3

1

1
ln

12

1

1

1
ln

6

1

1

2

2

2

6 6 t

t

tt

tt

t

t

xx

dx 












 , 6 61 xt   

 26.   dxxx 43 .            Re{enie. Cxxxx
x

xxdxxx 


 )1ln(
8

1

8

21
)(

3

1
23243  
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 27. Da se presmeta  

  dx
xx  33 )1(

1
 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija }e ja zapi{eme vo nov oblik: 

 dxxxdx
xx

3
1

33

3
1

1
)1(

1 
 






 

   

Voveduvame oznaki 3,,1 3
1  pnm . Bidej}i Zp  3 , izrazot dx

xx 33 )1(

1


 e binomen diferencijal. 

Voveduvame smena dttdxtx 23 3  i dobivame: 

 

C
tt

tt

dt
t

dt
t

dt
t

dt
t

dt
t

dt
t

dt
tt

dt
t

dt
ttt

dt
t

dt
ttt

dt
t

dt
tt

dt
ttt

dt
ttt

dt
tt

dtt
tt

dx
xx






























































































2

32

323

332

223

2

3333

)1(

1
3

1

1
3)1ln(3ln3

)1(

1
3

)1(

1
3

1

1
3

1
3

)1(

1
3

)1(

1
3

)1(

1
3

)1(

1
3

1

11

1

1
3

)1(

1
3

)1(

1

1

1
3

)1(

1
3

)1(

1
3

1

11

)1(

1
3

)1(

1

)1(

1
3

)1(

1
33

)1(

1

)1(

1

 

 Zna~i,  

  C
xxx

x
dx

xx











 2333333 )1(

1
3

1

1
3

)1(
ln

)1(

1
 

 

 28.   dxxx3 2 )1( .           Re{enie. 
32

12
arctg

6

3

1

1
ln

6

1

)1(2
)1(

23
3 2










 t

tt

t

t

t
dxxx , 3

2

21

x

x
t


  

 29. Da se presmeta  

   dxxx 3 21  

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija 

      dxxxdxxx 3
1

3
1

23 2 11    

Voveduvame oznaki 3
1m , 2n , 3

1p . Bidej}i Zpn
m  21 , izrazot  dxxx3 21  e binomen diferencijal. 

Voveduvame smena 
 

dt
t

t
xdx

t
xtx

23

2

3

232

12

3

1

1
,1







  i dobivame: 

  
 

)*(
)1(2

3

12

3
11

23

3

23

2
3 23 2 





   dt

t

t
dt

t

t
txdxxdxxx   

 

Zada~a 30. Da se presmeta 

  
 411 1 xx

dx
 

 Re{enie. Podintegralnata funkcija }e ja zapi{eme vo nov oblik: 

   dxxx
xx

dx 2
1

411

411
1

1

 


 

Voveduvame oznaki 11m , 4n  i 2
1p . Bidej}i 

 Zp
n

m






3

2

1

4

1111
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izrazot 
411 1 xx

dx


 e binomen diferencijal. Zaradi toa voveduvame smena 

1

1
,1

2

424




t
xtx    

 
dt

t

t
dxx

22

3

12

1


  i dobivame: 
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dtttdtt
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t

t

t
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














2

1
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1
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1

12
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1
1
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2422

)1(

1

)1(2
1

416
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 Zna~i, 

  Cttt
xx

dx



 2

1

3

1

10

1

1

35

411
, kade 

2

41

x

x
t


  

 
 

 9. 
3 51 xx

dx
.              Re{enie. C

t

tt

t

xx

dx













3

12
arctg

5

3

1

|1|
ln

5

1

1 23 5
, 3 51 xt   

31. Da se presmeta  

  
3 51 xx

dx
 

 Re{enie. ]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

   dxxx
xx

dx
3
1

51

3 5
1

1

 


  

Voveduvame oznaki 3
1,5,1  pnm . Bidej}i Zn

m   05
111 , izrazot 

3 51 xx

dx


 e binomen diferencijal. 

Voveduvame smena dttdxxtx 2
5
34351   i dobivame: 

 )*(
15

3

)1(5

3

11
33

2

3 55

4

3 5












 dt
t

t
dt
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t

xx

dxx

xx

dx
 

Bidej}i 

 C
t

arctgtttdt
t

t





 3

12

3

3
)1ln(

6

1
)1ln(

3

1

1
2

3
 

dobivame 

 C
t

arctgttt 



3

12

5

3
)1ln(

10

1
)1ln(

5

1
)*( 2  

 Zna~i,  

  
3 51 xx

dx
C

t
arctgttt 




3

12

5

3
)1ln(

10

1
)1ln(

5

1 2 , kade 3 51 xt   

  

 32. dxxx 3 235 )1(            Re{enie. Cxxdxxx  3 533 833 235 )1(
5

1
)1(

8

1
)1(  

 33. Da se presmeta  

  dxxx 3 235 )1(   

 Re{enie. Podintegralnata funkcija }e ja zapi{eme vo nov oblik: 

 dxxxdxxx 3
2

)1()1( 353 235    

Voveduvame oznaki 3
2,3,5  pnm . Bidej}i Zn

m   23
151  izrazot dxxx 3 235 )1(   e binomen diferencijal. 

Voveduvame smena dttdxxtx 22331   i dobivame: 

 Cttdtttdtttdxxx   4736333 235

4

1

7

1
)()1()1(  
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 Zna~i,  

  Cttdxxx  473 235

4

1

7

1
)1( , kade 3 31 xt   

 

 34. dxxx  43 )1( .           Re{enie. Cxxxxxxxxxxdxxx  6 522626 543

17

6

5

8

13

36

11

24

3

2
)1(  

 

 35. dxx 3 41 .            Re{enie. C
tttt

dxx 












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3
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3

13
121

3 43 73 103 13
3 4 , 4 xt   
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 Integrali od iracionalni funkcii 
 
 1.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x
 12

3
. 

 Re{enie./Re{enieto na integralot e od oblik  

 dx
xx

xxCBxAxdx
xx

x 



 1

1
1)(

1 2
22

2

3
 ,  

kade {to CBA ,,  i   se koeficienti koi treba da gi opredelime. Ako poslednoto ravenstvo go diferencirame, dobivame: 

 
112

)12)((
1)2(

1 22

2
2

2

3









 xxxx

xCBxAx
xxBAx

xx

x 
,  

t.e.  

 
12

2)12)(()1)(2(2

12

2
2

22

2

3






 xx

xCBxAxxxBAx

xx

x 
. 

Od poslednoto ravenstvo go dobivame ravenstvoto: 
  CBxCABxABAxxxx 2)243()54(60002 2323 . 
Spored teoremata za ednakvost na polinomi dobivame: 

 















02

0234

045

26

CB

CBA

BA

A

 

Negovo re{enie e 3
1A , 12

5B , 24
1C , 16

7 . Od druga strana,  

 )*(
)(2

1

1

1

4
32

2
1

4
3

4
1

2
122











x

dx
dx

xx
dx

xx
. 

Voveduvame smena tx 2
3

2
1  , dtdx 2

3  i dobivame  

 C
xxx

tt
t

dt

t

dt









 









 

3

12

3

12
ln)1ln(

1
)*(

2
2

2
4
32

4
3
2
3

. 

 Zna~i,  

  C
xxx

xxxxdx
xx

x









 
















3

12

3

12
ln

16

7
1

24

1

12

5

3

1

1

2
22

2

3
.  

 2.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

xx



2

2

1

1
 

 Re{enie.Re{enieto e od oblik  

 dx
xx

xxBAxdx
xx

xx 






2

2
2

2

1

1
1)(

1

1
 ,  

kade {to BA,  i   se koeficienti koi }e gi opredelime.Pri toa, poslednoto ravenstvo }e go diferencirame, i dobivame: 

 
2

2

22
2

2

2

12

2)21)(()1(2

112

)21)((
1

1

1

xx

xBAxxxA

xxxx

xBAx
xxA

xx

xx
















 
. 

Spored teoremite za ednakvost na racionalni funkcii, imame 
  22)23(42)21)(()1(2222 222  BAxBAAxxBAxxxAxx ,  
a od teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 

 













24

223

222

A

BA

BA 
 

Jasno e deka re{enie na sistemot e 
2

1
A , 

4

1
B  i 

8

11
 .  

 Od druga strana  

 )*(
)(

1

2

1

1

1

2
2
1

4
52

2
1

4
1

4
52










 dx
x

dx
xx

dx
xx

. 

Voveduvame smena tx
2

5

2

1
 , dtdx

2

5
  i dobivame: 

 C
x

t
t

dt

t

dt









 

5

12
arcsinarcsin

1
)*(

22
4
5

4
5
2
5

.  

 Kone~no,  
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  C
x

xxxdx
xx

xx
















5

12
arcsin

8

11
1

2

1

4

1

1

1
2

2

2
.  

 3.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

xx




52

32
2

2
.  

 Re{enie.Re{enieto e od oblik  

 dx
xx

xxBAxdx
xx

xx 







52

1
52)(

52

32
2

2
2

2
 ,  

kade BA,  i   se koeficienti koi treba da gi opredelime. Poslednoto ravenstvo }e go diferencirame, pri {to  

 
52

)1)(()52(

52522

)22)((
52

52

32
2

2

22
2

2

2


















xx

xBAxxxA

xxxx

xBAx
xxA

xx

xx 
,  

t.e.  

 
52

5)3(2

52

32
2

2

2

2










xx

BAxBAAx

xx

xx 
.  

Spored pravilata za ednakvost na racionalni algebarski izrazi, dobivame: 
  BAxBAAxxx 5)3(232 22 ,  
a od teoremata za ednakvost na polinomi go dobivame sistemot: 

 













22

33

05

A

BA

BA 
 

Negovo re{enie e 0,1  BA  i 5 . Od druga strana: 

 )*(
4)1(

1

52

1
22







 dx
x

dx
xx

. 

Voveduvame smena tx 1 , dtdx   i dobivame: 

 CxxxCtt
t

dt



  )521ln()4ln(

4
)*( 22

2
 

 Zna~i,  

  Cxxxxxxdx
xx

xx




 )521ln(552
52

32
22

2

2
. 

 4.Presmetaj go integralot  

  dx
xx

xxx




12

12
2

23
. 

 Re{enie. Cxxxxxxxdx
xx

xxx

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 5.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

xxx




34

6116
2

23
. 

 Re{enie./ Cxxxxxxxdx
xx

xxx

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
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1
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 6.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x
 54

3
2

3
. 

 Re{enie. Cxxxxxxxdx
xx

x



 )542ln(1554)205(

54

3
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2

3
 

 7.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

xx



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1
2

3
. 

 Re{enie. Cxxxxxxxdx
xx
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
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
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 8.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

xx




74

583
2

3
. 

 Re{enie. Cxxxxxxxdx
xx

xx




 |742|ln11274)365(
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3
 

 9.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x
 542

4
. 

 Re{enie. )542ln(
8

35
54

12

145

24

95

6

7

4

1

54
2223

2

4












 xxxxxxxxdx
xx

x
 

 10.Presmetaj go integralot: 
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  dx
xx

x
 2

2

21
 

 Re{enie.Re{enieto }e go pobarame vo oblik: 

 dx
xx

xxBAxdx
xx

x 



 2

2
2

2

21

1
21)(

21
 , 

kade {to BA,  i   se koeficienti koi }e gi opredelime. Ako ravenstvoto go diferencirame i algebarski sredime, dobivame 

 
2

2

2

2

21

)()3(2

21 xx

BAxBAAx

xx

x









.  

Dva racionalni algebarski izrazi se ednakvi ako i samo ako imaat isti broiteli ili imaat isti imeniteli. Za da va`i znak za ravenstvo, 
potrebno e i dovolno da  
 )()3(200 22  BAxBAAxxx .  
Dva polinomi se ednakvi ako i samo imaat ednakvi koeficienti pred soodvetnite stepeni na promenlivata x , od kade {to go dobivame 
sistemot: 

 










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12

03

0

A

BA

BA 
. 

Re{enie na sistemot e 2,
2

3
,

2

1
 BA . Od druga strana,  

 )*(
)1(2

1

21

1
22







 dx
x

dx
xx

. 

Voveduvame smena tx 21  , dtdx 2  i dobivame: 

 C
x

Ct
t

dt






 

2

1
arcsinarcsin

22

2
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2
.  

 Zna~i,  

  C
x

xxxdx
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x



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
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
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