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BOBE [

IIpen TebGe e yueOHukoT mo uzdopHuot npegmer EJIEMEHTAPHA AJITEBPA 3a
IpBa TOMHA Ofi TMMHA3UCKOTO oOpa3oBaHue. Toj e paboTeH Taka, WITO Ke MOXell U
CaMOCTOJHO Jia ce 3[[00MBalll CO HOBUTE 3HACHAa U YMeewa IITO ce NPEABUEHN CO HacTaBHATa
IporpamMa o 0BOj IpeIMeT.

MatepujanoT e mojesieH, COIIacHO O Mporpamata, BO IeT ONJC/IHU LEINHU (TeMH).
Ha nodeTokoT Ha cekoja TeMa, MOKpaj COAp>KHMHATa IITO € pa3pabOTeHa BO Hea JAajeH €
nperJief] Ha NOTpeOHUTE Npe3Hackha 3a YCIEIHO Cleflehe Ha MaTepHjalloT KOj € pa3paboTeH
BO Taa ruasa. McTo Taka, JajieH € U NIperiefoT Ha HOBUTE 3Hackma U yMeewa co KoM Tpeda ja
Ce CTeKHeIl JIOKOJIKY YCIEIIHO TM COBIajall IpefBupeHute coapxkuHu. Cekoja Tema e
3a0KpY>KEHa IeJIMHA U € pa3fielieHa Ha OofjpefieH Opoj JeKIUM KO, UCTO TaKa, IPeTCTaByBaaT
3a0KpYKeHHU LenHu. TemuTe ce 03Ha4eHu CO pUMCKU OpOEBH, JOAEKA JEKIMUATE Ce O3HAUYECHU
co apancku OpoeBu. Bo cexoja teMa, gepuHuLIMNTE, TIPUMEPUTE, 3a0€ICIIKATE U TEOPEMUTE
ce HyMEpHUpaHU MHTETpaHO 3a TeMarta. MIcToTo ce offHecyBa U Ha 3ajjauuTe 3a BexXOame Kou
ce AajieHu 1o cekoja jJeknuja. Ha kpajoT o cexoja TeMa e JajieH TeCT, CO UMja ITIOMOII MOXKEII
71a TM IIPOBEpPHUIII U [1a TU OLEHUIII CBOUTE 3Haewa U yMeewa. IlITo ce ogHecyBa 10 TecToBUTE,
THEe ce O(POpPMEHU Taka INTO OapaaT [Be€ HMBOA Ha 3HA€HAa, HO NP HUBHOTO peEllaBambe
MOXeII fa 'M KOMOMHHpall HMBOoaTa Off pas3nuuyHuTe 3ajaudu. [Iputoa, on cekoja 3agaya
n30Mpall caMo efiHa Mopi3ajavya a) wim 6), a 3a fja TO OIEHUII CBOETO 3HAaeHe, I'M coOMpall
0OJOBHUTE Ofi PELICHUTE 3a/laudl U KaKo IOKas3aTesl, BO KOHCyJITalyja co TBOJOT mpodpecop,
MOXKeEIl ia TO KOPUCTHUII KPUTEPUYMOT KOj € JJajieH 3a CEKO]j TeCT OfJEIIHO.

Pa3paboTyBaHNOT MaTepujan COApKH roieM Opoj TBpAewa (TeopeMH), Of KOW [el
Tpeba f1a r'|m ycBoMI 0e3 I0oKas3, MITO € NOCeOHO Ha3Ha4YeHo 3a cekoja Teopema. [Ipumepure,
KOM T'M UMa BO JJOBOJIEH Opoj, ce LEJOCHO pElIeHH U Cce MAafeHM KaKo WIycTpanuja Ha
TBpAewaTa ITO ce pa3paboryBaaT. 3aroa, 0COOEHO € BaXXHO NOOpO Aa M pa3padOoTHll,
O0uaejKu caMo Taka MOXKElll fla ce NOATOTBHUII 3a CAMOCTOJHO pelllaBamke Ha 3ajayi, a IoToa Aa
IIPEMUHEI KOH pelllaBaibe Ha 3alauuTe 3a BexXOame.

3a mojecHo KOpucTewme Ha YUYEOHUKOT, Ie(pUHULMNATE, IPUMEPUTE, TEOPEMUTE, 3aja-
yuTe 3a BexXKOame, TECTOBUTE U JEJIOBUTE KOHU Cce MPEABUCHN KaKO HEe3a[JOJKUTENIHA T.€. 3a
OHMe IIITO caKkaaT Jla 3HaaT oBeKe, ce 000eH! BO CIIEHUBE OON:



- nepuHUIM}A

- IpuMep

- TeopeMa

- 3a OHHeE IITO caKaaT fia 3HaaT NoBeKe
- 3aj1a4u 3a BexXOame

- IPOBEPH I'O CBOETO 3HACHE

Hcto TakKa, 3a MOJIECCHO KOPUCTECHE HA y‘ICGHI/IKOT, HaJAC€H € perucrap Ha nNouMUTE CO
KoH Ke ce CPETHEII BO TEKOT HA YIEHETO, KAKO U CIMCOK Ha KOPUCTECHUTE O3HAKU.

Ha xpajor o yueOHUKOT ce JafiecH! OATOBOPH, YIATCTBA U PEILICHHUja Ha 3aJauuTe 3a
BexxOame. [ToxkenHo e nmpep faa ro noriegHell OArOBOPOT WK PELIEHNEeTO Ha 3ajiadara, ja ce
o0uielll CaMOCTOJHO Jia ja pelInIll U 1a U3BPIIUII camonpoBepKa. CaMo Taka Ke MOXell fia ce
3g00uel! co caMofoBepOa U Ke MOXEII YCIEIIHO Jla yCBOjyBalll HOBY 3Haewa u ymeewa. Ce
pa3bupa jeka 3a moceomndaTHO U MOAJIA00KO YCBOjyBame Ha INPEABUACHUOT MaTepujal,
MOXKEJTHO € Jla KOPUCTHUII U JOIOJIHUTEJIHA JIUTepaTypa, la 3aToa Taa € HaBeJleHa BO NoceOeH

AeJ1, BeJHall 1o OJArOBOPUTE, yIIaTCTBATa 1 pemeHHjaTa Ha 3aga4ure.

ABTOpOT

JUCTA HA CUMBO.J/IN

Cumboa  3nauemwe Cumbon 3Hauerwe
N MHOXECTBO NPUPOHA OpOeBH 7(n) 6poj Ha JIeJUTeNH Ha TIpH. Op. n
Ny MH. IpAPOIHU GpoeBu 3aeqHO co () H3/T HajroJieM 3aeHUYKH JIeITUTe
Z MHOXECTBO Ilen 6poeBr ® MHOXEH€ M0 MOJYJI
Q MHOXECTBO pallOHATHN OPOEBH @ cobupame Mo MOJYJT
I MHOKECTBO NpaiOHAIIHY OpOEBH = KOHTpYEHTEH
R MHOXECTBO peajTHi OpOeBH H3C HajMaJ 3aeJTHIYKY COf[p>KaTel
c () MOIMHOXECTBO (BUCTHHCKO) ~ €KBUBAJICHTCH
v yHUja = eKBUBaJICHIIU]ja
N npecek = MMIUTAKALHja
\ pasimka A KOHjYHKIIFja
A CHMETpUYHA pa3yinKa v JCjYHKIIFja
x JekapToB Mpon3Bop - Herayja
€ npurnara c, KJIaca Ha eKBUBaJICHIIMja Ha a
¢ HE Ipunara f:A—> B  f emnpecnukyBame off 4 BO B
%) Npa3HO MHOXKECTBO ¢ 4 KOMIUIEMEHT Ha MHOXKECTBOTO A

|b a e jgenuTen Ha b 1, MICHTUYHO TPECINKYBatbe Ha A
alb a He e leATeN Ha b G(f) rpauk Ha IPECIUKYBamHEeTO [
a,..aja, MCKAJCH 3aNKC HA IPUPOT. 6poj la] aTicoNTyTHa BPETHOCT Of1



ITABA 1

TEOPUNJA HA BPOEBUA

COAPXKNHA HA TEMATA

IToum 3a neamBoCT

OnuTy npu3Hany 3a KeJuBOCT

Jleneme CO 0CTATOK

I[Moceonn npu3Hanm 3a AeIUBOCT

Hajrosiem 3aefHUYKH JeuTeN

EBximgoB anropuram

Hajman 3aeganuku cogpixarel

IIpoctu u ciiokeHn 6poeBn

9. OcHoBHaA TeopeMa Ha apUTMeETHKATa

10. /Tuneapua [{no¢antoBa paBeHKa

11. MeTopu 3a pemiaBame Ha HeJIHHEAPHI
[MunoganToBH paBeHKH

12. ITlonm 3a Konrpyenmja. OcHOBHU
CBOjcTBA

13. IIpnMena Ha KOHIpyeHIUUTE

14. J/InneapHa KOHIPyeHTHA paBeHKAa

PNAU R W=

HOBU 3HAEIbA U YMEEIA

YcnemHoTo COBJIalyBalkb-€ Ha COAP>KUHUTE KOU CE
paapa60TeHH BO OBaa T€EMa UMa 3a LeJI:

- Jla TY YTBPJMII MOUMHATE IEIUB,
eJIATEN ¥ CORPKATE,;

- 7\a OffpefyBall ACIUTENH U COpPKATEIN
Ha JlajieH 6poj;

- 7a TW YCBOWIII ONITHTE IPU3HAIN 32 AEIMBOCT;

- 7a TW yCBOWII IIOCeOHNTE MPU3HAIM 32 AEIMBOCT;

- 7aja yCBOWII TeopeMara 3a IeJIeEhe CO OCTaTOK
7 J1a MO3KellI fia ja MpPAMEHYBAIII IPH
pelIaBame Ha 3aaul;

- paoppenyBam H3[1 n H3C u na ja kopuctuin
BpcKaTa Mel'y HAB IIPH pelllaBame Ha 3a7adr;

- 7a TO YCBOWIII IIOMMOT 32 3a€MHO IPOCTH OpPOECBH 1
Jla TO KOPYCTHII TIPY pelllaBame Ha 3afadm;

- 7\aTo ycBOWII EBKIHMOBHOT arOpUTaM I
7la TO KOpUCTUII Ipy Haofawe Ha H3]T;

- p#a aeuHUpAI IPOCT U CIIOXKEH Opoj 1 a
OJpeyBalll ajy eieH Opoj € IIPOCT HIIH CIIOXKEH;

- 7\aru Haofam nmpoctute OGpOEBU MOMAIHU Off
IajeH npupofeH 6poj;

- 7[a MOXeII fja fOKaxKel fileKa IPOCTH OPOeBH
nMa GECKOHEYHO MHOTY;

- 7aja yCBOWII OCHOBHATa TeOpeMa Ha apUTMETHKATa
7 J1a ja KOPHUCTHIII TIPA Pa3IOKyBamhe Ha CIOKCHATE
6poeBHU Ha IIPOCTH MHOKUTEIIH,

Haorame Ha H3]1 m H3C;

- Ja MOXeI fja TO TPecMeTyBaIl GpojoT Ha
MHOXHTEJIUTE Ha IaficH PUPOJIeH 6poj;

- Ja TOo yCBOWIII IIOMMOT 3a InHeapHa [lnocantoBa
paBeHKa CO /IBe HEMO3HATH U aITOPUTAMOT 32
HEj3UHO PEIIABAE;

- p\a pemraBamI JnHeapHa [JnocaHTOBa paBeHKa CO
B Hemo3HaTu co MeTofoT Ha Ojnep;

- Ja pelIaBall HeKOW €AHOCTABHY HEJIMHEAPHH
JIrnocaHTOBY PABEHKY;

- 7a O yCBOWIII IIOMMOT 32 KOHTpyeHIja 1
HEj3UHUTE CBOjCTBA;

- Jla TM KOPWCTHII KOHTPYSHIUHUTE TP N3BEAYBahe
Ha oceGHI MPH3HALY 3a [IeJTMBOCT;

- Ja TW YCBOWII IIOMIMHUTE KJIaca KOHI'PYECHIUN IO
IajieH MOJYJI, HOTIIOJIH CHCTEM Ha OCTATOLH I
Jla TM KOPUCTHIII IIPY pelllaBame Ha 3afadl;

- Ja TO yCBOWIII IIOMMOT 3a JITHeapHa KOHTPYeHTHA
paBeHKa CO e[[Ha HEIl03HAaTa;

- 7aja coryefiall BpckaTa Mef'y JInHeapHaTa
KOHTpyeHTHA PaBEHKa CO efjHa HeTo3HaTa 1
yHeapHaTa [{nochaHTOBa paBeHKA CO ABE HETIO3HATH,

- 71a MOXeII fja pellaBaIll JINHeapHH KOHTPYCHTHH
PaBEHKH cO eHa Helo3HAaTa; I

- WHTYHTHBHO J1a TW Pa3BUBAI CBOUTE CIIOCOOHOCTH
3a IPaBWIIHO fie(hUHUPALE HA TIONMH 1
TOKaXXyBame Ha TBPACH-A.



TeopujaTa Ha GpoeBU I'M U3ydyBa CBOjCTBaTa Ha LEJIUTE OPOEBU U ONEpALUTE CO HUB.
Taa, 3aefHO co reomeTpujaTa, € €Ha OJf HajcTapuTe MaTeMaTUuku gucuumiuHu. Hej3unure
TEMENM T¥ ITOCTaBWie YIUTe aHTHYKUTe Maremarudapu: Iluraropa, EBknmp, [Iuodanr,
Epatocren u ap. Mefyroa, nako OpoeBUTE ce U3y4yBaHHU IIOBEKE Off BA MUJIEHUYMAa U T
IpoydyBaje HajroIEeMUTE YMOBHM Ha MaTeMaTH4KaTa MHCJA, CelaK 3a OBaa AMCIMILIMHA He
MOXe fla ce KaxKe jieKa e ucuprneHa. HanpoTtus, Bo TeopujaTa Ha OpoeBUTE NIOCTOjaT MHOTY
HepelleHn npoonemu. TOKMy Toa MHOIITBO IMpOOJIeMH, KOM MOXaT fia ce (popMylnpaar Taka
IITO MOXKAT f1a T pa3depaT U yUEHHIIN - ja TpaBy TeopujaTa Ha OpOEBH aKTyeJHa.

Ha cure Hac HY ce TO3HATU MHOXKECTBATa
N={1,2,3,..,n,..}, Ng=NuU{0}={0,1,2,3,...,n,...} n Z={...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.
IIpu n3yyyBameTo Ha ONEpalMUTE BO OBME MHOXKECTBA PEKOBME JIeKa COOMPAHETO UM MHO-
JKEHETO CE CEKOTrall U3BOJJIMUBH, T.€.
ako m,ne N, Torali m+neN u mneN;
ako m,ne Ny, toramt m+neNgu mneNy;u

akKo m,ne . ,torall m+neZ u mnel.

ITonaTamy, 3a of3eMambETO 3HAEME IeKa

ako m,ne N, Torami m —n €N aKko 4 caMO ako m > n;

ako m,ne N, Toramt m—neN; ako ¥ caMO aKO m>n; 1

akKo m,ne . ,rorat m—nelZl.
OcranyBa ja ja pasriefaMe olepanyjaTta Aeleme, Koja He € ceKorall W3BOJJINBA BO MHO-
xkectBata N,Ny u Z. lImeHO, ak0 m 1 n#( ce NpUPOJHU UK Leau OpOEeBH, TOrall KOjaud-
HUKOT m:n HE € CeKOoTralll IpUpofieH unu neia o6poj. I Tokmy Toa, npamameTo Kora 6pojoT m
e 1equB co OpojoT n # 0, T.e. MPALIakETO 32 AeUBOCTa BO MHOXKecTBaTa N,Ny U Z jexu BO
OCHOBAaTa Ha TeopHjaTa Ha OPOEBUTE.

Hedunumuja 1. 3a 6pojoT a € Z Ke Benume fieka € oeaus co 6pojot beZ, b#0, ako
nocTon Opoj g € Z TakoB, IITO € UCHOJHETO PABEHCTBOTO a =bgq . [IpuToa Ke Benume aeka b

e Oeauilien Ha a , ONHOCHO ieKa a € coopicailien Ha b 1 Ke muIryBame b |a .

Axko 6pojot beZ, b#0 He e geauTen Ha OPOjoT a € Z, T.€. aKO He NOCTOoM Opoj g € Z
TaKOB, IITO € UCIOIHETO PABEHCTBOTO a = bq , TOraul Ke nuuiyBame b | a.

Ke Benmume fieka b e guciiuncku Oeauitiea Ha a ako bla u b#a.



Ipumep 1. a) bupejku 15=5-3, ox nedunnnmjara 1 cnepysa geka 3|15 u 5|15. Cnopen
TOa, OpoeBute 1,3 1 5 ce BUCTUHCKY ienuTenu Ha 15.
0) 3a Opoesute 17 u 3 umame 17=5-3+ 2 u Oupejku
5:-3<5:3+2<6-3,

3aKJydyBaMme jieKa He TOCTOM MPUPOJeH Opoj ¢ TakoB, TO 17 =3¢ 1mTo 3Hauum geka 3/ 17.

B) Ke ru onpenenume cure fenurenu Ha 6poeBute 84 u 56. Umame

1 2 3 4 6 7 . 1 2 4 7
84 42 28 21 14 12 56 28 14 8°

CrnepcTBeHo, cuTe aenuTenu Ha Opojot 84 ce: 1, 2, 3,4, 6, 7, 12, 14, 21, 28, 42 u 84. IIputoa 3a
lBa pa3NUYHMU JEJIUTENM Ydj NPOM3BOJ € €JHAKOB Ha 84 Ke BennMme JeKa Ce 3demMHO
Komilnemenitiapru oeauitieau. Taksu ce mapoBute 1 n84,2u42,3u28,4u2l,6u14,7u 12.

[ToBTOpH ja mpeTxonHaTa [UCKycuja 3a 6pojot S56.

3abenexyBame feka ako a,be N, Ttoraml u g € N. [lonaramy, ako b|a, Toram of
a =bg HenocpenHo ciaeayBaaT paBeHCTBATa

a=(-b)(-q), —a=b(-q) u —a=(-b)q,
Of] ITO coryiacHo fecpuHnnmjaTa 1 ciegysa geka
(-b)|a, b|(-a) u (-b)|(-a).

HpeTXOIIHO HU3HECEHOTO HU [1aBa 3a MMpaBO, IpU pa3rjI€AyBabEeTO Ha AEJIUBOCTA, 1a C€ OIrpaHu-
YMMC Ha HCHETaTUBHUTEC LICJIN 6pOeBI/I, T.€. Ha MHO2KECTBOTO NO .

EpHo op kiyuyHWTE mpallakba BO TeOpHjaTa Ha OpOEBH € MpallakbeTo 3a OpojoT Ha
NIeIUTENIUTE Ha afieH npupofieH 6poj. Ha oBa mpamame Ke ce HaBpaTMMe BO HAaTaMOIIHUTE
pasriefyBama, a OBle caMO Ke 3a0ejexXume JieKa Off PaBeHCTBOTO a =a-1 HEmoCpeaHo
cliefyBa ieka cekoj 1en 0poj pasznuder op 0 e genuB co 6pojoT 1 u co camuor cebe, T.e. 1|a u

ala ako a# 0. Hcro Taka, o paBEeHCTBOTO

0=0-g,3aceko] geN

cienyBa ieka 6pojot 0 ©Ma 6ECKOHEYHO MHOTY ieJIuTeNn, T.e. a|0 ako a # 0. [la 3abenexume

neka 6pojot 0 e efuHCTBEH Liesl Opoj KOj uMa OeCKOHEYHO MHOry fenutenu. HaBucruna, ako
a#0 u b|a,roram o fepununyjata 1 umame a =bq, a,b,q € N, na 3atoa

a=bg>b-1=>b

IITO 3HA4YM AC€Ka CUTEC JCIUTCIIN HA 6pOjOT a CC IIoMaJli MJIM €JHAKBM Ha a W TaKBUTC 6pOCBI/I
C€ KOHEYHO MHOTY.

IIpumep 2. a) [Jokaxu geka 30MpPOT Ha KOU OWIO TPHU IOCIEAOBATEIHU IPUPOIHU
OpoeBH € enuB co OpojoT 3.

0) Jokaxu neka 30UpOT Ha TPpU NOCIEJOBATEIHHN CTETIEHH Ha OPOjOT 2, YMU CTEIIEHOBU
MOKa3aTeJu ce MPUPOIHU OpOEBH, € IeHUB cO OpOjoT 7.



Pewenue. a) Ako co k ro o3HauMMe HAjMaJIUOT Off TPU MOCIEAOBATEIHU NPUPOHA
OpoeBH, Toraml gpyrute jBa Opoja ce OpoeBute k+1 W k+2. 3a 30MpOT Ha OBUE OpOEBU
umMame

k+(k+D)+(k+2)=3k+3=3(k+1),
mTo cnopep aedpununyjata 1 3Haun 3| [k + (k +1) + (k + 2)], mTo u Tpedaile fga ce foKaxe.

0) Crnopepn ycroBOT Ha 3ajayaTa uMaMme jieKa CTENIEHOBHUTE MOKas3aTenu ce k,k+1 u
k+2, keN.3aroa, 3a 6apaHuoT 30Up UMaMe:

2k g okl oka2 Jok L0 0k 122 ok Sk 24+22)=7.2F

mTo cnopep Aedpununyjata 1 3Hauu geka 7 | (2k ol o g ). ¢

Ipumep 3. [Jokaxu feka pasnukata Ha OpojoT xabx W OPOjOT 3amUIIAH CO MCTUTE
uudpH, HO O 0OpaTeH pefocie] € AeauBa co 9.

Pewenue. 3a GpojoT xabx nMame
xabx =1000x +100a + 10b + x ,
a 3a OpOjOT 3amMIlaH co UCTUTE HU(PH, HO O OOpATEH peaocie]], UMaMe
xbax =1000x +100b +10a + x .
Op mocneqHATE IBE paBeHCTBA Haorame

xabx — xbax =1000x +100a + 1056 + x — (1000x + 1006 + 10a + x) =90(a — b) ,

mTo 3Hauu faeka 90|(xabx — xbax). Ilonatamy, og 90=9-10 cnegyBa 9|90 u Owunejku

90 | (xabx — xbax) , og Teopemara 2 cinenyBa geka 9 | (xabx — xbax). ¢
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3AJAYN 3A BEXKKBAILE

1. JHoxaxu eka 12| (3" +3"*1) 3a cexoj ne N.
2. Jlokaxku fieka pa3iuKaTa Ha IPOU3BOJIEH ueTupunugpeH 6poj ¥ 6pojoT 3anuilaH co UCTUTE U pH,
HO BO 0OpaTeH pefocie] e fenusa co 9.
3. Hajmu ru cure npuponHu GpOeBH 71 32 KOM BPEAHOCTA Ha JIpoIKara 3§—f4 MCTO TaKa e MpUpOfieH 6poj.
4. Hajnu ru cute 1ean BpeJHOCTH Ha OpOjoT # 3a KOU M3Pa3oT 2:;25 e e 6poj.
2 .
5. 3a kom BpemHOCTH Ha 71 , U3pa30T ’;T*zl e e 6poj?
6. Ha Hexonky nucTa XxapTHja HaUIIAHU ce OpoeBuTe +1 1 -1, Ha cekoj JIUCT O efieH O6poj. 30upoT Ha

cute Opoesu e 0, a HUBHUOT Npou3Bof € 1. [Jokaxu geka 6pojoT Ha JTUCTOBUTE € IeNIUB CO 4.

7. Hajnu ro HajroneMmuoT OpupojeH Opoj Koj T'o 3aI0BOJIyBa yCIOBOT: KOW OUIIO IBE COCEHU Hupu
¢popmupaat 6poj aeaus co 23.

YecronaTu ce jaByBa noTpeda jja OoleHuMe Jlaiu efieH Opoj e AenuB co Apyr Opoj - 6e3
Jla TO U3BPIIMME JIeNICHETO Ha THe Opoesu. [IpuToa ru KopucTUMe TaKaHAPEUSHUTE TPU3HAIIN
3a JIeJTMBOCT Ha pupoaHuTe 6poeBu. Toa ce TBpema MpeKy KoM 3aKiIydyBaMe Kora efieH 6poj
€ JIeNUB co APYr Opoj, 6e3 fa ro BpLIUME JICIIEHETO.

On oCHOBHOTO OOpa3oBaHuWE, MO3HATU HU C€ NMPHU3HALUTE 32 JENMBOCT HA NPUPOJEH
6poj co 2, 3,4,5,8u 9, 3a Kou BO HATAMOIIIHUTE pa3rielyBama Ke Jageme Jokasu. Bo oBoj gen
Ke ce 3aip>KuMe Ha MpU3HaALUTe 3a IeJIMBOCT Ha 30Up, pa3jiuKa U POU3BOJ, KOU CO €HO UMe

' HapeKyBaMe€ OIIITHU NPU3HAIA 34 JECJIUBOCT.

Ipumep 4. [Tokaxku geka 8| (98 -1).
Pewenue. 3afadyata MOXeMe Jla ja pellluMe CO NpecMeTyBame Ha OpojoT 981 u
MMOTOA IUPEKTHO []a MPOBEPUME Jamu § | 9% _1.

MefyToa "moeneraHTHO" pelIeHHE MOXKEME [a JafieMe cO MPUMEHA Ha Teopemarta 3.
JacHo, 8|8. O Teopemara 3 umame

818097 +9%+9%+9% 4193192494 1)=(9-1)97 +9°+9° +9% +93+92 1 9+1)
—98 197 496495 ,9%41:93,92 4,997 9% _95 94 _93 92 _9_1=9% |
LITO U Tpeballe fja ce JoKaxke. ¢



3adenemka 1. Oy npeTxoiHaTa TeOpeMa HEMOCPEIHO CleyBa TBPAECHETO.
Axo a|b u a|c,Toramt a|(b+c) u a|(b—c).

HasucruHa, 3a ga gokaxeme fieka a|(b+c), JOBOJHO € BO Teopemara 4 fa 3emMeMe
x=y=1,a3apagokaxeme fieka a|(b—c), TOBOJHO € la 3eMeMe x=1 u y=—1. ¢

IIpumep 5. Ako a u b ce uenu 6poeBu TakBu, MTO 31|(6a +11b), Toram 31|(a+7b).
Hoxaxmu!

Pewenue. Oy 31|(6a +11b) cnepyBa ieka MOCTOM m TaKOB, IITO 6a +11b=31m . Ho,
Toa 3Hauu faeka 30a + 55b =5(6a +11b)=5-31m, T.e. 31|(30a + 55b) . O gpyra crpana umame

3la+62b=31(a+2b)=31n, T.e. 31| (3la + 62b).

Koneuno, ox 3a6enemkara 1 ciegysa ieka
31|[31a + 62b— (30a + 55b)|=a+7b,

HITO ¥ Tpeballle fa ce JoKaxe. ¢

IIpumep 7. [lokaxxu gexa OpojoT n € feauB co OpoeBuTe 2 U 3, TOraul TOj € AEIHUB CO
6pojoT 6.

Pewenue. bunejku 3|3 u 2|n op Teopemarta 6 ciemyBa geka 2-3|3nm, T.e. 6|3n.
Amnanorso, 2|2 u 3|n, na og Teopemata 6 umame 2-3|2n, 1.e. 6|2n. Koneuno, on 3abenen-

karta 1 cnenysa aeka 6|(3n —2n)=n , ITO U Tpeballe ja ce Jokaxe. ¢
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3adenemxka 2. Ha kpajot oxf 0BOj fen fa 3abenexume eka Teopemata 6 MOxXKe fia ce
BOOTIIIITH, T.€. IcKa BaXaT CIIeTHIBE TBPCHa, KON Ke T ycBouMe 6e3 IoKa3.

a) AKo m |a1,m2 |a2,...,mk |ak, TOoramr mymsy...my |a1a2 Q.

0) AKo m|a , Toraiu mk ak,3aceKo' keN.
]

3AJAYN 3A BEXKBAILE

8. okaxwu jieka 3a cekoj ne N,

a) (5n+ 3)2 —4 e nmenuB co S; 0) (4n+ 5)2 —9 e menuB co 8.
9. JlokaxKu JeKa:

a) 17](6'°° -19%%), 6) 11](3°0 -2%0)
10. Tokaxku feka:

a) 2+ 224234+ .+2%¢ HenuB co 7,

0) 6+6%+6>+..+611 ¢ HenmB co 43.

11. okaxu ieka 36upoT:
a) 1+2+3+4+...+107+108+109+110 ce gemu co 37.
0) 1+2+3+4+...4997 + 998 +999 +1000 ce genu co 6poeBute 7, 11 u 13.

12. a) Jokaxu geka: x"—1=(x-Dx" " +x" 2+ .+x°

+x+1).
6) Tokaxu fexa: 7| (8" —14n—1),3acekoj neN.

B) Tokaxu feka: 19](7-5%" +12-6"),3a cexoj ne N.

Ha nouetokot PEKOBME [€Ka onepauI/IjaTa JCICHE HE € CCKorall HM3BOAJIMBa BO
MHOXecTBaTa N u Z. Mef‘YTOEl, OJ1 OCHOBHO O6pa3OBaHI/Ie 3HaeMe JieKka BO MHOXKECTBOTO N
3a onepaquaTa JCJICHEC Ba>KM TaKaHape€ICeHaTa uieopema 3a Oenervbe CO OCIAMIOK.

ITputoa, kako mWTO 3HaemMe, OPOjOT a T'O HAapeKyBaMe OeaeHuk, b-Oeauitiea, ¢ -Ko-
AUHYHUK Y ¥ -OCIUATUOK.

Taka, Ha mpumep, 3a 6poeBuTe a=17 U b=3 umame 17=3-5+2, WITO 3HAYN JIeKA
q=5mu r=2,a3a06poeBure a =342 u b=38 umame 342=38-9+ 0, mITO 3HaUM Jileka ¢ =9 u
r=0.

IIpeTxonHO McKaxkaHaTa TeopeMa 3a JIeJIeHhe CO OCTATOK BasKU M BO CIIETHUOT MOOIIIT
OOIHK.



3adenemka 3. On TeopemaTa 7 HEMOCPEIHO CliefyBa fieka b|a aKo M caMO aKo OCTa-
TOKOT r Of fAejieleTo Ha a co b € 0, T.e. r=0.

KonununukoT ¢ op Teopemara 7 Mmoxke fia 6upie Koj Ouso 1uein 6poj, a » € HeKoj Opoj of
MHOKecTBOTO {0, 1,...,5 — 1}, KOE TO HapeKyBaMe MHOMCECIIBO HA Octlattiou Ha Opojoil b .

Ounrnegno, {0,1} € MHOXECTBOTO Ha OCTAaTOLM Ha OPOjoOT 2, OUfejKK MPH AeNeHE CO 2
ce fo6uBa ocratok 0 mu 1. Criopen Toa, cekoj el 6poj MOKeMe fja To IpeTcTaBUMe BO BUOT

2k wvmm 2k +1, keZ.

Bpoeute o BUoT 2k TM HapeKyBaMme ilapHu Opoesu, a OHUE Off BUAOT 2k + 1 M HapeKyBame
HellapHu 6poesu.

CauyHo, IpH leTIeeTo co 3, MOXKHHU ce ciaepHuBe ocraTouu: umm 0 nmm 1 umm 2, ma
3aTOa CeKOj 1es Opoj MOXKe Jja ce 3amuilie BO BUIOT:

3k wvnu 3k +1 umu 3k+2, kel.

Bo mpBara rpyna (BeauMe yIuTe u Kijaca), craraaTt cuTe el OpoeBH IeIHUBH o 3, BO BTOpaTa
ce OHME KOM IIpHU JleJielkhe CO 3 AaBaaT OCTAaTOK 1, a BO TpeTaTa OHME KOM IIpU Jieliewmhe co 3
maBaat octaTok 2. Yecronatu BUAOT 3k + 2 TO 3anuilyBame Kako 3m —1

3k +2=3k+3-1=3(k+1)-1=3m—1.
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AHanorHo, npu JelemeTo co 6, MOXHU ce caeguuBe ocratouu: win 0, wium 1, unm 2,
uma 3, unu 4, unm 5, ma 3aToa cekoj eyl Opoj MOXKe Ja ce 3amlulle BO BUAOT: 6k, uiu 6k +1,
UM 6k +2 ,unu 6k +3,unu 6k + 4, unu 6k +5, k e€Z , 00HOCHO BO €fIcH O BUIOBUTE

6k, 6k £1,6k £2,6k+3,keZ.
Ke pelnmMe HEKOJIKY 3afiaul KOPHUCTE]KH ja TEOpEMATa 3a JIEIeHe CO OCTATOK.

IIpumep 7. a) Hajnu Hajronem npupopeH 6poj Koj IpH fieneme co 31 Ke jaBa KOauyHuK 17.

0) IIpu peneme Ha 6pojoT 170 e mobuen ocratok 11. Co Koj Opoj € AeTeHO U KOJIKAaB €
COOJBETHUOT KOJINYHUK ?

B) [1pu nenemwe Ha 6pojoT 237 e fobuen konuuHuk 13. Co k0j 6poj e aenen 6pojot 237
¥ KOM OCTaToI| ce fobuBaat?

Pewenue. a) Bo ciyuajoT ce najienu b=31 u ¢ =17, a ce 6apaar a u r. bpojor a, Koj
npu aeneme co 31 naBa KoauyHUK 17, MOKeMe Jja To 3anuiieMe BO BUAOT

a=31-17+r,0<r<31.
Toj Ke 6upe HajroseM, aKO OCTaTOKOT 7 € HajroJieM, T.e. ako r =30 . 3Hauu
a=31-17+30=557.
0) Hapeno: a=170,r =11; ce 6apaat b u g . Tpeba na Baxku
170=bq +11 wnu bg =159.
Bupejku 159=1-159 u 159=3-53, nocrojaT 4eTUPUA MOXKHOCTH:
b=159,g=1wnu b=53,g=3 wmm b=3, g=53 unu b=1,4=159.

[TocnegnuTte nBEe MOXHOCTH OTmafaat, OufiejKi OCTaTOKOT Tpeba ja Ouje momas of JejuTe-
ot (0<r<b).3aroa 3agavaTa uma e peuienuja b=159,q=1u b=53,¢g=3.

B) Haneno e a=237,q =37 ; ce Oapaat b u r. Tpeba f1a BaxKu
237=13b+r, 0<r<b

7 OTTyKa 3aKkilyuyBaMe feka 237>13b u 237 <14b, T.c. %Zb u %<b. Enuncreenu npu-

ponHu GpoeBU KOM T'M 3aI0BOJIyBaaT MOCIEAHNATE IBE HEPABEHCTBa ce OpoesuTe 17 u 18, nma
3atoa b=17,r=237-13-17=16 nnu b=18,r=237-13-18=3. ¢

IIpumep 8. a) [Jokaxu fieka 30HMPOT Ha YETHPHA NOCIEAOBATEIHU NPUPOJHU OpPOEBU
IIpH fIeNIekhe co 4 aBa OCTaTOK 2.

0) [Ipupopnuor 6poj a He e genuB co OpojoT 5. Hajau ro octaTokoT KOj ce po6uBa
NpH JeJemhe Ha OpojoT a* co 6pojort 5.

Pewenue. a) Heka k,k+1,k+2 u k +3 ce yeTupu nociefoBaTEIHI IPUPOJHU OPOEBHU.
3a HUBHUOT 30Up UMame

k+(k+D)+(k+2)+(k+3)=4(k+1)+2.
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On Teopemara 3a Jiellelhe CO OCTaTOK CIIelyBa JieKa OCTATOKOT Mpu fienewne Ha 4(k +1)+2 co
4 e eMHCTBEH U € €JHAKOB Ha 2.

0) bpojor a koj He e genuB co 5 MOXe Ja ce 3amnuile Kako Sk+1 uwnm Sk+£2,keN.
KBazipaToT Ha BakoB 6poj €

a’ =5k +1)> =25k +10k +1=5(5k> + 2k) +1=5m +1
N
a’ =(5k £2)? =25k + 20k +4=5(5k> 4k +1)—1=5m—1.

AKO MOCIENTHUTE NBE PAaBEHCTBA I'M KBa[JpUpaMe€ yIITE €IHAIIl IIO6I/IBaMC
a* =(m+1)? =25m? £10m+1=5(5m> +2m)+1=5n+1.

4 co o6pojor Sel. ¢

3Hauu, 0OCTaTOKOT MpH JieTemhe Ha OPOjoOT a

2

Ipumep 9. Heka a,b,c € N. [lokaxu geka a?+b%+c MIPHU JIETIEHE CO 8 HE MOXKE fia

fajie OCTaToK 7.

Pewenue. On Teopemata 3a Jieliele CO OCTAaTOK CJelyBa fieka CeKOj MpUpofieH Opoj
MOXE Jla ce 3alulle BO BUAOT 4k,4k + 1,4k +2 wma 4k +3, keN. Bo cekoj on oBue ciyyan

KBaJJpaTOT Ha 6pOjOT MOZKE [Ja C€ 3alIUIIC KaKO
16k% =8-2k%, 16k* +8k +1=8Qk> +k) +1,
16k +16k + 4=8(2k> +2k) +1, 16k> +24k +9=8(2k> +3k +1)+1.

Cnopen TOa, KBaJpaTOT Ha MPOU3BOJICH NMPUPOJACH 6p0] npu AcJICeHmE CO 8 Moxe ga mMma

octatok 0, 1 unu 4. Cobupajku KOu OMIO TPHU OCTATOLM Off HABEJEHUOT BHJI HE MOXEME Ja

2

pobueme 36up 7, a ojf TeopeMara 8 3aKiyuyBaMe IeKa 36HpoT a> +b> + ¢ pH feemhe co 8

HE MOXE J1a Jafe OCTaToK 7. ¢

3AJAYUN 3A BEXKBAILE

13. Axo efeH 6poj ce mopenu co 63, ce JoOuBa KOMMYHUK 7 U ocTaTok 59. Konky Ke 6uge ocTaTOKOT
IIpH IeJIEHETO Ha Toj 6poj co 217

14. Hajgu yetupunudpes 6poj koj nopeneH co 131 maBa ocratok 112, a mogenen co 132 gaBa uct
KOJIMYHHK M OCTaTOK 98.
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15. IIpodecopkara EnncaBera My mana Ha YIeHHKOT MeTodu Jla moienu efaeH 6poj co apyr. Meronu
mo6wWn KOMMYHWK 74 m octaTtok 22. [ToToa W3BpIIMI MpOBepKa: TO MOMHOXWI KOJUYHUKOT CO
[ENUTENOT U Ha TOOMEHUOT MPOM3BOJ TO AOAAN OCTATOKOT, Ma Taka goomin 30214. Mmano rpemika.
Meromu mpu oBa MHOXKeHe (IIpH MpOBepKaTa) BO NEIUTEIOT, HA MECTOTO Ha JACCETKUTE, eIHa
IIECTKA ja MPOYNTANT KaKo Hysa. Hajmu ru leIeHuKOoT 1 NeuTenoT?

16. HOKa}KI/I A€Ka NpOU3BOJOT Ha IBA MOCICAOBATCIHA IPUPOJHA 6pOCBI/I € acJmB CO 2.

17. Jokaxu feKa KBapaTOT Ha CEKOj HemapeH NpUpofieH Opoj Moxke [a ce 3amuile BO OOJHK
8p+1, peNy.

18. Joxaxwu jeka 30MpOT Ha KyOOBUTE Ha TPH IIOCIIE/IOBATEIIHN IPUPOHA OPOEBH € IeJHB cO 9.

19. [Tokaxwu fieka 6 | (n3 —n),3acekoj neN.
20. Toxkaxkwu jieka 3 | n(2n2 +1),3acekoj neN.

21. [Tokaxu feka 6 | (n3 +3n% +2n+ 6),3acekoj neN.

Opn OCHOBHOTO OOpa3oBaHMeE, MO3HATH HU Ce MPU3HALUTE 3a AEIMBOCT Ha MPUPOJIECH
6poj co 2, 3, 4,5, 8 u 9, Kou cnafaat BO rpynata Ha NOCeOHUTE MPHU3HALU 3a AEIUBOCT. Bo
OCHOBHOTO OOpa30BaHuE HAy4H Jla TM MPUMEHYBall MOCeOHUTE MpU3HalHd, 0e3 a T JOKaXy-
Bail. Bo oBoj fien Ke ce HaBpaTHMe Ha MpUMeHaTa Ha HEKOU MOCeOHU NMpU3HAIM, KOU U Ke Tu
TOKaxKeMe.

Bo npumepoT 3 ro HCKOPUCTUBME TaKaHAPEUEHHUOT JIeKaeH 3aMuc Ha MPUPOJieH Opoj.

la ce motceTume: cekoj nABouugpeH Opoj a=xy MoxkeMe Aa TOo 3amuiieMe BO OOJHK

a=10x+y; cekoj Tpuuudpen Opoj b =E MOXeMe Jla IO 3anuiiemMe BO OONHK
b=100x+10y + z utH. CIMYHO, aKO NPUPOAHUOT OpOj m € cocraBeH of (n+1)—Ha nudpa,

T.C. m=a,a,_1..aya1dg , TOral HICTUOT MOXKEME Jia I'O 3allMIIICME BO pa3BUCHA q)opMa:

m=10"a, +10"a, | +..+10%a, +10a, +aq. (1)

Taka, Ha TpuMep

13245=1-10* +3-10> +2-102 +4-10+5 u
457245=4-10° +5-10* +7-10° +2-102 +4-10+5.




Ipumep 10. Koja mudpa Tpeba ma crom Ha MECTOTO Ha SBEe3AMUYKaTa 3a OpoOjoOT
434548*6 na oume menaus co 47?7

Pewenue. O pu3HAKOT 3a EIUBOCT co 4 ciieyBa iekKa AaiecHuoT 6poj e fenus co 4
aKo ¥ caMo ako 4|(2a; +6), Kaje WTO a; € nudparTa Koja CTOU Ha MECTOTO Ha SBE3[MUKAaTA.

Co HenocpeniHa IpoBepka HaoraMe a; €41,3,5,7,9}. ¢

IIpumep 11. Koja mudpa Tpeba ma crom Ha MECTOTO Ha SBEe3AMUYKaTa 3a OpoOjoT
4341903*6 6une peaus co 8?

Pewenue. O pU3HAKOT 3a ICIMUBOCT CO § ciiefyBa ieKa AaicHuOT Opoj € JIeJIUB co 8
aKko " caMo ako 8|(4-3+2a; +6), Kajie WTO a; € nudpara MTO CTOM Ha MECTOTO HA SBE3ANY-

karta. Co HemocpejgHa MpoBepKa Haofame a; € {3,7}. ¢




2 4 n+1 He e Je/UB CO 5 3a HUTY €JeH IPUPOJICH

IIpumep 12. JokaxeTe geka OpojoT n
6poj n.

Pewenue. Criopey Ipu3HAKOT 3a JISTUBOCT CO OPOjOT 5, JOBOJIHO € J1a JoKaxkeMe AeKa
3a ceKkoj MpupofeH Opoj n uudgpaTa Ha eAUHULUTE HA OPOjOT n+n+le pasnuuHa o O u 5.
3a Taa yen Ke ja cocTaBuMe ciefijHaBa Tabemna:

0poj nudpa Ha eAUHULN
n 0 1 2 3 4 5 6 | 7 8 9
n? 0 1 4 9 6 5 6 9 | 4 1
2o 11373 [t [t[3][7]3]1

of] Kajie IITO TJieflaMe JeKa 3a CeKOj MpUpofieH Opoj n, OpojoT n?+n+1 3aBpIIlyBa Ha €f{Ha Off
mucpure 1, 3 unm 7, ITo 3HaUM JieKa TOj He € JIEJNB CO 5. ¢
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Ipumep 13. Koja uudpa Tpeda ga crom Ha MECTOTO Ha sBe3[uuUKaTa 3a OpojoT 92357*%46
na 6uze ienmB co 3, a Koja 3a OpojoT ja Oupe aenus co 9?

Pewenue. Op npu3HAKOT 3a AETUBOCT cO 3 ciefyBa feka 0pojoT 92357%46 e nenus co 3
aKo ¥ caMo aKo 30MpOT

9+2+3+5+7+a, +4+6=36+a,

e enuB co 3, Kaje WTO a, € nudpara Koja CTOM Ha MECTOTO Ha sBe3fnukaTta. Ho, 3|36, na
3aToa Tpeba 3|a,, Off IITO clefyBa ieka a, € {0,3,6,9}.

AHanorHo, ofi NpU3HAKOT 3a JAEIUBOCT co 3 cienyBa geka Opojot 92357%46 e nenus co
9 aKko ¥ caMO aKko 30HpOT

9+2+3+5+7+a, +4+6=36+a,

e genuB co 9, Kajie MTO a, € nudpara Koja CTOM HAa MECTOTO Ha sBe3anukaTa. Ho, 9|36 ma
3aToa Tpeba 9|a,, on mWTO cnegyBa a, €{0,9}. ¢

IIpumep 14. 1afen e npupojeH Opoj 7, Koj e 3anuiuan co 60 nudpu cenymKn u ofpe-

neH Opoj Hymu. JJokaxku feKa BpEeHOCTa Ha JponKaTa ”‘—327

IponKara ”‘TN He e 1ena 6poj!

e 1es 6poj, HO BpegHoCTa Ha

Pewenue. 36upot Ha nudpuTe Ha 6pojoT n € 60-7 =420, WTO cnopes NPU3HAKOT 3a
penuBocT co 3 3Hauu geka 3| n. Ho, 3|27, ma 3aToa 3|(n—27), IITO 3HaUX icKa BpeJHOCTA HA

IponKara ”‘—327 e 1es 6poj.
JacHo, 9|27 u 9| n, nma 3atoa 9/ (n—27), T.e. BpegHOCTA Ha JpoNKaTa ”‘—327 HE € [en
0poj. ¢
3AITAYU 3A BEXXKBAIBE
22. Jlokaxwu fieka: a) 5| (22000 -1); 0) 5/ (n2 —7),3aceko] ne N.
23. Joxaxwu aeka: a) 81| (101990 -10); 0) 81| 111...111.

81 emuHNUIA
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24. Ako n e npupojiet 6poj, Torami u (10" —4): 6 e npupopes 6poj. Jokaxkmu!

25. Ako n e npupojiet 6poj, Toramr u (10" +35):45 e npupoyen 6poj. Jokaxu!
26. Jlamm 8|a,kane mro a = 4444..4444 7
—

2002 4yeTBOpPKH
27. Ha mecTOTO Ha sBe3AMUKaTa, BO OpojoT 63145%, craBu coofBeTHa Iupa Taka LUITO NPH AENICHE Ha
TOj 6poj co 3 1 co S fa ce obujaT eqHAKBU ocTaTouu. Hajau ru curte pelieHuja.

28. Ha MecTOoTO Ha SBe3IMYKHUTE CTaBU UU(ppH Taka mTO OpojoT 4*1* ma Gune genus co 12. Hajau ru
CUTE pellleHy]a.

29. Ha mecToTo Ha SBE3UUKUTE CTaBH Lupu Taka mTo 6pojot 81** 6une penus co 90. Hajnu ru cute
peleHyja.

30. Tenedonckuot 6poj Ha CaMOUII ce COCTOU Off 1Ba TpULU(peHu 6poja, Off KOU ceKoj € AenuB co 45, a
cpepHata nudgpa uMm e 8. Hajou ro 6pojot Ha TenedOHOT, ako MPBUOT Aed of OpojoT € moman of
BTOPHOT.

31. [lokaxu fieka uyeTupuuppeHuoT 6poj abed e penus co 11 ako u camMo ako OpojoT a—b+c—d e
nenus co 11.

32. Kopucrejku ro tBpaewmeTo: "IIpupoonuoit 6poj n e deaus co 11 ako u camo axo pasaukaiia Ha
36upoiti Ha yugpuitie Ha HelapHuille meciia U 30Upolll HA Uugpuitie HA UaApHUIe MeClid 80
Oexaonuot 3atiuc e deausa co 11.", npoBepn Kou o] GpoeBUTE

a) 1324567396; 6) 2619876347, B) 434548363235
e penuB co 11. O6uau ce ga ro JoKaxkel MPU3HAaKOT 3a AeIUBOCT co 11.

33. Ha MecToTO Ha sBe3gMuKkuTe, BO OpojoT 1988**, craBu nucpu Taka mTo JOOUEHHOT Opoj Aa Oune
penuB co 33. Hajau ru cute pelieHyja.

3a 6pojot 24 umame 24=1-2-2-2-3. Ouuraegno, opoesute 1,2, 3,4, 6, 8, 12 u 24 ce
nenuTenu Ha OpojoT 24. 3abenexyBaMe ieKa CUTE AEIUTENN Ha 24 ce moMau WK eJHAKBU Ha
24 v HUB TM UMa KOHe4YHO MHOTy. [TocieqHoTO Baxu 3a cekoj mpupopeH 0poj. MiMeno, aenu-
TEeNIUTE Ha CEKOj MpHpojieH Opoj a ce MoMalM WU eJHAaKBU Ha OpOjoT a, Ma 3aToa CEeKoj
npupojeH Opoj, a co Toa M CeKOj 1es Opoj pa3inyeH off HyJa, UMa KOHEYHO MHOTY JIeJIUTEIH.

Hedununuja 2. Heka a,b e N . 3a 6pojoT d Ke BeauMe ieKa € 3aeOHUYKU Oeauitien Ha
OopoeBute @ u b ako d|a u d|b.

Hexka d,,d,,...,d; ce 3ae[lHUYKHU eJUTEeNN HA @ U b, U d € HajroleMuoT Mefy Opoe-
BUTE d|,d,,...,d) , BO 03HaKa d =max{d|,d,,...,d; } . 3a OpojoT d Ke BeluMe ieKa € Hajzo.nem

30eOHUYKU Oeauitiean HA a U b .
3a HajroJIeMUOT 3aeTHUYKM JICIUTEN Ha OpOeBUTE a W b HAjUYECTO CE KOPUCTAT
o3Hakute (a,b) nmu H3](a,b). Hue Ke ja kopuctume o3nakata H3(a,b).

3a OpojoT d Ke BeauMme JeKa € 3ae[lHUYKU AeIuTes] Ha OpOeBHUTE d;,dj,...,d, AKO
d|a,d|a,,...d|a,.

Hexka d,,d,,...,d; ce 3aeqHUYKM [E€IUTENN HA aj,d,,...,d, . BpojoT d =max{dy,...,d; }
IO HapeKyBaMe€ Hdaj2onem 3aeOHU4KU Oeauillen Ha day,d,,...,d, W Ke TO O3HauyBaMe Co
H3(ay,a,,...,a,).
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3adenemka 3. Kako mto pekoBmMe, MHOXECTBOTO JEUTENN Ha TPUPOAHUOT OpOj a €
KOHEYHO U OMfiejKM TOA T COAP>KM 3aeAHUUYKUTE JEIUTEeNN Ha OpoeBUTe a U b, foOuBame

leKa MHOXKECTBOTO d|,dy,...,d) OJ 3ae[HIYKUTE JAeTUTEeNN Ha a U b e KoHeuHo. Ho, Toa He e
npasHo, 6pojor 1 e 3aeTHUYKM IeNUTEN Ha a W b, 1Ma 3aTOoa UCTOTO MMa HAjTOJIEM EJIIEMEHT.
Cnopep Toa, 3a ceKou fiBa MpupofaHu 6poja a u b moxe aa ce Hajae H3[(a,b). On Hanonno
UCTH TPUYMHM € jacHO JieKa 3a CEKOU n INPHUPONHU OpOeBH dy,d,,...,d
H3(ay,a;,...,a,).

, MOXe Jla ce Hajae

Opn mocera M3HECEHOTO € jacHO JieKa 3a fia ro HajjieMe HajTOJIEeMUOT 3aeTHIYKHY JIETUTEI Ha
OpoeBUTE a U b, JOBOJHO € Jla T ONpEeNUMe CUTE JCTUTENIN HaA @ W CUTE IETUTENN Ha b U
noToa Mefy HUBHUTE 3a€[HUYKU JICTUTENH Ja IO 3eMeMe HajroneMmoT Opoj. JacHO, BakBaTa
nocTarnka ceKoraill iaBa pe3yJTaTi, HO He € cekoraul epekTrBHa. MIMeHO, ako OpoeBuTe a u b
ce Manu Toraim c¢é € BO pefl, HO ako CTaHyBa 300p 3a rojemMu OpOeBH, TOrall MOXKe f1a UMaMe
cepuo3HM TelKkoTuu. Taka, Ha puMep, ako a =24 u b =156, Toraiil JIECHO ce Iiefa feka jeu-
Teq Ha 24 ce 1, 2,3, 4, 6, 8, 12 u 24, a nenurenu Ha 56 ce 1, 2, 4, 7, 8, 14, 28 u 56, ma 3aToa
H3]1(24,56) =8. Mefyroa, ako a=1728 u b=1764, Torau norpebeH e rojeM O6poj mpecMeTy-
Bama 3a CO MpETXOJHATa MocTanka fa ce koncratupa aeka H3JI(1728,1764) =36. Tokmy 3aToa,

BO OBO] fIeJI Ke fiaieMe HEKOJIKY TEOpEMH CO uKja IOMOIII Ke MoxKeMe NoJiecHo ga Haofame H3/I.

IIpumep 15. a) Hajou H3]1(484,396) .

0) Hajnu ro HajroneMuoT npupojieH 6poj 3a Koj mpu feneme Ha Opoesute 845 u 275, co
HEro, ¥ BO JiBaTa cllydyau ce 100MBa OCTaTOK 5.

Pewenue. a) On teopemara 10 a) ciegyBa
H3/1(484,396) = H3]1(396,484 — 396) = H3]1(396,88) = H31(88,396 — 88)
=H3]1(88,308) = H31(88,308 — 88) = H31(88,220) = H31(88,220 — 88)
=H3]1(88,132) = H3]1(88,132 — 88) = H31(88,44) = 44.

ITocnegnoTO paBeHCTBO cieflyBa o TeopeMata 9 ouaejku 88=2-44.
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0) Bapanuot 6poj e 3aegHUYKY lenuTen Ha 845 —5=840 u 275-5=270. Cnopep Toa,
Tpeba na Hajaeme H31(840,270). On Teopemara 10 a) numame

H3]1(840,270) = H31(270,840 — 270) = H31(270,570) = H3[1(270,570 — 270)
=H3](270,300) = H3]1(270,300 — 270) = H3]1(270,30)
u 6ugejku 30270 o moCAEeAHOTO PABEHCTBO U Off TeopeMaTa 9 foouBame
H3]1(840,270) = H3]1(270,30) = 30.
3Hauu, HajroaeMuoT O0poj co 6apanoTo cBojcTBo € 30. [IpuTtoa
845=30-28+5u 275=30-9+5.¢

Bo nperxopnute pasrinegyBama BugoBMe neka H3]1(24,56) =8 u H3JI(840,270) =30.

3alenexyBame fieKa U BO [iBaTa Cllydyaja HAjrOJIEMHOT 3a€JHUUYKH JENUTEN € morojieM op 1.
Mefyrtoa, nenutenu Ha 6pojot 10 ce 1, 2, 5 u 10, a genurenu Ha 6pojoT 3 ce 1 u 3, ma 3aToa
H3]1(10,3)=1. ITocrojaT 6pojHM IpUMEPH BO KOU HAJTOJIEMUOT 3a€IHUYKH JIeJUTEN Ha ABa Opoja

e 1 u BakBHUTe MapOBU NMPUPOAHU OpOEBHU ce Off MoceOHa BaXKHOCT BO TeopujaTa Ha OpoeBu, ma
3aT0a M NOCEOHO Ke T'M pas3riiefiame.

Hedununuja 3. 3a npupogHuTe 6poeBr a U b Ke BeJUMe ieKa Ce 3adeMHO Upocitii aKO
H3(a,b)=1.

3a OpoeBure ay,d,,...,a, Ke BEIUME J[E€Ka CE 3AeMHO UPOCU 60 UeAuHa aKo
H3M(ay,a,,...,a,)=1.

3a Opoesure aj,a,...,a, K& BelUME [eKa CE 3AeMHO UpoCiu O UAposu aKO
HBI[(a,-,aj) =1,3a i # j, T.e. ceKOM JiBa Opoja ce 3aeMHO POCTH.

JaCHO, aKo 6p06BI/ITe ap,dy,...,a, €€ 3a€MHO IIPOCTHU 110 IIapOBH, TOTralll THUE CE 3aEMHO

opocTu BO menuHa. Mefyroa, oOpaTHOTO He Baxku. MimeHo, 3a O6poesute 6, 15 u 35 umame
H3]1(6,15,35) =1, T.e. THe ce 3aeMHO MPOCTH BO IEJNHA, HO HE CE 3a€MHO MPOCTH IO MapOBH

oupejku H3J(6,15)=3 u H3]1(15,35) =5.
IIpumep 16. a) [Tokaxku neka Opoesurte 77 1 96 ce 3a€MHO IPOCTH.
0) Hokaxu neka OpoeBuTe n,n+1 U 2n+1 ce 3a€MHO NMPOCTHU 1O NAPOBHU.
Pewenue. a) Umame
H3]1(96,77) =H3[1(77,96 — 77) = H3[1(77,19) = H3]1(19,77 - 19)
=H3]1(19,58) = H3]1(19,58 —19) = H3]1(19,39)
=H3]1(19,39-19) =H3(19,20) = H3]1(19,20 - 19) =1,
LITO 3Ha4M ieka Opoesute 77 u 96 ce 3aeMHO MPOCTH.
6) On Teopemara 10 a) ciegyBa
H3[(n+1,n)=H3O(n,n+1-n)=H3(n,1) =1,
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IITO 3HAYM ieKa OpoeBuTe n U n+1 ce 3aemHo npoctu. Cera, o Teopemara 10 6) umame
1=H3(n+1,n)=H3(n+1,n+1+n)=H3(n+12n+1)
T.e. n+1 U 2n+1 ce 3aemuo npoctu. Koneuno, og Tteopemara 10 a) u o MPETXOIHOTO
PaBEHCTBO UMame
H302n+1,n)=H302n+12n+1-n)=H3O2rn+1Ln+1)=1

T.€. n U 2n+1 ce 3a€MHO IPOCTHU. 4

IIpumep 17. 30upoT Ha Ba NpuUpoAHU Opoja € 252, a HUBHUOT HAJrOJIeM 3aeHUYKU
nenuren e 36. Kou ce Tue 6poesn?

Pewenue. Hexka OGapanute O6poeBu ce a u b. Op ycloBOT Ha 3ajjayaTa MMame
a+b=252, a=36x u b=36y, npu mro H3M(x,y)=1. Cnopen Toa, 36x+36y =252, T.e.
x+y="7.Bo nociregHOTO paBeHCTBO cTaBamMe x =1,2,3,4,5,6 u noObuBame

(x, ) €{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)} .
KoneuHo, co 3aMeHa BO paBeHcTBaTa a =36x U b =36y Haorame

(a,b) € {(36,216),(72,180), (108,144), (144,108), (180,72),(216,36)! . ¢

3AJAYUN 3A BEXKBAILE

34. Hajmu H3]] 3a 6poesute: a) 135 u 180; 6) 63, 135 u 315.

35. Heka a m b ce JgBa MOCIENOBATEIHN MIPUPOTHA OPOCBU W HEKA n € MPOM3BOJICH MPUPONICH OpO;j.
Hoxaxu neka H3(an+b,bn+a) e HenapeH 6poj.

36. Hamu 21n+4 u 14n+3 uWMaaT 3aeJHUYKH AEJIUTEN pa3inieH of] 1, aKo n € NpupofieH Opoj.

37. [okaxwu geKa ce 3aeMHO IpocTu 6poeButTe 9n+31 U 2n+7 3acekoj ne N .

38. Ako a u b ce3aeMHo nmpoctu 6poesH, Toramt H3[(a +b,a —b) | 2. Jokaxmu!

39. 36upoT Ha jiBa npupogHu 6poja e 150, a HuBHMOT HajrojeM 3aegHuuky aenuten e 30. Kou ce Tue
O6poeBu?

40. ITpousBopoT Ha iBa npupofgHu Opoja e 8400, a HUBHUOT Hajroyiem 3aegHuuky aenuten e 20. Kou ce
THE GpoeBu?
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Bo cnegnuTe HEKONKY TeopeMH Ke pa3paboTume anroputaM 3a Haorawe Ha H3JI.
IIpuToa Ke ja KOpucTHMe TeopeMaTa 3a JEJIEHE CO OCTAaTOK, CO Yhja NMOMOII Ke rO OKaKeMe
TakaHapeYeHHOT EBKIUIOB anropuram.

Ke mokaskeme Kako cO TIOMOII Ha TeopeMaTa 3a AelIekhe CO OCTATOK U NMpeTXOofHaTa
TeopemMa MoXe J1a ce KOHCTpYHpa TaKaHapeueHHOT EBKnuioB anropuram 3a Haofame Ha H3 ]
Ha fiBa Opoja a u b. Umame

a=bgq, +n 0<n<b

b=nq, +n 0<rm <n

N =rqs;t+r; 0<m<nr,
................................... (1)
Th—2 = Tk-19k + Tk 0 <7 <rg-

Th=1 = Tk Qfe+1 + Tkt 0<rpsr <7y

Bupejku ocratouute 7; omaraar co CEKOj CIEIeH Ye€KOp, T.€.
N>r>r>..>r > >..

nocrankaTa feduHupana co paBencTBata (1) Ke 3aBpiim mo KoHeueH OpOj YeKOpH, T.e. IO
KOHeueH Opoj uyekopu Ke JoouemMe paBeHCTBO BO OOJMK F,_j =#,q,. +0, T.e. 1,1 =0, npn

mTo 7, #0. Of paBeHCTBOTO 7,_| =7,q,4] CHEAyBa 7, |r,_;. IIpeTXOQHO KakaHOTO U Teope-
MaTa 12 H1 OBO3MOKYBaaT fia ja JOKaXKeMe ClIeiHaTa TEOpeMa.




IIpumep 18. Hajou H3]1(426,312) .

Pewenue. Ke ro uckopucruMme Esknupgosuor anropuram. Mimame
426=312-1+114;312=114-2+84;114=84-1+30, 84=30-2+24;30=24-1+6 n 24=6-4
mro 3naun H3]1(426,312)=6. &

Jla 3aGenexkuMe leka OPOEBUTE X M )y BO MPETXOIHATA TEOpEMa Ce 3aeMHO NMPOCTH,
T.e. H3[I(x,y)=1.

Hasuctuna, ako npernocraBuMe jgeka H3M(x,y)=k >1, Toram nocrojaT xj,y; €N
TakBW, IITO x=kx; U y=ky,. Cauuno, o d =H3]l(a,b) cnemyBa peka mocrojaT a;,b; €N
TaKBU, IITO a =da; U b=db; . AKO 3aMEHIME BO PaBEHCTBOTO d = ax + by, foOuBame

d =(day)(kxy) + (dby )(ky)) = kd (a1 x| + b1yy) ,
T.. kd|d , mITO HE € MOXHO Ounejku kd >d . Op mobueHaTa MPOTUBPEUYHOCT CIelyBa jeka

H3(x,y)=1.

ITonaramy, ako d = H3]I(a,b), Toram OpoeBute x U y BO PABEHCTBOTO d = ax + by He
ce eHO3Ha4YHO onpefesieHu. Taka, Ha npumep, H3M(8,12) =4 n 4=3-12-4-8=5-12—-7-8.

Hpumep 19. 3anuum ro H3]1(426,312) =6 Bo 006/1HK
6=426x+312y.

Pewenue. On npumepoT 19 u o Teopemara 14 cienysa:
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6=30-24=30—(84—-2-30)=3-30-84=3(114—84)—84=3-114—4.84
=3-114-4(312-2-114)=11-114—4 312 =11(426 - 312) - 4 -312
=11-426-15-312
T.e. H3J1(426312)=426-11-312-15. #

IIpumep 20. [Jokaxu geka 1enuTe OpoeBd m U n Ce 3a€MHO NMPOCTU aKO U caMo aKo
MOCTOjaT 1esiu OpOeBH X M y TaKBH, IITO

mx+ny=1. 3)

Pewenue. Hexa m u n ce 3aemno npoctu 1.e. H3[(m,n)=1. Torami, og Teopemara 14
cliellyBa ieKa MOCTojaT e OPOeBH X M ) TaKBU, IITO mx +ny =1, T.e. Baxku (3).

Jla mpernocraBuMe jeka 3a OpoeBUTE m W n MOCTOjaT Ledau OpOeBH X M ) TaKBH,
ITO BaXu paBeHCTBOTO (3). Ako d|m u d|n, Torau d |(ma+ nb), 3a cexou 1iesin OPOEBU a
u b.3emame a=x u b=y u nobuBame feka d |(mx+ny), T.e. d|1, a Toa € MOKHO caMO aKO

d =1, IITO 3HAUHU JieKa m U 1 CE 3a€MHO IIPpOCTH. ¢




Ipumep 21. Hajou H3]1(765,1080) .

Pewenue. [Janenute 6poesu 3aBpiiyBaat Ha S u 0, ma ojf MPU3HAKOT 3a AEIUBOCT CO 5
cienysa fieka 5|765 u 5/1080. Umame, 765=5-153 u 1080=5-216, ma 3aToa

H3J1(765,1080) = 5 - H3TI(153,216) .

36uport Ha nugpure Ha 6poesute 153 1 216 e eaHakoB Ha 9, na O MPU3HAKOT 32 AEIUBOCT CO
9 cnenyBa fieka u gBata 6poja ce nenusu co 9. Umame, 153=9-17 u 216=9-24, na 3atoa

H31(765,1080) = 5- H3]1(153,216) = 5 -9 - H3]1(17,24) = 45 - H3[1(17,7)
= 45.H3J1(7,10) = 45- H3JI(7,3) =45 - H3]I(3,4) = 45.

ITpumep 22. Hajgu ru cute npupojgau 6poesu n 3a kou 6pojort 10" + 8 e genus co 72!

Pewenue. Bunejku 30upot Ha nudpurte Ha 6pojor 10" +8=10...08 e enHakoB Ha 9,
3aknyuyyBame neka 9|(10” +8) 3a cexoj mpuponeH 6poj n. [ToHaTamy, Of NPHU3HAKOT 3a

nenuBocT co 8, mmame aeka 8|(10” +8) ako u camo ako 8|(4a, +2a; +ap).3a n=1 u n=2
nMame

10" +8=18 m 10" +8=108
u oBue OpoeBH He ce jenuBu co 8. Ako n>3, Toram a, =a;=0 U a;=8, ma 3aroa
8|(4ay +2a; +ag) . Criopen T0a, 32 n >3 umame 8 |(10” +8).
Koneuno, ox nmperxopHo m3HeceHOTO M of hakToT Aeka H3(8,9) =1, co npumeHa Ha

teopemara 17 6) goousame fieka 72| (10" +8) 3a n>3. &
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IIpumep 23. [Tokaxku fneka ox 7 | abb cnepyBa 7|(a+b+b).
Pemenne. Mmame
abb=100a +10b+b=98a + 7b+2a + 4b=T7(14a + b) + 2(a + b + b).

[Tonatamy, neBaTa cTpaHa Ha MOCIETHOTO PABEHCTBO € JieMBa CO 7 M MPBUOT COOMPOK Ha
JieCHaTa CTpaHa € JIeJUB cO 7, ma 3aToa U BTOPUOT COOUPOK € fienuB co 7, T.e. 7|2(a+b+b).

Ho, H3]1(7,2) =1, ma og Teopemara 17 a) cnenyBa aeka 7|(a+b +b), mrTo u Tpebamie fga ce
JIOKaxe. ¢

3AJAYN 3A BEXKBAILE

41. Co nomour Ha EBknupiosuor anropuram Hajau H3]1 3a 6poesure:
a) 1001 u 7655; 0) 72135 u 45360
a moroa 3anumm ro H3J1(1001,7655) Bo o6mukoTt 1001x + 7655y .

42. Hajpu gBa pa3nuyHy NapOBH LEIU OpOEeBU X M y TaKBH LITO:
a) H31(6,4) =6x+4y; 0) H3M1(7,8) = 7x+8y

43. Axo H3[(a,c)=1u H3M(b,c) =1, Toramt H3[(ab,c) =1. [Jokaxu!
44. Axo H3]l(a,c) =1, roramm H3]l(ab,c)|b. Jokaxku!
45. Axo H3[(a,b) =1, roramr H3(ac,b) | H3(c,b) . Hokaxmn!

46. Heka a,b u c ce npupopguu 6poeBu Taksu, mto H3[(a,b,c) =1 u ¢ = a“—_bb . Hokaxwu geka a—b ¢

KBajpaT Ha MPHUPOJIEH 6po;j.

ITpu BoBeyBamETO Ha MOMMOT 3a JISJIMBOCT PEKOBMeE JleKa ako a|b , Toraii 3a 6pojoT
b BenuMe fieka e coApxkaTes Ha OpojoT a . JacHO, ako b e coppkaTes Ha a , Toraul U GpoeBH-
Te 2b,3b,4b,... ce coppKaTenu Ha OpojoT a . Taka, Ha mpuMep:

- cofpKareaun Ha 6pojoT 9 ce:
9,18, 27, 36, 45, 54, 63, 72, 81, 90, 99, 108, 117, 126, ...
- coppxaTesu Ha 6pojoT 12 ce:
12,24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132, 144, ...

Kako mTo moxeme fia 3abenexume, 6poesute 36, 72, 108 ... ce 3aeAHUYKU COApIKATEIN Ha
o6poesute 9 u 12. [IpeTX0AHO N3HECEHOTO € IPUYKHA 3a clieHaTa AeduHuImja.

Hednnunuja 4. Hexka a,beN. 3a Opojor ceN Ke BenuMe JeKa € 3aeOHUHKU
coopxcaitiean Ha a U b ako c|la n c|b.
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On nedununyjaTa 4 HEMOCPEHO ClefyBa Jieka 3a cekou a,b € N, OpoeBUTE Off BUIOT
kab, k € N ce 3aenHuuKku cofipxkartenu Ha a u b. Cnopep Toa, 3a CEKOM a@ U b MHOXKECTBOTO
OJ] HUBHU 3ae[HUYKHU COfIpXKATeNN € OECKOHEYHO, I1a 3aTOa UCTOTO HEMA HajroJIeM €JIEMEHT.
IIpuponHo e ga ce 3ampaiame fanu Mel'y 3aeJHUUKUTE COpKaTeNd HA a U b IOCTOM HajMall
coppxaten. OgropopoT Ha OBa Ipallawke € NoTBpfeH. HaBuctuna, 6pojoT c¢; =ab e 3aen-
HUYKU cofipXkaTesl Ha a U b. AKO TOj He € HajMajl, TOorall IoCTOU NIpUpOfieH Opoj ¢, TaKoOB,
HITO ¢y <C] U a|cy u b|cy. AKO ¢, He e HajMas Mely 3aeJHUYKUTE COoAp>KaTeIu Ha a U b,
TOTralll IOCTOM 3a€JHUYKN COIpKaTeN ¢3 Ha @ U b TAaKOB, LITO c3 < ¢, . buejKu npupogHuTe
OpoeBu cy, ¢y, C3,... CE HaMallyBaar, II0 KOHEYeH Opoj 4eKOopH Ke HajieMe HajMall IpUpOfieH
Opoj ¢ 3a KOj Baxu a|c u b|c. JacHO, OBa € HajMaJIMOT 3a€AHUYKHU COAp>XKATel HAa a U b U
Hero Ke ro o3HauyBame co ¢ =H3C(a,b). [la 3ab6enexunme ieka BO IUTepaTypaTa 3a HajMa-
JUOT 3aeJHUYKY COAp>KaTe Ha OPOEBUTE @ U b ce KOPUCTH U O3HaKaTa [a,b] .

Kako mTo BUAOBME, 3a [1a FO ONpEAcIUME HAJMAIUOT 3acJHUYKM COipXKaTes Ha ABa
Opoja a W b [OBOJIHO € IIOCIEAOBATENHO a M MCIUIIEME COAPXKATEINTE Ha E€IHUOT U
ApyruoT Opoj u NOoToa Mef'y HUB Jla IO HajieMe HajMaJMOT 3a€JHUUKH COApP>KATEN, KOj CUTYPHO
€ TIoMaJl uJM €JHaKOB Ha ab . Ho oBaa mocramnka Moxe fia Ouje foJra, na 3aroa Ke JokaxeMme
HEKOJIKY CBOJCTBA 33 HAJMAJIMOT 3a€JHUYKHU COApPKATEIL.

[pumep 24. Hajou: a) H3C(20,31) u 0) H3C(n,2n+1), neN.

Pewenue. a) mame
H3/1(20,31)= H3]1(20,31-20)=H3]1(20,11) = H3(11,9) = H31(9,2) =1,
na 3atoa off Teopemata 19 cnemyBa neka H3C(20,31)=20-31=620.
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0) bupejku H3][I(n,2n+1)=1, 3a cexoj neN, o Teopemara 19 3akinydyBame jeka
H3C(n2n+1)=n2n+1). ¢

IIpumep 25. a) Hajuu H3C(1155,1232).

0) Crojan uma mnoseke op 3000 penapu, a momanky op 4000 penapu. AKO IHEBHO
Tpowm uiu no 150 nenapu unu no 180 geHapu, MO HEKOJKY JieHa My ocTtanyBaaT 30 meHapu.
Konky nenapu uma Crojan?

Pewenue. a) Imame,
H3J1(1155,1232) = H3]1(1155,1232 —1155) = H3]1(1155,77)

u 6ugejku 1155=15-77, pobuBame ieka
H3]1(1155,1232) = H3]1(1155,77) =77 .

Cera o Teopemata 20 6) cinegyBa
1155-1232 =H3[1(1155,1232) - H3C(1155,1232) =77 - H3C(1155,1232),
T.C.
H3C(1155,1232) =1155-1232:77 =18480.

0) Crojan Heka uMa x feHapu. Ako Tpouu no 150 geHapu [HEBHO O HEKOJKY JIeHa
My ocranyBaaT 30 meHapu, ma 3atoa 150|(x—30). Cauuno 180|(x—30), mTo 3HauUM Aeka

x—30 e 3aegumuku coppxkaten Ha 150 m 180. Mmame, H3][I(150,180)=30, ma ako ja
uckopuctume Teopemara 20 6) foouBame faeka
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150-180 =H3]1(150,180) - H3C(150,180) =30 - H3C(150,180)

mrto 3Haun H3C(150,180) =900 . Ho, x —30 e 3aepnmnuku coppxaten Ha 150 u 180, ma 3aToa
on teopemata 18 cimegyBa geka 900|(x—30), ogHOocHO x—30=900k, k € N. IloHatamy, of
yCIOBOT Ha 3ajavyata umame 3000 < x <4000, mro 3Hadn 3000 <900k + 30 <4000, om kajge
mTo HaofaMe k =4 . Koneuno, Crojan uman 900 -4 +30 =3630 neHapu. ¢

IIpumep 26. Hajiu ru cute npupopHu 6poeBu x U y, 32 KOU
H3](x,y)=6 m H3C(x, y)=36.

Pewenue. On H3M(x,y)=6 umame x=6m,y=6n u H3[(n,m)=1. I[lonatamy, op
teopemute 19 u 20 a) umame

36 =H3C(x, y)=H3C(6m,6n)=6-H3C(m,n)=6mn t.. mn==6.

Bupnejku H3]1(n,m) =1, ox nocnegHaTa paBeHKa Haoframe

(m,n) €{(1,6), (6,1),(2,3),(3,2)} ,
IIa 3aToa
(x, ) € {(6,36), (36,6), (12,18), (18,12)} . &

Bo nperxopgHuTe pasriefyBama ce 3agpXkKaBMe HAa HaJMaJIUOT 3aelHUYKU COApXKaTell
Ha JiBa NpupojHu Opoja @ u b. AHaJNOTrHO ce fe(pUHNPa U HajMATUOT 3aelHUYKU COApKaTell

Ha KOHEYHO MHOTY NpUpOAHU OpOEBH 4y, d,,...,a; . IIpuToa, TOj MOXKe fa ce ompejean Ha
CIIEJHUOB Ha4MH:

- Hajupso onpeaenyBame H3C(ay,a,) =1+,
- noroa onpefenyBame H3C(s,a3) =15, UTH.

ITocnegHUOT €1EMEHT s;_; BO HHU3aTa S|, S),...,S;_] € HAJMAIMOT 3a€[HUYKHU COApXKaTEN Ha
OpoeBuTe aj,ay,...,ay .

Ipumep 27. Hajou ro HajManuoT OpupofieH Opoj KOj MojeseH co 2 faBa OCTaTok 1,
IoJeNIeH co 3 maBa OCTAaTOK 2, IMOMEIEH co 4 maBa OCTAaTOK 3, MOAENIEH CO S5 JaBa OCTaTOK 4 u
MoJIeIeH Cco 6 JaBa OCTaTOK 3.

Pewenue. Axo Ha GapaHuoT O6poj My fgopazeme 1, Torair HOBOTOOUEHUOT OpOj ce Aenn
co 2, 3,4, 5 u 6. buaejku ce 6apa HajMaTMOT MOXKEH OPOj CO JaIEHOTO CBOjCTBO, JOOUBaMeE Jie-
ka HoBoptoOueHnot 6poj e H3C(2,3,4,5,6) = 60 . Cniopen Toa, 6apaHuoT 6poj e 60 —1=59. ¢

3AJAYI 3A BEXBAIBE
47. TIlpecmeraj: a) H3C(152,285) ; 0) H3C(10n+9,n+1)
48. Hajnu ru npupogHuTe OPOEBU X U Y AKO:
a) H3M(x,y) =4 u H3C(x,y) =96; 0) xy =20 u H3C(x,y) =10.
49. Ilpecmera;:
a) H3[I(H3/(a,b),H3C(a,b)) ; 0) H3M1(ab,H3C(a,b)) .
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50. Hajau ru cute npupogHu TpuliupeHn OpoeBr KOU NMPH IeJiemhe co 7 laBaaT OCTaTOK 2, TIPU JeieHe
co 9 maBaaT OcTaTOK 4 u npu Aejewme co 12 faBaat ocTaTok 7.

51. Hukoma mMa TOJKY JIeHApH JIa MOXKe Jla TH TIOJIEIN Ha [EJIOBU TaKa, IIITO CEKOj /e ja nMa i 18,
unu 24, unu 30 geHapy ¥ cekoraill la My OcTaHe 1o efieH AeHap. Hajau konky HajManky napu Tpeba
na uma Hukona.

52. Ha 6pojot 1972 nonuiiy My OfiieCHO YeTUpU U pu Taka ITO FOOUEHUOT ocyMIudppeH O6poj fa 6u-
he genuB co 5, 7u 72.

53. Meropuj ru 3anuian no pep npupopnute 6poesu o 1 o 1000. IIpBo ru mpenpran 6poeBUTE KOU
ce fenuBU co 4 1 OpoeBUTE KOM ce IeuBH co 6, a moToa O6poeBute kou ce aennsu co 10. Konky
OpoeBU OcTaHalle HeMpepTaHn?

Jla ce moTceTnMe fieKa CEKOj MpHUpofieH Opoj mMa OapeMm efeH penuten. IloTouHo,
O6pojoT 1 mMa camMo efieH IeNUTeN, a CeKOj APYT NpupofieH Opoj UMa JiBa WM MOBEKe JeTUTEIN.
Taxka, Ha npumep, Opoesute 2, 3, 7 u 13 ©MaaT TOYHO JIBa NPUPOHU IETUTENHU, a OpoeBUTE 4,
6, 10, 15 u 20 umaaT noBeke ofi ABa NpupoaHu fAenuTeau. [IpeTxoqHuTe pa3mMucityBama yKaxKy-
BaaT Ha MOXHOCTa BO MHOXECTBOTO NMpUPOAHM OpoeBu N [a M3BpLIMME MOfeda Ha Juc-
JYHKTHHU TOJMHOXKECTBa criopej; OpOjOT Ha JEIUTENIUTEe U Jla TH MpoydyyBamMe OBHUE MOJAMHO-
*kecTBa. Bo Taa cMucna ja umame cinegHaTa geduHunmja.

Hedununuja 5. 3a npupogHroT OpOj p Ke Benume jeKa € ipociii ako p uMa TOYHO
JIBa IPUPOJTHA JICTTUTEIH, T.€. CIUHCTBEHH ICTTUTEM HA p ce lu p.

IIpupopuuor Opoj m KOj MMa HOBEKe Of [Ba NMPHUPOJAHU JEIUTEIN IO HapeKyBaMme
caoxcer 6poj.

3Hauu, cnopef OpOjOT Ha JIETUTENNTE, pa3inKyBaMe TPU BHUja Ha MPUPOAHU OpPOEBU:
O6poeBu co efeH aenuten (Toa € 6pojor 1), GpoeBu co fBa aeauTenu (MpocTu OpoeBU) U
O6poeBu co NoBeKe Off ABA IETUTENN (CITOKEHU OPOEBN).

Bo Bpcka co IpocTHTe U CIOXKEHUTe OpoeBU Off ToceOeH MHTEpeC ce Mpalamara:
- Konky npocru 6poeBu uMa, a KOJIKY CIOXKEHH?
- Kako na ru ogpepumMe cute mpocTr OpoeBr NOMaJH Of fajieH 6poj?

IlITo ce ogHecyBa g0 CIOXEHUTE OpOEBH, OTOBOPOT Ha MpallakeTo: " Koaky caoice-
Hu 6poesu uma?" e nosHat. IMeHo, mocrojaT 6€CKOHEYHO MHOTY CIIOXKEHH OpOEBH, 3a ILITO
INOBOJIHO € Ja T'M pasriefgame OpoeBuTe off BUAOT 6k, k >1. HaBuctuHa, cute oBre OpoeBH ce
pnenusu co 1, 2, 3 u 6, MTO 3HAUM JleKa TUE CE CJIOXKEHU, & HUB T'M MMa OECKOHEYHO MHOTY.
Marnky noTemko e fia ce OroBOpH Ha MpallamkeTo KONKY npoctu 6poeBu mma. Ha oa mpa-
mame Ke ce HaBpaTUMe MOJOIHA, a cera Ke JoKaxkeMe JIBe TBpAeHa CO Uhja MOMOII MOXeMe
fla TU pacrno3HaBame MPOCTUTE U CIOKEHUTE OpOEBH.
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Cnopep aedpununyjata S mpoct OpoeBH ce, Ha npumep: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31 u 37. [Ja 3abenexxuMe eKa eJUHCTBEH MapeH NpocT O0poj e Opojot 2. iMeHo, cekoj napeH
Opoj moroJyieM Off 2 UMa HajMalKy TPH ACIUTENH, U Toa 1, 2 1 caMuOT Opoj, 3HAUM € CIOXKEH
6poj.

Cnopepn Teopemara 21, 3a a yTBpAMME AaiM €ieH NpupojieH Opoj, moronem of 1, e
IPOCT WJIU CIIOXKEH, OBOJIHO € J1a MPOBEPUME JIaIU TOj € JIEIUB CO MOCIEeJOBATETHUTE TPOCTH
6poesu 2, 3,5,7, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ... [IpupoaHo e fa ce 3anpaiiame fanu Tpeda fa
JIeIUME CO CUTE TPOCTU OPOEBH KOM Ce TIOMAaJId Off pasrieayBaHuoT 6poj. OaroBopoT Ha OBa
mpalmiame o jaBa clieHaTa Teopema.

IIpumenata Ha npeTXOfHATA TeopeMa Ke ja HOKaXKeMe Ha CIEeJHUOT IpUMep.

IIpumep 28. Mcnuraj ro BufoT Ha 6pojot:  a) 323 u 0) 503.

Pewenue. a) OunriaeqHo, ciopesi Npu3HaUTe 3a AEJIUBOCT, OpojoT 323 He € JIeJIuB HI
co 2, Hu co 3, Hu co 5. Co HEeMoCpeHo Jieneme ce yoenyBaMe ieka 6pojot 323 He e esuB HU CO
7, Hu co 11, vu co 13, Ho e genuB co 17, 6upejku 323=17-19. Cnopepn Toa, OpojoT 323 e
CJIOXKEH 1 HeroBute geautenu ce 1, 17, 19 u 323.

0) JlecHo 3akmydyBame feka OpojoT 523 He € JielMB HU cO 2, HA €O 3, HU cO 5, a CcO
HENOCPEHO JieJIehe 3aKyyyBaMe fieka He € ienuB Hu co 7, 11, 13, 17 u 19. Cnegauot npoct 0poj

e 23, Ho bupiejku 232 =529>503, o Teopemara 22 crnenyBa ieka 6pojot 503 e mpoct 6poj. ¢
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Opn penieHuTe MpuUMepH TiefaMe feka IocTankaTa 3a OfpeayBambe Ha BUAOT Ha efieH
npupojeH 6poj 6apa Ao TOJIKY MOToJeM TPYA, A0 KONKY € OpojoT morojem. 3aToa ce U3roT-
ByBaaT TaOnMIy Ha pocTu 6poeBu. EfHocTaBHA MocTanka 3a U3rOoTBYBamke HA TaOMUINMTE HA
npoctu 6poesu npemnoxun Epatocren (III Bex mpen H.e.) W CHOpeR HEro oBaa MocTanka e
HapedeHa EpaTocrenoBo cuto. Taa ce cocTou BO CIeJHOTO.

I'm ucnuiyBame cute npupofgHu OpOeBU NOMaJM WK €HaKBU Ha OpojoT N . Hajupso
ja mpenpryBame eguHunaTa. bunejku npBroT npoct 6poj e 2, ru npenpTryBamMe cuTe IpUpORHH
O6poeBu enuBU co 2 u norosemu off 2 (Tue ce cinoxkenn). ClegHUOT HEnpeupTan 6poj, Koj €
npoct € OpojoT 3 M I'M IpenpTyBaMe CUTE NMPUPOAHU OPOEBH AENHUBU CO 3 U HOroiemMu of 3.
Cnepgnuot HenpeupTtal 6poj e 5. Toj e nmpocrt, 6uaejku ako He e Ke oupe npeuptad. [loBropy-
BajKM ja IOCTaNKaTa jacHO € IeKa MOXKaT fia ce ONpefiesiaT CUTe IPOCTH OPOEBU ITOMAJH Off a-
neH npupojaeH 6poj N . Cnopen Teopemara 22 JOBOJHO € IpOBEpKaTa ja ja HallpaBUME CO

IpeLpTyBake Ha COAPKATEIUTE Ha IPOCTUTE OPOEBH KOM CE IIOMAIlU UM €JHAKBU Ha /N .

IIpumep 29. [1a ce HajpaT npocTUTE OPOEBH KOU Ce MOMAJIM UK €HAKBU Ha 66.

Pewenue. Umame

|23| J l11.13l15l17.19.21.23,.,25,.,27,.,
35, 88,3900 41,8, 43. 4,45, 18. 47, 8
lwlml& 5, §6.

3Hauy, IpocTu 6pOGBI/I nomasu of 66 ce:

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37, 41,43,47,53,59 u 61. ¢

29, B0,
80, 51, 88, 53, ™4, 55, B6, 57

v

Kaxko mTo riaegame, npocTuTe GPOEBU CE MHOTY HEIPABUIIHO PACIOPENECHU U JUHCT-
BEH IapeH IpocT 6poj e 6pojoT 2. MefyToa, cerak Bo 0Baa HENPaBUJIHOCT HA PaclopefioT Ha
IpocTuTe OpPOEBH IOCTOjaT HEKOM KJIach Ha OpOeBH KOHW T'M COApXKAT CUTE NPOCTU OGPOEBU
IIOTOJIEMH Off flafieH Opoj, ITO MOXKe J1a e BUAU Of CIEHUOT IPUMeEDP.

Ipumep 30. [Tokaxku geka cekoj nmpocT Opoj morojem ox 3 € Bo o0MuK 6k +1 wunm
6k—-1, keN.

Pemenne. O Teopemara 3a eeH€ CO OCTATOK CIEeyBa JeKa CeKOj MpUpojeH Opoj
MOXKE Jla Ce 3amuile BO e€eH OJ CIegHMBe oommum: 6k, 6k +1,6k +2,6k +3,6k +4,6k +5,
keNy. JacHo, 6|6k, 2|(6k+2), 3|(6k+3) u 2|(6k +4), na 3aToa oBUE OPOEBH CE CIIOKEHH.
Cnopep Toa, ako p, p >3 e npoct 6poj, Toraml p=6k +1 unu p=6k -1, keN.

Jla 3abenexume, fAeka OOpaTHOTO TBpAcHE He Baxku. HasuctunHa, 25=6-4+1 u
35=6-6—1 ce cnmoxkeHu OpoeBU BO OONMK 6k +1 1 6k —1. ¢

Jla ce BpaTuMe Ha MpallambeTo KOJKY MpocTH 6poeBu nma. Kako mTo pekoBMme, OAro-
BOPOT Ha OBa Npalliamke ro fan EBKIup co ciefgHaTa Teopema.
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Ha pa3rijieiaMe€ HEKOJIKY €JIEMCHTApPHU 3alla4y NOBP3aHU CO MPOCTUTE 6pOCBI/I.

IIpumep 31. Ako p e npoct 6poj, p >3, Toram 24| ( p2 —1). Jokaxu!
Pemenne. Ako p >3, toram p =6k +£1 u ako uckopucrume nexka k(k +1)=2m, nodu-
BaMe
p? —1=(6k+1)? —1=36k> £ 12k +1—-1=24k> +12k* + 12k
=24k? +12k(k 1) =24k> +12-2m =24(k> + m)

IIITO 3HAYMN 24|(p2 —-1). ¢

IIpumep 32. 3a npousBoiieH NPUPOJEH OpOj k MOCTOjaT k MOCIENOBATENHU CIOXKEHU
o6poesu. [Jokaxu!
Pemenne. [1a ru pasriegame 6poeBute
ap=(k+Dk(k—-1)-...-3-2+2
ap =(k+Dk(k-1)-...-3-2+3
ay=(k+Dk(k-1)-...-3-2+4
aj_y =(k+Dk(k-1)-...-3-2+k
ap =(k+Dk(k—1)-...-3-2+(k+1)
JacHo, oBa ce k mociefoBaTEIHN NPUPOHE OPOEBH U CUTE CE CIIOKEHU:

2|a1,3|a2,4|a3,...,k|ak_1,(k+1)|ak. *

3AJAYN 3A BEXKXBAILE

54. Jlokaxwu gexa:
a) 30MpOT Ha KOW OUJIO MEeT MOCeloBaTETHI NPUPOAHA GPOEeBH HE MOXKe Jja Oujie IpocT Opoj.
0) 1pu Jejewne Ha MPON3BOJIEH NPOCT 6poj p co 30, 0OCTATOKOT € WK mpocT 6poj uiu 6pojoT 1.

55. Akxko GpoeBute p, p+5 u p+9 ce mpoctu, Toram p = 2. JJokaxu!

56. [lokaxwu mexa:
a) 3a cekoj n >1 cekoj 6poj of BUAOT n* +4 e cnoxen;
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0) O6pojot 2194512 ¢ coxen.

57. 3a kou npupogHu GpoeBHu p , GpoeBUTE p U 3 p2 +1 ce mpoctu?

58. 3a kou npupopgHu GpoeBu p , GpojoT p4 + p2 +1 e mpoct?

2002

59. Axo p e mpocrt 6poj, Torau 6pojor p —1 e crnoxeH. [Tokaxu!

60. JToxkaxu ieka ako efieH oy 6poesure 2" —1 u 2" +1, Kajie WTo 7> 2 € MPocT 6pOj, TOrall BTOPHOT
Opoj € CIIOXKEH.

61. [loxkaxu eka ako p u 8 p2 +1 ce mpoctu 6GpoeBH, Torau u 6pojot 8 p2 —1 e mpocr.

62. Hajnu ru cute npoctd 6poeBU p TaKBH, IITO 2 p2+1=k> 3a HeKo] ke N.

63. Hajnu npoctu 6poeBu p, g U r 3aKOU p = q3 —3.

64. 3a kou npocTu OpOEBU p Ce MPOCTU U OPOEBUTE:

a) p+2u p>+2; 6) p+10 m p+20; B) p+10 1 p+14.

Yecronatu ofjiesTH apUTMETUYKH 3a7]a91 MOXKEME EIHOCTABHO J1a TH PEIlIMMe aKo JIajicH
npupofieH Gpoj TO pasiioKWMe Ha TPOM3BOJ OfI MPOCTH MHOXHTenu. [IpuToa, ce mocraByBa
NPAIIAKkETO JIAIHA CEKOj MMPUPOJICH OPOj MOKE J1a ce MPETCTaBU KaKO MPOU3BOJI Off TPOCTH OPOEBHU.
Ce nmokaxyBa Jieka ceKoj CltoxkeH Opoj € Mpor3BOf Off MPOCTH OpoeBU. 3a Manu OPOEBH TOA JIECHO
ce mpoBepyBa: 4=2-2,12=2-2-3 utH. [Ipex f1a ro gokaxkeme oBa TBPHIEHE, KOE € TO3HATO KaKO

OCHOBHA Tleopema Ha apuilimeiiukaila, Ke ja JokaxkeMe ciegHaTa Teopema.

[Moka3 (3a OHHe LITO cakaar JAa 3HaaT moBeke). HajmpBo Ke gokaxkeMe jieKa IMPUPOIHUOT GpPOj
N Moxe J1a C€ 3aIuuI€ KaKo MPpOM3BOJ] Ha IMIPOCTA MHOXKUTETHA.

Axko N e mpoct 6poj, Toramt N = p U TeopeMaTa € JoKaxaHa.
Jla mpermocraBuMe feka N He e mpocT Opoj. Toram N =mn,. AKO n; U n, ce HNPOCTH
OpoO€BH, TOTAIll TOKA30T € 3aBplleH. AKO 71y WIA 1, HE € MPOCT Opoj, TOoralml ImocTamkaTa ja IMOBTO-
1 2 ] ]
pyBaMe U Mo KOHEuYeH Opoj yeKopH (cmopep TeopeMata 22 CIOXKEeH Opoj € IeNHuB caMo CO MPOCTUTE
OpOEBH UMK KBaJ[paTH CE TIOMAJIM WM SIHAKBY Ha CAMHOT OpOj) IO TOOHMBaMe MPETCTaBYBAKBETO

N = pp,...p, , Kaie WTO p;,i=1,2,...,n ce mpocTH OPOEBH.



Ja ja mokaskeMe eIMHCTBEHOCTa Ha PETCTaBYBAbETO.
Jla npeTnocraBuMe fieKa IIOCTOjaT /IBe IPEeTCTaByBakba:

N=piprPn = 092G > n<k .
Toram p;|qq,...q; ¥ 6uAejKu ABa OpOCTH OPOEBH CEe WU MeIyCeOHO €JHAKBU UM CE€ 3a€MHO IMPOCTH,
o Teopemara 25 ciefiysa ieka pj =q; 3a HeKkoj j =1.2,....k . IToBropyBajKu ja mocrankara 3a ps,....,p,
noOMBaMe Jexa
N = pipye-pp = (P1P2--Pp)dns1--k »
of LITO CIeRYBa ¢, =...=¢; =1, Ia 3HaYW n =k ¥ OPETCTaBYBAIHETO € JUHCTBEHO CO TOYHOCT A0

PEIOCICNOT HA MHOKUTECIIUTE. ¢

Hpumep 33. 3anuum ru 6poesute 6930 n 32340 kako MPOU3BOJ HA MPOCTU MHOXKH-
TEJH.

Pewenue. mame

32340((2
6930](2
161701(2
3465](3
8085 ||3
1115](3
2695 ||5
385 ||5 u
539 |7
77 (|7
77 |7
11|11
1111
1
1

o mTo oGuBame 6930=2-3%-5-7-11 m 32340 =27 -3-5-7%-11. ¢
IIpumep 34. Hajniu ru cute npupopHu OpoeBH # 3a KOU
n(n+1)(2n+1)=84.
Pewenue. bpojor 84 10 pasnoxkyBaMe Ha NPOCTH MHOXHUTEIM U Haolfame

84=2-.2-3.7,0qH0CcHO 84=3-(2-2)-7=3-(3+1):(2-3+1), og miTo cinegyBa n=3. ¢

Kako mTo BAJIOBME BO MPETXOAHUTE [1Ba MPUMEPHU, NIPU PA3JIOKYBAKLETO Ha NaACH
6p0] Ha MPpOCTU MHOZKUTEJIN, HEKOU O] MHOXKUTEIIUTE MOXKE HOBeKeraTHO a c€ MOBTOpPYBa-

aT. AKO BO pa3noxyBameTo (1) HeKoM off MHOXKHUTENUTE ce e[HaKBU Mefy cebe, Ha IpumMep p;
ce jaByBa @ 1aTHu, p, Ce jaByBa a, NaTH UTH., p; Ce jaByBa a; IaTH, TOTall 3a n foOWBaMe
_ 4 % ay
n=p/' py>..p;". (2)

Baxksuort 3anmuc Ha 6pojoOT n o HapeKyBaMe KaHoHu4eH 3aiiuc. Kako mTo BUOBME BO IIpUMe-
poT 34, kaHOHWYHKTE 3amucu Ha OpoesuTe 6930 u 32340 ce

6930=2-3%.5.7-11 u 32340 = 2%.3.5.7% .11.

Ha 3abenexume ieka co MOMOII HA KAHOHUYHUOT 3aIllC MOXKEMeE Jja ajieMe eJHOCTa-
BEH KpUTEpUYM KOra efieH NpupojieH Opoj e noiH kBajgpatT. MimeHo, ox Teopemata 24 u of
CBOjCTBaTa HA CTEIIEHUTE, CIeyBa ieKa:
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Ipumep 35. Co koj HajMan npupojieH Opoj k Tpeba ma ce moMHOXKU Opojot 720 3a fa
nobuemMe TOYeH KBajapar.

Pewenue. I'o paznoxysame 6pojot 720 Ha MPOCTU MHOXKUTEIU:
720=8-9-10=23.32.2.5=2%.32 5.

IIpoctute 6poeBu 2 u 3 WMaaT MApHU CTEMEHOBM MOKAa3aTeNM, a 5 UMa HEMapeH CTENEeHOB
noka3zaren. CleicTBeHO, 3a a foduemMe ToueH KBazipart, Tpeba 6pojoT 720 1a ro MOMHOKUME
co 5. HaBuctruHa

720-5=2%.32.5.5=(22.3.5)% =602.
3Haum 6apaHuoT 6poje k=5. ¢

Co moMolll Ha KaHOHWYHUOT 3alucC Ha AaieHd MPUPOAHU OpOeBH n W m JECHO Ce
omnpefieslyBaaT HajTOIEMHUOT 3a€THUYKY JEIUTEN U HAjMAJUOT 3aeHUYKH COMIpKAaTeN HA 1 U
m . UMeHO, aKO

b b
n =plalpg2 ...pzk um =plb1pz2 Dy

(uekou og 6poesute a; u b j MoXKar jia OuaaT eTHAKBYU Ha HyJIa), TOTall

H3[(m,n) = p;' p5>...p;* . Kage wro ¢; =min{a;,b;},i=12,..k

H3C(m,n) = p{1 p&2 . pk  xane wrto d; = max{a;,b;},i=12,...k.

Taka, Ha mpuMep, aKo ce UICKOPHUCTAT KAHOHUYHUTE 3anuch Ha OpoeBuTe 6930=2- 32.5.7.11

u 32340 =2%.3.5.72 .11, co nomom Ha npeTxogHuTe popMyJiu Haofame
H31(6930,32340)=2-3-5-7-11=2310 u H3C(6930,32340)=2% -32.5.7% .11=97020.

pumep 36. Konky genurenu nma 6pojorT:
a) 36, 0) p“,xaze mTo p e npocr 6poju aeN,
B) 144 u r) p“qb , Kajie To p,q ce nmpoctu OpoeBu u a,beN .

Pewenue. a) [lenurenu Ha GpojoT 36 ce: 1=30,31,32,33,34,35 u 3% Hus ru uma
BKYIMHO 7=1+6.

6) Tenurenu Ha Gpojor p“ ce: 1, p, p2, p3,...,p“_2,p“_1 u p®. HuB v uMa BKYITHO
a+1, T.e. eleH MOBEKE Of] CTENEHOBUOT MOKa3aTell Ha Opojor p“ .

B) Henutenu Ha Opojor 144 ce: 1,2, 3,4, 6,8, 9, 12, 16, 18, 24, 36, 48, 72, 144. HuB ru

uMa BKynHO 15. 3abenexyBaMme fieka 144 = 24.3% u3a OpojoT Ha fenuTenuTe Ha Opojot 144
Baxu 15=5-3=(4+1)-(2+1). [lo uctuoT pe3yataT MoOxeMe fia [ojieMe aKo AEIUTETUTEe Ha

Opojot 144 ru 3anuiemMe co IOMOINI Ha cTeneHuTe Ha Opoesute 2 u 3. imame:
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1,222 92 9% 49.9 392 3.2 9.9 82 5209 92 .92 a2 .gd a2 gf

r) [lenurenn Ha OpojoT p“qb ce:

a

2 -2 -1
Lp,p2.p . p p* Tt p?

4 qpsqp>,qp> s ap® 2 qp® T qp®

. 4.’ p*.a* P>, a? e *p T ¢ p

-1 -1 -1 2 -1 -1 -2 -1 -1 -1
R Ly R L R L Ll L L LA L

b b b 2 b 3 b _a-2 b _a-1 b
Y RN R AN A S AN
Bo cekoj og noropuute b +1 pefoBu uMaMe g +1 pasnuuHu fenutenu Ha Opojor. Op npyra

CTpaHa, TyKa Ce COApP>KAHU CUTE JIeJTUTEIN Ha OpOjoT p“qb (30omT0?), Ma 3aKiydyyBaMe AeKa
OpOjOT Ha AENUTEIUTE HA p“qb e egqHakoBHA (a+1)(b+1). ¢
Bo mperxopHHOT mpumep ro pasriefgaBMe OpOjOT Ha CUTE AEIUTEIN Ha HEKOJIKY

npuponHu 6poeBu. 3a fafeH npupojeH 6poj n co 7(n) (umrTaj "Tay om n'") TO O3HaAUyBame
OpojoT Ha genuTenuTe Ha n. Taka, Ha IpUMep, UMame

tH)=L7(2)=2,73)=2,7(4)=3,7(5)=2,7(6)=4,7(7)=2,7(8) =4,7(9) =3,
7(10)=4,7(11)=2,7(12) =6,7(13) =2,7(14) =4,7(15) =4, 7(16) =5,7(17) =2
utH. Bo npuMepor 37 6) mokaxkaBMe JieKa ako p € IpocT 0poj, Toram 7(p?)=a+1 3a ceKoj
aeN, a Bo mpumepor 37 r) JoKaxkaBMe JeKa aKO p,q Ce NpOCTH OpOeBH, TOrarl

7( p“qb )=(a+1)(b+1) 3acekon a,be N .Moxe 1a ce JOKaxKe CIETHOBO TBPAEHE.

Ipumep 37. Koaky genurenu uma 6pojot 12007

Pewenue. T'o paznoxysame 0pojoT 1200 Ha MPOCTH MHOXKHUTENH, T.€. TO 3alUIITyBamMe
BO KaHOHWUYEH BUJI:

1200=12-10-10=4-.3.2.5.2.5=2% .31 .52
na on Teopemata 26 umame 7(1200)=(4+1)-(1+1)-(2+1)=5-2-3=30. 3naun, 6pojot 1200
rMa BKYNHO 30 leTuTenu. ¢

IIpumep 38. [Tokaxku fneka 7(n) e HemapeH Opoj aKo U caMo ako 7 € MOJIH KBajpar.

Pewenue. Ha cexoj nenuten d Ha OpoOjoT n KOj € mOMal Of \n My COOJIBETCTBYBa

NEeNUTEN % KOj € moroneM off A/n 1 0GpaTHO. 3HAuM, 33 CEKOj GPOj 7, GPOjOT Ha HETOBHTE
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JeTUTENN KOW Ce pasimudHu Of v/n e mapeH 6poj. Criopej Toa, ako GpojoT Ha [IeTUTENNTe Ha

n € HemapeH Opoj, TOrall +/n € AeNUTeN U 0OpaTHO, ako Jn e gemuren, Toram 6pojoT Ha
[IEIUTETUTE HA 1 € HEeTapeH Opoj.

3AJAYN 3A BEXKBAILE

65. Pa3noxu ru Ha MHOKUTEIN OpOeBUTE:
a) 6600; 0) 2618.
66. Co koj HajMaun pupoieH 6poj n Tpeba aa ce moMHOKHU OpojoT 5400 3a a ce Jodue ToueH KBagpaT?

67. Hajpu ru cute npupofHu OpoeBH UKj IPOU3BOJ HA IU(PU € eAHAKOB Ha

a) 234; 6) 105.

68. Kopucrejku ro KaHOHWYHHUOT 3anuc Ha npupopnute 6poesn, Hajan H3M u H3C 3a 6poeBute a u
b, axo:
a) a=2520, b=39600; 6) a =6600,b=2618.

69. Kouky penurenu uma 6pojoT:
a) 396000; 6) 50400.

70. Hajnu ro HajManuoT OpupofeH 6poj KOj MMa TOYHO 6 IEJIUTEIN.

Bo 0cHOBHOTO 00pa3oBaHue ce 3al03Ha CO IMHEAPHUTE PAaBEHKH U Hay4d UCTHUTE [1a TU
pemwaBaml. [IpuToa pemieHujata Ha OBHE PaBEHKU ' OapaBMe BO MHOXECTBOTO Ha pEaylHUTE
opoeBu R. Cera Ke ce 3ano3Haeme co TakaHapedeHuTe [JnogaHTOBU paBEHKH, KO UMETO IO
nobune crnopesi aHTHYKAOT MaTeMatuyap J[Inodant, koj kuseen Bo Il Bex npep HamaTta epa
BO I'pajioT AJleKcaH/ipHja.

Hedunumuja 6. Heka a,b,c € Z u ab # 0. JInHeapHaTa paBeHKa BO 0OJUK
ax+by=c, (1)

yum pelenune (x,y ) ce MONPENeHN apOBH e OPOEBH ja HapeKyBaMe .iuHeapHa duogan-
i08a paseHKa co 08e HellO3HATU.

Toxmy GapameTo pellleHHjaTa x U y Ha paBeHKaTa (1) fa ce 1eJ00pojHU € KIYyYHUOT

npo0yieM IpH pellaBambeTO Ha OBHE paBeHKU. Taka, Ha MpuMep, OUUTIIETHO € leKa paBeHKaTa
x+y=11 nma OecKOHEUHO MHOTY pelieHuja. Mefyroa, paBeHkaTta 6x +15y =17 Hema 1eno-

Opojuu pemennja. HaBucruHa, 3a cekou nenu OpoeBH x U y JieBaTa CTpaHa Ha IOCJE[HaTa
paBeHKa € fenuBa co 3 u Oupejku 3 /17 3akaydyBaMe J€Ka OBaa paBEHKa HeMa LeJ00pOjHI
peleHyja.

Bo BpCKa CO MMpallalbe€TO KOora €Ha JIMHEAapHa HI/IOCI)aHTOBa PaBE€HKa CO JIB€ HCIIO3HATHU
nMa peuIcHue Ke ja OKaXXeMe CJIEAHATa TeOpeEMaA.
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IMoka3 (3a onme mro cakaar na 3uaar nmoseke). Heka d = H3][I(a,b) . [la npeTmocTaBuMe feKa
(xg,y0) € petrenne Ha paBeHkaTa (1). Toram axy + by, =c¢ n6unejkn d |a u d | b, pobusame d | c .

O6patHo, fa npeTnoctaBuMe feka d |c. Toram moctou nesx 6poj k TakoB, WTO ¢ =kd . On
Apyra crpasa, 6unejku d = H3]l(a,b) nocrojaT uenu OpoeBH x' W y' TakBH, IITO ax'+by'=d . AKo
MOCJIEMHOTO PABEHCTBO F'O MOMHOXKMME CO k , TOOMBaMe
akx'+bky'= dk
T.€.

a(kx') +b(ky') = c .

Cnopen Toa, ToipeieHuoT nap (xy, o) = (kx',ky') e pemrenne Ha paBeHkara (1). ¢

OuurnegHo, JOKa30T Ha TeopeMaTa 27 1 EBKIUIOBUOT aropuTaM ro gaBaaT U METO-
[OT 3a pellaBamke Ha JIMHeapHaTa [lnoanToBa paBeHKa coO IBE HEMO3HATH.

Ipumep 39. Bo MHOXKeCTBOTO Ha LieJUTe OPOEBHU pellt ja paBeHKaTa

l6x —34y="7.

Pewenue. bunejkn H3]1(16,34) =27, op Teopemata 27 ciiefyBa ieka pas3rieyBaHa-
Ta paBeHKa HeMma 1elo0pojHu peuieHnja. HaBuctuna, 3a cekou 1enu OpoeBu x W ) JeBaTa
cTtpaHa 16x—34y=2(8x—17y) e genusa co 2, a fecHaTa CTpaHa He € iemBa co2, 2[7. ¢

IIpumep 40. Bo MHOXKeCTBOTO Ha LieJUTe OPOEBHU pellt ja paBeHKaTa

13x+32y=5.

Pewenue. Umame a =13 u b=32. bupejku H3]1(13,32) =1, o Teopemara 27 cnegyBa
leka paBeHkaTa nMma penienue. Cera, Kopuctejku ro EBKIUgoBHOT anroputam, umMmame

32=2-13+6
13=2-6+1
6=6"1

ma 3atoa 1=13-2-6=13-2-(32-2-13)=5-13+(-2)-32 T.e. 5-13+(-2)-32=1. AKo nocnep-
HOTO PaBEHCTBO I'o MIOMHOKHUME €O 5, moOuBame

13-25+32-(-10)=5
IITO 3HAYM [eKa €JHO pelleHre Ha paBeHkaTa 13x+32y =5 e moapeneHuoT map (25,—-10).
JlecHo ce mpoBepyBa jieka pellleHrja Ha paBeHKaTa ce U MOJIpeIcHUTE MapoBI

(25+32t,—10—131) 32 t=+1,+2,£3,... .
Bo npeTxXoaHaTa TEOpEMa OATOBOPUBME KOr'a JIMHEApHA III/IO(l)aHTOBa paBC€HKa CO JIBE
HCIIO3HATHU UMa peHIeHI/IC, a BO an/IMep 41 IIOKa>XaBM€ KaKO CE€ Haofa €IHO Hej3I/IHO peIIIeHI/Ie.

Bo cnepgnarta Teopema Ke I'm okapakTepu3upaMe pelleHujaTa Ha paBeHkara (1) Bo ciydaj Kora
UCTHUTE MOCTOjarT.
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Jloka3 (3a oHHE LITO CAKaaT Aa 3HAAT moBeke). AKO (X(,))) € pCIICHHE Ha paBeHKaTa

ax + by = ¢, TOraI co 3aMeHa x = X, +%t uy=y —%t moOuBamMe

ax +by = a(x +§t)+b(y0 —%t) =axy+byy=c,3aceko0] t=0,+1,+2, ..
T.e. co (2) ce majeHu pellieHrja Ha paBeHKaTa ax +by =c.

Ke mokaxkeme jieka ceKoe pellicHre Ha paBeHKaTa ax+by =c e Bo 00wk (2). Ako (x,y) e
IPOU3BOJHO PELIEHNE Ha ax + by = ¢ , TOrall NocIefoBaTeIHO JoOuBamMe
ax +by = axy + by,

a(x=xp) =b(y =),
L(x=x0) =L(y=-y0).

On d =H3]1(a,b) crenysa HBH(%,%) =1, ma 3aroa % |(y=—yp) & % | (x —xp), T.e. x—xg =%t

uy—yy= %t , Kajie mTo ¢ e nen 6poj. Cropep T0a, peleHneTo (x, y) € Bo O0JuK (2). ¢

IIpumep 41. Bo MHOXXeCTBOTO Ha LienuTe OpoeBHU pelll ja paBeHkaTa 69x + 111y =9000.

Pewenue. bunejku H3J1(69,111) =3, nafenaTa paBeHka ja genume co 3 u ja JoOuBame
eKBHUBaJeHTHaTa paBeHka 23x + 37y =3000. Kopucrejku ro EBKIMIOBUOT anroputam Haora-
Me 23-(-8)+37-5=1. ITocnegnoro paBeHcTBo ro Muoxume co 3000 u fo6uBame

23-(-24000) + 37 -15000 = 3000 .

Koneuno, o mpeTxogHaTa TeopeMa ciiefyBa jieka cuTe pelieHuja Ha J[lnodanToBaTa paBeHKa
69x +111y =9000 ce gameHu co

x=-24000+37¢, y=15000-37¢, ¢=0,£1,+2,£3,.... ¢

Bo npeTxogHHOT fien BUjOBMe Kora JuHeapHaTa [lnoaHToBa paBeHKa CO IBE HEMO3-
HATH UMa pelIeHne 1 JJaJloBMe MOCTaNKa 3a Hej3uHO pelraBame. OBje Ke mpe3eHTupame yiire
€JICH METOJ] 3a pelllaBaleé Ha BaKOB THIl paBeHKa. OBOj METOJ My TpHIara Ha MIBajIapCKUOT
matematudap Jleonapn Ojnep (1707-1783 ron.) u 3aTtoa e HapeueH Ojaepos meitiod. Ojnepo-
BHOT MeTOJ] K€ 0 00jaCHUME Ha CIIEIHUOT MPUMeEP.

IIpumep 42. Bo MHOXKECTBOTO Ha LIeJUTe OPOEBHU pelld ja paBeHKaTa
738x + 621y =45.

Pewenue. Heka (x,y) e pellleHue Ha fiajieHaTa paBeHka. bupejku 621< 725, ro uspa-
3yBaMe y MpeKy x. AKO I'M UCKOpUCTUME paBeHcTBaTa 738=621+117 u 45=0-621+45,
goonBame
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_ =738x+45 _ . —117x+45
Y="61 - *T &1 -
[Tonaramy, 6uaejku x u y ce uenu OpoeBH JOOMBaMe JeKa U % Tpeba ma Oupe Len

—117x+45
621

KOja ¥Ma MmoMalii KOoe(UIMEeHTH Off MoYeTHaTa paBeHKa. Ja MOBTOpyBaMe MOcCTankara U ro
W3pa3yBaMe x CO IOMOII Ha ¢ . [loOuBame

06poj, OMHOCHO =t, o WTO ja Haofame [lmocpanToBaTa paBeHka 621f=-117x+45,

_ Z62U+d5 _ 5, 36145
117 5t + 17

—36t+45
117

X

OMHOCHO x =-5¢+u , Kajge IITO u = . Ja moBTOpyBaMe mocrankaTta u ro m3pasyBame ¢
co moMoIr Ha u . UMame

_ —117u+45 _ —Qu+9 _
== = 3u+1+—36 = 3u+l+v,

Kaje IITO v=%. On mocnegHOTO paBeHCTBO no6mBame u=-4v+1, veZ. AKo cera

MOCJEeOBaTEIHO Ce BpaTUMe HaHa3ajl loOuBame:
t="3u+1+v=-3(-4v+1)+1+v=13v-2
x==5t+u=-513v-2)+ (-4v+1)=-69v +11
y=—x+t=—(-69v+11)+(13v—-2)=82v—-13, velZ.

BCYHIHOCT, CO MOCJICIHUTE NBE pPaBCHCTBA CE€ NAJ€HU CUTE peHICHI/Ija ()C,y) Ha paB€HKaTa
738x+ 621y =45. ¢

IIpumep 43. Nnuja tpebano aa pemm 73 3agauu 3a 19 nena. [Ipsure 11 gena toj pema-
Bajl €JHAKOB OpoOj 3aja4yd CEeKOj IeH, a OCTaHATUTE 8 [jeHa MMOBTOPHO pellaBal €IHAaKOB Opoj
3agaun. Konky 3agaun pemasan Winuja cexoj aeH?

Pemenne. Heka GpojoT Ha 3ajaunte Kou ru pemasan Mnuja Bo cexoj of npsure 11
JIeHa TO O3HAa4YMMe CO X, a OpOjoT Ha 3ajlaunTe, KOM I'M pelIaBall BO CEKO]j Off IPEOCTaHATUTE 8
neHa co y. Op ycnoBoOT Ha 3afgavyaTta umame 11x +8y =73. bupejku H3[1(8,11) =1, 3aknyuyBa-

Me JIeKa MocJeiHaTa paBeHKa UMa pellieHne BO MHOXKECTBOTO Ha LETUTE OPOEBH.
AKko ro uckopuctume MmetooT Ha Ojiep, 3a pellIeHueTo Ha paBeHKaTa HaofaMe
x=3-8k, y=5+11k, keZ.
Op ycrnoBOT Ha 3ajayaTa ciefyBa Jieka x,y€ N, a Toa € MOXHO caMo 3a k=0. KoneuHo,
x=3,y=>5 e peluieHue Ha 3ajjauaTa, ITO 3Hauu aeka Mnuja npeute 11 gena pemanan no 3, a
BTOpUTE § leHa N0 5 3aaunl JHEBHO. ¢

3AJJAYNA 3A BEXBAIBE
71. Koja o HaBefieHUTe [IM0haHTOBY PAaBEHKH UMA PEILCHUE:
a) 3x+7y=2002; 6) 30x+25y=174; B) 3x+15y =1234.
72. Pemm ru [InohaHTOBUTE PAaBEHKHU:
a) 48x+7y=5; 0) 11x+30y =31; B) 21x—-12y =72.
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73. IlpopaBauoT Apco Tpeba ga HamoiaHu 99 KT OpalHo Bo Kecu off o 2, 3 u 5 kr. ITo KoKy kecH of
ceKoja TeXuHa Ke HaMOJIHU ApCo, aKO BKYITHO HAIMOIHMNT 22 Kecu?

74. Ilexapor Teonop Tpeba aa HanpaBu 100 BekHu j1e6 Temku 5, 3 u 0,5 kr. Konky of kou BekHH J1€6
Tpeba a HanpaBu Teofgop ako HUBHATa BKynHa TexkuHa € 100 Kr.

75. 36upor Ha mucpure Ha OpojoT X e Y, a 30upor Ha mucpure Ha OpojoT Y e Z. Ako
X +Y+Z =60, Hajau ro 6pojoT X .

J[nodaHTOBUTE paBEeHKHU Ce€ €leH Ofi HajOoraTuTe M Hajpa3HOBUHHUTE JI€JIOBU HA TEO-
pujata Ha OpoeBu. Beke HayumBMe fa I'm Haofame pelleHHjaTa Ha JuHeapHa [IuodaHTOBa
paBeHKa CO B HEMO3HaTH. MefyToa, pelllaBambeTo Ha HeJnHeapHuTe [Ino(aHTOBY PAaBEHKH HE €
TaKa eJHOCTaBHO, I1a 3aT0a He Tpeba a Hé Yymy IITO 3a fla ce JoKaxe Aeka JInoanrosara pa-

Benkara x" +y" =z", n>2, xoja ja mocraBun ¢ppaniyckuor maremarnyap Iljep Pepma, Hema
pelIeHne BO MHOXKECTBOTO IPUPOHK OpOeBH, Ouiie MOTPeOHM NTOBEKE Off ABECTE TOIMHU.

IlITo ce ogHecyBa f0 pelllaBamkeTO Ha HenuHeapHuTe [InodanToBu paBeHKH, Tpeba fa
CIIOMEHEMe JieKa He MOCTOjaT YHUBEP3aIHH alrOpPUTMH, HO CElaK fia COMEeHeMe JileKa HEKOu
eJeMEeHTapHU, HO JO0CTa Ba’KHU IOCTANKHU jaBaaT pelleHHe Ha rojieM Opoj HelnHeapHU
HnocantoBn paBeHku. OBHe MOCTANKK HAjuUECTO CE 3aCHOBAAT Ha CIIC[HUBE UJICHU:

- pa3loXyBame Ha MHOXUTENN,

- JHMCKycHja Ha KOJIMYHHUK,

- JUCKycuja Ha nociefHaTa uudpa u

- pasrieflyBame Ha OCTaTOLH IIPH JieIekhe CO AajieH Opoj.

IIpumep 44. Bo MHOXECTBOTO Ha 1ieauTe OpoeBu pelH ja [lnoaHToBaTa paBeHKa

x? +y2 +2° —2z4+4y—-6z=-11.

Pewenue. [lafienaTa paBeHka ja 3amuiryBamMe BO OOJTUKOT
(x-1D)?+(y+2)2 +(z-3)> =3.

ITocnepnaTa paBeHKa BO MHOXKECTBOTO Ha LIEJINTE OPOEBU MMa pelIeHNe aKo CEKOj Of] KBajipa-
TATE € €JHAKOB Ha 1, ma 3aToa CHTE TPOjKH pelleHHja T'M JoOMBaMe CO KOMOMHHMpame Ha
peleHujaTa

x—1=1, y+2=1, z-3=1, x-1=-1, y+2=-1, z-3=-1.
Cnopep Toa, pellieHunja ce
(xa ) Z) € {(05_152)9 (09_194)9 (05392)9 (05394)9 (23_132)9 (23_134)9 (27372)9 (27374)} .
Ipumep 45. Bo MHOXeCTBOTO Ha 1ieauTe OpoeBu peii ru [ITnoaHTOBUTE paBEeHKU

a) x> -4y =17, 6) xy—4x—-2y+5=0
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Pewenue. a) [lafenata paBeHKa ja 3amuiIyBaMme BO OOIUKOT
(x=2y)(x+2y)=17. (1)
Bupnejku 17 e mpoct 6poj, oxt (1) ru foOuBamMe CUCTEMUTE PaBEHKH:
{x—2y=l {x—2y=—l {x—2y=17 . {x—2y=—17
x+2y=17 x+2y=-17 x+2y=1 x+2y=-1
YK pelIeHNja COOABETHO ce noppeacHute naposu: (9,4), (-9,-4), (9,—4) u (-9,4).

0) lagenara paBeHKa ja 3amminyBaMe Bo oOMHMKOT (x —2)(y —4)=3. bunejku 3 e npocr
Opoj, Off MOCIeiHaTa paBeHKa UMaMe:

x-2=1 x—=2=-1 x—2=3 x—2=-3
{y—4=3 {y—4=—3 {y—4=1 " {y—4=—1
ofl ITO caenyBa feka (x, y) € {(3,4), (1,1), (5,5), (-1,3)}. &
IIpumep 46. Bo MHOXecTBOTO Ha 1ieauTe OpoeBy peln ru [InopaHTOBUTE paBeHKU
a) xy+7x—3y=23, 0) xz—xy+2x—3y=6
Pewenue. PaBenkuTe of1 0Baa 3ajjaua Ke 'l pelmme co AUCKYCHja Ha KOJTMYHUK.

a) IlocnenoBarenHo, €KBUBAJIIEHTHO ja TpaHCcopMupaMe paBeHKaTa M JoOuBame
3y+23
y+3
MmocjiegHaTa paBeHKa MMa pElIeHHe akKo W caMo ako (y+7)[2, T.e. akO M caMO ako
v+7€{-2,-1,1,2}, mto 3Haun y € {-9,—-8,—6,—5}. KoHeuHo, akO HajACHUTE BPEJHOCTH 3a

2

y T'l 3aMCHUMCE BO X = 3+ m , 3a PCHICHUETO Ha MOYETHATA paBEHKaA I[OGI/IBaMC

(x’ y) € {(5’_6)’ (1’_8)’ (4’_5)’ (1’_9)} c

x(x+y)=3y+ 23, OTHOCHO X =

, OJl ITO cJefyBa x=3+%. bupejkn x e uen 6poj,

0) On x2 —xy+2x -3y =6, iMmaMe

2 2
_ X" +2x-6 _ x +3x—x—3—3=x_1_ 3 )

y x+3 x+3 x+3

3Haun, (x+3)[3 T.e. x+3e{-3,-1,1,3}. Cnopen Toa, MHOXECTBOTO pelIeHUja Ha JajeHaTa
paBeHkae {(-2,-6),(-4,-2),(0,-2),(-6,-6)}. &

Bo cneguuot npumep Ke pasriegame ise JInodaHTOBY paBeHKU KOU Ke I' pellMe CO
MUCKYCHja Ha IoclieHaTa uudpa.

IIpumep 47. Bo MHOXeCTBOTO Ha 1ieuTe OpoeBH peln ru [InoaHTOBUTE paBeHKU
a) x> +5y=2002 u

6) 142143MH...+ x1= y? , kage wro kl=1-2-3-...-(k—Dk.
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Pewenue. a) 3a cexoj uen O0poj y, mudpara Ha eguHUIKUTE HA OpojoT 5y e 0 mnm S.

ITonaTtamy, 3a cexoj nen Opoj x, [udpaTa Ha €JUHALUTE HA HETOBUOT KBaIpaT x? e egna op

nudpute 0, 1, 4, 5, 6 unu 9. Cnopep, Toa, ako 5y >0, Toram nudpaTta Ha SAUHALKATE HA OPOjOT
x2 45 y e egna o mucppute 0, 1, 4, 5, 6 mnm 9. Ananorso ce gjobuBa jeka BO ciyyaj Kora

5y <0, mucpara Ha eAUHULUTE HA OPOjOT x2 + 5y e enna on uugpure 0, 1,4, 5, 6 unu 9.

Koneuno, 3a cexon x,yeZ nudpara Ha eJUHULATE HA OPOjOT x2 + 5y e0,1,4,5,6

unu 9 1 Taa e pa3nuyHa of Hudpara Ha equHUnUATe Ha O6pojoT 2002. 3Hauu, paBeHKaTa HeMa
pelleHne BO MHOXKECTBOTO Ha LIeIuTe OpOeBH.

0) Ako x=1, Toram y==1.
AKO x =2, Toram y2 =3,ma y He e 1uen 6poj.
AKo x =3, Toram y2 =1+2+6, mTo 3Haun y==13.

AKO x=4,Toram y2 =1+2+6+24=33 ma y He e rex 6poj.
Heka m>5.Toram m! e genus co 10, na 3aToa m!=10¢, o ITO cleyBa

I4+24+34+44+5M+... + x! =33 + 10k .

Bpojort 33+ 10k 3aBpuryBa Ha nudgpara 3, a 6pojoT y2 3aBpuIyBa Ha efiHa of uudpure 0, 1, 4,
5, 6 unu 9, ma 3aToa BO OBOj CiIyyaj 3ajjayaTa HeMa pelleHue.

KoneuHo, euHCTBEHN pellieHja Ha [jaieHaTa paBeHKa ce MOfipeicHuTe TapoBU
(1,-1), (1,1), (3,-3),(3,3).

Bo cnepnuot npumMep Ke pasriefame J[lnogaHToBa paBeHKa Koja Ke ja pelmmMe co pasrie-
NlyBame Ha OCTATOLUTE TIPH JIENEHE CO IaJieH Opoj.

IIpumep 48. Bo MHOXeCTBOTO Ha 1ienuTe OpoeBH pel ja [JJuoanToBaTa paBeHKa
x2=9 y+5.
Pewenue. Cexoj npupopieH 6poj MOKe Jia ce 3amuile BO €fIeH Off OOJIHUIUTE
3k,3k+1 wnm 3k +2.

Cnopep Toa, HETOBAOT KBafipaT ©Ma OOJIUK
3-3k2,3(3k? +2k)+1 wmu 33k + 4k +1) +1,
T.€. IpH feniewne co 3 gaBa octatok O wnm 1. Op apyra crpana
9y +5=3Gk+1)+2,

T.€C. OCTATOKOT IIpH JACJICHE CO 3 e 2. 3Haun Ha ABETE CTPaHU Ha paB€HKaTa, IIpu ACJICHE CO 3
ceKorali JIO6I/IB8.MC pa3In4yHU OCTATOLH, I1a 3aTOA faJlcHaTa paBEHKAa HEMA PEIICHUE. ¢
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3AJAYN 3A BEXKKBAILE

76. Bo MHOXECTBOTO Ha LieauTe OpoeBH pelu ri [InoaHTOBUTE PABEHKU:
a) x2+2x+13=y2; 0) x2—7xy+12y2=7.

77. Bo MHOXECTBOTO Ha LieauTe OpoeBH pelu ri [InoaHTOBUTE PABEHKU:
a) x2y=y3+10; 0) y4+x=xy+9.

78. Bo MHOXeCTBOTO Ha IPUPOJHUTE OpoeBU pelu ' [Juo(haHTOBUTE paBeHKU:
a) xH4+2y = 5555; 0) 5% +67 =1234567.

79. Bo MHOXECTBOTO Ha LieauTe OpoeBH pelu ri [InoaHTOBUTE PABEHKU:
a) x° + 1% +22 =1988; 6) x> +4y° =1988.

Bo npeTtxoaHuTe pasrienyBamba BUAOBME ieka OpOeBUTE KOU TIPH IeNeHhe CO efleH UCT
6poj maBaaT UCT OCTAaTOK ce Off moceOeH MHTepec BO TeopujaTa Ha OpoeBu. Tokmy 3aToa THe
Owie mpenMeT Ha pa3pabOTKa Ha MHOTY 3HAMEHHTH MaTeMaTHYapH, IITO AOBEJIO 10 TIOUMOT
KOHTPYEHI[Mja BO MHOXKECTBOTO Ha IIeJIUTe OPOEBH, T.€. METOAOT HAa KOHTPYECHIUM BO MHO-
>KECTBOTO Ha nenute 6poeBu. OBOj MeTo € (hopMalieH apuTMETHUKU METOJ| 3aCHOBaH Ha
pasrieqyBame Ha CBOjCTBaTa HA LEIUTe OPOEBM KOU MMAaT €IHAKBU OCTATOLH IIPH JIENIEHE CO
efieH uct 6poj. MetonoTr npB ro pazpaboTmi repmaHcknoT matematudap [ayc (1777-1855)
MaKO MHOTY pe3yJTaTu Ouie MO3HATH U MMOPAHO.

Hedununuja 7. Heka a,beZ u meN. Ako m|(a —b), Toram Ke Benume fgeka 6pojoT
a e KOHZpyeHitieH cO OpOjOT b 1O MOAYA m W Ke nuiryBame a =b (mod m).

Axko m | (a—b), Toram Ke Beiume feka OpOJOT a He e KOH2pYeHilieH cO OpOojoT b O
MOyl m W Ke nuuryBame a # b (mod m).
Ipumep 49. a) [la ru pasrinegame OpoeBute a=78,b=85 u m=7. bupejkn
a—b=78-85=-7=-7-1, on nepuHnnujata 7 foouBame
78 =85 (mod 7).

0) 3a OpoeBute a=123,b=97 Baxu a—-b=123-97 =26 u 6ugejku 3|26 3aknydyBa-
Me fieka 123 #97 (mod 3). &
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Ipumep 50. a) [Tpu neneme Ha 6poeBute 63, 64, 65, 66, 67, 68 u 69 co GpojoT 7 ce
no6usa kommaHUK 9 u octatou 0, 1,2, 3,4, 5 u 6, coonseTHo. On Teopemara 29 6) ciefryBa geka

63=0(mod 7); 64=1(mod 7), 65=2 (mod 7), 66 =3 (mod 7),
67=4(mod 7); 68=5(mod 7) u 69=6(mod 7).

6) O Teopemara 29 6) umame eka 37 =25 (mod 12) . HaBuctuna, npu nenewmeto Ha 37

u 25 co 12 ce gobmuBa octaToK 1. ¢

Bo cnepnuTe TeopeMu Ke JjoKakeMe HEKOJIKY BaKHM CBOjCTBAa Ha KOHTPYEHIMUTE.
ITpuToa Ke cmeTame geka OpojoT m € NpUpojeH Opoj.




Jla 3a0enexume ieKa NpeTXogHaTa TeOpeMa BCYLIHOCT MOKaxXyBa JieKa pejangjata =
MO JlafiecH MOAIYJI € COTJIacHa CO OlepaluuTe coOupame, Ofj3eMalkhe U MHOXEHE Ha KOHTPYEH-
147178

MefyToa, penanujaTa = He e cozaacHa co pellanyjata iejiemhe Ha e 6poesu (aypu u
Kora nocinepnara e aepunupana). IMeHo, BO KOHIpyeHIijaTa

=—4 (mod 12)

OpoeBuTe 8 M —4 ce fenuBu co 2 u co 4, MefyToa ako MojeIumMe co 2, OMHOCHO co 4 moOuBame
=-2(mod 12) ogHOCHO 2 =—1(mod 12) , IITO HE € TOYHO.

ITonaramy, o Teopemute 30 a) u 31 HenmocpeHO clefyBaaT CIeHATE TBPACHA.

ITpumep 51. [Tokaxku neka 3a ceKOM NPOCTU OpPOEBU p U ¢, p,q >3, BaxKu UK
p=q(mod 6) wn p+q=0(mod 6).

Pewenue. Kako mro 3HaemMe, cekoj mpoct 6poj morosieM of 3 € Bo 006Uk 6k +1 unu
6t —1. Ke pasriegame Tpu cnydau:

a) ako p=06k+1 u g=06¢ +1, Toram ox Teopemara 29 6) cinegysa geka p =g (mod 6) ;
6) ako p =6k —1 u g =6t —1, Toramr o Teopemata 29 0) ciefyBa ieka p =¢q (mod 6) ; u

B) ako p=6k+1u g=6¢t—1, Toram p=1(mod 6) u ¢=-1(mod 6) u ox Teopemara 31
creqyBa jeka
p+qg=1+(-1)(mod 6), T.e. p+¢q=0(mod6). ¢

IIpumep 52. a) Jokaxu nexka 10| 31988 _ .

0) Hajnu ro ocraTokoT off efiemheTo Ha OpojoT 4%0 ¢00.
Pewenue. a) On 34 =81 ciemyBa 34 =1 (mod 10). Cera ox Teopemata 32 6) fo6uBame
(34)497 =147 (mod 10) , T.e. gt =1 (mod 10) , mrro 3Haum 10 | G ]

6) Ke ro moGapame OHOj cTeleH Ha GPOjoT 4 KOj € KOHrpyeHTeH co 1 mo Moy 9.
IMocnenoBaTrenno mmame 4=4(mod9), 4% =7 (mod 9) Oupejku 16=9-1+7, 43 =1 (mod 9)
ounejku 64=9-7+1. bugejku 56=18-3 + 2, mociiefHaTa KOHTPy€EHIKja ja cTeneHyBame Ha 18
1 po6uBame 4> =1 (mod 9). I[TonataMy, akO I'i HOMHOXKAME KOHIPYEHIIMUTE 42 =7 (mod 9) n

4°* =1 (mod 9) go6usame 4°* .42 =1-7 (mod 9), T.e. 4°° =1(mod 9).
3Hauu, OCTaTOKOT Of AENEHETO Ha OPOjOT 4% c09e7. o

50



Kaxko mro PEKOBME, penaunjaTa = HC € corjaacHa CO penaunjaTa OCJICHE Ha LEIN

O6poeBHu (TypH M Kora mociefHara e fedunupana). Bo ciennara Teopema Ke jokaxeme Kora
[IBETE CTPAHM BO €/IHa KOHTPYEHIIMja MOXKe JIa ce MOoJieNaT co HEKOj Opoj.

3AJAYN 3A BEXKXBAILE

80. a) [lokaxku leka KBaipaTOT Ha CEKOj 1ell 6poj e KoHrpyeHTeH co 0 unu 1 mo mopyi 4.
0) [Jokaxu ieka KBapaToT Ha CeKoj 1edl 6poj e KoHrpyeHTeH co 0, 1 nmm 4 mo Mmopy 8.

81. Ha koja nudpa 3aBpiryBa Gpojor:
a) 6811 . 6) 21000 . B) 3333
82. a) Jlokaxkwu fgeka (a—b)| (ak - bk) 3acekoj ne N ucekou a,beZ.

6) Hokaxu gexa (a+b) | (a®* 1 +b**1) 3a cexoj ne N ucexon a,beZ.



83. Hajnu ro ocTaToOKOT NpH AETIEHETO Ha

a) (510 +55)100 ¢ 24 6) (17" +116)*! co 8.

84. Jlokaxku geka 3a ceKOj HeHeraTUBEH Lie] Opoj n BaxKI:
a) 11| (26n+1 +32n+2) : 6) 37| (2n+5 '34n " 53n+1) :
B) 57| (7n+2 +82n+1); r) 17| (25n+3 +5" '3n+2).

85. [Mokaxu eka 3a ceKoj MpUpofieH Opoj # OCTATOKOT Off IeJIEHETO Ha 3 52ml 1 93m 6617 € 0.

86. "UYwuravor Ha Mucan' MapKo My peKOJI Ha CBOjOT npujaTen JJopoTej fa 3aMuciu efieH 6poj merfy 1
1 999, na ro moMHOXKHM co 143 u fga ro Kaxke TpUIUPPEHUOT OPOj COCTABEH Of MOCIEHHUTE TPU
nudpu of npousBofoT. [Toroa, Mapko Ha [JopoTej Ke My rO COONIITH 3aMUCIeHNOT 6poj. Kako?

HpI/I MIpOy4YyBambETO Ha NEJINBOCTA HA LEIIUTE 6pOeBI/I Ce 3a[Jp>KaBM€ Ha HEKON noceOHU
npu3Hanv 3a ACIUBOCT, a BO NPETXOTHUOT €T ' pa3rjicjaBM€ KOHI'PDYCHIUUTE U I'M JOKa-
2KaBMC HUBHUTC CBOjCTBa. OBI[C Ke MokaxkeMe KaKo KOHI'pYEHIUUTE MOKAT J1a CE UCKOPUCTAT
3a Haofame Ha IOCeOHUTE Ipu3Haiu 3a OCJIUBOCT. 3a taa e opBo Ke ja JOKaXKEME ClI€aHaTa

TeopeMa.

Ke nmokazkemMe kako IpEeTXOIHaTa TEOPEMA MOXKE N1a CE€ MCKOPHUCTHU 3a I[O6I/IBaH>e Ha
HEKOH IToceOHI npu3Hanu 3a NeJIUBOCT.




pumep 53. On
56786457455=5+6+7+8+6+4+5+7+4+5+5=62=6+2=8(mod 9)

crieqyBa ieka 0pojot 56786457455 ne e nenus co 6pojot 9. Ho,
5673897567=5+6+7+3+8+9+7+5+6+7=63=6+3=9=0(mod 9)

na 3atoa 0pojoT 5673897567 e nenus co 6pojoT 9. ¢

IIpumep 54. Op
43419027549=9-4+5-74+2-0+9-1+4-3+4=18=8-1=7(mod 11)

cnenyBa ieka 0pojoT 43419027549 e kourpyenTeH co 7 mo moaya 11, T.e. He e fenus co 11.
Ho, 6upejku
47859679=9-7+6-9+5-8+7—-4=0(mod 11)

noduBame aeka 6pojot 47859679 e kourpyenten co 0 mo moayn 11, T.e. 0BOj 6poj € AeauB co
11. ¢




Ipumep 55. On
43419027549=9+3-4+2-5-7-3-2-2-0+9+3-1+2-4-3-3-4
=23=3+3-2=2(mod 7)

cnenyBa ieka 0pojoT 43419027549 e KOHTpyeHTEH €O 2 10 MOAYJ 7, T.€. HE € ETUB CO 7.

Ho, 6upejkn 959679=9+3-7+2-6-9-3-5-2-9=0(mod 7), moOuBame ieka 6pojoT
959679 e xourpyenteH co 0 mo Moy 7, T.e. 0BOj OpOj € AesuB co 7. ¢

IIpumep 56. [Tokaxu feka ako OpojoT n e genuB co 99, Torain 30MpPOT Ha HETOBUTE
nugpu He e noman op 18.

Pemenne. Heka 99 |n. Toram 9|n, na 3aToa u 30upoT Ha uudpure 4 Ha n € JeJIUB CO

9. bupejku n e npupopeH 0poj, 4 >0, na eAMHCTBEH Opoj KOj € enuB co 9 u e moman o 18 e 9.
AXo 4 =9, Torair on

n=a;10F +a;, 105+ +4;10+4,
cienyBa A=ay +aj;_; +...+a; +ay. On gpyra ctpana, ougejku 11|n cnegysa
-1

1{(-D*a; + (D ap +..—a) +ay)}

u oupejku
—9<(-D*ap + (D lay +..—ay +ag <9

noOMBaMe JieKa

D¥ap + () ay_ +..—ay +ay =0,
T.e. ay +ap +...=a; +az +... . Cnopexn Toa 9=2(ag +a, +...), LITO € IPOTUBPEYHOCT. ¢
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Ke pasrnename yire egHa npuMeHa Ha KOHTPYCHIIMUTE TPH JJOKAKyBakkhe Ha JIEITUBOCT
Ha OpoeBu. 3a Taa IIell, HajIpBO Ke ce OCBpHEME Ha TaKaHapeuyeHaTa Mo0YAapHa apuitimMeiiuxa.

Jla ce moTceTuMe Ha alrOPUTAMOT 3a JIeJIeHEe CO OCTATOK Ha Iesu OpoeBH, cropep Koj
3a 1es1 Opoj a W mpUposieH Opoj m mocrojaT uenu 6poeBu g u r, 0 <r <m TaKBH, IITO

a=gm+r.

On mocnefHOTO PaBEHCTBO CleflyBa fieKa a =gm+r=r (mod m), IITO 3HAUM JIeKa CEKOj Lel
Opoj € KOHTPYEHTEeH Mo MOAyJl m co OapeM efieH o 6poesure 0,1,...,m —1. CiegHata Teope-

Ma TOKaxXkyBa fieKa CeKoj Iesl Opoj € KOHIPYEHTEH IO MOAYJ m TOYHO CO efieH Off OpoeBUTe
0,1,..m—1.

3a cekoj re{0,2,..,m—-1} co C,(r) Aa ro 03HauUUMe MHOXECTBOTO OJf CUTE IIEeNIN
OpoeBU KOM ce KOHTPYEeHTHU co r 1mo Moayn m. Op mpeTxofiHaTa TeopeMa ciedyBa JeKa
C,(rnnC,(s)=d3ar+s upeka C,(0)LC, Hu..uC,(m-1)=Z.

Jedpunnmuja 8. MuoxecrBoro C,,(r) ro HapeKyBaMe K.aca HA KOH2PYeHUuUU Uo
MO0y m .

3a MHOXECTBOTO {a(,di,...,d,_1} Ke& BEIUME [eKa € KoMilaeilleH cucitiem Ha
octiaitioyu ito mooya m ako a, € C,, (r) 3a r=0,1,...m—1.

Mozke f1a ce JoKaxKe 0exa ceKoe MHOMeCi6o 00 m Hocaedosailieanu yeau bpoesu e
KoMmilaelllen cucitiem Ha ociiaiioyu o mooya m. Taka, Ha IpuMep, MHOXKecTBaTa
{0,1,...,m—1} m {l,2,...,m} ce KOMIUIETHH CUCTEMH Ha OCTATOLH [0 MOAYJ m . AKO m € Hela-
peH Opoj, Torail 1 MHOKECTBOTO {—mT_l, —mT_l +1,...,— 10,1, ...,mT_l} € KOMIUIETEH CUCTEM Ha
OCTATOLX IO MOAIYJT m .

dakror peka {0,1,..,m—1} e KOMIUIETEH CUCTEM Ha OCTATOLM MO MOAYJ m 3HAUYH
lieKa ceKoja KoMOMHaIja Ha 30MpOBH, IPOU3BOMIU U PA3JIUKH Off OBUE OPOEBH, IO MOAYJ m €

IIOBTOPHO HeKOj o] TUC 6pOCBI/I. Osa JA0BelyBa 1O TaKaHape€dY€HaTa MOJyJlIapHa apAUTMETHUKA.
Bo cneguuTe nBe Tabemu ce JaACHU ON€paluuTe c061/1paH,e 1 MHO2KCHE ITO MOJTYJT 5.

a\b 0 1 2 3 4 a\b 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 0 1 2 3 0 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1

a+ b (mod 5) ab (mod 5)
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[pumep 57. Op TabnuyaTa 3a MHOXKEHE 110 MOAYJ S ClielyBa eKa 02,12,22,3% u 42 ce

KOHTPYEHTHU IO MOAyn 5 camo ofi HeKoj o 6poesute 0, 1 u 4. Ho, 0, 1, 2, 3 u 4 e KoMIuieTeH
CHCTEM Ha OCTaTOIM TIO MOJYJ 5, Ta 3aToa KBaJpaT Ha MPHUPOJICH Opoj MpH JelieHe co S5 He /1aBa
OCTaTOK 2 1 3. ¢

Ipumep 58. [Tokaxku ieka 3a ceKoj mpupojeH 6poj 7, 6pojoT n’ +5n e genus co 6.

Pewenue. Komnieren cucrem Ha octatouu no moayn 6 e 0, 1, 2, 3, 4 u 5. Cnopep Toa,

JOBOJHO € Ja HCIUTaMe Talan n3 +5n e pgenuB co 6 3a n=0,1,2,3,4,5. [Ipu MHOXEHE CO

Mopya 6 uMame
03=0, 1°=1 2°=2, 33 =3 43=4 53=5.

Cnopep Toa, n’ +5n=n+5n=6n=0(mod 6). ¢

3AJJAYU 3A BEXBABE
87. Hajnu kpurepuyM 3a genuBocT co:  a) 13; 0) 99; B) 17.
88. Hajnu ru xnacuTte Ha KOHTpyeHIUja IO MOAYJ m 3a
a m=2; 0) m=3; B) m=4,; r) m=6.
89. Cocrasu Tabnuna 3a coOupame U MHOXKEHE IO MOIYJ 7 3a:
a m=2; 0) m=3; B) m=4,; r) m=6.

90. Jokaxwu fieka 3a ceKoj npupofeH 6poj n 6poeBute: n(2n+1)(7n+1); P +11n u n’+17n ce genu-
BH CO 6.

91. JTokaWu jieKa 3a CEeKOj MPUPOJEH Gpoj n Gpojor 4n’ +4 He e gemus co 19.

92. JTokaxu fieKa 3a CeKoj MpupofeH Opoj n O6pojor n’ (n2 —1) e menus co 4.

Ha kpajot o oBaa TeMa Ke ce OCBpHEME Ha JIMHeapHaTa KOHTPYEeHTHa paBeHKa Co efl-
Ha HEMo3HaTa, Koja € BO TeCHa BpcKa co JuHeapHarta [IlnogaHToBa paBeHKa CO JIB€ HEMO3HATH.
Taka ja uMame ciefgHaTa feUHALIN]A.

Hedunumuja 9. Heka a,b€Z n ne N . PaBeHkaTa Bo 001K
ax =b (mod n) (1)

ja HapeKyBaMe 1UHeapHa KOHZPYEeHIlIHA PA6eHKA CO eOHa Heilo3Haitia. 3a NENuoT O0poj x, Ke
BeJIMMe Jieka e peleHue Ha (1) ako axg =b (mod n) .

Bo cnepgnara Teopema e AafieH NOTPeOHUOT U JOBOJIEH YCIOB 3a GPOjOT X, Aa € pelle-
HHe Ha paBeHKaTa (1).
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Cera necHO ce JoKaXyBa ClIeflHaTa TEOpEMa, KOja HENIOCPEIHO CJIElyBa Off TEOPEMUTE
37,27 u 28.

IIpumep 59. JIuneapHaTa KOHIPyEHTHA paBEHKA
42x =60 (mod 91)

HeMma peuienne, ounejku H31(42,91)=7/60. ¢
IIpumep 60. Peru ja nuHeapHaTa KOHTPYEHTHA paBeHKa
42x =50 (mod 76).

Pewenue. On H3]1(42,76) =2 |50 cnepyBa jeka lajieHaTa paBeHKa uMma penieHne. AKo
ja mpumennme TeopemMara 33 6), MokeMe f1a ckpatume co H3J1(42,76) =2 u gobuBame

21x =25 (mod 38) .



ITonaTtamy, 0 =38 (mod 38), ma ako ru coOepemMe NOCIENHATE IBE KOHTPYEHIIMUA HaoraMme
21x =63 (mod 38).
Ho, H3][1(21,38) =1, ma ox Teopemara 33 a) ciieayBa Jieka BO MOCIEAHATAa KOHTPYEHIIUja MO-
>KeMe Jia ckpaTuMme co 21, co mto foduBame
x =3 (mod 38).
JacHo, pemienujaTta mo Mmonyn 76 ce majeHu co
x=3(mod 76) u x=41(mod 76) . ¢
Bo nocnegauoT npumep 1oOMBME JIBE pellieHrja KO He ce KOHTPYEHTHU O MOy 76.

On Teopemara 38 HENOCPEAHO ClIelyBa fieKa JMHeapHaTa KOHIpyeHTHa paBeHKa (1) Bo ciyyaj
KOra MMa pellieHue, Taa UMa d HEKOHTrpyeHTHU pemenuja, d = H3]l(a,n) u ako x, e eaHo

HEj3MHO pellleHNe, TOrall CUTe HEKOHTPYEeHTHH pelleHuja Ha (1) ce mafgenu co:

d-1
X0, X0 +£,X0 +ﬁ,...,)€0 + ( d)n .

IIpumep 61. Peiu ja nuHeapHaTa KOHTPYEHTHA paBeHKa
11x =25 (mod 60) .
Pewenue. bunejku 1=H3JI(11,60), paBeHKaTa MMa TOYHO €JHO HEKOHTPYEHTHO pellie-
Hue. PemienneTo x Mopa fa 6uje aeauBo co S OujejKu
11x =25+ 60k 3a HEKO] ke Z.
Hexa x=5y . Toram

55y =25 (mod 60)

U aKo HojeIuMe co 5 fobuBame
11y =5 (mod 12)

—y=5(mod 12)
y=-5(mod 12)
y =7 (mod 12).

3aroa x =35 (mod 60). ¢

3AJTAYU 3A BEXKXBAIBE
93. Koja o1 TMHEApHATE KOHTPYEHTHN PABEHKH UM PEIlEHHUE:
a) 4x+5=0(mod 6); 0) 2x+2=0(mod 3); B) 21x =12 (mod 15) .

94. Co HemocpejiHa NPOBEPKA HA CUCTEMUTE HA OCTATOLM HAj/[M T CUTE PEIIEHU]a HA JIMHEAPHATA KOH-
rpyeHTHA paBEHKa
a) 2x+5=0(mod 3); 0) 2x-3=0 (mod 6)

95. Peluu rvi IMHEAPHUTE KOHTPYEHTHU PABEHKH:
a) 2lx=1(mod 17) ; 0) 72x =2 (mod 10)
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INPOBEPU TO CBOETO 3HAEIbE

a) JTokaxu feka 48| (n> +3n2 —n—3) 3a CEeKOj HenmapeH 6poj . (86)
6) Moxasu geka 17 (62" +19" —2"*1) 3a cexoj mpupopen 6poj 7. (15 6)
a) [Jokaku jeka 3a iBa IpupojiHu O6poja a U b GapeM efieH o] 6poeBure: a,b,a+b wim a—b

ce Jienu co 6pojoT 3. (506)
0) IIpu geneme Ha HEKOj O6POj co 6POjOT 72 ce fOOMBA KOIUYHUK 1 U OCTaTOK 68. Konkasu

Ke OUIaT KOJTMYHUKOT M OCTATOKOT aKO UCTUOT OpOj ce mofemu co 24? (10 6)
a) AKo n e npupofeH 6poj moroaeM of 1, fokaxKu aeKa 102—;35 e IpupofeH 6poj. (806)

6) Hajpu ro Hajmanmot yetnpunmdper 0poj Koj npu feseme co 3, 4, 5, 6 u 7 maBa ocraTtok 2. (15 6)

a) [lokaxku feka Opu felemhe Ha IPOU3BOJIEH MPOoCT Opoj p co 6pojot 30, 0CTaToKOT €

WIH TIPOCT Opoj wmih 1. (15 06)
6) Joxaxu eka 3a CeKoj IpocT 6poj moroseM oy 3, MPOU3BOAOT Ha HETOBUTE COCETHA

OpoeBH € IeTuB co 24. (20 6)
a) Apco nman 99 KuorpaMu CHpeme BO HakyBamwa of 2, 3 u S krp. Konky cupeme nman

Apco, ako OpojoT Ha makyBamaTa e 227 (1506)
0) Bo MHOXECTBOTO Ha LIeJIUTe OPOEBU pEIlN ja paBeHKaTa x2+ y4 =2x-1. (20 6)
a) ITposepu pama 6pojor 3'% +5'° ¢ renmus co 7. (15 6)
0) Pemu ja nuHeapHaTa KOHIpYeHTHA paBeHka 14x =15 (mod 45). (20 6)

3abenewxa. Ipu permaBameTo Tpeba ga n30EPEII caMo IO eTHa ofI3ajiavya Off ceKoja 3ajava. JJoKoIKy

cakala CaMOCTOjHO a C€ OLEHUIIT, MOXKEIII 1a 'O UCKOPUCTHUIIL CJIEAHUOT KPUTEPUYM:

bonoBu: 41-55 56-70 71-85 86-100
Onenka: 2 3 4 3
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HOBU 3HAEIbA U YMEEIA

¥YcnennoTo COBJIalyBalb€ Ha COAPKUHUTE KOU
Cce pa3pa60TeHH BO OBaa TEMa UMa 3a LCJI:

- J1a TW yTBPJUII ONIEPAIATE CO MHOXKECTBATA;

- Jla Hay4uIl Jla TY JIOKas>KyBaIll OCHOBHHUTE
CBOjCTBa Ha ONEepaliTe CO MHOKECTBATA,;

- J1a TMl yCBOMIII MOVMHUTE MPECINKYBabE,
WHjeKIIHja, cypjekiija u OMeKyja;

- Jaja ycBoull AepUHNIIKjaTa 32 €KBUBAJIECHTHI
MHOKECTBA U JIa JOKaKyBalll eKBUBAJICHTHOCT
Ha JIBE MHOXKECTBA;

- J1a TY yCBOWII KOMOMHATOPHUTE MPUHIUTIH 32
36up, pa3nKa, HPOU3BOJ, BKIIyUyBathe N
HCKITyIyBame;

- J1a ce 3am03HaeNl co MPUHIUIOT Ha [lupuxie n
J1a TO KOPUCTHIII IPU pelllaBamb-e Ha 3ajaun; 1

- HHTYUTHBHO J1a TM Pa3BUBAIIl CBOUTE
CITOCOOHOCTH 32 MPaBUITHO fie(hMHUpahe Ha
MIOVIMY U TOKaKyBame Ha TBPJICHA.
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TeopujaTa Ha MHOXECTBA JIEXKM BO OCHOBAaTa Ha CEKOja COBPEMEHAa MaTeMaTHuyKa
nucummuinHa. Hej3nmH ocHoBau e repmaHckuoT Maremarmyap ['eopr Kanrop (1845-1918). Co
MOMMOT MHOKECTBO TECHO € MOBP3aH MOMMOT NpecinKyBame. Moxe fla ce Kaxe feKa IpeaMeT
Ha MpOYyYyBalke Ha COBpEMeHaTa MaTeMaTuKa Ce Pa3IMYHUTE MHOXKECTBA U MpPECIUKYyBamaTa
KOH Ce ONPEJIeNIEHN Ha OBHE MHOXKecTBA. TOKMY 3aToa, BO OBaa TeMa Ke I u3ydyBame OBHUE JBa
BaXKHM MaTEeMaTW4YKHM TOUMH, NMPU IITO Ke ce 3aAp>KUMe Ha KOHEYHUTE MHOXECTBAa U Ha
OCHOBHUTE KOMOMHATOPHU NPUHIXIH, Mef'y KOM TOCEOHO MECTO MMa MPUHUUIOT Ha [upuxie.

IToumoT MmHONMCecitieo € OCHOBEH MOUM BO COBpEME€HATa MAaTEMATHUKa U HEro HE IO
J:[CCI)I/IHI/IpaMC, TYKY CMETaM€ JI€Ka UHTYUTHUBHO € jaCHO mTO € TOA MHO2KECTBO. FGOpI‘ KaHTOp
3a IOUMOT MHO2KECTBO I'O UCKaKaJl CJICAHUOT OIIUC:

MHoxcecitisoitio 2o 1o0pasbupame KaKo Ce8KYUHOCIH 00 oiipedeneHU U pasauyHu o0jex-
il KOU CO HAWATIA UHTHYULUJA UAU UHTUEAEKI MUCAOBHO 2U Oligharkame 80 eOHA UeAUHAa.

Kako cMHOHMM Ha 300pOT MHOXKECTBO K€ I'M KOPUCTHME 300pPOBUTE: CE6KYUHOCI,
¢pamuauja u kaaca. O6jeKTUTE O KOM € COCTABEHO €JHO MHOXKECTBO I'M HapeKyBaMe HEerOBU
enemMeHiuy NI o4YKU.

3a o3HauyBamke HAa MHOXECTBATa HAjueCTO TM KOPHCTUME TOJIIEeMHTE OYKBU Off
natmHCcKaTa a3byka: 4,B,C,D,..., a 3a O3HaAUyBalke HAa €JIEMEHTUTE Ha €JHO MHOXKECTBO TH

KOpHCTHME MaluTe OYKBM Off JIaTUHCKaTa a30yka: a,b,c,d,x,y,z,....

3a €JHO MHO2KECTBO Ke cMeTaMme JJ€Ka € OIpeeieHO, aKO 3a CCKOj 06jeKT MOXKEME 1a
Kaxeme Jajin My an/Inafa nJI HE MY Hpnnafa Ha Toa MHOXecTBO. Bo BpCKa CO npunajgHoCTa
Ha TaJJ€H €JIEMCHT Ha €THO MHO2KECTBO 'l BOBEJJyBaM€ CJICAHUTE O3HAKU.

Hexka A4 e MHOXKecCTBO. AKO €JIEMEHTOT X My Ipunara Ha MHOXKECTBOTO A , TOralll IHIIy-
BaMe x € 4 , a aKO €JIEMEHTOT X He My Ipurnara Ha MHOXXECTBOTO A , TOrall IuIIyBame x ¢ A4 .

IMocTojaT moBeKe HAUMHY HA 3aJIaBal-¢ Ha MHOXKECTBATA, Off KOM OBJIe K& ClIOMEHEME JIBa.

i) 3aoasarbe Ha MHONCECIUBAIUA CO OMOUL HA HAOPOjy8arbe HA HeZoBuille eaeMeHilil.
IIpu oBOj HAUMH eJIEeMEHTUTE Ha JAICHO MHOKECTBO Ce HaBelyBaaT BO TOJIeMH 3arpaju u
MPUTOA PEROCIENOT HA €JIEMEHTUTE BO 3aTPaJIATE HE € OUTEH.

IIpumep 1. a) AKO MHOXECTBOTO 4 € COCTAaBEHO Of] apancKuTe Hupu, Torail Toa ro
3anuinyBamMe Ha ciegauoT HauuH: 4 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} .

0) 3anKcoT Ha MHOXECTBOTO B COCTABEHO OJf CAMOITIAaCKUTE Ha MaKeOHCKaTa a30yKa e:
B={a,e,n,0,y}. ¢

62



ii) 3a0asarbe Ha MHONCECIBAINA CO HABEOYBAIbE HA CE0JCIBOTIO HA HEZOBUILE eNeMeH-
itiu. Bo cexkoja MaTeMaTHyKa 3ajjaya HajuecTO I'M pas3riielyBaMe eJIeMeHTUTE Ha TOYHO OIpe-
IEeJEHO MHOXECTBO A, KOe MOHEKOraml ro HapeKyBaMe OCHOBHO MHOXecTBO. IIpuToa mo-
TpeOHO € /1a TH OfiieIuMe €JIEMEHTUTE KOU 33aJJ0BOJTyBaaT OAPEAEHO CBOjCTBO P (muIryBame
P(x) ), unm He 1o 3a0BOJTyBaaT cBOjcTBOTO P . Co MOMOII Ha CBOjCTBOTO P ofjjieslyBaMe MHO-

>KECTBO O] CUTE €IEeMEHTHU Ha A , KOM I'0 UMaaT cBOjcTBOTO P . OBa MHOXECTBO Io O3HavyBa-
Me co {x € A|P(x)} mmm {x|P(x)} .

IIpumep 2. a) Heka M e MHOXXECTBOTO Of] CUTE PUPOAHA OpPOEBU KOU MPH JIEIEHE CO
3, maBaat ocraTok 2. Criopef Toa, BO OBOj Cy4aj CBOjCTBOTO P € MpUpOJHU OpOEBU KOU MpU
nenewme co 3, maBaaT ocTaTok 2. OBa MHOXECTBO MOXKEME fla IO 3alulleMe Ha CIEJHUOT
HauuH:
M ={neN|n npu fenewme co 3 maBa OCTaTOK 2}

UJTU KPaTKO
M={neN| n=3k+2,keN}.

6) MHuoxecTBOTO X Off CUTE panuoHaJTHN 6pOCBI/I KOH C€ IOT'0JIEMHU O % u CE€ moMaau

ox % ro 3anuIllyBaMe Ha CIEAHUOT HAYNH:
X= 1 e
—{p€Q|2<p<3}-

iii) Ilpeiticiuasysare Ha mHOXcecitisailia co omout Ha Benosu oujazpamu. 3apagn
MOJIECHO pacyflyBalbe BO TeOMETpHjaTa, a UCTO Taka M BO ajredpara, ce KOPHUCTAT LPTEXH,
meMu, cKulM 1 camyHo. CIMYHO ce mocTamyBa M BO TeopHjaTa Ha MHOXKecCTBaTe, Kajie IITO
MHOKEeCTBaTa ce MpeTCTaByBaaT KaKo fieJl Off paMHMHATa OTPaHUYEH CO 3aTBOPEHA JIMHU]jA.
Baksute uprexu ru HapekyBame BeHoBH aujarpamu.

IIpumep 3. 3a MHOXKECTBaTa
A={1,2,x} u B={a,b,?,1,!}
BeHoBute aujarpamu ce JafieHu Ha IPTEKOT JECHO.

Hanu nocrojat npupopHu 6poesu Kou ce norosuemu o 1 u ce nomamu o 2? JacHo, He
IIOCTOU HUTY €JIeH TaKOB NpupofieH 6poj. CarmyHOo, He IOCTOjaT KBaipaTi KOU HE Ce Mapaeno-
rpami, a UCTO TaKa He IOCTOojaT Jyf'e KOM ce TOBUCOKH Off 6 M UTH.

HpeTXOIIHI/ITC pasrieyBamba MPpUPOJHO HWHUIOMPAAT Ja BOBEAEME MHOXKECTBO oe3
€JIEMEHTHU, KO€ T'O Hap€KyBaMe lZpCISHO MHONCECIUBO. HpHToa CMETaME€ J€Ka IIOCTOU CaMO €JHO
Mpa3HO MHOZKECTBO, KOE I'0 O3HaYyBaMe CO cuMO0JI0T & .

Ia ru pa3rinegame MHOXKecTBaTa A ={a,b,c}, B={1,2,3,a,b,c} n C={b,c,a}. 3abeine-
JKyBaMe JleKa CeKOj €JIeMEHT Ha MHOXECTBOTO A € €JeMEHT M Ha MHOXECTBOTO B, a MHO-
xkectBaTa A u C ce COCTaBeHH Off UCTH ejieMeHTu. Bo MaTemaTukaTta, a 1 BO mpHpojaTa
BOOIIIITO, UMaMe HI3a BaKBU CUTYyalllH, Tla 3aTOa MPUPOJIHA € cleiHaTa Ae(PUHULH]a.

Hedunumuja 1. 3a MHOXecTBOTO A4 Ke BelUMe JeKa € HUOOMHONeCUi60 Off
MHOXECTBOTO B ako off x € 4 cnenyBa x € B . [Iputoa o3HauyBame A B unu B2 4.
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3a MHOXecTBaTa 4 U B Ke Benmme Jieka ce eoHakeéu ako Ac B u Bc A. Ilpuroa
nuiysame 4 =B .

AKO AcC B u B coapxXu eIeMeHT KOj He My IIpumnara Ha A, Torau Ke Belume jeka A
€ BUCIIIUHCKO UOOMHONCecii6o Ofi B u nuinyBamMe A B wim BD 4.

3a mpa3HOTO MHOXKECTBO CMETaMe eKa € NOAMHOXECTBO Off CEKOe MHOXecTBO 4. Of
IpeTXofiHaTa Ae(UHUIMja HEeMoCcpegHo ciefyBa aeka Ac A, HO A He € BUCTHUHCKO IOf-

MHOXECTBO Ha caMOTO ce0e.

IIpumep 4. a) Co K fa ro o3HauMMe MHOKECTBOTO Off CUTE KBajipaTH,
a co P MHOXKECTBOTO Of CHTE MNpaBoaroijHuIy. buaejkm cekoj KBajpaT e P
[IPaBOAroJIHMK, HO HE CEKOj MPABOArOJIHUK € KBajipaT, foouBame aeka K c P.
Co nomo Ha BeHOB imjarpam, NOCIEHOBO € MPUKakaHO Ha IPTEKOT AECHO.

0) Heka
M={neN|n=3k+LkeN} u P={neN| n=6k+1,keN}.
Ako neP, Toraml n=6k+1, 3a HekO] keN. Ho, Toa 3Haum aeka n=3(2k)+1 u

ounejku 2k e N modbuBame jieka ne M . Cnopen Toa, P M . Ilonatamy, ounejku 4€ M , HO
4 ¢ P, 3aknydyBaMe ieka Pc M .

B) MuoxectBaTta A={l} u B={l,1} ce egqHakBu, OufiejKu eIeMEHTOT | € euHCTBEH
eJIEeMEHT KaKO Ha MHOXKECTBOTO A, TaKa U Ha MHOXeCTBOTO B . ClnuHO,
{1,2,2,3,3,3,4} = {1, 2,3, 4}.
ITocneqHOTO € BO COIIACHOCT €O MPETXOAHO KaXXaHOTO €Ka MHOMCECIUBOTUO € YyeAUHa

HA PA3AUYHU eAeMeHitU, OTHOCHO IEKA CEKO] eneMeHill 60 MHONMCECIUBOMIO Ce CMEa CaMO O
eOHauL. ¢

Bo BpcCKa CO IPpETXOJHO BOBEICHUTE IIOUMMU, Ke ja JOKaXeMe ClieflHaTa TeopeMa.

JMoka3. Ke ro mokaxkeme TBpACHETO iii).

Jla mpetnocraBuMme fieka A< B u B C. AKo x € A, Torau cniopef fecpununmjaTa 1
on Ac B cnenysa aeka x e B. Ilonatamy, 6uaejku B < C, mOBTOpHO of AecdununujaTta 1
noduBame sieka x € C. Cnopep Toa, o x € A cinenyBa ieka x € C, a Toa 3Haun ieka 4 < C .

CnuyHO ce ToKaxkyBaaT M OCTaHATUTE TPH TBpAeHwa. OOUaM ce HUB CAaMOCTOJHO Jia TH
TOKaXKeIll. ¢
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3AJAYN 3A BEXKKBAILE

1. Co HaGpojyBame Ha HETOBUTE €JIEMEHTHU 3alHUIIN rO:
a) MHOXKECTBOTO Off cuTe 1enu 6poeBu mefy 3 u 12;
0) MHOXECTBOTO Of] CUTE IPUPOJHI OPOEBH ICJIMBH CO 3 ¥ MOMAaJH Of 25;
B) MHOXECTBOTO O] CUTe JieluTenn Ha 6pojoT 120.

2. Co momouI Ha CBOjCTBOTO KO€ IO MMa, 3alMIIKU I'0 CeKOe OfI MHOXKECTBaTa Bo 3ajavara 1.
3. 3ammum ru co HabpojyBakke HA HUBHUTE €IeMEHTH MHOKEeCTBATa:
a) A={2"|xeNu x<7}; 6) B={n|3n="7};
B)C={n|neZ u n|l2}; m D={3-2"|neZu-4<n<6}.
4. [lajeHu ce MHOXeCTBATa:
A={1,3,7,15,31}, B ={5,11, 23, 47,95},
C={2"-1|xeN,x<5, D={3-2"-1|xeN,x<5}.
Kou op HuB ce Mefyce6HO eqHaKBU?
5. apenu ce MHOXecTBata: N, P={n|n=2k,k e N}, M ={n|n=2k-1, k € N}. KakoB ogHOC IOCTOHA

Mefy MHOXKeCcTBaTa:
a)NuP; 0) NuM,; B)M uP.

Bo poceramnauTe pasrienyBama ce OCBpHaBME Ha TOUMHUTE MHOXKECTBO, IIOIMHOXKECTBO 1
eJHaKBM MHOKecTBa. Bo mpakTukaTta HajuecTo ce cpekaBame co MpoOieMu BO KoM Tpeba UCTO-
BPEMEHO Jla TW pa3riieflyBaMe €JIeMEHTUTE KOM WM TIpHUIaraaT Ha JIBe WM MOBeKe MHOXKECTBA,
NOTOA 3aeIHIYKUTE SJIEMEHTH Ha JIBE WU MOBEKe MHOXKECTBA, 11a €JIEMEHTUTE KOU My TIpUIiaraaT
Ha €HO, a He My MpumnaraaT Ha APYro MHOXKECTBO U CITMYHO. [IpeTXOMHO KaXkaHOTO MPUPOTHO TH
HaMEeTHYBa OIepaluuTe CO MHOKECTBATa Ha KOH MOAETAHO Ke ce OCBPHEME.

Hedunnunuja 2. Yuuja Ha MHOXecTBaTa 4 M B TO HapeKkyBame
MHOXeCTBOTO C, KO€ Ce COCTOM Off CUTE €JIEMEHTH KOU My Ipumaraar
OapeM Ha elHO off MHOXecTBaTa A u B. Ilpurtoa o3nauyBame C =AU B. .
AUB

Cnopepn Toa, AU B={x|xe Aunu x € B} . [IpercraByBameTO Ha

yHHjaTa Ha MHOXKecTBaTa A U B co BeHOB amjarpam e flajjeHo Ha 1pre-
KOT ecHO. JacHO, x¢ AU B akonmcaMo akKo x¢ A U x¢ B.

IIpumep S. Hajnu ja yHujaTa Ha MHOXKecTBaTa

a) A={n|neNun<9 u B={n|lneN u n=>5}

0) A={n|n=3k+1,keNy} u B={n|n=3k+2,keNy}.
Pewenue. a) 3a mafeHnTe MHOXKECTBA IMaMe

A=11,2,3,4,5,6,7,8 u B=1{5,6,7.8,...k,...},
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ma 3atoa AU B=N.
0) OunrnegHo
AUB={n|n=3k+1wmm n=3k+2,keNy}={n|lneN u3|n}.e

Hedunumuja 3. [Ipecex Ha MHOXecTBaTa A U B ro HapeKyBame
MHOXKECTBOTO C , KOE CE€ COCTOM Off CUTE €JIEMEHTU KOU My IIpuUnaraaTt Ha
cekoe o MHOXecTBaTta 4 U B . Ilputoa o3HauyBame C = AN B.

Cnopen Ttoa, ANB={x|xe Auxe B}. IlpercraByBameTo Ha ‘

MpecekoT Ha MHOXKecTBaTa 4 U B co BeHOB fujarpam e fajeHo Ha
LPTEXKOT JECHO. JacHO, x ¢ AN B aKO M camMO ako x¢ A Wiu x ¢ B.

ANB

Ipumep 6. Hajau ro npecekoT Ha MHOXeCTBaTa

a) A={n|neNunn<9uB={nneN unzx5}

0) A={n|n=3k+1L,keNy} u B={n|n=4k+1,keN;}.

Pewenue. a) 3a mafeHnTe MHOXKECTBA IMaMe

A={1,2,3,4,5,6,7,8 u B=4{5,6,7,8,....k,...},

ma 3atoa AN B={5,6,7,8}.

0) OunrnegHo

ANB={n|n=3k+1 vm n=4k+1,keNy}={n| n=12k+1,keNgy} . ¢

Jednnunuja 4. 3a MHOXecTBaTa 4 M B Ke BeauMme feKa Ce€ OUC]YHKIUHU aKO

ANB=0J.

IIpumep 7. a) MuOXecTBaTa A U B o mpuMepoT 5 6) ce aucjyHkTHu. HaBucTrnHa, ako
ne AN B, toraml ne A u ne B. Ho, Toa 3Hauu fieka npu jiefnewme co 3, 6pojoT n UCTOBpeMe-

HO 1aBa OCTAaTOK 1 1 ocTaTOK 2, a Toa HE € MOXKHO.

6) MHoxkectBaTa A U B ofi mpumepoT 6 6) He ce qucjyakTHr. Ha mpumep 13e AN B . ¢

Bo cnennaTa Teopema ce majjeHN HEKOM CBOjCTBA HA MPECEKOT M YHHUjaTa HaA JIBE MHO-
JKECTBA.
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Hedunnunuja 5. Pasauxa Ha MHOXecTBaTa A U B ro HapeKyBame
MHOXKeCTBOTO C , KOE CE COCTOU OJf CUTE E€JIEMEHTH Ha MHOXECTBOTO A
KOM He My IlpunafaaT Ha MHOXecTBOTO B . O3HauyBame C = A\ B. .

Cnopen Toa, A\B={x|[xe Au x ¢ B}. IlpercraByBameTO Ha pa3iu-

KaTa Ha MHOXecTBata 4 u B co BeHOB mmjarpam e flageHo Ha LPTEXOT
nmecHo. JacHO, x¢ A\ B akomM caMO aKO x¢ A Wi xe€ B.

IIpumep 8. a) Hajnu ja paznukata Ha MHO>KecTBaTa
A={n|n>4,neN} u B={n|n<l14,neN}.
0) Hajou ja pa3nukaTa Ha MHOXecCTBaTa
A={n|-T<n<T,neZl} n B={n|%eZ,neZ}.

Pewenue. a) Umame

A={5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,...} u B={1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,12,13} ,
ma 3atoa A\ B={14,15,16,17,...} ={n|n>14,n e N}.

0) NUmame

A={-6,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6} u B={-12,-6,-4,-3,-2,-1,1,2,3,4,6,12}

ma 3atoa A\ B={-5,0,5}. ¢

TBpIICH»aTa HCKaXaHW BO Cjie[JHATa TEOpEMa HEIOCPENHO cjiefyBaaT O] I[eq)I/IHI/IHI/IjaTa
Ha pa3jimKaTa Ha MHO2KECTBATA. O6I/II[I/I ce CaMOCTOjHO a ' JOKa>KCIIl.

Heduanmja 6. Heka e gageHo MHOXecTBOTO A U B < A. Komiinemeniti Ha B BO OffHOC

Ha A TO HapeKyBaMe MHOXKECTBOTO ‘B= A\ B.

A
Cnopen 10a, ‘B={x|xe Auxg B}. IIpeTcTaByBaeTO Ha KOMILIE- a
MEHTOT Ha MHOXKECTBOTO B BO OIHOC Ha MHOXKeCTBOTO A4 co BenoB auja-
rpaM e JaJieHo Ha IPTEXKOT IeCHO. JacHo, x¢“B aKo M caMo ako x € B.

IIpumep 9. a) Hajiu ro KoMIjaeMeHTOT Ha MHOXeCTBOTO A ={3,4,5} BO OAHOC Ha MHO-
xectBoTOo U =11, 2,3,4,5,6,7,8}.
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0) Hajou ro KoMIIIeMeHTOT Ha MHOXKeCTBOTO A ={n|n=2k,k € N} BO OfHOC Ha MHO-
XKecTBOTO N .

Pewenue. a) Op nepununujata 6 umame “A=U\A={1,2,6,7,8} .

6) Mmame “A=N\A=N\{n|n=2k,keN}={n|n=2k keNy={n|n=2k-1,keN}. ¢

Bo BpCKa CO MOMMOT KOMIIEMEHT Ha MHOXKECTBO Ke ja JAOKazeMe CjIeiHaTa TeopeMa.
TBpnemaTa HCKazKaH1 BO OBaa TeOpEMa c€ MO3HATU KaKO I[e MOpFaHOBI/I 3aKOHHU.

Hedunnnmja 7. [exapitios iipou3so0 Ha MHOXecTBaTa 4 W B Tro HapeKyBaMe MHO-
kecTBOTO C, BO 03Haka C = Ax B, KO€ ce COCTOU Off CUTE NOAPEAEHN NapoBu (x,y), Kajie

mTo x € 4, ye B . IIpuroa, (x,y;) = (xp,y,) aKO 1 CaMO aKO X; =X, Y] = V5.

Cnopep Ttoa, C={(x,y)| x€ A,y € B}.

JlekapTOBHOT NMPOU3BOJ] HAa HEMPA3HOTO MHOXKECTBO A CO CaMOTO ce0e ro HapeKyBame
K6aOpaiti HA MHOXKECTBOTO A W ro O3HaUyBaMe A%,

Amnanorso fecpunupame [lekapToB IpOU3BOJ HA MHOXecTBaTa 4;, i =1,2,...,n. VIMeHo,

Ay x Ay x..x A4, ={(aj,ay,...,a,)| a; € 4;,i=12,...,n}.

IIpumep 10. a) 3a MHOKecTBaTa
M={,2,3} u S={1,2,3,4}
IekapTOBHOT NPOU3BOJ €
M xS ={1]),(2),(1,3),(1,4), (2,)), (2,2),
(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(3,3), (3,4)}.

Ha uprexoT gecHo e fajeH rpaduyku Npuka3 Ha [leKapTOBUOT
MpPOM3BOJ] HA MHOXKecTBaTa M u S.

1,4)[(2,4)] (34

(1,3)[(2,3)] (3.3)

(1,2)1(2,2)]3,2)

LD [(2,D)]|3B.D)

0) 3a MHOXecTBOTO A={x,y,z} JleKapTOBHOT KBajpaT €

A% ={(x, %), (%, ), (%,2), (7, X), (1, ), (0, 2), (2, %), (2, ), (2, 2)} - b2 3)¥u




10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

3AJAYN 3A BEXKKBAILE

Hajnu ja yaujaTa Ha MHOKecTBaTa: a) A={n|n=4k+1,keN} u B={n|n=4k+3, ke N};

0) A={x|-1<x<2,xeR} mw B={x|2<x<4,xeR};

B) A={x|x<-2,xeR} u B={x|x2>2,xeR}.

Hajnu ro npecekoT Ha MHOXecTBaTa: @) A={n|n=4k+1,keN} u B={n|n=6k+1,keN};

0) A={x|-1<x<2,xeR} u B={x|0<x<4,xeR};

B) A={x|x>-2,xeR} mw B={x|x<2,xeR};

r) A={x|x<-2,xeR} u B={x|x>-2, xeR}.

Hajnu Henpa3zuu MHOXecTBa 4, B u C TakBH, IITO

a) AUB=AuC,H0 B#C; 0) AnNB=ANnC,H0 B=C.

JTokaxku fieKa 3a ceKou MHOXKecTBa A4, B u C Baxu
(AUB)N(BUCO)N(CUA)=(ANB)UBNC)U(CNA).

anenu ce MHOXecTBaTa: P ={n|n=2k, ke N}, M ={n|n=3k, k € N} . Hajou ru MHOXecTBaTa:

a) PnM; 0) PUM,; B) P\M n r) M\P.

AKO A ¥ B ce IOOMHOXECTBA Off MHOXECTBOTO X , ToKaxu fgeka “(A\B)=“A4UB u A\B=AN°B.
JMokaxku ieka 3a ceKkou MHOKecTBa 4, B u C BaxXu

a) AA\(BUC)=(A\B)Nn(4A\C); 0) A\N(BNC)=(A4\B)u(4\C);

B) (AUB)\C=(4A\C)U(B\C); r) (ANB)\C=(4A\C)N(B\C).

Hajnu ru enemenTute Ha MHOXeCTBOTO G = {(x,y)|2x—y=1,x€ 4, y € B}, kKafie uto 4 ={-1,2, 3}
n B={-3,-1,2,5,7}.

anenu ce MHOXecTBaTta A =1{4,5,8}, B={4,6,x,8 u C={5,3,8 x, y} . Hajou ru enemeHTuTe x 1
y ako AUB=1{4,5,6,8,9} u BNnC={4,8,9}.

Hanenu ce mHOXectBaTa A={1,2,3} u B={3,4,5 . Hajau ro MHOXXecTBOTO X ako AUX =4 u
BN X =A4\(4\B). Konky pelienuja nma 3ajjagara?

Hajpu ru muoxecrBata 4,8 u C ako
AUBUC={1,2,3,4,5,6}, (ANC)u(BNC)=J, A\B={1,3,5}, C\B={2,4 u (AnB)\C={6}.

Bo Tabenara

TOJVHU Ha KUBOT 0 1 2 3 4 5 6 7
BHCHHA BO CM 50 70 80 90 95 100 103 105

€ MpUKaxkaHO KaKo MPOCEYHO Ce MEHYBa BICUHATA HA JIETETO 110 TOJNHH, Of] IECHOT Ha pafame
(Hyna roguHM) 10 HaBpIIeHU ceiyM ropguuu. OBa co pyru 300pOBU MOXKe Jla ce MCKaXkKe: 8UCU-
Hailla Ha Oeitieitio 3asucu 00 200uHuitie Ha xusoit. Ce pa3dbupa oBa € caMoO €eH eJHOCTaBEeH
pUMEp Of CAISTHUOT BUJI: eOHA 204eMUHA e (PYHKUUja 00 Opyza 2oaemutad. Bo ceKOjqHEeBHUOT
SKHMBOT C€ CpeKaBaMe CO MHOTY BasKHU MPUMEPH OJf OBOj BH/I:
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- IUIOLITHHATA Ha KBAApPaTOT € (PyHKIMja Off JOJKMHATA HAa HErOBaTa CTpaHa,

- IUIOLITHHATA Ha KPYroT € (PyHKIM]ja Of] JOJI)KHHATA HA HETOBUOT PAAMYC,

- IepuMeTapoT Ha Kpy>KHULATa € (pyHKIM]ja Off JOJIKUHATA HA HEJ3UHUOT pajiuyc,

- TaTOT LITO 'O MOMMHYBA TEJIO Koe cI1000/IHO nafa e (pyHKIuja oy ©3MIUHATOTO Bpe-
M€ O] MOMEHTOT KOra IIOYHAJIO NaramkeTo UTH.

ITpu pasraenyBame Ha MHOTY MPOOIeMHU Of ToceOeH UHTEPEC € [la ce OTKPUjaT BaKBUTE (PYHK-
UK (3aBUCHOCTH) Ha €[lHa TOJIeMHUHa Off Apyra. TOKMy 3aToa, ciloped Mucaereilio Ha MHOZY
maiemaiiu4apu, Houmoili 3a yHkyuja (iipecauxysarse) e e0er 00 HajaxCHUile MalemMaitiuy-
Kku doumu, sooiiwitio. Ke maneme npenusHa aeduHuIMja Ha OBOj OUM.

Hednnunuja 8. Hexka 4 u B ce ABe HeNpa3HU MHOXKeCTBA. AKO Ha CEKOj €JI€MEHT
X € A My e IpUAPYXKEH, [0 HEKOE MPABUJIO f , €JHO3HAYHO OIPEEIICH EIEMEHT y € B, Toram

BenmMe Jieka [ e dpecaukysare (¢pyHkyuja) on A Bo B mnumyBame [ :A4— B.
3a eIeMEHTOT y € B BelNNME JIEKa € CAUKA Ha €JIEMEHTOT x € A U nuIIyBame y = f(x) .

MHOXecTBOTO 4 ro HapeKyBaMe OOMeH, 8 MHOKECTBOTO B - KOOOMeH Ha TIPECIIUKYBABETO f .

OII He(bI/IHI/IHI/IjaTa 8 Moxkeme a 3aKIyduMe JIeKa €THO MMPECIUKYBabE € 3aJaleHO aKO
C€ 3alaiIcH HETOBAUOT JOMEH, KOTOMEH U MMPAaBUJIOTO CO KOE€ Ha CCKOj €JIEMEHT O TOMEHOT MY
Ce Mpuapy>XKyBa €IUHCTBCH CJICMCHT O KOJTOMEHOT. Ha pa3rijiefaMe HEKOJIKY IIPpUMEpH.

Ipumep 11. a) Ako 4={1,2,3,4},B={a,b,c,d, e}, TOTam co
fW)=b, f(2)=b, fB)=a, f(4=c (1)
€ 3a1aIcHO IpecnuKyBamwe f:4— B.

Bo MHOry cnyyan NOXeIHO € NpeciIuKyBambaTa rpadpuyuKu
la ce mpeTcraByBaaT. Taka, JalcHOTO IPECIUKyBawe rpapuyuku
MOXeMe Jla FO IpeTcTaBUMe KaKo Ha IPTEXKOT JIEBO.

Hcro Taka, HAMECTO MPABUIIOTO Ha MPECIUKYBAHETO a TO
3amuiryBamMe Bo 061uKOT (1), Toa MoxkeMe Jla ro HallpaBUMe CO IIOMOII Ha 3aliucOT

r=(234), @)

MITO 3HAYX J€Ka BO IIPBUAOT PEJl 'K 3alUIITyBaME €JICMCHTUTE Ha TOMEHOT A , 4 BO BTOPUOT pen
HUBHUTE CIINKU KOU MY npnnafaaT Ha KOJOMEHOT B .

Cnopep Toa, ako f:A—>B u y; = f(x1), 2 = f(x3), y3 = f(x3), ..., TOrau 3a npaBUjIO-
TO f MOKeMe Jla TO KOPUCTUME U 3aMUCOT

=l )

Y1 Y2 )3

0) Heka A e mpowusBosiHO Henpa3Ho MHOXKecTBO. Torami, co / 4(x)=x, 3a cekoj xe 4
€ OIpEeJIENEeHO NpecnuKyBame [ 4 1 A — A KOe IO HapeKyBaMe UOCHILUYHO TIPECITUKYBAE.

B) Heka ce jagenn mHOXecTBaTa N U M ={2n|n € N} . JacHo, co mpaBwioto f(k)=2k,e
3alaicHo IpecnukyBawe f:N—>M . ¢
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Hedunnmuja 9. 3a gBe npecnukyBawa f:A4—>B u g:C— D Ke BennMe fieka ce
eoHaxksu ako A=C,B=D u f(x)=g(x) 3acekoj xe 4.

IIpumep 12. a) [1a ru pasriegame npecaukyBamaTa

f:4— B, kagemro A=1{1,2,3,4,5}, B={1,2,3,4},f=(% £3 4 §)

g:C— D ,kagemro C=1{1,2,3,4,5}, D={1,2,3}, g=(% 3 % ! 2)

Kaxko mro 3a6enexyBame, 4 =C u f(x)=g(x) 3a cexoj x € 4, Ho Oupejku B # D cnopen fe-
¢pununmjaTa 9 ”MaMe eKa OBHe NPECIUKYBamba HE Ce eTHAKBU.

0) 3a npecnukyBamaTa

f:A— B, xage mro A={1,2,3,4,5}, B={1,2,3},f=(% £3 4 §)

g:C—D,xagemro C=1{1,2,3,4,5, D={1,2,3}, gz(% 531 §)
mmaMe A=C,B=D,Ho f(2)=1#2=g(2), na3aTtoa THE HE CE E€THAKBU.

IIpu n3yuyBameTo Ha MuHeapHaTa (PyHKIMja BO OCMO OfifieJIeHHE ce 3alo3Ha CO Hej3U-
HUOT rpacduk, Koj e npasa. OBjie, IMajKul IO NPEIBUAL 3HAUEHETO HA OBOJ IOMM, UCTHOT K€ TO
BOBeJIEME 3a IIPOU3BOJIHO NpecIuKyBame. Taka ja uMaMe cregHaTa JepuHILY]a.

Hepunnnumja 10. Hexa f: 4 — B. Ipaguk Ha npecnukyBameTo ((PyHKIHjaTa) f To
HapekyBaMe MHOXecTBOTO G(f)={(x,y)|(x,y)e Ax B,y = f(x)}.

Jacno, G(f)c AxB.

IIpumep 13. a) 'papukoT Ha IpecnuKyBamkeTo f Of NpuMepoT 12 a) e MHOKECTBOTO
G(NH =1L, (2.1, (3,2), (4., (5,3)} .
0) I'pacukor Ha mpecnuKkyBameTO [ O NpUMepoT 11 B) € MHOXKECTBOTO

G(f) ={(k.2k) | k e N}. B

M
B) Heka 4={-2,-1,0,1}, B={-3,-1,1,3} u Heka ¢
npaBwiIoTo f € pgageHo co dopmynata f(x)=2x+1, M,
xe A. Umame f(-2)=-3, f(-D)=-1, f(0O)=1u f(1)=3, M, UxB

na 3aToa
M,

G(f) = {(—2,—3), (_1’_1)’ (0’1)’ (1’3)} c

Ha upTexoT fiecHo € mafeH 1meMaTcKi npuKas Ha rpadu-
KOT Ha OBa MPECINKYBabE. ¢

\

2 -1 0 1) 4
E)JHa on HajBa)KHI/ITe MaTEMaTU4YKHN OHepaHI/II/I (&} TaKaHapequaTa KOMHOBI/IHI/Ija Ha
npecauKyBamaTa, Koja ce iepuHupa Ha CIEeAHUOT HAUMH.

72



Hedununuja 11. Hexka f:4—> B u g:B — C ce [iBe NpeciluKyBama. 3a CEKOj x € 4
craBame /(x)=g(f(x)) u moOuBaMe mpecnukyBawe h: A —> C KOe ro HapeKyBaMe KOMIUO3U-
yuja Ha TIpeCIKyBawaTa f W g, M TO O3HaYyBame co h=go f .

IIpumep 14. a) Heka 4= B=C =R unpecnukyBamwarta f:4—>B u g:B — C Hekace
magenu co f(x)=2x+5 u g(x)=5x+3. JacHo, koMno3uuuute go f U fog ce nepuHUpaHn
U TIPUTOA UMaMe

(ge H)=g(f(x)=g2x+5)=52x+5)+3=10x+28
u
(feg)x)=f(g(x)=f(5x+3)=2(5x+3)+5=10x+11.
ITocnegnoTo MokaxyBa ieKa ypu M BO CIyyaj KOra U ABeTe KOMIIO3UIUU HA MPECINKYyBarba
gof u fog cenedpuHupanu, He BaKu fog=go f.
0) Heka A={a,b,c,d} wm npecnukyBawata f:4A—>A u

g:4— A ce onpepenenu co fz(‘g b p ‘i)l/l gz(‘j be Z).I/IMa-
mMe f(f(a)=f(b)=a, g(f(b)=gla)=c, f(gb)=[f(a)=b n
g(gla)=glc)=a.

B) Heka 4={1,2,3}, B={a,b,c,d}, C={r, p,q} W Heka

npecinvukyBawata f:4—>B u g:B — C ce gageHu co fz(g IZJ 2)
a bcd

u gz(q D p). Toram, 3a xommosumnujata go f uUMame

gof= (} ; 3) Ha nprexxor neBo e gajeH meMaTcKIOT IPUKa3 Ha KOMIo3unyujaTa go f . ¢

[loka3 (3a oHHe IITO cakKaar jga 3HAar moBeke). a) [IpecnukyBamara fol, U f WMaaT WCTU
JOMEHHM ¥ KOJIOMEHH ¥ IPUTOA 32 ceKOj x € 4 Baxu (f ol 4)(x)= f( 4(x))=f(x),ma3aroa fol, = f.

AHaNOrHO ce JoKaxyBa ieka [go f = f .

0) [IpecnukyBamara ho(go f)u(hog)o f MMaaT UCT IOMEH A W KOAOMEH D U mpuToa 3a
CEKOj x € 4 BaxXu

(ho(go f))x)=h((ge° [)(x)=h(g(f(x))=(hog)(f(x))=((hog)e [)(x)
Off IITO cinefyBa ho(go f)=(hog)o f .

3AJAYN 3A BEXKKBAILE

17. Heka 4={1,2,3,4,5} u f u g ce npecnukyBamwa o 4 BO A ompefeacHu co f =(% 21 ; ‘{ g) u
1234
g =(2 315 451)
a) Ilpecmeraj f(f (1), f(g(2)), g(f(4) u f(g(4)).
0) Hajou ru rpachoBuTe Ha [ 1 g .
B) [lanu nocton x € A TakoB, WTO f(x)=g(x)?
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18. Heka 4=B=C=R u Heka npecnukyBamwata f:4—>B u g:B— C ce gageHu co f(x)=3x-2 u
g(x)=x+3.
a) Hajnu ru npecnukyBamwara fog u go f, amnoroa npecmetaj (fog)(7) u (go f)(2).
0) Onpenenu ru rpacuUTe Ha MPECIUKyBamaTa [, g, fog U go f .
B) [lamm mocTton x € R TakoB, mTO g(x)=x?
19. Heka A4={1,23,4}, B={a,b,c}, C={p,q,r}, D={m,n,0} u Heka mpeciukyBawara f:A4— B,
g:B—>C u h:C — D ce fajieHu co f=(1 2N 4), g=(; 2 f) u h=(,§,’ d 2).HpeCMeTaj gof,
hog, ho(gef) u (hog)ef.
123456

20. JajeHo e MpecnuKyBambeTo f = (4 1325 6) Ha MHOXecTBOTO A ={1,2,3,4,5,6} BO camoTO cebe.

c apa

: ais 37 4P 3 sheP

Hajpu rv npecnukyBawara f°~ = fof, f° = f“of, 7 = fof, f~ = f"of urH ume-
MaTCKU NPUKaXu r'd HUBHUTe Tpacdunu. Kou oy oBue npecnukyBama ce eqHaKBu?

21. Heka 4=B=C=R u Heka npeciukyBawara f:4—>B u g:B— C ce gageHu co f(x)=2x+1 u
g(x) =x2 +1. Hajnu ru popMyniuTe Ha npecnukyBamara fog, gof, gog, g3 u fog3 .

22. Heka A e MHOXECTBOTO UMM €JIEMEHTH ce MOAMHOXKeCTBaTa Ha MHOXKecTBOTO {1,2}, T.e.: &, {1,2},
{I} u {2}, 1 HEKa MPECITMKYBAbETO f : A—> A € onpeneseHo co f(X)=X , Kajie TO KOMIUIEMEH-
TOoT Ha X ce 6apa BO OJHOC HA MHOXECTBOTO {1,2} .
a) Ilpecmeraj f(<), f({L.2}). f({1}) u f({2}).
0) Pemmjano X paBenkata f(X)={l}.

B) [lanu mpecnukyBameTo f Tro 3agoBoJyBa paBeHCTBOTO f(f(X))=X?

IIpoyuyyBameTo Ha IpeciuKyBamaTa J0BEJIO [0 NMofAenda cro-
pen HuBHUTE cBojcTBa. Bo OBOj f1es1 Ke ce ocBpHEME Ha U3yuyBambe Ha
TPU BaXXHM BHUJOBH IPECINKYBama, a TOa CE WHjEKTUBHUTE, CypjeK- .
TUBHUTE U OMEKTUBHUTE NPECINKYBamka, KO 3a3eMaaT Ba’KHO MECTO
BO MaTeMaTHKaTa BOOMIITO.

A B
Hedunumuja 12. 3a npecnukyBameTo f : A4 — B Ke BeJlUME JieKa € UHjeKyuja ako Off

X1 # X, crnenyBa f(xq)# f(xy), T.e. pa3iIMYHU €JIEMEHTH UMaaT pa3IMIHy CIIUKHY (LPTEX rope).
Ipumep 15. a) Heka A={a,b,c,d} w npecnukyBawata f:A—>A4A u g:A—>A ce
OTpEJIETIEHU CO fz(‘g b p ‘i) u gz(‘é be Z). JacHO, MpeCIUKyBamkeTO [ € MHjeKIuja, HO
MPECTUKYBAkETO ¢ HE € MHjeKImja Ouaejku b # ¢, Ho g(b)=a=g(c).
0) Heka ce pmamenm mHoxkectBata N W M ={2n|neN} ¥ Heka NPECIUKYBAHETO

f:N—>M e onpeneneno co f(k)=2k,3a cekoj keN. Ke JOKa>KeMe JieKa OBa IMPEeCInuKyBa-
1be € NHjeKIH]ja.
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Hagsucruna, 3a cekon k,n € N TakBH, IITO k #n BaXu 2k #2n mro 3Haun f (k)= f(n)
T.e. f € MHjeKIuja.

B) Ke okaxeme jieka npecinkyBameTo f:R — R 3a kKoe Baxu f (xz) -[f (x)]2 2%,
3a cekoj x € R He e uHjeKkyyja.

Hasucruna, 3a x=0 on £(0)—[/(0)]° 2% cnepysa [f(0) —%]2 <0, ma 3aroa f(0) =%-

ITonatamy, 3a x=1 og f(1)— [f(l)]2 2% cnepysa [ f(1) —%]2 <0, ma3atoa f(1) =% .

Cnopep Toa, f(0)=f(1) =% , IITO 3HAa4YM fIeKa IBa PA3JIMYHU €JIEMEHTH MMaaT KCTa

CllMKa, 1a 3aToa f He e MHjeKuuja. ¢

[loka3 (3a oHHe IITO cakaaT ga 3HaaT moBeke). Heka f u g ce mHjeKOuu. AKO x|,x, € 4 ce
TakBU, INITO X; #X,, Toram Oufejku [ e wuHjekuuja, gobusame f(x;)# f(x,). Ilonaramy, op
f(x1)# f(x,) udakrToT geka g e uHjekuuja umame g(f(x1)) # g(f(x,)) , OBTHOCHO
(8o f)x)#(ge f)xz),

IITO 3HAYM [ieKa go [ e UHjeKuuja. ¢

Hedununuja 13. 3a npeciukyBawmeTo f: 4 — B Ke BelnnMe ieKa € cypjekuuja ako 3a
CeKoj y € B mocrou x € A TakoB, WITO y = f(x), T.e. CEKOj €JIEMEHT Ha B e ciuka Ha OapeMm
efllcH eJJeMEeHT Ha 4.

Ipumep 16. a) Hexka A={a,b,c,d} m B={l,2,3} u npecnukyBawata f:A4—>B u
g:B—> A ce ompepeneHu co fz(‘i 13’ g ‘é) u gz(cl 3, 13)) JacHo, mpeciukyBameTo f €
Cypjekija, HO TMPECINKYBAkETO g HE € cypjekuuja Oupiejku d He € CIuMKa Ha HUTY eeH
€JIEMEHT OJ] MHOXKECTBOTO B .

0) Heka ce magenum muoxkectBata N M M ={2n—1|neN} W Heka NpPeCINKyBAHETO
f:N—>M e onpeneneno co f(k)=2k—1,3aceko] keN. Ke mokaxkeMe jieka oBa MPECINAKY-
BamE € CypjeKIyja.

Heka keN. Toram 2k —1e M wu nputoa Baxu f(k)=2k—1. Cnopepn Toa, 3a mpous-
BOJIEH k£ of N HajgoBMe eJeMeHT BO M KOj € cKa Ha k , IITO 3Hauu fleka [ € cypjekuuja. ¢

IMoka3 (3a oHHe HITO cakaar Jaa 3Haat noBeke). Heka f u g ce cypjekiuu u Heka z € C € Ipo-
u3BoNieH. buejku g e cypjekuuja, moduBaMe AeKa 3a cekoj z € C mocTou OapeM efieH y € B TaKoB,
mTo z = g(y). MoxXe Jja moCTOjaT 1 MOBEKe eIeMEHTH BO B €O OBa CBOjcTBO. M30mpame efeH off OBue
elleMeHTH y | OufiejKu f e cypjekuyja, ciaefyBa jeka IMOCTOU eJeMeHT x € A TakoB, ITo y = f(x).
Coopep, Toa, 3a cekoj zeC mocton xe A TakoB, WTO g(f(x))=g(y)=2z, WITO 3HAYN ieKa go f e
cypjeknmja. ¢
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Hedunnunuja 14. 3a npecnukyBameTo f : A — B Ke BeJInMe eKa € OueKyija ako Toa e
U MHjeKIMja U CypjeKiuja.

Crnopen Toa, f e OueKIMja ako CeKOj eJIeMEeHT y € B € ciuKa Ha 6apeM eieH eIeMEeHT
X € A W pa3nuyHU eIeMeHTH off A co f ce mpeciauKyBaaT BO Pa3IUYHU €JIEMEHTH Off B .

Mpumep 17. a) OunrnenHo, 3a ceKOe HEMPa3HO MHOXKECTBO A UJECHTUYHOTO MPECIH-
KyBame [, e ouekuuja. ITposepu!

6) Bo nmpumepor 16 6) mokaskaBMe feka npeciukyBambeTo f:N—>M , M ={2n—1|neN}
onpepneneHo co f(k)=2k—1,3a cekoj keN e cypjekumja. Ho, oBa npecnukyBame € 1 UHjeK-
nuja. HaBucruna, 3a cexon k,n € N TakBH, ITO k #n, Baxu 2k #2n,na 3atoa 2k —1#2n-1,
wro 3Hauu f(k)# f(n), T.e. f e uHjekmja.

Koneuno, f e cypjekumja u uHjeKuuja, na 3Ha4u € OMeKIyja.

B) Heka a,heR u a#0. [la ro pasrnegame npeciukyBawbeTo f :R — R onpegeneHo
co f(x)=ax+b.

AKO x| # X, , TOrau off a # 0 ClieflyBa ax; # ax, , I1a 3aToa
f(xl)zaxl +b¢ax2 +b=f(x2),

y—b

ITO 3HauM ieka f e uHjekuyja. [lonaramy, 3a cekoj y € R Baxu x ==_—€R nmpuroa

f@ =& =a-22+b=y—b+b=y,

T.. f € cypjekuuja.

Koneuno, f e cypjekuuja u nHjeKuuja, na 3Hauu € Ouexkumja. ¢

On TEOpEMUTE Tu8 HETOCPETHO ClielyBa TOYHOCTA Ha CJIeHATa TeopeEMa.

[loka3 (3a oHMe MITO cakaaT fia 3Haat noBeke). Heka [ u g ce Guekuuu. Toa 3Haum geka [ u
g Ce WHjeKIuy, Ia Off TeopeMara 7 ciefiyBa fieka go f e mHjeknuja. [lonaramy, f m g ce cypjekumy,
ma of] TeopemMarta 8 ciiefyBa ieka go f e cypjekuuja.

KoneuHo, go f e uHjekIMja U cypjeKkiuja, Na 3Hauu Toa € OueKuyuja. ¢

Hexa A={a,b,c,d,e},B={1,2,3,4,5} u f:A—>B e

NageHo co f =(j l{ 5 ‘; §) Osa npeciukyBame € oueknmja. Bo

BpCKa CO MMPECIMKYBAKBETO f 1a ro pasriegamMe npeCiImKyBame-

TO g:B— A 3apaeHo co gz(g 3 3 3 2) Kako mto moxeme

ma 3abenexuMe, "cTapuTe" CIWKW Cera ce OpUTMHaNd, a "cTa-
puTe" opuUrHHaNIM cera ce "HOBU" cluKM (BUAM HpTeX). Bo 0BOj
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CIy4aj BeluMe JieKa MPeCcluKyBalkeTO g € MHBEP3HO NPECINKYBambe 3a NPECINKYBakEeTo [ .
IIpeTrxoaHO pa3riefaHNoOT MpUMep HEMOCPEAHO ja MHUILMpA ClefHaTa fepuHUIMja 3a
WHBEP3HO MPECINKYBAE.

Hedununuja 15. Ako f:4— B e Ouekuyja, Toram co g(y)=x, 3a ceKoj y € B, ako u
camMo ako y = f(x) meduHUpame MpecIuKyBame g:B — A Koe To HapeKyBaMe UHBEep3HO Ha

pPeCTUKYBAmHETO /. 3a MHBEP3HOTO NPECINKYBame ja npudakame o3HakaTa g = f 1.

Ipumep 18. Heka a,beR u a#0. Bo nmpumepor 17 B) JokakaBMe JieKa MPECINKY-
BameTo f:R — R omnpepeneno co f(x)=ax+b e obuekuyja. Ciopes Toa, HIOCTOM UHBEP3HOTO

PECIUKYBaAkE [ -1
- = b
3a fa ro HajieMe f |, cTaBame y =ax+b u [OOHBaMeE X =y7. Cera, of1 paBEHCTBOTO

/7' () =x podusame f~'(y)=L(y-p)=Ly-L.

KonkpeTHo, 3a npecnukyBaweTo f(x)=2x—-1 umame a=2 u b=-1, na co 3aMeHa

moOMBaMe JieKa HErOBOTO MHBEP3HO MPECIUKYBAKE € f -1 (») =% y +% . ¢

Moka3 (3a oHHe IITO caKaar ga 3HaaT moeke). On nedununujara 2.12 crienysa meka f e
MPECINKyBame Off B BO 4 .
Axo y| # y,,Toram f 'l(yl) *f '1(y2) OujejKu BO CIPOTUBHO €[IeH UCT elIeMeHT off 4 co f

Ke ce MpecirKa BO fiBa pa3lMYHU €JIEMEHTH Off B, IITO HEe € MOXKHO OufiejKu f € NpEeciIuKyBame.
3Haun f e WHjeKIHja.
AKO x € A, Toram x = f_l(y) Kajie mTo y = f(x), IITO 3HA4YU JleKa f_1 € cypjeKuyja.

Koneuno, f e VHjeKIIFja U cypjeKiuja, Na 3Hauu € OueKimja. ¢

3AJAYUN 3A BEXKBAILE

23. [lokaxu fieKa mpeciruKyBamaTa
a) /:R—>[040), f(x)=]x]; 6) f:R—>[l+0), f(x)=x>+1.
ce CypjeKLuu, HO He Ce WHjeKIINu.
24. Hexa A={1,2,3,4,5} u f:A— A e onpepesneHo co:
ar=(3313): o r=(13343): mr=(12313)
Hamu f e 6uexkuuja? Bo ciaydaj Ha IOTBPAEH OATOBOP HajAK 'O MHBEP3HOTO MPECIUKYBAKE.

25. 3a npecnukyBambeTo f :R — R Hajiu ro MHBEP3HOTO NPECIUKYBAkE aKO
a) f(x)=5x+4; 6) f()=-3x-2; B) f(x)=dr— .
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Hexa A={a,b,c,d, e}, B={1,2,3,4,5} u Heka npecnukyBaweTo f :4—> B e gageHo co

a bcde . .
f =(2 145 3). JlecHo ce rnepa fieka f e Ouekuwja, T.e. Mef'y MHOXecTBaTa 4 U B mocrou

Oouekiyja. BakBuTe MHOXKeCTBa MMaaT MOceOHa yJjiora BO MaTeMaTUKaTa U 32 HUB Ke BeJlnMe
leKa ce ekBUBaJeHTHHU. [lonpenusHo, ja uMame crieHaTa aeduHuImja.

Hedununuja 16. 3a MHOXecTBaTa 4 U B BelMME eKa CE eK8UBANEHINIHIL, CO O3HAKA
A~ B, ako nocrtou ouekuuja f ox 4 BO B.

Ipumep 19. a) MuoxectBata 4A={a,b,c,d,e, f,g} 1 B={+,—,* € &®, ®,x} ce eKBU-
BaJieHTHU. HaBuCTUHA, NPECTUKYBAkbETO f :A—> B OmlpeneneHo co f =(f ved g é §) e
Ouek1yja, na 3atoa 4~ B.

6) Bo npumepor 17 6) mokaskaBMme feka npeciukyBambeTo f:N—>M , M ={2n—1|neN}
onpeneneHo co f(k)=2k—1, 3a cekoj kN e Ouekuuja, MITO 3HaUu fieka N~ M T.e. MHO-
3KECTBOTO MPUPOJHU OPOEBH € EKBUBAJIEHTHO CO MHOXKECTBOTO HEMAPHU MPUPONIHU OPOEBH.

B) Ke pokaxkeme jmeka [0,1]~[a,b], 3a cekom a,becR, b>a. 3a Taa mem ga ro
pasriiefame NpecauKyBawbeTo f(x)=b+(b—a)(x—-1).

AKO X # X, , TOTalll CJIEICTBEHO TOOMBaMe
xp—1#xy -1
(b=a)(x) =) #(b-a)(x; 1)
b+(b-a)(x;—-D)#b+(b—-a)x, -1,

mTo 3Hauul f(x;)# f(x,), T.e. f e mHjekumja. Op fpyra crpaHa, 3a cekoj y €[a,b] umame
0<y—a<b—a u ako nofgeaume co b —a >0 goOuBame Osgﬂ, ma 3aToa

fEED =b+ (- a) A2 ~1)=b+(b-a) Lo =b+(y~b)=y
LITO 3Ha4M ieKa f € M cypjekuyja.

Cnopep Toa, f € MHjeKLIHja U CypjeKlyja, na e OMeKuuja, mTo crnopef AeuHUIMjaTa
16 3naum [0,1] ~[a,b]. ¢

Bo cnepnaTta Teopema Ke fokaxkeMe TpPU BasKHU CBOjCTBA Ha €KBHBAJEHTHHUTE MHO-
>KECTBAa, KOM HU ce€ MOTPEOHU 32 HATAMOIIHUTE pa3rieayBamba.
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Jloka3 (3a oHHe IWITO cakKaaT fa 3HaaT moBeke). ;) Cnopep nmpumepoT 17 a) WIEHTUYHOTO
npeciukyBawme [ 4 : A — A e Ouekuyja, na 3atoa A~ 4.

ii) Heka A~ B . Toa 3Haum fieka nocrou ouekuuja f : A4 — B. Cera, o Teopemata 11 cnemysa

[icKa NHBEP3HOTO MPECINKYBaAKE | 1Bs4de Ouexuyja, na 3aToa B~ A4 .
iii) Heka A~ B u B~ C . Toa 3Hauu fieka nocrojar 6uekuuu f:4A—>B u g:B— C. Cera, off
Teopemata 9 cieyBa jeka KoMmno3unygjata go f: A — C e 6uekuyja, na 3atoa A~C . ¢

IIpumep 20. a) Heka ce gagenn mHoxectBata N u P ={2n|neN}. Bo npumepor 15
JIOKaxkaBMe JieKa TNpecnukyBawmeTo f:N — P omnpepeneHo co f(k)=2k, 3a cekoj keN e
uHjekuyja. JIecHO ce fgoKaxKyBa fIeKa OBa NPECIHMKyBalke € CypjeKklyuja, ma 3Hauu Toa €
ouekiyja. Cnopep Toa, P~ N.

Crnopen npumepoT 19 6) umame neka N ~ M , kagemto M ={2n—1|n e N}, ma of Teope-
mata 11 iii) cnegyBa meka P~ M , IITO 3Ha4UM ieKa MHOXKECTBOTO MApHU MPUPONHU OpPOEBU €
€KBUBAJIEHTHO CO MHOKECTBOTO HETIApHU MPUPOIHU OPOEBH.

0) Heka a,b,c,d eR ce TakBu mITO a<b U c<d. Cnopen npumepor 19 B) mmame
[0,1] ~[a,b] u [0,1]~[c,d]. Cera ox Teopemara 11 iii) cnenyBa aexa [a,b]~[c,d].

Bo cnepnara nedpuHMnIMja Ke o BOBEIeMe IIOMMOT 32 KOHEYHO MHOKECTBO U BO HaTa-
MOIIHATE pa3rieflyBama IMoj| MOUMOT MHOXKECTBO Ke ' ToApa30nupaMe KOHEUHUTE MHOKE-
crBa. 3a Taa eI, 3a CeKOj IpuposieH Opoj k Heka N, ={1,2,3,...,k}.

Hedunumuja 17. Heka k€ N. 3a MHOKecTBOTO M Ke BenHMMe JieKa ce COCTOM Off k
enemenTu ako M ~ N . [IpuToa Ke numyBame | M |=k . ITo nedunnnmja 3emame feka |[J|=0.

3a MHOXeCTBOTO M Ke BeauMe jeKa € KOHe4HO aKO NOCToM k€N TakoB, LITO
| M |=k . Bo cipoTHBHO K€ BeJIMMeE JIeKa MHOXKECTBOTO M € OecKOHeuHO.

Ha 3abenexume feka crnopep teopemata 11 i) ummame N, ~N,, 3a cexkoj keN, na
3aToa of AfecpuHunyjaTa 17 umame nexka [N, |=k.

Jloka3 (3a oHHe IITO cakaar Ja 3HaaT noseke). Heka | M |=k. Toa 3Haum neka M ~N, , T.e.

nocrou oueknmja f:N, - M . [la o3Haunme f(1)=aqa;, f(2)=a,,..., f(k) =a; . Toram,
M={fQ), f2),... f(k)}={ay, ay,....a;}.
OGpatHo, HEKa M ={a;,a,,...,a; } . Toram npecnukyBameTo f:N; —> M oIpeneneHo co Ou-
eknyja. HaBucTuHa, 3a cekoj a; € M mMame f'(i) =a;, ITO 3Ha4M Aeka f e cypjekuuja. Ilonatamy, o
i# j clemyBa a; #a;,na3aroa f(i)# f(j),T.e. f eununjeknuja. Cnopep toa, |M |=k. ¢

On neduHunyjaTa HA KOHEUHO MHOXECTBO U Of] IPETXOAHUTE pasIiieflyBama cieflyBa
TOYHOCTA Ha TBPJEHaTa UCKaKaHU BO CJIeJHaTa TEOpEMa.
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Jloka3 (3a OHHe HITO cAaKaaT ja 3HaaT noBeke). a) Oy | M |=k umame N, ~ M . Ilonaramy, 6u-
nejku N, ~M u M ~ L, og Teopemara 11 iii) cnegysa gexa N ~ L , mTo 3Hauu geka | L |=k .

o) Heka | M |=| L |=k . Toram N, ~M u N, ~ L ,ma o Teopemata 11 iii) cnegyBageka M ~ L . ¢

Op Teopemara 13 HemocpeHO ciefiyBa Jeka KOHEUHUTe MHOXecTBa M U L ce eKBH-
BAJICHTHU aKO U CaMO aKO UMaaT UCT OPOj Ha €JIEMEHTH.

IIpumep 21. Ha KoKy Ha4MHU Ha TPOjlja YUYEHUIM MOXE f1a UM ce HojenaT 8 UCTH
MOJIMBH, TaKa IITO CeKOj Of] HAB a JoOue 0apeM efileH MOJINB?

Pewenue. OcyMTe MONUBYA K€ TW HapeJuMeE BO HU3a U HA MPA3HUTE MECTa Mery HUB,
KOU 't UMa 7, Ke IOCTaByBaMe JiBe "Iperpajn’ Kako Ha CJIECJHUOT LPTEX.

L 02 o3 o4 oF 5 o7 o
ITpa3nuTe MecTa ma ru o3Haumme co Opoesute 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. [logenbaTa Ha UPTEXKOT €
omnpepeneHa co 6poesute 2 u 6, T.e. co 6pojoT 26. Cute noaenadu ce onpeesneH co CaeJHuTe
OpoeBH:

12 13 14 15 16 17

23 24 25 26 27

34 35 36 37
45 46 47
56 57

67

Baksu o penn 6poesu uma 21, ma o NpUHIUIIOT HA €IHAKBOCT CliefyBa ieka OpojoT Ha
nopenouTe Ha 8 UCTU MOJIMBU HA TPOjIa YUSHHIIM TaKa IITO CEKOj O HUB Jia fodue 6apeM 1o
€IeH MoJIuB € 21. ¢

IIpuHIUIOT Ha €HaKBOCT IO KOPUCTUME BO ClIy4aj Kora cakame ja ro onpejeaume
OpOjOT Ha €JIEMEHTU Ha HEKOE MHOXECTBO B, Kora MoOXeMe [la BOCIOCTaBuMe OMeKIHja co
HEKOEe MHOXECTBO A, 4ij OpOj Ha €JIEMEHTH HM € NO3HAT UJIM JIECHO MOXEMeE Jia ro IpecMe-
tame. Mako ¢opmynanyjaTa Ha OBOj IPUHIMI € €JHOCTaBHa, HEropaTa IpUMeHa He Mopa ja
oupge egHocraBHa. [IpuunHata 3a Toa € Bo (pakTOT IITO Tpeba fja ' IPeNno3HaeMe eIeMEHTUTE
kou ru npebpojysame. Co apyru 300pOBH, IIpU pellaBamkbe Ha KOHKPETEH KOMOMHATOPEH Mpoo-
JIeM co IpeOpojyBame Ha eIeMEHTHUTE, TpeOa ia ce 3aHeMapaT CBOojcTBaTa U (pakTUTe Kou pu-
rypupaaT BO (popMyJanigjaTa U Ha €JIEMEHTUTE 1a UM ce MPUAPYKAT alCTPAKTHU €JIEMEHTHU
KOM JIECHO MoxeMe fia ru npedbpoume. Taka, Bo npumepoT 21 cexoja noaenda ja HOUCTOBETHUB-
Me CO eIeH IBoIu(peH Opoj U, KaKo IITO BUOBME, TAKBUTE OPOEBU JIECHO ' IPEOPOUBME.

3AJAYAI 3A BEXBAIBE

26. [loxkaxu neka mMHOxectBaTta A={3k|keN}, B={3k+1|keN} u C={3k+2|keN} ce ekBuBa-
JICHTHHU Mefy cele.

27. Jokaxu aeka MHOXecTBaTa A={3k|keN} u B = {3" | k € N} ce eKBUBaJCHTHH.
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28. Jlokaxkwu geka MHOXKecTBaTta 4 =1{3,6,9,12,15,18,...} m B={1,5,9,13,17, 21, ...} ce eKBUBAJIICHTHU.
29. okaxwu aeka [0,1) ~ (0,1].

30. JJokaxku ieka 3a CEKOM HEeTIpa3HUu MHOXecTBa X M ¥ Baxku X xV ~ YV x X .

31. Ha KonKy HauWHU HA TPOjlia YUCHUIM MOXAT fa UM ce mopesat 10 ucTu TeTpaTky, Taka LITO CEeKOoj
OJ1 HUB Ja fobue GapeM egHa TeTpaTka?

YecronaTu BO MpaKkTHUKaTa ce cpekKaBame cO MpoOJeMH fia U3BPIIMME NMpeOpojyBame
Ha eJIEeMEHTHUTE Off 1aIcHO MHOXECTBO WJIM /1a OATOBOpUME Ha MPAIIAkETO KOJKY €IeMEHTH
OJ1 €IHO MHOKECTBO 3a/J0BOJIyBaaT AajeH ycloB. BakBuTe mpoGiemu ce mpefMeT Ha Mpoydy-
Balkbe Ha MaTeMaTUUKaTa JUCIHUILUINHA KOMOWHATOpPWKA, O00JACT KOja W MOKpaj TOa IMITO ce
3aHMMaBa CO KOHEYHHTE MHOXKECTBa OOMITyBa CO MHOIITBO HepeleHn nmpobiaemu. OBJie HUE Ke
ce 3aMo3HaeMe CO YETUPHUTE OCHOBHU NPHHIMIN HA KOMOMHATOPUKATA, a TOA Ce MPUHIUTIOT
Ha 30up, IPOU3BO], BKIYUYBamkhe W UCKIYUyBame, MPHU IITO TOCeGHO Ke ce OCBPHEME Ha HIBHA-
Ta MPUMEHA BO PEIIaBak-ETO Ha EIEMEHTAPHU 3a/JauH.

Bo CJIICTHUTE pasrieyBama 1o nouMOT MHO2KECTBO Ke Honp3361/1paMe KOHC€YHO MHO-
2KECTBO.

Jloka3 (3a onme mWTO cakaar jga 3Haat noseke). Heka AnB=J u f:4—>N,, g:B—>N,, ce

ouexnun. Ke qokaxeme jeka mpeciukyBameTo h: AU B — N nm OIIPETENEHO CO
h(a)=f(a), ac A u h(by=g(b)+n, beB

e ouekumja. Heka x,ye AU B u x# y . MOXHHU ce [iBa CIy4yau U Toa:

a) x W y My Ipumaraar Ha eJHO O MHO3ecTBaTa A U B, a kKaxkeme A . Torai, of feuHu-
[yjaTa Ha OPeCcIUKYBalkeTo s ciaefyBa Aeka h(x) = f(x) u h(y)= f(y) u Oufejku f e OueKuHja, UMa-
Me f(x)# f(y), mro 3Haum h(x)# h(y).

6) x W y My mpumafaar Ha pPa3NTUYHE MHOKECTBA, Ja KaxkemMe xeA u ye B. Toram
h(x)=f(x)<n<n+1<g(y)+n="hn(y), .. h(x)#h(y).

Cnopep Toa, BO CEKOj ClIy4aj Off x # y ciefnyBa h(x) # h(y), T.e. h e UHjeKuuja.

Hexka peN,,,,. MOXHH ce [1Ba cIyJau U TOa:

n+m

a) p<n ¥ BO TOj ciy4aj Oupejku f e Ouekumja, nocTon z <€ A TakoB, Wrto f(z)=p.Ho Toa,
3HA4M JIeKa MOCTOou z € AU B TakoB, ITO /(z) = f(z)=p.

6) p>nuBo OBOj ciy4aj 1< p—n<m.Ho g e Guekiumja, ma 3aToa MOCTOU z € B TaKOB, IITO
g(z)=p—n.3Haun noctou z€ AU B TakoB, ITO p=(p—n)+n=g(z)+n=~h(z).

Cnopep Toa, BO CEKOj Clly4aj MOCTOU z € A U B TakoB, ITO A(z)= p, T.e. h € cypjekuyja.

Koneuno, 4 e mHjeknmja U cypjekumja, ma 3HauM e Omekumja. 3Haum, AU B~N of LITO

n+m
cnenyBa |AUB|=n+m=|A4|+|B]|. ¢



Jla 3abenexume leka MPUHLIUANIOT HAa 30Mp BaxKu M BO CIydyaj Kora umMame k, k >2 1o
MapOBH INCjYHKTHU MHOXKecTBa. IMeHo, TOUHa e cliegHaTa Teopema.

IIpumep 22. Bo npumepor 21 fagoBMme pellleHHe Ha NMpoONeMOT Ha mojenda Ha 8
€lHaKBH MOJIMBY Ha TPOjlla yYEHWIH, IIPU IITO CEKO] YIEHUK NOOMBA OapeM IO €/IeH MOJIMB.
Hcrara 3agaya Ke ja peruMe KOPUCTEjKH o NPUHIUIOT Ha 30Up.

Hexka cure nofenou Ha MOJMBUTE Ha TPOjLla yYEHUIHM IO (pOpMUpAaaT MHOKECTBOTO A .
OBa MHOXKECTBO K€ ro pa3OuemMe Ha MOAMHOXKECTBA A, Ay, A3, A4, As, Ag , IpU IITO NOAMHO-
JKECTBOTO A; TU COJpXH IOMAEIOMTE NMPH KOU NPBUOT YUEHHWK JoOMBa €[eH MOIuB, A,
nojenouTe NMpH KOM IPBUOT yYEHUK JoOmMBa [Ba MojuBa UTH. Taka, 3a MHOXKecTBaTa
Ay, A4y, 45,44, 45, Ag ja IMaMe cliefiHaBa Tabena

i Ai | Ai |
1 (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) 6
2 (1,5),(24), (3,3), (4,2), (5,1) 5
3 (14), (2,3), (3,2), (4,1) 4
4 (1,3),(2,2), (3,1) 3
5 (1.2), (2,1) 2
6 (1,1) 1
Bxynzo 21

Cera off NpUHIMIIOT HA 30Mp UMaMe
|AIH AW Ay WAy UAy U As O Ag |H Ay [+ Ay |+ A3 [+] Ay | +] A5 [+] g [=21. ¢

Iloka3 (3a OHME LITO CAKAAT Ja 3HAaT moBeke). Heka 4 m B ce KOHEUHM MHOXKECTBA TAKBH IIITO
| A|=m 1 | B|=n.Toram, ox TeopemaTa 12 umame 4= {a,,...,a,,} 1 B={b,...,b,}.
3a MHOXeCTBOTO A X B mMame
AxB={(ay,by),....(ay;,b1),(a1,02)seces(@yy,02), . (@1, )5 (@, 0,) }
={(a1’b1)a---a(am’b1)}U(al’b2)a---a(am’b2)}U---U(al’bn)a---a(am’bn)} (1)
=(Ax{b ) uAx{by})U..u(Ax1{b,}).
[onaramy, Ax{bj}NAx{b;}=D, 3a i#j u Onpejku |Ax{b;}|=m 3a cekoj i=12,.,n on (1) u o
TIPUHIMIIOT Ha 30up Jo0MBaMe
| Ax Bl=| Ax{b}|+| Ax{by} | +..+|Ax{b,} =m+m+..+ m=mn=|A|-|B|. ¢

n nmaTtu

[IpuHIUIOT HA POU3BOA O UMa CIEAHOTO OOOMILTYBAE.




IIpumep 23. Mery rpafgoBute 4 U B uMa Tpu JUPEKTHHU nara, Mely rpagosure B u C
“Ma J[iBa JMPEKTHU marta, a Mmery rpajgopure C m D mMa mer gupekTHU nata. Ha Koiky
pa3nuyHU HAUMHKA MOXKE Jla Ce CTUTHE Off TpafioT A BO rpajfoT D, ako Tpeba camo 1Mo eHall jja
ce BJIe3e BO CeKoj off rpafgoBute B u C?

Pewenue. Co X,Y ,Z na ru o3HaUMMe MHOXKECTBATa MaTUILITa Mefy rpajoBute A u B,
Bu C, CuD coougseTHo. Torari, cekoja MOKHOCT 3a MaTyBamwe off 4 0 D npu HaBeJJeHUTE yc-
JIOBHU € €JIEMEHT Ha MHOXKECTBOTO X XY X Z W €JIEMEHTUTE Ha OBa MHOXKECTBO I'l JaBaaT CUTE
MOXHOCTH 3a maTyBamwe. O IPUHIMIOT Ha mpou3Bof (TeopeMa 17) ciemyBa eka 6apaHHOT
6poj e

| XxYxZ|= X]|-|Y||Z|=3-2-5=30. ¢

Ookaz. a) Op M =AUM\A) u An(M\A)=C, cruopep NpUHIUIIOT Ha 30Up clemyBa
| M| A|+|M\A|, ogHOocHO | M \A|=| M |—|A4].
0) Hexa M = AU B . Torai of NpUHIUIOT HA UCKIyYyBame claefgyBa fgeka |M |=| 4|+ | M\ A4|.
Ho, 6upejku M\ A=B\(AnB), T.e. B=(M\A)U(BNnA) u (M\A)N(ANB)=C o NpUHIUIOT Ha
30up cnefysa ieka | B|=| M \ 4| +| An B|. Cnopen Toa,
|AUB|= A|+|M\A|= A|+|B|-|ANnB|. ¢

Bo cnyuaj Ha Tpu 1 YeTHpPU MHOXKECTBA, IPUHIMIIOT HA BKIyYyBakbe ro UMa CIECIHUOB OOJIHK:
|AUOBUC|HA|+|B|+|C|-|ANB|-]ANC|=|BNC|+]|AnBNC|
u
|AUBUCUDHA|+|B|+|C|+|D|-|ANnB|-|ANC|-|AND|=|BNC|-|BND|-|CND|
+ANBNC|+|ANBND|+|ANCAD|+|BNCND|-|ANBNCnND]J.

Ipumep 24. Bo egno opnenenne uma 35 ydenunu. Opf HUB, JeceT YYEHUIWM UMaaT
OIlEHKa MeT Mo MaTeMaTuka, 20 yueHulu uMaaT OleHKa MeT MO0 UCTOpHja, foieka 27 yueHUun
uMaaT OapeM efHa OIlleHKa MeT MO MpeAMETUTEe MaTeMaTuka u ucropuja. Konky yuenunu
UMaart OIleHKa IMeT IO ABaTa NpeaMeTn?

Pewenue. Hexa 4 € MHOXECTBOTO YUYEHHIIM LIITO MMAaaT OL€HKA NET 10 MaTEMaTUKa U
B e MHOXEeCTBOTO yYEHHIM IITO UMaaT OIEHKA MeT nmo ucropuja. Op ycloBuTe HA 3afavyaTa
umame |A|=10,|B=20 u |AUB]=27, a ce 6apa |4 B|. O NpUHIUNOT Ha BKIYYyBame

nmaMme | AU B|= A|+|B|—-| AN B|,ogHocHO 27=10+20—-| AN B|,ma3aroa |ANB|=3. ¢

Ipumep 25. Hajau ro 6pojoT Ha npupoauute 6poesu noMamnu ofi 100 Kou He ce 1enuBu
HUTY CO 2, HUTY €O 3, HUTY CO 7.

Pewenue. Hexa M ={n|1<n<100,neN} uco 4, B u C faru o3HauYnNMe MHOKECTBa-

Ta o mpupopHuTe 6poeBu nomanu of 100 koum ce menuBu co 2, 3 u 7 cooaBeTHo. Toram,
|A|1=49, |B]=33, |C]=14, |AnB]=16, |ANnC|=7, | BNC|=4 u |[AnBNC|=2. IIpBo of
NPUHIMIOT HA UCKIIYYyBakhe, a IOTOA Off IPUHLIMUIIOT Ha BKIYyUyBamke UMaMe
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I M\(AVBUCO)|EIM|-|AvBUC|=
=M|-|A4|-|B|-|C|+|ANB|+|ANnC|+|BNnC|-|ANnBNC|
=99-49-33-14+16+7+4-2=28.

Cnopen Toa, npupojHu 6poesu kou ce nomainu of 100 1 He ce feauBU HUTY CO 2, HUTY CO 3,
HUTY €O 7 UMa BKYITHO 28. ¢

3AJAYN 3A BEXKBAILE

Konky uetupunugpenn 6poeBr uMa, KOH ce JENUBU CO 5 U BO Ulj A€KAfICH 3alliC HeMa NOBTOPYBa-
e Ha udpure?

Bo pamHuHaTa ce majeHn 7 TOYKH, Taka IITO HUKOU TPU HE ce KoJnHeapHu. Konky npaBu ce onpe-
HEJIEHA CO OBUE TOYKM?

Ha xonky HauMHU MO3Ke J1a ce moAesaT 8 UCTH MOJIMBHY, 9 cTh TeTpaTKu U 10 UCTH KHUTH Ha Tpojla
YUEHHIM, TaKa IITO CeKOj Off HUB Ja JoOue GapeM 1o efieH NPeAMET Off CEKOj Bup?

Bo enno ognenenne uma 30 yyenunu. Ha KoKy HauMHE MOXe a ce u3bepe mpercemaTe, 6iaraj-
HUK 7 ceKpeTap Ha OJjjelIeHCKaTa 3ae[JHAIA, TTO0]] YCIIOB €/IeH YUEHHK /1a HeMa JIBe 3a/I0JKeHuja?

KOJ’IKy HeTHH(prHH 6p06BI/I HnMa, KOM C€ 3anuiryBaaT CO IMOMOII Ha NET pa3JINYHN III/I(l)pI/I?

Bo egno ongnenenue nma 30 yuyenunu. Cekoj yUeHHK UMa OLieHKa MeT 10 reorpaduja wiv 1mo Marte-
MaTtuka. Of HUB: 5 yUYeHHUI UMaaT HeT [0 MaTeMaTHhKa 1 1o reorpaguja; 16 yueHnm uMaat net mno
uctopuja u no reorpacuja; 20 yueHuIM UMaaT MeT Mo reorpaduja U 25 y4yeHUIH UMaaT MeT Mo
ucropuja. Konky yueHunu uMaar neT o UCTOpyja Uil No reorpaguja, a KOJNKy yIeHUIM IMaaT et
o MaTeMaTHuka?

Op 100 yuyenunu: 24 He y4yaT HUTY €[€H Off ja3UIUTE: aHTJIUCKU, PYCKU U TepMaHcKy; 48 ydar
AHIJIUCKY; 8 U aHTJIMCKU U PYCcKU; 26 y4aT repMaHCKy; 8 yuaT U FeépMaHCKU U aHTJIUCKY; 13 yuaT u
TEePMAHCKU U PycKY; U 28 y4at pycku ja3uk. Konky yuyeHuny ru yyaT cuTe TpH ja3uiu?

HpI/IHI_[I/IIIOT Ha HI/IpI/IXJIe € €CH O] Haj CIHOCTaBHUTC KOM6HHaTOpHH [IpUHOUWIIA, HO TOj

YeCTO ce KOPHCTHU BO PEIIaBalk-eTO Ha pa3Hi KOMOMHATOPHU 3a/1auy, 11a 3aT0a UCTHOT MOCeGHO
Ke ro pasrnename. HajegHocTaBHO KaxkaHO, OBOj IPUHIMI TBPAM [€Ka ako, Ha IpUMep, YeTH-
pY 3ajany ce cMecTeHu BO TpH Kadesu, Torau 6apeM Bo eieH Kage3 Ke nMa Ba 3ajai.

Bo cnegnaTta TeopeMa Ke gajeme npenusHa popmynanyja Ha IpUHIMNOT Ha [lupuxie.

Jla 3abenexxume feka NpUHIMINOT Ha [lupuxie KaxkyBa jeKa IOCTOM KyTHja BO KOja UMa

GapeM jBa MpeaMeTH, HO HE J1aBa HAUWH, OJHOCHO aJITOpHTaM KaKo Taa KyTdja Aa ce Hajae. Ke
pasriieflaMe HeKOJIKY IPUMEPH.
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Ipumep 26. [Joxaxku feka Bo rpyna of 367 ayfe cekorail uma 6apeM JBajua IITO UMaaT
POJIEHIEH BO UCT JIEH.

Pewenue. TopnHaTta vMa HajMHOTy 366 AeHOBU (NpeNBUA ja 3eMaMe U IpecTamHaTta
TOlMHAa) W POJEHJCHOT Ha CEKOj Off rpymara Jyfe € BO HEKOj Off OBHE JcHOBH. bunejku
367=366+1, ox npuHUUNOT Ha [upuxne cnemysa feka OapeM [Bajua jyfe of rpynara uMaar
POJICHIEH BO UCT JICH. ¢

Ipumep 27. Janu moxke Opoesute —1,0,1 ga ce pacnopenar Bo KBajipaTHa 5 x 5 Tabiuna

Taka, ITO 30MPOT Ha OpPOEBHUTE BO CEKO] pefl, CeKOja KOJIOHA M ceKoja [ujaroHajna fa oOwuje
pasiuyeH.

Pewenue. 36upoT Ha neT OpoeBH O MHOXecTBOTO {—1,0,1} MoxKe fga Oupge Opoj a

TAaKoOB, ITO —5<¢g<5, mMTO 3HauM jAeKka 30UpPOT MOXe ja NpuMH HajMHOry 11 pasnuuHu
BpegHoctu. Ho, kBaipaTHata 5x 5 Tabauia MMa BKYNHO 12 KOJIOHY, PEOBY U jarOHalH, Ia Off
npuHIMNoT Ha Jupuxie (TeopeMa 19) cnenysa fneka GapeM ABa 30upa Ha OpoeBUTE BO CEKOj pef,
ceKkoja KOJIOHA 1 ceKoja iljaroHanga Mopaar ja OujaT eIHaKBU. ¢

IIpumep 28. JlafeHu ce net npou3BoiaHU OpoeBu. [lokaxku feka Mefy HUB IOCTOjaT
OapeM fiBa Opoja TakBH, ITO HUBHATA pa3jivKa € JejuBa co 4.

Pewenue. Cexoj npupofieH 6poj npu aenewme co 4 naBa ocratok 0, 1, 2 unm 3. 3naun
MOCTOjaT caMO 4eTupu MoxkHocTH. Cropep Toa, Mefy MeT MpUpPOAHU OpOEeBH Mopa ja uMma
OapeM [iBa KOM MMaaT MUCT OCTATOK Ipu jiefeme co 4. JacHo, pa3inukaTa Ha oBUE JiBa Opoja e
penuBa co 4. ¢

Ipumep 29. Hexa ay,...,a, ce uenu Opoesu. [Jokaxu feka nocrojat p,q €{0,1,2,...,n},
P <q TaKBU, WITO n|(apy +dpyp +..+ay).

Pewenue. I'n popmupame 30upoBuTe
by =a
b2 =a) tap
b,=a,+ay +..+a,.
AKoO efieH off oBue 30UpOBH € AINUB cO n, Aa Kaxeme by , Toraml 3emame p=0,q =4k ¥ 3ama-

yara e pelleHa. Heka HuefeH o oBue 30MpoBH He € geaus co n. Of TeopemMara 3a Jeliehe Co
ocTaToK mMame b; =ns; +r;, 0<r;<n 3a cexoj i=12,.,n. bunejku umMame n ocrarouu
1,"y,....,t,, A THEe IpuMaar n—1 BpegHoctn 1,2,....n—1, cnopen npuHUMIOT Ha dupuxie
3aKilydyBaMe Jieka OapeM [iBa Off OBHE OCTAaTOLH Ce eHAKBH, T.€. IOCTOjaT p W ¢ TaKBH, LITO
r, =r, U TOA ¢ 6apaHOTO peleHne, OuiejKu
Apy1 +apyy +..tay=by —b, =n(s; —s,).4
ITpunnunor Ha [Jupuxie Moxe ja ce UCKake W BO MOOoMHIITa popMa, CO 4rja MOMOIII

MO2KEME J1a peliaBaM€ MMOCIO2KEHA KOM6I/IHaTOpHI/I HpO6JIeMI/I. Toa Ke ro HalmpaBUM€ BO CJIENI-
HaTa TeopemMa.
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Ke pasriegame HEKONKY IpUMEPH.

IIpumep 30. Bo Penyonuka Maxkenonuja numa noseke o 2150000 xxutenu u Ha riiaBaTa
Ha cekoj o HuB uMa HajMHory 1o 300000 BnakHa. [Jokaxku feka Bo MakefoHuja uma 6apem 8
ayre co UcT Opoj BlIaKHA Ha IJlaBaTa.

Pewenue. Cute XuTtenay Ke ' NOJieJIMMe BO IPYIH Copef OpojoT Ha BlaKHaTa Ha Ija-
Bara. Baksu rpynu uma 300001, T.e. rpyna co 0 Bi1akHa, rpyna co 1 Bi1akHo, ..., rpyna co 300000
BJIakHa, a Jyfe mMma HajManky 2150000. Bupejku 2150000 =7-300001+49993, on obommi-
TEHMOT NpUHIWN Ha [Jupuxnie cieaysa JieKa Mopa fia IOCTOM rpyla BO KOja UMa HajMaJIKy 8
ayre co ucT Opoj BlIakHa Ha IiaBaTa. [JOKOJIKY Toa HE € Cllydaj, BO ceKoja rpyna Ke mma
HajMHOTy 1o 7 jyrfe, ma HUBHUOT Opoj Ke ouge 2100007, a Toa My mpoTuBpedn Ha OpojoT Ha
XuTenuTe Bo PenyOnukara.

IIpumep 31. Bo enno opuenenue 40 yueHuny npaselie Tpu nucMeHn 3agaund. Hukoj ve
NOOUT OlleHKa MoMaiia off 3 ¥ ceKoj HOOHII 1O TPH pa3INyHH OIEHKH. XapanaMiue 3abenesxkan
Jieka BO OJIfIEJICHNETO MMa HajMHOTY 7 YUCHHIM KOM MMaaT MCTa OIEHKAa Ha ceKoja Off TpPUTe
MUCMEHH 33JauM.

Hamu Xapanammue € BO paBo?

Pewenue. 3a cekoj yUeHHK MOCTOjaT 6 MOKHOCTH, T.€. CEKO] YUEHUK ja JOOUJ cleiHa-
Ta mojpefeHa Tpojka oneHku: (3, 4, 5), (3, 5, 4), (4, 3,5), (4,5, 3), (5, 3, 4) u (5, 4, 3). Baroa,
YUCHHUIUTE CIIOpeN JOOUEHUTE OIIEHKU MOXKeEMe Jia TW NojieluMe Ha 6 rpynu. Bo ofjiesnienneTo
uMa 40 ydyeHunu, a crnopej NOOMEHUTE OIEHKH ce mopeseHu Bo 6 rpynu. Of NpUHIUNOT Ha
[upuxie cienyBa Jieka MOCTOM Tpyma BO KOja MMa HajMasKy 7 yYEHWIHM, IITO 3HAYU JleKa
Xapanammue e BO IIpaBo. ¢

Ipumep 32. Jagenu ce 10 paznuunu npupogHu 6poeBu momanu of 26. [lokaxku gexka
Mefy cuTe MOXKHM pa3lMK{ Ha MapoBHUTE pa3nuuHu OpoeBu of gapeHute 10 Opoja, mocTojat
06apeM TpU elHaKBU PA3TUKHU.

Pewenue. [1anenute 10 6poeBu jja r'u moipeAMe Mo ToJIeMIHA, T.€. HeKa
I<ny<ny<nzy<nyg<ns<ng<ny<ng<ng<njy<26.
Ke okaxeMe jieka Mefy Cle[IHATE IeBET PasIuKu
Ny —ny, N3 = Np, N4 — N3, N5 =Ny, Ne — N5, N7 — N, Ng — N7, N9 —Ng, Njg — N9
uMa 0apeM TpH elHaKBU OpOEBH, CO IITO 3ajauyara Ke 6uae pemieHa. AKo Mefy opue 9 pasmnu-

KU HeMa 6apeM TpH elHaKBH, TOTall Mel'y HUB MMa HajMHOTY 2 eJUHUIIHU, 2 IBOjKH, 2 TPOjKH, 2
yeTBOPKHM U 2 neTku. Ofosae goouBame eka

nyg —ny =(njg —ng)+(ng —ng)+(ng —ny)+(n7 —ng)+(ng —ns)
+(ns —ng)+(ng —n3)+(n3 —ny)+(ny —ny)
>1+1+2+2+3+3+4+5=25,
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T.€. A€Ka Ny =1y + 25226, MITO My IPOTUBpPEUN Ha (PAKTOT JieKa 7y < 26 . 3Ha4u, Mery moco-
yeHuTe 9 pasauku Mopa ia UMa 0apeM TpU €IHAKBU. 4

ITpunnunor Ha [Jupuxiie € HO3HAT ¥ BO TaKaHapeuyeHaTa reoMeTpucka popma. Bo oBoj
cllydaj HeMa Ja JjajieMe HeKOM NOCceOHM TeOpUCKU 00jacHyBama, TYKy UCTUOT Ke ro 00jacHuMe
CO IpUMEpHU.

IIpumep 33. Bo kBajpat co cTpaHa Im Ha MPOU3BOJIEH HAUMH ce cMecTeHu 51 Touka.
okaxu feka Mef'y oBue 51 Touka, HOCTOjaT TPU TOUYKM KOM MOKAT Jla C€ MOKpHUjaT co KPyT
4yuj paguyc e %m .

Pewenue. KBasipaToT fa ro mopenuMe Ha 25 eHaKBH KBajpaTu co crpaHa 0,2m .
Cnopep npuHIMNOT Ha [upuxiie, mocTou KBagpaT co cTpaHa 0,2m Koj coapxu 6apeM 3 of
nagenute 51 Touka. 3emaMe 3 TOUYKM KOM JiexkaT BO efieH KBajapaT co crtpaHa 0,2m . Ho,

% >0,24/2 , mITO 3HAYM [leKa UjaroHANATa HA KBAPATOT € IOMANa Off AMjaMeTapoT Ha KPYT CO
panuyc %m, Ia 3aToa KBaJpaTOT MOXKE f1a ce MOKpHEe CO KPYr CO pajuyc %m, T.e. 3 o

nageHuTe 51 Touka MOXarT Aa ce IOKpHjaT co KPYr CO pajnyc %m ..

IIpumep 34. Bo kpyr co paguyc lm Ha NpOM3BOJIEH HAUMH ce pacnopefeHu 51 Touka
Taka, IITO KOu Oujo 3 o HUB He ce KonuHeapHu. J[lokaxu eka nocTtojaT 3 TOYKH Mefy HUB

KoM (popMHpaaT TPUATOJIHUK UHja MTIOIITHHA € TIoMajla Off 12,6dm? .
Pewenue. Kpyror ro penume Ha 25 CKJIagHM HMCEYOLUM YM] IEHTpAJEH aroil e

o o . P
360 :25=14,4 . Cnopen npuHOUNOT Ha [upuxie, MOCTOM MCEYOK BO KOj ce HaoraaT OapeM
TpU TOYKH. M30MpamMe MPOM3BOJHU TPHU Off THE TOYKHK. [liomTMHATaA Ha TPHATOJIHUKOT
¢opMupaH off OBHE TpH TOUKHU € MoMasia of IUVIOIITHHATA Ha KPY>KHUOT rcedok. [1nomrunaTa

Ha KPYKHUOT UCEUYOK € %mz <0,126m* =12,6dm?> .

3AJAYI 3A BEXBAIBE

39. Ha efieH MIaXOBCKU TYPHUP Y4YeCTBYBale n IIAXUCTH, NIPH IITO CEKOj MIAXUCT UTPaAJI CO CEKOj IIa-
XUCT TI0 efHa maprtuja. [JokaXku jieKa BO CeKOj MOMEHT Ha TYpHHPOT IIOCTOjaT OapeM nBajua
HIaXHUCTH CO €HAKOB OpOj HOTOTalll OUTPaHu apThu!

40. JapgeHu ce meT Mpou3BOIHU Lienu OpoeBu. [lokaxu feka Mef'y HUB IOCTOjaT OapeM ABa 4Mja pasiu-
Ka e fgenmBa co 3!

41. JJokaxu fieka IIocTou NpupofieH 6poj Koj e aenus co 2002, a mpeuTe geceT ugpu My ce 1234567890.

42. Bo epHo oppenenue uma 30 y4eHUIM U CUTe IO pellaBalie TeCTOT MO MaTeMaTuka. EfeH of HuB,
@, Ipu pelnaBambeTo Ha TECTOT HampaBmil 13 rpelky, a ApyruTe YISHUIN HalpaBrile MOMaJKy

rpeuiku ox ®wmnmn. [Jokaxku neka GapeM Tpojlia YUIEeHHUIM HarpaBuile UCT Opoj TpemKn (MOKHOCTa
JleKa [MOCTON YUEeHHK KOj He HallpaBWJI TpelllKa He € MCKIyYeHa).

43. Cnopen nonucoT Bo 1994 roguna Bo P. Makegonuja xuseene 2150000 xutenu Bo 5990 HaceneHn
MecTa. JIokaxkd fieKa I1ocTojaT GapeM JiBe HaceIeH! MeCTa CO e{HAKOB OpOj SKUTEIN.

44. CegyMHaeceT Hay4YHUIIM ce AOIUIIYBAaT, CEKOj CO CEKOro Ha TpH pasnuuHu Temu. Cekoj map ce
JOTIMINTyBa caMo Ha MO effHa TeMa. [IoKaXku ieka IMocTojaT 6apeM Tpojlia HayYHUIH, KO MefyceGHO
ce JTOTMIITYyBAaT Ha WCTa Tema!
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45.

46.

Bo epna myma Bo 00JMK Ha KBafpaT co cTpaHa lkm , pactaT 4550 60poBu cTebna co AujamMeTap He
noroneM of 50cm. JIOKaxku feKka BO Taa IIyMa IOCTOM NpaBOArojHa MOBPIIMHA CO AUMEH3UU
10m x 20m Ha KOja HeMa 60pOBO cTeOIO.

Bo nmpaBoaronHuk co crpanu 20cm u 25¢m ce cMectenu 120 kBagpatu co cTpaHa lem 6e3 ucrute
fla ce mpekionyBaart. [1okaxku fieka BO IpaBOAarojJHUKOT MOXE fia ce BIMIIE KPYT €O AujameTap lem
KOj He ce ceue cO HUTY €ieH Off KBaipaTuTe.

INPOBEPU TO CBOETO 3HAEIbE

a) 3anuim ru co HabpojyBamke Ha HUBHUTE €JIEMEHTH MHOXKEeCTBaTa
C={n|lneZ un|24 u D={2-3"|neZ u -3<n<7}. (6 6)
0) Hamenn ce mHOXKecTBaTa N, P={n|n=3k, ke N}, M ={n|n=3k+1, k € N} . KakoB e ogHOCOT

Mer'y OBHE Tpu MHOKecTBa? (10 6)
a) Hajimja AUB,AnB u A\B ako A={x|-1<x<3,xeR} u B={x|2<x<4,xeR}. (6 6)
0) Jokaxu geka AU (BUC)=(AuB)uUC. (10 6)
a) Hexa 4={1,2,3,4,5 u f,g:4—> A ce olpepeleHn co fz(% 21 g ‘1‘ g) n gz(% % i ‘5‘ i)
Hpecmeraj f(f(g(5)) u g(f(g(3))) - (66)
0) Heka A ={4k—3|k e N}. [Jlokaxu fgeKa npeciukyBambeTo f :N — A ompeaenaeHo co
f(k) =4k -3 e 6uexuuja. (10 6)
a) Ha xonky HauMHY Ha TpojLia YYEHUIM MOKAT J1a MM ce NOfieJIaT 6 UCTH MOJIUBH TaKa
IITO CEKO]j Off HUB 1a JOOUEe 1O eIcH MOJIUB. (10 6)
0) Ha xonky HaUMHM Ha Y€TBOPHIA YUEHUIU MOXKAT []a UM ce MOofieaaT 6 UCTH TeTpaTKH Taka IITO
CEKOj Off HUB f1a fo0He MO eHa TeTpaTKa. (18 6)
a) EnHa xomapkapceka ekuna uma 15 urpaun u ceKoj MoXe fja UTpa Ha CEKOe MECTO.
Konky pa3nuyHu meTOpKu MOKE J1a ce cocTaBat? (10 6)

a) Kosky cemymmmdpenn 6poeBr nMa KOH ce 3aluIIryBaaT co HoMoml Ha 7 pa3nmmyrau nugpu? (16 6)
a) Bo nonumaTa Ha kBagpaT 3x3 ce pacnopefenu 6poesute 1,2 u 3. [Janu e MOXXeH pacnopen

MPH KOj 30MpPOT Ha OpPOEBUTE BO CEKOja KOJIOHA, Pl U IMjaroHalia € pa3inieH? (15 6)
0) Enen yueHHK Ha 4acOT IO JIUKOBHO BOCIIUTYBAHkE OOOUI AEII Off CBOjOT JIUCT. 3HAEKU

JleKa JUMEH3UjaTa Ha IUCTOT € 2lemx3lem W leKa yIEHHKOT OO0 IIOIITHHA Of

314cm? , jokaxkere neka nmocrojat 6apeM JiBe HEOOOEH! TOYKHU Ha JIUCTOT, KOU Ce
CUMETPHUYHH BO OHOC HA €HA Off CAMETPAJINTE Ha JUCTOT. (20 6)

3abeaewxa. ITpn permaBameTo Tpeba 1a M30epel caMo o effHa Moj3ajayda off ceKoja 3ajava. [JJoKoIKy
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ITABA 111

TEOPEMA. METOIN
HA JOKAXYBAIBE

COAPXKNHA HA TEMATA

1. Maremarnuku noum. Coapkuna
1 00eM Ha IoNM

2. Je¢dunnpame Ha noum. Bugosn nonmn

3. Iloum 3a TBpAeme. Bunosn
MaTeMaTH4YKH TBPJeHa

4. Teopemn u aKkcHoMH. Y CJIOBHA 1
KareropunuHa ¢opmMa Ha Teopema

S. JlapexkTHa H 00paTHa TeopeMma.
IToTpeden u 10BOJIEH YCII0B

6. Ilpasuna 3a u3BenyBame Ha 3aKJIy40IH

7. Metopu 3a JOKaXKyBambe HA TeOpeMH

HOBU 3HAEIbA U YMEEIA

¥YcnemHoTto COBJIalyBalb€ Ha COAPKUHUTE KOU
Cce pa3pa60TeHH BO OBaa T€EMa UMa 3a I

- Jla ce 3aI03HaeNl Co HAUMHOT Ha (hopMupame
Ha MaTeMaTHYKUTE MMOUMH ¥ /la TO OCO3HAEI
HUBHHUOT 00EM ¥ COJ[p>KMHA;

- Jla TY yCBOWII NpaBHiIaTa 3a le(puHIpae
Ha TonM;

- J1a ce 3aI03HaEII CO BUIOBUTE TBPACHA
(ommTo, ieTyMHO, IOTBPJIHO 1 Of[PEYHO);

- Jla ce 3alO03Haell CO BUOBUTE TEOPEMHU U
CO HMBHATa CTPYKTYpa;

- Jla Hay4WIl Jla ICKasKyBalll TEOPEMH BO
yCJIOBHA W KaTeropuyHa (hopMma;

- Jla Hay4yWlI Jla TM KOPUCTHII TEPMUHATE:
notpe6eH, TOBOJIEH 1 IIOTpeOeH 1
JIOBOJIEH YCIIOB;

- Jla TY YCBOWII | fia TM KOPUCTUII METOJNTE
3a TOKaKyBame Ha TEOPEMU;

- Ja ce 3al03Haell co OfipefieH 6poj Ha
TEOpEeMH U TeOpeMH NPU3HAIIN;

- Jla Hay4WIl Jla MCKasKyBall pa3HW BapHjaHTH
Ha hopMyJanyjaTa Ha efHa NCTa TEOPEMa;

- Jla ce OCIOCOOMII fja U3BEeAyBall CTPOrd
MaTeMaTHUYKH TOKa3¥ Ha MOETHOCTaBHA
MaTeMaTHIKH TBPJEHa.
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ITpu n3yuyBameTo Ha TeopHjaTa Ha OpOEBU JJOKaKyBaBME HU3a TBPJCH:A, a U KOPHUC-
TeBMe omnpefeneHu noumu. [IpurToa 3akiydyouurte ru u3BeAyBaBME CIOpeq MpaBuiia Kou Oea
npucaTeHu UHTYUTHUBHO, T.€. 32 OBHE PaBUjIa HE IaBaBMe CTPOTO JIOTUIKO oOjacHyBame. Bo
OBOj JIeJ1, Bp3 OCHOBA Ha €JIEMEHTH Ha MaTeMaTH4KaTa JOTMKa, OBUE MpaBmia Ke ' o0jacHuMe
U Ke MOXeMe J1a TM KOPUCTUME BO EKCIUIMIUTEH, T.€. jaBeH o0JuK. Mcro Taka, Ke ce 3amo-
3HaeMe M CO OCHOBHHUTE METOAU 3a JOKaxKyBake Ha TEOPEMH, IPHU IITO NMpUMeHaTa Ha OBHUE
MEeTOJM K€ ja uiaycTpupaMe Kako Ha BeKe JIOKakaHu TEOPEMU, TaKa U Ha HOBH NPUMEPH.

Bo 0BOj men, mokpaj co TeopeMuTe, Ke ce 3armo3HaeMe M O MaTeMaTHYKHUTE TOUMH,
IpH ITO NOCeOHO BHUMaHNE Ke MM OOpHEMe Ha OCHOBHUTE (TIPBUYHM) M U3BEJICHUTE TIOUMU,
KaKo ¥ Ha MPUYMHUTE 332 BaKBaTa MOJIeNI0a Ha MOUMHATE.

MaremaTukaTa u3ydyBa pa3Hu MaTeMaTHUKU O0jeKTHU: Opoj, lo4Ka, MHONECIi60, Upa-
84, PAMHUHA, CAONEH OPO], pUAZOAHUK, Hapaseaozpam UTH. [Ipu u3ydyBameTo Ha oBue 00-
JEKTH HEOITXOJJHO € MPELM3HO fla ce YTBP/IM HUBHOTO 3Hauewe. Taka, Ha mpuMep, CO peueHuIaTa:

"3a dpupoonuoili 6poj n Ke seaume 0eKa e CAOMCeH AKO uma bapem wipu upupooHu
Oeauitieau."

€ YTBPAICHO 3HAaYEH-ETO Ha IIOUMOT CIIOXKeH Opoj M Toa € MpUpOoJieH 6poj KOj MMa HajMalKy Tpu
NPUPOAHU AenuTesn. [la BuauMe Kako € 0jAeHO 0 OBOj MOUM.

Bo MHOXecTBOTO Ha IPUPOJHUTE OPOEBU IO pasriielyBaMe MpalameTo 3a 6pojoT Ha
NIENIUTENIUTE Ha JJaficH TpupojieH O6poj. 3abenexxyBame neKa 6pojor 1 mma camo efieH NpupojieH
nenuten, 6poesure 2, 3, 5, 7, ... ©UMaaT TOYHO fiBa MPUPOJHU AeauTeNu, a 6poeBute 4, 6, 8, 9,
10, 12, ... umaaT Tpu WM noBeKe npupopHu aenutenu. Cnopesn Toa, BO OJHOC Ha OPOjOT HA
NeNUTEeNUTE, 3aeJHNYKA KapaKTepucTuKa Ha Opoesute 4, 6, 8, 9, 10, 12, ... e "iuue umaaiv o6a-
pem iipu UpupooHu Oeauitieau" W OBaa KapaKTepHCTHKa I'M omndaka camo oBue OpoeBu, ma
3aTOa HUB MOXKEMe JIa TH onpaTuMe O efieH TEPMHUH, BO CIy4ajoB CO TEPMUHOT C.L0XMceH Opoj.

3Hauu, Houmoiti IPETCTaByBa MECIOBHO PENPOAYIAPAHE, T.€. MICIOBHA KOMHUja Ha J1a-
JIeHa KJ1aca O0jeKTHU U ce MCKaXyBa CO pEUeHHIIa KOja COIPKU OINpeNielieH 002080 3a Taa Kia-
ca o6jektu. Cekoj MaTEeMaTUIKK TOMM CE€ O3HAUYBa CO ilepMUH KOj OOMYHO CE COCTOU Of €fIeH
WM OJ HEKOJIKY 300pa, HO MOXe Aa Ouje mpeTcraBeH W co cuMmOon (3Hak). Bo HammoTt
npumep Knacata objektu e 4, 6, 8,9, 10, 12, ..., a TEpMHUHOT € ca0xeH Opoj.

Op nocera M3HECEHOTO MOKEME J1a 3aKJIyYNMe JIeKa CEKOj MaTeMaTUIKA TTOMM BO cebe
0o0eIMHyBa MHOXKECTBO O0jEKTH WIIHM peJlallii, KOe ro HapeKyBaMe 00em Ha Houmoill N Kapak-
TEPUCTUYHO CBOjCTBO KOE TO MMaaT caMO €JIEMEHTUTE Ha TOa MHOXKECTBO, a KO€ T'O HapeKy-
BaMe COOpHCUHA HA HOUMOITT.
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Taka, Ha mpuMep, 06eMOT Ha MOMMOT CJOXeH Opoj € MHoxkecTBoTO {4, 6, 8, 9, 10,
12,...} a HeroBaTa coAp>KNHa € MpeTCcTaBeHa CO CBOjCTBOTO: OpOj wiitio uma b6apem wipu ipu-
POOHU Oeauitienll.

JacHo, coppxuHaTa 1 00EMOT Ha IIOUMOT C€ 3a€MHO NoBp3aHu. FMIMeHO, cofpKuHaTa
CTPOTrO r'o oIpefeslyBa 00eMOT Ha HIOUMOT ¥ 0OpaTHO, 06EMOT BO LEJIOCT ja OIpEeIyBa COAp-
>KMHATa Ha MOMMOT. 3aBUCHOCTa Mel'y COfIp>KMHATa 1 00EMOT Ha TOMMOT BO M3BECHA CMHCIIA €
obpaTHOnponopruoHanHa. MIMeHo, ako coopicunaitia Ha eOen itoum ce 3602aitiu, TOraul Hezo-
suoill 06em ce HAMANY8A, A AKO 00eMOUU HA HOUMOIU C& 320.1eMU, TOTAIl HeZ08Ailld COOPHCUHA
Ke ce ocupomauiu.

Ipumep 1. Ja ja pasrnegaMe KjacaTa: "oiliceuKku KOU MUHYBAAT HU3 YEHILAPOUL HA
KPYICHULATUA U YUU KPAJHU WOYKU Aexcaid Ha KpyxcHuyaida". OYUriegqHo craHyBa 300p 3a
KJlacaTa qjaMeTpu Ha Kpy>KHUIIA.

AKO cofip>XUHaTa "MUHY6aal HU3 UEHIUAPOWL HA KPYICHULATUA U YUl KPAJHU WOYKU
Aexncail Ha KpyxcHuyaiia'"ce OCHPOMAIIN Ha: "4uu KpajHu Wo4KU AeNaii Ha KpyicHuuaa",
Toraul Ke ja gobueMe Kjacata: "oiiceuKu 4uu KpajHu o4Ku aexcaiti Ha KpyxcHuyaina". O4u-
IJIeJHO cTaHyBa 300p 3a KjacaTa TETUBU Ha KPY>KHHMIIA, KOja ja cOfpXKaT KjlacaTa AljaMeTpu
Ha KPY>KHHUILA.

3H3.‘{I/I, CO ocupOMaIllyBamkeE Ha COOAP2KHAHATA CE 3rojieMyBa 00EMOT Ha IOUMOT. ¢

IIpumep 2. [1a ja pasriaefame Kiacata: “iapanesozpam, waxkeu, willo 6o Koj b6uao oo
HUG, cuilie azau ce eOHaksu meéy cebe”. OUuriaegHo ce paboT 3a HOUMOT IPaBOAroJlHUK, T.€.
TOa € KjlacaTa IIpaBOaroHUIIN.

AKO cofip>KuHaTa “cuilie azau ce eOHaKsu medy cebe” ce 300raTh Ha: “cuilie CIIpaHU U
cuitie azau ce eOHaxkeu mezy cebe”, Toraml Ke ja joOuemMe Kiacata: “iapasenozpamu iaxeu,
WO 80 KOj OUAO0 00 HUB, Cuille CIpaHu U cuilie azau ce eOHaxeu mezy cebe”. QUUTIETHO ce
paboTu 3a MOMMOT KBaj[paT, T.e. TOA € KjacaTa KBaJIpaTH, KOja ce COAPKH BO KJjacaTa Tpa-

BOATOJTHUIIH.

3Hauu, co 300raTyBame Ha COfIpKUHATA CE CTECHYBa OOEMOT Ha MMOUMOT. ¢

IIpu oboiiwitiysarseitio Ha HEKOj IOUM, HErOBaTa COAPIKUHA CE CTECHYBa U 00EMOT ce
IpOIINPYBA, NOIEKa BO NMPOLECOT Ha cileyujarusayuja ce ciydyBa oOOpaTHOTO: COlpKUHATa Ce
IPOIIUPYBA, a 00EMOT Ce CTECHYBA.

Kaxko mro BuoBMe, 06eMOT Ha MOMMOT CIIOKEH OpOj ce COApKHU BO OOEMOT Ha MOH-
MOT NPUPOJiEH OpOj.

Hexka noumotr A mma o6em O(A), a noumor B uma o6em O(B). Ako O(A) c O(B), To-
rami3a A Ke BeJMMe JieKa e 81008 iloum Bo ofHOC Ha B, a B feka e po0oos iloum BO ofHOC Ha A .

IIpumep 3. Yeinupuazoanux € MHOTYArojHUK CO YETHUPH CTpaHd. [lapanenozpam e
YEeTUPHUATOJHUK Kaj KOj CHPOTUBHUTE CTPAHU, ABE IO JBE, CE MapaJIe/IHH.

CHOpCJI TOQ, HapaJiejiorpaM € BU]] Ha YETUPUATOJTHUK, a YETUPUATOJIHUK € BU]I Ha MHO-
ryarojJIHuk. 3Ha‘{I/I, MIOMMOT MHOTYaro/JIHuK € poJoB IMOUM BO OTHOC Ha MOUMOT HMapajejorpam,
HO MCTO TaKa U MOUMOT YE€TUPUATOJIHUK € POJOB IMOUM BO OJHOC Ha MOUMOT IlapajIeJIoTrpaM.

Jacno, 3a mapanesnorpaM NOMMOT YETUPHUATOIHUK € HAJOAUCKUOT POO. 4

Ha pa3srinegame yuire efieH npumep.
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Mpumep 4. [TujameTap Ha KPY>KHUIIA € TETUBA UYMW KPAjHU TOYUKU JIeKaT HA KPYXKHU-
naTa.

On MHOXKECTBOTO TETHBH Ha €JHa KPYKHHIIA HUE U3IBOMBME €THO MOJMHOXKECTBO CO
MOMOIII Ha CBOjCTBOTO “TETHBH IITO MUHYBaaT HU3 EHTApOT Ha Kpy>xkuuiara”. Co oBa CBOjCT-
BO HAIIOJHO Ce OMNpeJe/ICHN AnjaMeTpUTE Ha KPY>KHUIIATa, T.€. TOA € HUBHO KaApaKillepuciiuy-
HO céojciti6o. 3HaUM, CO HETO ce M3/IBOjyBa €leH BHUJ TETUBA, I1a 3aTOA OBa CBOjCTBO 'O Hape-
KyBaMe 68u0068a 00AuKa 32 TIOUMOT JidjaMeTap.

3AJAYUI 3A BEXBAIBE
1. Opnpenu ro 06eMOT U COffp>KMHATA Ha CIIEHABE TIONMH:
a) mapainesorpam, 6) pom6Gour,
B) poMO, T) Tparmes,
1) paMHOKpaK TPHaroJiHuK, ) cpefiHa JIMHMja Ha TPUATOIHUK
€) VHjeKTUBHO MPECIUKYBahE 1 3K) IPOCT 6pOj.

2. 3a cekoj off mOMMUTE Off IPETXOHATA 3a/jaua HaBe[ U IO HEFOBUOT HAjONMMU30K pof. 3a KOU Off Tue
NOVMU MOKEII fla yKaXelll Ha "pof" ITO He € "Hajonu3ok"? 3a cekoj off OBUE MOMMU HABE[U U MO
efieH Buf (aKo UMa).

3. Onmnpepgenu ru BUfOBUTE OJJIMKY HA TIOUMOT KBaApaT, aKO TOj CE CMETA 3a:

a) BHJ TTapaesiorpam; 6) BT pOMO; B) BHJ{ IIPAaBOATOJTHUK.

Peuenunara co koja ce OTKpHBa COfIpKMHATA Ha €[IeH MIOUM ja HapeKyBaMme OeguHuuuja
Ha T0j nouM. Co Jipyru 300poBH, cO epuHUIjaTa ce HaOpOjyBaaT CYIITUHCKUTE CBOjCTBA CO UKja
MIOMOIII C€ M3/IBOjyBaaT CHTe O0jeKTH ¥ CAMO THE KOUIIITO T'M IMAaT CIIOMEHATUTE CBOjCTBA.

Taka, co peuenunara: "Hujameitiap Ha KpyycHUYya e Wieiiuéa 4uu KpajHu io4Kuy je-
Heaill Ha KpyxcHuyaitia." ce nepruHrpa NouMoT aujamerap. Taa ce cocTon of:

- OegpuHupaH iioum, T.€. HOUMOT ILITO ce feprHUpa, a TOa € AUjameTap Ha KPY>KHUILA,

9 ¢

- sno0zuvka eépcka, (BO IPUMEPOT “e”, a MOXKe Jla Ousie W “To HapeKyBame”, “ce Hape-
KyBa”, “To BUKaMe” ¥ CI1.)
- Oegunupauxu iioum, T.e. pOJOBUOT IOUM CO BHUIOBUTE O[JIMKH, & TOA € TETHBA

IITO MAHYBA HU3 IIEHTAPOT HA KPY>KHUIATA.
Kako mrro Beke BujoBME, HOMMHUTE HAjYECTO ce HaofaaT BO POJOB-BUOB OJHOC. 3aToa
OegpuHuyujaitia ciloped HajobAUCKUOW POO U 6U008UIlie 00AUKU € Hajaobap U HajpacopocTpa-
HET HaulH Ha e(pMHUpamke Ha nonMu. MefyToa, nepuHUIMjaTa MOKE Ja ce Aajie U IPeKy poy
IITO HE € HajOIU30K 10 Te(PMHNPAHNOT OKUM, IIITO MOXKE J1a C€ BUAY OJ CICAHUOT MPUMED.

IIpumep S. [InjameTap Ha KPY>KHHIA € OTCEYKA KOja MIHYBa HU3 EHTAPOT Ha KPYXKHU-
1aTa U YUY KPajHU TOUYKHM JIEeKAT Ha KPY>KHUIATA. ¢

JacHo, BO TakBM ciyuyau MOTpeOHU ce MOBEKE BUAOBU NMpHU3HAIM, U] OpPOj MOXKeE Jia ce
HaMalli caMoO aKoO Cce M3Hajjie HajOIMCKUOT poj 3a Ae(puHIpamk-€ Ha HOB BUJI, @ TOA BO IaJIEHUOT
Cllyyaj € TeTHBa Ha KPY>KHUIIA.
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Ce nocraByBa Ipallambe KakoB Tpeba ja 6uae oqHOCOT Mely ne(UHUPaHUOT U edu-
HUpa4yKkuoT nouM. OAroBOpOT HA OBa Mpalllake € IeKa Tue Tpeda Ja ce eK6UBANeHIlIHU 1 BO
TOj cyd4aj BenuMme fieKa AeuHunmjata e nozuuku uzopxcara (iipasuana). 3atoa cexoja pede-
HUIIA KOjallITO NpeTCcTaByBa Ae(pUHNUIMja HA HEKO] IIOUM, MOpa Jia ce MoApa30upa BO cMHCIA
“axo u camo ako”, Iypu U TOTAIl KOra € UCKaXaHa caMo CO yCIOBOT “ako”. Taka, Ha npumep,
neduHUIMjaTa 3a cJI0XeH Opoj Tpeba Aa ce cdaTu BO ciegHaBa cMucna: "IIpupoonuoiu 6poj
N e CAONCeH aKo U camo aKko uma 6apem wipu upupooHu oeauitieau."

a) Ilpasuna 3a oepunupare. Ilpu nepuHUpamETO Ha TOUMHUTE Tpeba fAa ce 3amasy-
BaaT OCHOBHHUTE ITpaBuUiia 3a fiepuHupame. ViMeHo, necpununmjarta tpebda:

1.

0a 6ude uowuoana, jacna u 6e3 HeuowpeOHu Uooaioyu, T.c. na OUIEC JTOTHIKI
COBpIIIeHA, Oe3 1a BKIyuyyBa CBOjCTBA KOUIITO CE€ JIOTUYKH 3aBUCHU €IHO Off IPYrO
KaKo WITO € BO MpuMepoT: "HeiliupuazoaHukoil Kaj Koj cipoiiusHuile ciuparu
ilap io iap ce iapanseaHu U eOHAK6U ce suka ilapaseaozpam." Bo 0Boj nmpumep e
BKJIYYEHO CBOJCTBOTO "3a €OHAKB0CI HA CUPOIiU6HUIle cluparuy" KOe € IOCIeanLa
OJ] CBOjCTBOTO "ciipoitiusHuitie Citipanu iap io uap ce iaparearu’.

0a 6ude ycoznracena, T.e. 06eMOT Ha Te(PMHUPAHUOT MTOKM JIa C€ COBIIara co 00eMOT Ha
nepunupauknoT nouM. Ha mpumep, pedununmjata: " Yeitiupuazoanuxkoii xkaj koj
CUpoiuGHUItle Ciipanu Hap o uap ce uapaseaHu ce euka uapaneaozpam." e
ycornaceHa. JIoOKOJKy fieprHUIjaTa HE € YCOorylaceHa, TOralll MOKHU ce TPEIIKU BO
KOM 00eMOT Ha JIe(pUHUPAYKHUOT TIOUM € iouupox Off 00eMOT Ha MOMMOT IITO Ce Jie-
¢punmpa, Kako Ha npumep: "lujameitiap HaA KPYHCHULA e OWICeHKAa WO MUHY6A HU3
UeHILapoill Ha KpYxcHuyaita.", Wi iioitiecen, Kako Ha nipumep: "Pomb e iipasoazoaHux
co 0ee eOHakeu coceOnu ciupanu.". Taka, BO IPBUOT cllydaj 00eMOT ' orndaka cure
OTCEYKM KO MUHYBaaT HU3 IEHTAPOT Ha KPY>KHULATA, [1a TyKa crafaaT U OTCCYKUTE
YUK KPajHA TOUYKHU He JieXKaT Ha Kpy>KHUIaTa U THE, KaKo IITO 3HaeMe, He ce HEj3MHU
nujametpu. Bo BToproT ciydaj o6eMOT ru omngaka caMo KBaJpaTHUTe, T.. BaKBaTa
neduHUIMja Ha poMO HE € COTJIacHa co KytacaTa Ha poMOOBH.

0a He ce 81e2y8a 60 N0ZUYKU ODecmucnen Kpye, T.e. He cMee A nia ce nedunupa co B,
a moroa B pa ce geduHupa co A, KaKO IITO TOAa € HApaBEeHO BO CIETHHOB CIyYaj:
"EOeH azoa ce 8UKa ipas ako Hez2osuitie Kpayu ce 3aemMHo HopmaaHu', a motoa "3a Ose
iipasu Ke eeaume 0eKa ce 3aeMHO HOPMAAHU AKO ce ceuaill oo iupas azon".

60 Oehunuyujaiia He cmee 0a ce Jouywida waguioaozuja, T.e. 00jeKTOT Aa ce
necguHmpa cam co cebe nako ce UCKaxkyBa co Apyru 300poBH, OUEJKU BO TOj CIy4aj
HUIITO He ce e(prHupa, KaKO IITO € BO IPUMEPOT: "3a 06e ilpasu Ke eaume oexa
ce HOpMAAHU aKo Tue ce HOPMAAHU eOHa Ha opyaa."

0a He ouucyciugyea pooosuoiu (0epunupa4kuoiu) uoum, Kako 1mTo € BO CIy4ajoT:
"caoxcer 6poj e ona witio uma b6apem iwipu oeauitieau”.

0 MOKHOCT 0d He e HezaluueHa, Kako Ha mpumep: "Ako upupooHuoiti 6poj He e
iipociu, Wozaui Ke eaume oeka e caoxcen" wnn "Peaanuoii 6poj Kojuiitio He e
PayuoHaer, ce HapeKysa upayuonanen."

oa 6uoe "munumanna', T.e. KAPAKTEPUCTHUYHOTO CBOjCTBO IO CBOjaTa CTPYKTypa
Tpeba fa Oue MUHMUMAIIHO, Ha ipuMep: "lIpasoazoanuk e tiapaseaozpam co upas
azon." Jla 3abenexuMe fieka fepuHUNMjaTa € MUHUMAAHA AKO iad e 0a0eHa CO
ilomouwt Ha Hajbauckuoiti poo. IlpeTxogHaTa neduHUNMja € MUHUMAIIHA, IIITO HE €
cllyyaj co criefgHaBa Jie(pMHUIMja HA npaBoaroinHuk: "llpasoazoanuk e ueiniupu-
AZONHUK WO UMA UpA6 azoa U 084 apa uapanearu cipanu".
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8. Oa He e upoiuuepeyna, T.e. IpU Ae(PUHUPABHETO HA €ECH IIOUM HETOBHOT 00EM He
cMee Jla Ousie Mpa3HO MHOXKECTBO, KaKo IITO € BO CIy4ajoT Ha clefHaBa "fgeduHu-
uuja™ "3a lpupoonuoiu 6poj Ke seaume Oeka e eOHoOcCUlA6eH ako Opojoili Ha
Hezosuitle Oeauilieal e eOHaKo6 Ha Hyaa." JacHO, HE NMOCTOU MPUPOJEH OpPoj KOj
HeMa JIeNUTEeNH, Ta 3aToa OO0EeMOT Ha MNpeTxofHaTa "geduHuimja" e mpasHo
MHOXECTBO, IIITO 3Ha4H JIeKa BO CIy4ajoT HUIITO HEe cMe ie(puHUpaIe.

6) Ocnoenu u u3eéedenu uoumu. Bo noceramrHuTe pasriefyBama ce 3afp>KaBMe Ha
OCHOBHHTE MpaBujia 3a e(pUHUpaHE Ha MOUMUTE, KOe MOXe Jla Oujie MPaBUJIHO HAPpaBEeHO Ha
noBeke HauumHu. Co apyru 300poBH, mocTojaT mnoBekKe BUAoBU fAecdunuumu. [Ipem pma rum
pasriefame pas3IuyHUTE BUOBHU feUHUINN, K€ HapaBUMe Kiacuukalyja Ha mouMure. 3a
Taa 1eJ Ke ja pasriefame AeduHUIjaTa Ha TOUMOT KBaJ[paT:

"Keaopaiti e pom6 co tipas azoa'.

OBoj nouM e fepuHUpPaH CO POFOBUOT MOMM poMO M COOABETHATa OfyKKa (mpas aron). ITou-
MOT poMO MoOKeMe fia ro geduHIpaMe co NOMMOT HapajelorpaM U COOJBETHA OJJIMKa UTH.
IIpouecoT Ha u3rpapyBame Ha IOMMHUTE OBEAYBA O €JHA Off CIIEAHUBE IBE MOXKHOCTH:

1. wnm enen moum A cmee ja ce fedpuHupa co Apyr noum B 3a ume neduHupame e
BeKe ynorpeOeH mouMoT A, T.e. Ke JONyLITHME JOTUYKA OECMUCIEH KpPYr BO
necuHnMjaTa,
2. WM HEKOW Off mouMuTe Ke ru npudatume 6e3 fa ru aeuHupame.
Cexkako, BTOpaTa MOXHOCT € JIOTHYHA, [1a 3aToa Taa € IpudareHa ce co 1ell ja He ce
MOMYIITH JTIOTUYKH OECMUCIIEH KPYT.

IToumure mro He ru AepuHUpame, T.e. r'u npugakame 6e3 AeduHULTja, T HAPEKYyBa-
M€ OCHOBHU Houmu OUMIEJKU ce BO OCHOBATa Ha HayKaTa M He MOXaT jja ce u3pasaT Cco Apyru
MOMMH Of] Taa HayKa.

Epna MaremaTuuka JUCHUIUIMHA OOMYHO c€ rpajid Bp3 OCHOBA Ha HEKOJIKY OCHOBHHU
NOMMH U BpCcKUTe Mely HUB. Tue oBo3MoXyBaar jja ce fiepuHrpaaT CUTe APYTrU MOMMHU Off Taa
MUCLMIIIINHA, KOU TIOUMU ' HAPEKYBAME U36E0eHU.

Taka, OCHOBHM OMMH BO reOMeTpHjaTa ce: ilo4Ka, ipasa, pamHuHa u paciliojarue, a
CUTE APYrd TMOWMH C€ WM3BEAEHU. [Ipyrm OCHOBHM MAaTEMaTHUKM MOUMHU CE: MHONMCECUBO,
enemeHiti u 6poj, KoM ce cpekaBaaT KaKO OCHOBHM MOMMH BO CUTE MaTEMATHUKHU TUCHUATIIIUHY.

6) Buoosu na oedpunuyuu (3a onue wino caxkaaiu oa 3naai uogexe). Kako mro Beke peKkos-
Me, MaTeMaTHYKUTE TOMMHU MOXKe TIPABIITHO J1a ce fe(puHrpaaT Ha moBeKe HaumHu. Bo Taa cMuciia mma-
Me HeKOJIKY BUJI0BH Ha fechunmmun. Ke HaBeieMe HEKOH Off HUB.

1) Aecpunuyuja co uomow na najosuckuoui poo u 6udoea 0oauka. 3a OBOj HAUWH HA NehUHA-
pame Beke roBopenMe. Ke HaBefieMe HEKOJIKY MPUMEPH.

I[Ipumep 6. a) 3a npupogHUOT OpOj n Ke BelmMe [ieKa € MPOCT aKo UMa TOYHO JIBa MPUPOIHU
HEIUTEIN.

6) Tonka e MHOXECTBOTO Off CUTE€ TOYKM BO IMPOCTOPOT YMEIITO pacTojaHue A0 edHa (hUKCHA
TOouKa O e IOMaJlo WK €JHAKBO Ha JIafieH MO3UTHUBEH Opoj 7. ¢

Kako mro Beke pekoBMe, fehrHAIMjaTa cO OMOII Ha HajONUCKUOT PO M BUAOBA OAJIUKA € Haj-
pacmpocTpaHeTa BO MaTeMaTHKaTa, HO CeMaK ce KOPUCTAT W IPYTH BUIOBYU Ae(YMHUINN, KaKO IITO Ce:

2) I'eneiuuyxa oegpunuyuja. Toa e necuHUITa CO KOja Ce ONMMINYBA MPOLECOT HAa (hOPMUPAHE
Ha MIOMMOT IITO ce iepuHmpa.

IIpumep 7. a) Tonka e TeOMETPHUCKO TeNO, KOe ce JO0MBa CO poTanyja Ha KPyr OKOIy efieH
HETOB JiujamMeTap.
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0) Konyc e reoMeTpHcKo TeJI0, Koe ce A0o0HMBa CO poTalyja Ha IPABOATOJIEH TPUATOIHUK OKOILY
e/[Ha HeroBa KaTeTa. ¢

Kako mTo Moxkeme fja 3a6elieskuMe, OIMCOT Ha IPOLECOT Ha (hpopMupare Ha IOMMOT, ajieH BO
reHeTnIKaTa AepMHUNNja Ha TOINKA, IO 3aHEMapyBa HEj3MHOTO KapaKTEpPHCTHYHO CBOjCTBO, KOE jjoara
IO M3pa3 BO Jle(pMHUIKjaTa CO MOMOII Ha HajOJIMCKUOT POX M BUAIOBA OfyIMKa (MpuMep 6 a)), U € IIaBeH
HEJ0CTaTOK Ha FreHeTHYKaTa fAehrHAIHja

3) Pexypauena oepunuyuja. Toa e necpmHAIMja CO KOja ce 3a1aBaar:

i) TIOYETHM eJIEMEHTHU Off KjlacaTa 00jeKTH IITO ce feUHupaar,

i) TIpaBWJa 3a (popMHpame Ha HOBH 00jeKTH Off BeKe (hopMHUpaHHTE (TOa HAjUYeCTO ce PeKyp-

3WBHU BPCKH) U
ii) OrpaHUYyBame, T.€. JOTMIKO TOJIKYBame JleKa CO i) W ii) Ce UCIPIYBAaT CUTe OOjeKTH O

pasriefyBaHaTa Kiaca.

IIpumep 3a pekyp3uBHA AepUHUNYja € CACJHUOT HAUMH Ha Je(pMHUpamke Ha TaKaHapeueHaTa
duboHauneBa HU3a OpoeBH, KOja UMa NoceOHa yJIora BO TOJIKYBAaKETO Ha HA3a PUPOJHHU IIPOLIECH.

l) ay=day = 1 9

ii) JMaJieHo € NpaBWIO: d, =d, | +d, 5, n=234,..

iii) 4ieHOBU Ha PUOOHAUMEBAaTa HU3a CE€ CUTE OpOEBU JOOMEHHU CO i) U i) U HUKOU APYIH.

Jla 3a6enexunmMe feka coopef IpeTXofHaTa feduHuIM]ja, YeHoBUTe Ha PuOOHaUYMeBaTa HU3a
ce1,1,2,3,5,8, 13,21, 34,55, 89, 144, ....

4) dedpunuyuja uckaxcana co cumboauyxu jasux. OBoj BUA Ha HeVHANN]A YECTOMATH CE KO-
pHCTU BO MaTeMaTuKaTa. Taka, Ha IpUMep, Off OCHOBHOTO OOpa30BaHUE TH CE€ MO3HATHU CIEJHUBE Aeu-
HULAYM UCKaKaHU CO CUMOOIMYEH ja3UK:

0
-a =1La#0,
lal a, ako a=0
- a =
—a, ako a <0,
-a"=a-a-..-a,3a acR, neN wura.
——
n maT"

5) Ouuc na uoum. Yecronatu KOpUCTUME JOTUYKU PEUCHUNU, KOU HE ce Ae(UHULUN, HO ce
6nmcku 10 aeduHnnuuTe. IMeHo, BO HEKOM Cy4yau THE ja 3aMeHyBaat Ae(UHUNNjaTa WU ja HAIOMO-
HyBaaT. KoH omuc Ha MOMMOT HajuecTo ce MpuOerHyBa KOra HE € MOXHO Jia ce fjafie AeUHuLMja Ha
pasriaefyBaHUOT NOUM. TakoB € CIy4yajoT cO OCHOBHUTE MOMMU: TOYKA, IPaBa, pAMHUHA UTH., KOU Haj-
YEeCTO I' 00jacHyBaMe CO HEKOj MOJIeN, KaKO Ha IpUMep:

- iWlouKailia ce MpPeTCcTaByBa Co JOIMMUP HAa MOJMUBOT JI0 XapTHjaTa,
- iipasaitia ja 3aMUcIyBaMe Kako OeCKpaeH 3aTerHaT KOHell, UTH.

6) Hnoupexwina (axcuomaiicka) decpunuyuja. Toa e nepuHAIMja KOTa CBOjCTBATAa HA TOUMUTE
ce OTKpUBAAT MPEKY aKCMOMHU (TIOUETHM TBPJEkha). Taka, BO eJleMEHTapHATA TEOMETPHUja AKCHOMUTE TH
OTKPUBAAT CBOjCTBATA W BPCKUTE Mel'y OCHOBHUTE MOVMHE: TOYKA, TIPaBa, paMHUHA W PAacTOjaHue, 6e3 Ja
ce pecdunupaart. J[Ipyr mpuMep € BOBEAYBAETO HA MHOXKECTBOTO Ha MPUPOAHUTE OpoeBu N Koe ce

neduHnpa co ITeaHOBUTE aKCUOMHU.
ITeanoBu akcnomu. MHOXeCTBOTO N € HENPA3HO U BaXKU:

i) leN.

iij) 3a cekoj mpupoyieH 6pOj k TOCTOM E€JMHCTBEH MPUPOJIEH 6poj k* , KOj ro HapeKyBame
caedbenux Ha k .

iii) Axo k™ =n*, Toram k=n.

iv) 12k, 3acekoj keN.

v) Axo ScN,1eS mopn ke S cnegyBajeka k™ €S, toram S=N .
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3AJAYN 3A BEXKKBAILE

4. 3anum ja fecpuHUIMjaTa HA IOUMOT
a) cMMeTpasa Ha OTCeyKa; 6) TeXXWIITHA JIVHMA]ja.
IToToa, ofpenu ro 1e(PUHAPAYKHAOT TTIOUM.

5. Ycopum ja cnegHaBa gecdununmja: "Pom6 e napanenorpam Kaj KOj cuTe CTpaHu ce eJHaKBH. "

6. Japena e feununujara: "[lapanenorpaM e YeTUPUATOIHUK Kaj KOj CIIPOTUBHUTE CTPaHU Map MO
nap ce napajellHd 1 e[HaKBU". AHAJIU3UPAj ja U HAjAU MUHUMAIHA Jie(PUHUIH]A.

7. Wckaxu ja nedpuHIFjaTa HA IOUMOT Tparne3. [lanu cnopef Hea, napajieiorpaMuTe ce Tpamne3u?

8. TpruyBajku op AepuHUIMjaTa HA MOMMOT OTCEYKa, HABEJU T'M MOCIEOBATEIHO AC(UHULUUTE Ha
AeUHIpAauKUTE NOUMH c€ JOfieKa He JI0jAelll JO HEKOU IPBUYHY OUMH.

9. JIBa mpoctu Opoja p U g ce BUKaaT O.ausHayu, ako | p—q|=2 . TakBu ce Ha npumep, 11 u 13,17 u 19
utH. Ilo ananoruja gecunupame: "Tpu mpoctu Opoja p,q W r T HapeKyBaMe TpHU3HAIX aKo

|p—q|=g—r|=2". Janu oBaa necprHULMja € TPOTUBPEYHA?

Bo martemaTmkaTa, Ha CEKOj YEeKOp CpeKaBaMe PEUeHWIM CO KOW CE MCKaXKyBa HEKOE
CBOjCTBO WJTM BpPCKa HAa MaTEeMAaTHUKH MOMMHU. BakBuTe pedeHnIy ru HapeKyBaMe TBpjera. [1om-
PELM3HO, TIO]] ill6pOerbe IoApa3oupame JIornika (hopmMa Ha MICIICHE, CO KOja ce TOTBpPAyBaaT UiH
ce OfpeKyBaaT HEKOU CBOjCTBa Ha JjaJieH! 00jeKTH, [0jaBH, MPOIIECH, MJIX Ha HEKOU pestalui Mefy
HUB. TBpAemaTa BO KOU ce cpeKaBaaT CBOjCTBa M pellaljii Ha MaTeMaTUIKK O0jeKTH ' HapeKyBa-
ME MAttemMatiuiKu iepoersa. Ke nageme HEKOJIKY IpUMEPU Ha MaTEMaTUUIKH TBP/ICH:A.

IIpumep 8. a) Enen 6poj e fenus co 3 ako 30UpOT Ha HETOBUTE LU(pHU € JeuB co 3.
0) JujaroHanuTe Ha IMapaneJorpaMoT 3a€MHO e IIPENoIOByBaar.

B) 30MpPOT Ha BHATPEIIHATE arjii BO TPHATOJHUKOT € €JHAKOB Ha 180°.
r) [lujaronanuTe Ha poMOOT Ce 3a€MHO HOPMaJlHU.
) AKo pla,Toram p|ab,3acekoj beZ.

f) AKo efieH Opoj e IeJuB co 5, Toraiil HeroBaTa nocjiegHa nudpa mopa gae 0. ¢

Kako mto Mmoxkeme f1a 3a0esieskume, CeKoe TBPJICHE Ce COCTOU Off TPH IIaBHU eJIeMEH-
TH, U TOA:

a) JIOTWMYKY HoOmeiti (Wi cyOjexitl) Ha Mucnata (S ) - Toa € OHOj TOMM WU O0jeKT 3a
KOj Ce MCKa3KyBa HEIlITO BO TBPACHETO,

6) JTOTWYKMY ipupok (Wnu upeoukaii) Ha muciaTta (P ) - Toa IMITO ce UCKaXKyBa,

B) JIOTHYKHU C8p3HUK (€, IMa UTH.).

IIpumep 9. a) [1a ro pasriuegame TBpAeHETO: "3a cexoj ipupodern 6poj n, 2" > n2."

Bo oBa TBpjeme cyOjexT e "Opojor 2" ", mpeaukaT € "moroieMm oj 6pojoT n’", a

CBp3HUK € "e".
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6) Bo TBpriemeTO off mpuMepoT 8 ) cyOjeKT e "AujaroHauTe Ha poMOOT", MpeuKaT e
"3aeMHO HOpMAaJIHA ', a CBP3HUK € "ce".
B) Bo TBpemeTo o mpuMepoT 8 B) cy0jeKT e "30MpOoT Ha BHATPELIHUTE ariay BO TpHa-

on

TOJIHUKOT", IpeguKar e "moronem of 180" ", a cBp3HUK € "e". ¢

Bo goceramnuoT fen ce 3ano3HaBMe cO NOMMOT MaTEMaTUIKO TBPCHE U CO HEroBaTa
noruuka crpykrypa. llIto ce ognecyBa 1o nogendbaTa Ha MaTEMaTUUKUATE TBPJEHA, Taa MOXe
lla ce HampaBM cropefi nmoBeKe kpuTepuymu. EfeH of KpuTepuyMuTe 3a mojeiadba Ha Ma-
TEeMAaTUUKUTE TBPJCHA € Al €IHO TBPAEHE BaXKH 3a cuTe OO0jeKTH Off JlajieHa Kiaca Wiu
caMo 3a HEKOU Off HUB, U CIIOPEJl OBOj KPUTEPUYM PA3NUKYyBAME OUUUINO U 0EAYMHO HiBPOetbe.
AKo, mak, Ha 00jeKTUTEe Of lafieHa Kjlaca UM ce NPUIMHUIIYBa, OMHOCHO OJ[pEeKyBa HEKOE CBOjCT-
BO, TOTalll UMaMe HOi8POHO, OTHOCHO 00peyHO itispOere. KoMOUHMpajKul r'u OBUE JIBE TIOfIEN-
OM Ha TBpJEwAaTa, T fOOMBaMe CIEIHUBE BUJOBU TBPACHA:

1) Ouwiuo uowepono wepoemwe, Koe ce NCKaXKyBa BO OOJUKOT: "3a Koj 6uao objexiu
X, Ko X 20 uma ceojcigoitio S, imozaut x 20 uma u ceojciieoitio P". CUMOOIMYKYU OBOj BUJ
Ha TBPJEHE ce 3aluIyBa CO:
(Vx)(S(x) = P(x)).

IIpumep 10. a) Bo cexoj napanenorpaM CIpOTUBHUTE aryli C€ €HAKBHU.
0) Bo cekoj paMHOKpak Tparnes JujaroHalnTe ce eJHaAKBU.
B) Cekoj npupopen 6poj norosieM of 1 € Uil NpoCT WK CIOXKEH. ¢

2) [eaymno uoiuspono wepoere, Koe ce NCKaxkyBa BO OONMKOT: "flocitiou 0Ojexiti X,
Kojuitio 20 uma ceéojciigoitio S, a 2o uma u ceojciieoitio P". CUMOOTUYKY OBO]j BUJ] TBPACHE
ce 3ammiiyBa co:

(F)(S(x) A P(x)) -

Ipumep 11. a) Hexou npaBoarogHNIM nMaaT 3a€MHO HOPMAaJIHU IWjarOHau.

0) Hekou TpuaronHuny umaa iBa €IHaKBH ariu.

B) Bo Hekou TpuaroaHuIM BUCHHATA M TEKUIIHATA JIMHU]jA MOBJICYEHU Of] €[IHO TeME
ce coBmaraart. ¢

3) Ouwiuo oopeuno uepoerwe, Koe ce NCKaKyBa BO OOJHMKOT: "HueoeH oOjexill x,
Kojuitio 20 uma ceojciugoitio S, 20 Hema ceojcitioitio P ". CUMOOIUYKY OBOj BUJI TBPAECH-E ce
3amluIIyBa co:

(Vx)(S(x) = P(x)).

Ipumep 12. a) Huenen npupopeH 6poj He € UCTOBPEMEHO U MPOCT U CIOXKEH OPOj.
0) HueneH TpuaroiHuk He € KICTOBPEMEHO M TPABOATOJICH U TallOaroyicH.

4) /Teaymno oopeuno mepoemwe, Koe ce NCKaxyBa BO OONHMKOT: "Hlociiou x, KOjulitio
20 uma ceojcitisoitio S, a 20 Hema ceojciigoitio P". CUMOOIMYKHA OBOj BHJ TBPACHE ce
3amluIIyBa co:

Fx)(S(x) A P(x)).

IIpumep 13. a) Hekou Tpane3u HeMaaT efHAKBU JUjarOHAJIN.
0) Hekou TpuarosHuny Hemaat €lHaKBU CTPAHMU.
B) Hekou npupopHu OpoeBu HeMaaT MOBEKE Off iBa IPUPOJHU JCTIUTEIIN. ¢
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3AJAYN 3A BEXKXBAILE

10. Omnpepenu rv cy6jeKTOT U MPEAUKATOT 3a TBpAeHata of npumepot 10.
11. Onpenenu ru cy6jeKTOT U NPEUKATOT 32 TBPAeHaTa of mpuMepoT 12.
12. 3ammmm ru cuM6ommuky TBpAewkaTa off 10 B), 12 a) m 13 B).

13. HaBenu o aBa nmpuMepa 3a cekoj BUj] TBpAewa 1) - 4).

Teopemn. Kako mto 3Haeme, TBpAewara 1oy a), 6), B), T) U 7)) O NPUMEPOT 8§ ce
BUCTUHUTH, T.€. TOUHH, a TBPACHETO O] [') He € BUCTHHUTO. JacHO, KaKO U CeKOe TBpACHE,
Taka ¥ MaTEeMaTHYKUTE TBpACHAa ce KapaKTepu3upaaT CO HUBHATA BUCTHHHUTOCT. BucTuHH-
THUTE TBPAEHA ce Off TIOCeOHO 3HAUEHEe BO MaTeMaTuKaTa. 3aToa, 3a CEKOe MaTeMaTHIKO TBp-
Iele ce IOCTaByBa 3ajlayaTa ja Ce YCTAaHOBH HeroBaTa BHCTHHHTOCT. Cropej Hau4MHOT Ha
YTBpAyBakkhe Ha BUCTHHUTOCTA HA MATEMAaTHIKUTE TBPJICHa, TUE CE MOMICIICHN BO IBE IPYIIH, U
TOA: AKCUOMU T [TleOPeMU.

Medunnunuja 1. MaTreMaTHIKOTO TBPJICHE IIITO € BUCTUHUTO, 8 HETOBAaTa BUCTUHUTOCT
€ KOHCTaTHpaHa Co JI0Ka3, T.€. TOA € JIOTMUYKa MOCJeuIa Off APYTU TOYHU TBPJICHA IO HAPEKY-
BaMe ilieopema N U38e0eHO poerbe.

IIpen na npeMuHeMe Ha pasrieflyBambe Ha CTPYKTypaTa Ha TEOPEMUTE, Aa 3a0elieKume
fieka 0apameTo 3a MUHMMAJIHOCT Ha fe(UHUIMjaTa € MPUYMHA 32 IojaBaTa Ha TEOPEMUTE.
NmeHo, co 3ama3yBameTo Ha OBa Oapame, 3a [la ce YTBpAaT APYTUTE CBOjCTBAa HA OUMUTE, KOU
I'l HeMa BO Jie(prHUIMjaTa, ce M0jaBUIe TEOPEMUTE.

Ha ja pasrienamMme ciejHaTta TeopemMa 3a napajaejaorpaMor.

IIpumep 14. AKO eieH YeTUPUATOJIHUK € MapajiejorpaM, Torall HeTOBUTE JUjarOHANIN
ce IPENoNoByBaar. ¢

Bo oBaa Teopema ce pasriefyBa, IpBO, MATEMAaTHUYKHUOT OOJEKT YETUPHATOJHUK MPH
YCIOBOT: "itio] uellupuazoanuk oa e iapaseaozpam', a moToa 3a TAKBUOT YETUPATOTHUK Ce
TBPAY fieKa: "Hezosuilie Oujazonaau ce iipeioaosysaain”". Co ipyru 300poBH, O] IPETIOCTaB-
KaTa (yCcIOBOT) JieKa YETUPUATOTHUKOT € TMapaliesIorpaM ce 3aKJydyBa JeKa HETOBUTE JIjaro-
HaJlU ce MPEenooByBaar.

Kaxko u Bo IpeTXoHIOT IpuUMep, BO CEKOja TeopeMa Mopa Jja € JaCHO UCKaXKaHOo:

- IOJ1 KOM YCJIOBU C€ pa3riieflyBa HEKOj MaTEMaTHUKH 00jeKT 1

- ITO Ce TBPJIU 3a TOj 00jeKT, T.€. KOe HETOBO CBOjCTBO CIIeyBa.
YcnoBute mop KoM ce pasrieayBa MaTEMaTHUYKUOT OOjeKT TM HapeKyBaMe ipeitlilociliasku, a
CBOJCTBOTO KO€ CJI€[IyBa 3a TOj O0JEKT IO HapeKyBaMe 3aKAYUYOK HA Wieopemaiiia.

IIpumep 15. Bo reopemara

"AKO0 uelUupUaZoAHUKOUW € PAMHOKPAK TUpaiies, iozaul HeZosuilie OUjaZoHAAU
ce eoHaksu. "
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MpEeTNocTaBKaTa € "4eTUPUaroJIHMKOT € PaMHOKPaK Tpamne3', a 3aKJIy4OKOT € "[AujaroHanuTe
My CE€ €lHaKBHU". ¢

Akcmomu. Kako mro PEKOBME, TECOPEMA € MATEMATUYIKO TBPACHEC ‘II/Ija BHUCTHUHHUTOCT €
KOHCTaTUpaHa CO 0Ka3s. HOK&)KYBaHaeTO Ha BUCTHUHHUTOCTA Ha TE€OpeMaTa € HallpaBEHO CO I10-
MOII Ha ApPYTr'd TBpACHA ‘{I/Ija BUCTUHUTOCT NPETXOAHO € KOHCTaTHUpaHa. Kako n Kaj MaTremMa-
THYKHUTEC MIOMMHU, U OBJIC HOCTOjaT IBE€ MO2KHOCTH:

- WM Ke HaBlIe3eMe BO OECMUCTIEH JIOTUUKA Kpyr;
- WJIN HEKOU TBPJCHAa Ke ru HpI/ICpaTI/IMC 3a TOYHHU, oe3 a ' JOKaxKyBaMe.

JacHo, o moruuka riefHa Touyka, BTOpaTa ajllTepHATHBa € MonpudaTinBa, a 3aToa HEKOU
TBpAieHa ru npugakame 3a TOUHH O€3 1a ' JOKaXKyBaMe.

Hedununuja 2. MaTeMaTUYKOTO TBpAEeHE Koe 6e3 1oka3 ro npugakame 3a TOYHO IO
HapeKyBaMe aKCcuUoMa WA OCHOBHO UBPOerbe.

AxcuoMure ce TBpJA€HAa KOU JICKAT BO OCHOBATa HA MaTEMaTUKaTa, KOja BO pa3jnIHn
CBOM TUCHUILJIMHU KOPUCTHU PAa3JIMYHU CUCTEMU HA aKCUOMMU. HpI/ITOH. 3a €[I€H CUCTEM Ha aKCHO-
MU Ke cMeTaMe J€Ka € J106p0 OCMHUCIICH aKO TOj c:

1) neupoiuuepeuen, mTO 3HauM feka MefyceGHO He cMeaT fla CH NMPOTHBpeYaT KaKo
AKCHOMUTE, TaKa U CUTE TBPAIeHha KOU ce JOKAaXKyBaaT CO HUBHA ITOMOIIL.

2) Komiulaewen, ITO 3HAUN JieKa IPU HEroBa peanu3anyja ceKoramr ce jobusa "ucra"
MaTeMaTHu4Ka CTPYKTypa u

3) Hé3a6uUcCeH, 1IITO 3Ha4YM ACKa HUCOHA O aKCMOMHUTEC HC CMEC Ja MOXKE JJa CC JOKaX>eE
CO nmoMoII Ha OCTaHATHUTEC aKCHMOMH, IITO CaMO IIO cebe 3Haun CBElyBalhb€¢ Ha MUHUMYM Ha
6pOjOT Ha aKCMOMUTE, a CO CaMOTO TOa U YIPOCTYBAKC HAa CUCTEMOT Ha daKCUOMMU.

Ycaoena u kaiuezopuuna popma. Kako mro Mmoxkeme fa 3a0eexknme, TEOPEMHTE O]
npuMmepute 14 un 15 ce uckaxkaHu co KOpUCTewme Ha (popmynanujara "Axo ..., wozaut ...". Bo
OBOj Cllydaj BeJMME JleKa TeopemaTa € HCKaxkaHa BO yci106Ha ¢hopma, T.e. BO (popma Ha
UMIUTUKAIY]a:

pP=4q,
U NPUTOA JaCHO ce pa3rpaHUyyBa YCIOBOT Off 3aKJYy4OKOT, T.€. Kaj oBaa (popmynanuja gejaoT
OJ] pEeUYEHHUIIATA p € YCIIOB, a IEJIOT Of] PeUEHUIlaTa ¢ € 3aKJy4yoK Ha Teopemara.
Teopemute on npumepure 14 u 15 MoKat fa ce Uckaxkat U Ha CIIEJHUOB HAUKH:

IIpumep 16. a) [Tujaronanure Kaj napajgenorpaMoT ce IpenoIoByBaar.
0) [TujaroHanuTe Kaj paMHOKPAKUOT Tpare3 ce €HAKBU.

3alenexyBame ieKa BO OBO] Clly4yaj HCTUTE TEOPEMU Ce UCKAXKaHU CO "KaTeropuyHu"
pedennnu. Ilpy BakBOTO MCKaxXyBame HAa TEOPEMUTE BENHMME, IcKa TUE Ce NaJeHU BO Kaille-
2opuuna ¢oopma. Ke HaBeieMe yIIITe HEKOJIKY TEOPEMH UCKaKaHU BO KaTeropuyHa ¢opma.

IIpumep 17. a) [Injaronanute Kaj poMOOT Ce 3a€MHO HOPMaJIHU.

6) 36MpOT Ha BHATPEIIHUATE arjiy BO TPUATOJIHUKOT € eJHAaKOB Ha 180°.
B) CIpOTHUBHUTE arjiy Kaj TETUBEH YETUPUATOITHUK CE CYIUIEMEHTHHU.
r) 36MpOBUTE HA CIPOTUBHUTE CTPAHM Kaj TAHTEHTEH YETUPUATOJHUK CE E[THAKBH.
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3abenexxyBame fieka KaTeropuyHaTta popMa 3a UCKasKyBarmhe Ha TEOPEMUTE ce OIJIMKYBa
CO KpaTKOCT BO (hopMyraimjaTa, a 3aToa oBaa ¢opMyJaiyja 4YecTonaTu ce npuMeHysa. Merfy-
TOa, OBaa (popMa MMa M €fieH He TaKa MaJl HeIOCTaTOK, a TOA € IITO YCIOBOT U 3aKJIYYOKOT He ce
eKCIUTMIUTHO OfjIeJIeHu. 3aToa, BO CJydyaj Kora efHa TeopeMma € MCKa’kaHa BO KaTeropuyHa
(hopma mozkesTHO e McTaTa Aa ja MCKaxkelll BO YCIOBHA (hopMa, a TOToa fia ja HTOKaXKell OTHOCHO
Kopuctuil. O6uau ce TeopeMuTe off puMepoT 17 aa I KCKaXelll BO yCIoBHA (popma.

3AJAYN 3A BEXKBAILE

14. [Janu e TeopeMa CI€THOBO TBPACH:E:
a) Bo cekoj mpaBoaroiHuK ujaroHanuTe ce 3aeMHO HOPMAaJTHH.
6) Bo cekoj napanenorpam aramre OITO JieXXaT Ha MCTa CTpaHa ce CyIUIEMEHTHH.

15. Omnpepeny r'a NPETIIOCTABKATE U 3aKIYYOKOT HA TeopeMaTa:
a) Ako efieH 6poj e IeTnB co 2 ¥ o 5, Torami Toj e aeius co 10.
6) ATJU cO HOPMAJTHA Kpally Ce THAKBY WU CYyIUIEMEHTHH.

16. Omnpeqeny 'y yCIOBOT U 3aKJIYIOKOT Ha CIEJHABA TeopeMa:
a) Llen 6poj umjamro mociegHa mudpa e 0, e menus co 5.
6) EnqHakBuTE TETUBY BO €JHA KPYKHUIIA CE HA MCTO pacTojaHre Of EHTapOT Ha KPY>KHUIATA.
B) [lmjaroHannre Ha KBaIpaToOT ce eHAKBU Mefy cebe.

17. Ompepenu ja hopMaTa BO KOja € UCKasKaHa TeopeMara, a oToa UCKaxH ja BO Apyrara gopma.
a) AKO /IBa arJii ce HalopeiH!, TOTall THE Ce CYIUIEMEHTHHU.
6) Arum co 3aeMHO TTapalielTHy Kpaly ce e{HAKBY WIN CYINIEMEHTHH.
B) Han3mennunuTe arnm Ha TpaHcdep3aiaTa Ha iBe NapajelHy IPaBy Ce eHAKBH.
r) AKO efieH 6poj e JIeNuB co 6, ToTalll TOj € JIENHB co 2 1 co 3.
1) Bo paMHOKpaK TpuaroiHuK, BUCHHATA W TEKUIITHATA JIMHAja TOBIIEYESHN Off BPBOT CE COBIaraar.

18. M36epu effHa TeopeMa 1 UCKaXKH ja BO YCJIOBHA (popMa, a HOTOA BO KaTeropuuHa (hopma.

a) Tupexiuna u obpaiuna weopema. Kako mro BeKe peKOBMe Kaj TEOpEeMHTE Mery yc-
J0BOT (TpeTnocTaBkaTa) p W 3aKIYYOKOT ¢ TOCTOW NMPUUYMHCKO-TIOCIEIMYHA BPCKa KOja BO

yCJIOBHa (bopMa CE€ UCKaXyBa Co I/IMIUII/IKaIII/IjaTa p=q. Jloruyno e fa ce 3anpalraMe ITo ce

CIlydyBa ako MpPETIOCTaBKaTa M 3aKJIy4OKOT CH T'M 3aMeHaT MecraTa. Bo oBaa cmucia ja uma-
Me crefiHaTa ie(puHuLyja.

Hedunumuja 3. AKO p = ¢ e Teopema, Torail UMIUIMKalKjaTa ¢ = p ja HapeKyBame
obpaitiHo iepOere Ha TeOpeMaTa p = ¢, Koja yIITe ja HapeKyBaMe U JUPEKTHO TBPJACHE.

IIpumep 18. a) 3a Teopemara

"AKO 4eliupuazoaHuKoil e pomo, mozaut HezZosuille OUjazoHalU
ce 3aeMHO HOPMAAHUL. ",

06paTHOTO TBpACH:E I1aCu:
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"AKo oujazZonaruitie Ha YEUUPUAZOAHUKOUL Ce 3AeMHO HOPMAAHU,
wozaut iwoj e pomo. "
0) 3a Teopemara:
"lujazoHaauitie 80 liapanenozpamoil ce iipeiionogysaaiil. "
00paTHOTO TBPAICH-E IIaCH:
"YeitiupuazoaHuKkoil 80 Koj oujazonaauitie ce ipeiloaos8ysaait
e iapaneaozpam.”, ¢

Bupejku xaj aenTOUOT AUjarOHANUTE Ce 3a€MHO HOPMAJHU U AEJITOUAOT HE € POMO,
3aKkiydyBaMe jAeKa OOpaTHOTO TBpAeHe Ha TeopemaTa BO HpHMepoT 18 a) He € TOYHO.
MefyToa, 0OpaTHOTO TBpel€ Ha TeopeMaTa BO mpuMmepoT 18 6) e TOUHO TBpAeHe, T.€. BO
0BOj ClIy4aj 0OpaTHOTO TBPAIEHkE € HOBTOPHO TeopeMa. Taka, ja umame ciaeiHaTa Ae(PUHULN]A.

Hedununuja 4. Ako 0OpaTHOTO TBPJEHE Ha €[lHA TeOpeMa € TOYHO, TOraul Toa ro
HapeKyBaMe obpailiHa itieopema.

MaremaTukaTta Kako HayKa TEXXHEE 3allMCUTE [Ja €€ KOJIKY IITO € MOXKHO ITO€IHOC-
TaBHU U MMOKPATKMU. TOKMy 3aToa, ako O6paTHOTO TBpAEKHE€ ¢ = p Ha Te€opeMaTa p — g UCTO
TaKa € Te€opEMa, Torau ABETE TEOpEMU Haj‘{CCTO, CO ImoMoII Ha CKBI/IBa.HeHL[I/Ija p<=q Ccc
3anuuryBaaT KakKo €/1Ha. Ke pa3rijieiaMe HEKOJIKY IIPpUMEpPH.

ITpumep 19. a) Teopemute Bo nmpuMepoT 18 6) MoKeMe fja T'H HCKa’KeMe Ha CIeJHUOT
HA4uH:

"YeitiupuazoaHUKOU e Uapaneaozpam ako U camo aKko Hezosuilie
oujazonaau ce ipeiioaosysaaiu "

0) Teopemara:

"AKko 6pojoiti n e 0eaus co 3, Wlozaul 36UPOili HA He2Zo8UIle
yugpu e oeaus co 3."

U Hej3MHaTa oOpaTHa TeopeMa:

"Ako 36upoin Ha yugpuitie Ha 6pPOjoiti n e deaus co 3, wozaul

imoj e 0eaus co 3."

3ae/IHO T'Ml UCKa>KyBaMe Ha CIIeJHUOB HAUMH:
"Bpojoiu n e 0eaus co 3 ako u camo ako 36upoill Ha HezZosuilie
yugpu e oeaus co 3."

0) Ilowpeben u dosonen ycnos. Kaxo mro BeKe peKOBMe, CeKOja TeopeMa MOXKe Aa
ce MCKaxe BO ycloOBHa ¢opma, T.e. BO (popMa Ha MMIUIMKANMja p => ¢. JacHO mpu mcKa-

XKYBAaHETO Ha TEOPEMUTE BO q)opMa Ha I/IMIUII/IKaL[I/Ija, ucKkasuTe p U g €€ BO IPUIYUHCKO-
nocinequidHa BpckKa, T.€. TUE CE Mefy cebe COJIP>KNHCKM IMOBP3aHU. Baksute MMINUIUKalOu '
HapE€KyBaM€ yC106HU UCKA3U.

Cnopep Toa, cekoja MaTeMaTHyKa TeOpeMa, CIopej CBojaTa JIOTMYKa CTPYKTypa €
yCIIOBEH UCKa3:
"Ako p, wozaut q."(p = q),
YHYjallTO BUCTUHUTOCT € OKakaHa 3a MHOXKECTBOTO O0jeKTH 3a Kou € (popMyJMpaHa Teope-
Mara.
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AKO MMaMe MPOMEHJINBA X, TOTAll YCIOBOT p U 3aKJIYYOKOT g HA TeopemaTa p = ¢
ce MpeAuKaTH KOW T'M O3HadyBaMe cO p(x) M ¢(X), COOIBETHO, M NpUTOA UMILIMKAIMjaTa
p(x) = g(x) e BUCTUHHTA 3a CEKOja BPEHOCT Ha NPOMEHJINBATA X, IITO 3HA4M JieKa 3a CeKoj
X € TOYeH HMCcKa3oT p(x)=>q(x). [Ipuroa Beamme Aeka MUCKa30T ¢(x) JOTMYKHU CIEAyBa Of
UCKa30T p(x), OHOCHO JleKa 3aKJIYy4OKOT ¢ Ha Teopemara p => ¢ € 102UHKO CAeOCi80 Of
YCIOBOT p , IITO 3HAUU JieKa KOra € BUCTUHUTO p , 33a0JI>)KUTEIIHO € BUCTUHUTO ¢ . Toa 3Haun
JleKa 3aKIy4OKOT Ha TeopeMaTa ¢ € HeoilxoOHO caedcitiso (floiipeben yca06) Ha yCIOBOT p , a
YCIIOBOT p HA UCTaTa TeopeMa € 0060.4HA OCHO8a (00604€eH YCA08) 3a HEJ3UHUOT 3aKIYIOK ¢ .

ITorope cnomeHaTuTe TEpMHHU MOTPEeOEH YCIOB U AOBOJIEH YCIOB MMaaT MOCEOHO
3HaYeH€ BO MaTeMaTUKaTa, TOKMY MTOpajii HUBHATa T€CHA BPCKa CO MOMMOT Teopema. MIMeHo,

CCKOja TE€OpEMa MOXKE J1a CE€ UCKaXeE CO MOMOIII Ha OBUE JIBa TCPMUHHU, I1a 3aTOA HAa HUB NOJC-
TaJHO K€ ce OCBpHEME.

Ioiupeben ycaos Ha HEKOE TBPLIEHE € TAKOB YCIOB 0€3 Uhe UCIOJIHYBalkEe TBPACHETO
He MOXe fia Oujie TouHo. [la pa3riegamMe efieH npumep.

Ipumep 20. [1a ja pa3riiegame Teopemara:

" AKO HeitlupuazZoAHUKOU e pomoO, ozZaul HezZo8uilie OUjaZ0HAAU
ce 3aeMHO HOPpMAAHUL."
3aKkIy4doKOT "OujazoHaauitie Ha 4eUUPUAZOAHUKOUL ce 3AeMHO HOPMAAHU" € TIOTPEOEH yCI0B
3a TBPAECHETO "Hellupuazoanuxoili e pom6", OuaejKu 3a YeTUPUArOJHUK Kaj KOj ArjaroHann-
T€ HE Ce 3a€MHO HOPMAJHH, TBPACHETO "4eiliupuazoiHukoili e pomb" cOo CATYpPHOCT HE €
TOYHO, KaKO Ha MpUMeP Kaj pAMHOKPAKHUOT Tpanes.
OBaa Teopema co NOMOII Ha TEPMUHOT MOTPEOEH YCIOB MOKE Jla ce UCKaXe Ha Clef-
HUOB HAUYWH:
"Ioitipeben ycaos 3a e0er HellupuazoaHuk 0a ouoe pomo e
Hezosuille OUjaZOHAAU 04 Ce 3AeMHO HOPMAAHUL. " &
Op npyra crpaHa, NOTpeOHUOT yCJIOB HA €JHa TeopeMa MoxXke Ja Oujie UCIOJIHET 3a He-
KOja Kjlaca Ha MaTeMaTU4YKH O0OjeKTH, HO HEe Mopa ja Ouje mociefuia Ha MpeTnocTaBKaTa.
[TocnepnoBO Ke ro mwiycrpupame Ha CISAHUOT IPUMED.

IIpumep 21. Bo Teopemara

"AKo YellupuazoAHUKOW e UpasoazoaHUK, ilozaul Hezosuilie
oujazoHaau ce eOHaKsu mety cebe. ",

NOTpPeOEH YCIIOB € TBPACHETO "YeiliupuazoaHuKoill uma eOHaksu oujazonaau . Mefyroa oBoj
YCIIOB IO 3aI0BOJIyBa U CEKOj PpaMHOKpAaK Tparnes, a Kako IITO 3HaeMe paMHOKPaKUOT Tpares
He e Tapajenorpam, IITO 3Hayd JieKa BO CIy4ajoT Ha PaMHOKPAKMOT Tpame3 MOTPEeOHUOT
YCIIOB HE € MOCNEeANIa Off IPETIOCTaBKaTa. ¢

Op mocera U3HECEHOTO ClefyBa, IeKa ako TeopeMaTa € UCKaXKaHa BO YCJIOBHA ¢opMa
p = q,HaMmecTo "Ako p, iwozaui g ", BO TEPMHUHOT NOTPEOEH YCIOB Taa MOXKE Jia CE MCKaXe
Ha eJIeH Of] CIe[IHUBE HAUNHU:

a) "ITorpebeH ycnoB 3a p € g " unun

6) "g emnorpebeH ycnoB3a p ",
LITO 3HAYM fIeKa BO ceKoja Teopema ilocaeouyailia e ioitipeber ycaos 3a upeiiiio citiaskailia.
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,HOBO./lEH ycao6 3a €JHO TBPACHE € TAaKOB YCIOB IPpU YUE UCIOJHYBAkE NAaJEHOTO
TBPACHE € 3aJOJI2KUTEITHO BUCTUHHUTO.

IIpumep 22. Bo Teopemara

" Ako 36upoin Ha yugpuitie Ha UPUPoOOHUOL Opoj n e deaus co 9,
wozaul iwoj ce oeau co 3."

npeTnocTaBkaTa "36upoiti Ha yugpuitie Ha UpupoOoHuoii 6poj n ce oeau co 9" € NOBOJIEH
YCJIOB 32 TBPAECHETO "UpupoOoHuoin bpoj n e deaus co 3", bupejku npupojeH Opoj unj 30up Ha
nudpu € AeauB co 9 CUTYpHO € esuB co 9, a 3Hauu u co 3.

OBaa TeopemMa co IIOMOIII Ha TEPMUHOT NOTpeOGeH YCI0B MOXKeE Jla ce MCcKaXke Ha Clefi-
HUOB HAYWH:

"JlosoaeH ycaos 3a upupoOoHuoiti Opoj n 0a ce deau co 3 e
36upoin Ha HeZosuitie yugpu oa ce oeau co 9." ¢

Ha 3a0enexumMe eka BO IPETXOJHUOT IPUMEP AOBOJHHUOT YCIOB "30upoiti Ha yugpu-
itie Ha UpupoOHuoiti bpoj n ce Oeau co 9" He e U MOTpeOEH 3a YCAOBOT "UpupooHuoiti 6poj n e
oeaus co 3". HaBucruHa, nocrojat u Apyru 6poeBH KOU ce AeUBU co 3, a 4uj 30up Ha uudpu
He ce fenu co 9, a Toa ce cuTe NpupogHu OpoeBH unj 30up Ha Ludpu ce Aenu co 3, a He ce AeNn
co 9. OBoj mpuMep, BCYIIHOCT, HENIOCPEIHO YKaXKyBa Ha pa3iinKaTa Ha TEPMUHHUTE NOTPEeOEH 1
JIOBOJIEH YCIIOB.

Op pocera U3HECEHOTO ClieflyBa fileKa akKo TeopeMaTa € MCKaxkaHa BO YCIIOBHA (hopMa
p = q, HamecTo "AKko p, iozauwt q ", BO TEPMUHOT JIOBOJIEH YCIIOB Taa MOXE Jla CE UCKaXKe

Ha €[JCH O] CJICAHNBC HAYMHU:

a) "[ToBoJieH yclnoB 3a ¢ € p " uin
6) " p e mOBOJIEH ycloB3a ¢ ",

LITO 3HA4M JIeKa BO CEKOja TeopeMa ipeiiilocitiasKkaitia e 00604€eH yYCA06 3a UoCAeOuuaiia.

Kako mTo BugoBMe, ako TeopemaTa € MCKaxkaHa BO YCIOBHa ¢opMa p = ¢, ToTall
NPETNOCTaBKaTa p € 00680.4€H YCA06 3a 3aKIYUOKOT ¢, a 3aKIIYUOKOT ¢ € iloitipebeH ycao6 3a
npernocraBkata p. Crnopej Toa, eJHa MCTa TeopeMa Koja IITO € MCKaxkaHa CO IMOMOII Ha

NOTpeOEH yCIIOB 3a €/IeH IIOUM MOKE Jla ce UCKaXe CO IIOMOII Ha JIOBOJIEH YCIIOB 3a JPYT MOKUM.
ITocnepHoTO Ke ro unycrpupame Ha CIeJHUOT IIPUMeEp.

IIpumep 23. a) Teopemara on npuMepoT 20 BO TEPMUHOT JOBOJIEH YCIOB CE UCKAXYBA
Ha CIIE[HUOB HAUWH:

"/loBoseH YCa08 3a e0eH HelupUazoAHUK 0 UMA 3AeMHO HOPMAAHU
oujazonanu e woj 4etupuazoaHux 0a buoe pomo. "

0) Teopemara of npuMepoT 17 B) BO TEPMUHOT IOBOJIEH YCJIOB Ce UCKaXKyBa Ha ClIefl-
HHOB HAUWH:

"JlososaeH ycao6 3a CUupoitiusHuUIlle AzZAll HA e0eH YeluupUazoaHuK
0a ce cylinemeHiutU e o] YeUPUAZOAHUK Oa e TUeliuseH."
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IIpeTxonHO KaxkaBMe eKa 3aKJIy4OKOT ¢ HE € CEeKOralll JOBOJIEH YCIOB 3a IpeTIoc-
TaBKaTa p . MerfyToa, BO HU3a cilydad BO TeopeMaTa p => ¢ 3aKJIy4OKOT ¢ € U JIOBOJIEH YC-
JIOB 32 p, W TOTrall BeJNMe ieKa g € ioitipeber u 00680.4eH ycao6 3a p (WIU p € NOTpeOeH u
JIOBOJIEH YCIIOB 32 ¢ ). BeymHocT, Bo 0BOj ciydaj cTaHyBa 300p 3a eKBUBaJIEeHIUja, T.€. p < ¢.
ITocnepHoTO Ke ro unycrpupame Ha CIeJHUOT IpUMeEp.

IIpnmep 24. Bo TepMuHuTE NOTPEOEH U JOBOJIEH YCIOB TeOpeMaTa
"YeitlupuazoAHUKOM e Uapanenozpam aKko u camo aKko
Hezosuille OUjazoHaal ce Upeioaosysaait. "
MOKEMe Ja ja UCKaXkeMe Ha CIIeJHIOT HaulH
"Ioitipeber u 0080.4€eH YCA08 3a e0eH YelUUPUAZOAHUK 0a Oude
iapanenozpam e Hezosuilie OUjazoHAAU Od ce Upeiono8ysaain”

Bo npeTxogHUOT Aesn ru pa3paboTUBME TEPMUHUTE MOTPEOEH YCIOB, JOBOJIEH YCIOB 1
noTpeOeH U TOBOJIEH ycnoB. OOuan ce, BO OBUE TEPMHUHM Jla T'M UCKaXKEIl ONIITUTE NpU3HAIU
3a JeIMBOCT M MOCeOHNTE NPU3HALM 3a eIUBOCT o 2, 3,4, 5u 9.

Bo Bpcka co nonmuTe NOTpeOEH yCIOB, JOBOJIEH YCIOB U MOTPeOEH U JOBOJIEH YCIIOB
MOKe Jla ce HalpaBy KilacuguKalyja Ha TEOPEMUTE UCKaKaH! 3a JajieH nouM. Taka ja umame
crepgHaTta aepuHuIMja.

Hedununuja 5. AKo co elHa TeopeMa ce AaBa NOTPeOeH YCIOB 3a HEKOj MOUM, TOrall
Taa ce BHUKa illeopema-c60jcitiéo 3a TOj TIOUM.

AKO co efJHa TeopeMa ce MCKaxKyBa JOBOJIEH yCJIOB 3a €[IeH IOUM, TOTalll Taa Ce BUKa
itleopema-iupusHaK 3a Toj MONM.

Teopema, nak, co Koja ce uckaxyBa NOTPeOEH U IOBOJIEH YCIIOB 3a €[IeH IOUM CE BUKA
itieopema-KapaxKiepucitiu4iHo c60jCiti6o 3a TOj TIOUM.

Ipumep 25. a) Teopemara "[loitipeber ycaos 3a eOeH ueitiupuazoaHuk oa buoe pomob e
He2o6uilie OUjazoHaAU 0a ce 3AeMHO HOPMAAHU. " € TeOpeMa-CBOjCTBO.

0) TeopemuTe NCKaskaHu BO MPUMEPOT 23 ce TEOPEMHU-TIPU3HALIN.

B) Teopemara uckaskaHa BO MpuMepoT 24 € TeopeMa-KapaKTEPUCTUIHO CBOjCTBO. ¢

3AJAYI 3A BEXBAIBE

19. [lapeHu ce TeopeMHuTe:
a) Bo cekoj mpaBoaroiHuK fiujaroHanuTe 3a€MHO Ce IPENoIoByBaar.
6) Bo cekoj napanenorpam aramre OITO JieXXaT Ha MCTa CTpaHa ce CyIUIEMEHTHH.
B) AKO efieH Opoj e esuB co 2 u co 5, Toram Toj e meaus co 10.
') ATy co HOpMaJTHM Kpany ce eHAKBY WIN CYIUIEMEHTHH.
dopmynmpaj ro o6paTHOTO TBPAEH:-E; JAJIA B TOA € TeopeMa?

20. [TapeHu ce TeopeMuTe:
a) AKO /IBa arJii ce HalopeiHy, TOTall THE Ce CYIUIEMEHTHHN.
6) AKO J[Ba arjy IMaaT 3aeMHO HapajesTHi Kpally, TOTalll THE Ce e{HAKBH WU CYITIEMEHTHH.
B) AKO JIBa ariii ce HaM3MEHNYHM arjy Ha TpaHCBep3ajaTa Ha JIBe IapaJieJIHA NIPaBy, TOTAIl THE Ce
e/HaKBH.
3anuim ra Bo kKateropuika popma, a 10Toa UCKaKy ' BO TEPMUHOT JOBOJIEH YCIIOB.

21. [lajieHu ce TeopeMuTe:
a) Llen 6poj umjamTo mocnegHa nudpa e 0 e eaus co 5.
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6) EnqHakBuTe TETHBY BO €{Ha KPY>KHHI]A Ce HA MCTO pacTojaHue Off [EHTapOoT Ha KPY>KHMIATA.
B) [lujaroHannTe Ha KBaipaTOT ce eHAKBU Mefy cebe.

r) Bpoj mTo e memuB co 6 e menuB co 2 u co 3.

3anuim ru Bo ycluoBHa (popMa, a IOTOa UCKAXKK T BO TEPMUHOT NOTPEOEH yCIIOB.

22. a) [lamu Bo TeopemuTe of 3aavara 20 JOBOJHHOT YCIIOB € M MOTpeGeH?
6) Janm Bo TeopemuTe Off 3a1ayaTa 21 HOTPEeOHUOT YCIIOB € ¥ IOBOJIEH?

ITpu uzyuyBameTO Ha €JIEeMEHTUTE Off MaTeMaTUYKaTa JIOTUKa ce 3aM03Ha CO KOH]jYHK-
yjaTa, IMCjyHIjaTa, HerauyjaTa, UMIUTMKalMjaTa 1 ekBuBajgeHnuyjata. [Ipuroa Hayuu geka:

1) Kownjyuxkyujaiva " p v g " Ha [Ba UCKa3u p U ¢ € UCKa3, BUCTUHUT Kora o0aTa uckasza p,
¢ Ce BUCTWHUTH, a HEBUCTHHUT - KOTa 6apeM eTHAOT OJf HUB ¢ HEBUCTHHHUT.

2) Jucjynkyujawia " p wnu q " Ha Ba UCKa3W p U ¢ € WCKa3, BUCTUHUT KOra 6apeM eJHHOT
OJf UICKa3UTEe p, ¢ € BUCTHHUT, a HEBUCTHHUT - KOTa 00aTa ceé HEBUCTUHUTH.

3) Hezayujaiia —p ¢ BUCTMHUT WCKa3 KOra WCKa30T p € HEBUCTHHUT, a HEBUCTUHHUT KOTa
WCKa30T p € BUCTHUHUT.

4) Hmiuauxayuja Ha NICKa3UTe p W ¢ Ce BUKA UCKA30T, O3HAYEH CO CUMOOJIOT p = ¢ , KOJIITO
€ HEeBUCTUHAT KOTa p € BUCTUHWT U ¢ € HEBUCTUHUT, a € BUCTHHUT BO CUTE JIPYTH CIIyYau.

5) Exeusaaenyuja Ha WCKa3WTe p W ¢ CE€ BHWKA WCKA30T, O3HAYCH CO CAMOOIOT p < g,
KOJIITO € BUCTHHUT KOTa UCKA3UTE p W ¢ MMAaaT WCTa BUCTHHUTOCHA BPETHOCT, 8 HEBUCTH-
HHUT KOTa p W ¢ WMaar CIIPOTHBHU BUCTHHUTOCHU BPETHOCTH.

Hcro Taka, ce 3amo3Ha co uckazHuTe (OpMyJIH U Hay4u fleKa ceKoja uckaszHa popmylia
MOXKe fla Oufie iasitionozuja, KOHUPAaouKyuja W Heyiupaira uckasna gpopmyaa. [llonatamy,
O]l CUTE JIOTUIKH (POPMYJIU TaBTOJOTUUATE MMaaT MOCeOHO 3HaUEHe, OUfIejKi ceKoja TaBTONO-
rvja € HEKOj 102UYKU 3AKOH UV 3aKOH HA MUCAEIeUlO.

Bo HaTaMOIIHMOT fieJ, KOPUCTEJKH IO MPEeTXOJHO M3HECEHOTO, Ke ce 3alo3HaeMe CO
HEKOH IpaBUIIa 32 U3BEeyBambhe Ha 3aKIyUOLN.

a) Mooyc uonenc (upasuno 3a oooeaysamwe). [1a ja pasriegame nckasHata popmyia
(P=arp=4q. (1)
3a a yTBpiuMe fieka ofl p = ¢ U p clefyBa 3aKJIy4OKOT ¢ , JOBOJIHO € Ja JJoKaxeMe

neka uckasHata opmyna (1) e TaBTonmoruja. IlocaeqHOTO Ke ro HampaBUMe KOPHUCTEjKHU ja
ciefHaTa Tabnuia Ha BUCTHHUTOCT.

P4 rP=9 (p=>rp | P=>Prp=q
T|T T T T
T | L 1 1 T
L |T T 1 T
1| L T 1 T

Op npeTrxoiHaTa TabauIa 3akiydyBaMe JeKa uckasznara ¢opmyna (1) e TaBromnoruja,
IITO 3HAYM JleKa Taa € JIOTMYKU 3aKOH KOj TO HapeKyBaMe MOOYC HOHeHC WU Upasulo 3d
000eaysarbe. Bo ciyuajoT McKa3uTe p = ¢ U p Ce€ UpeitiilocitiaéKu, a UCKA30T ¢ € 3aKAY4OK.
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Hpeu 1a HaBE€EeME€ NMpUMEPU BO KOU Ke ro INpUMEHYBaM€ OBa MpaBUJIO, 1a 3abenekuMe J€Ka

2 9
HCTOTO YUITE C€ 3alliIlyBa BO BUJ] Ha II€Ma Ha CJICTHNOB HAYUH: % . Ha CIIOMCHEME J€Ka

BO IIOCJIE[IHATA LIEMA 3allipKaTa BO OpOUTEIIOT IO 3aMEHYBa CBP3HUKOT "', a fpo0OHaTa 1pTa
300poT "3aKiIydoK" unu "ciegysa’.

IIpumep 25. a) mame:
1) Ako x=a, Torams x> =a°.
2) x=a.

3aKkay4ox. x> =d’.

Jla ja mojacHMMe mpuUMeHaTa Ha MOAyC MOHeHC. MiMame mcka3 p: x=a M UcKa3 q: x>=d°, ma

3aToa BO 1) u 2) ce majieHy MPETIOCTaBKUTEe p =>¢q U p , Of KOU CIeyBa 3aKIYIOKOT ¢ T.e.

33
X =a .

0) Nmawme:

1) Ako BpHe 07, TOrall yauiaTa € MOKpa.
2) Bpae noxn.
3akay4ok. YnuuaTa e MOKpa.

Jla ja mojacHuMe mpuMeHaTa Ha Mopayc noHeHc. mame ucka3 p: "BpHe 0oxc0" u UCKa3 q:
"Yauyaitia e mokpa", ma 3atoa Bo 1) u 2) ce majgeHN MPETNOCTAaBKUTE p=>q U p, Of KON

cleflyBa 3aKIy4OKOT ¢ , T.e. " Yauuaia e mokpa".

0) Mooyc woaenc. [1a ja pasriefame nckasHara gopmyia
(p=9)r—q=-p. )
3a fa yTBpAUME fieKa Ol p = g M —g CJe[lyBa 3aKIYIOKOT —p , HOBOJIHO € /1a IOKaxKe-

Me fleKa ucKa3HaTa popmyina (1) e TaBTonoruja. [TocnegHoTo Ke ro HanpaBuMe KOPHUCTEjKH ja
clefHaTa Tabnuia Ha BUCTHHUTOCT.

p q P —q pP=4q (p=>q9)r—g (p=>9r—qg=>—p
T T 1 1 T T T
T 1 1 T 1 1 T
1 T T 1 T 1 T
1 1 T T T 1 T

On nperxonHaTa Tabnuila 3akiaydyBaMe fieka nckasHaTa ¢opmyina (1) e TaBTonoryja,
IITO 3HA4M JieKa Taa € JJOTMYKH 3aKOH KOj TO HapeKyBame mooyc ioaerc. Ilpen na HaBegeme
pUMepu BO KOU Ke ro IpUMEHyBaMe OBa IIPaBWIO, Aa 3a0eleKuMe JieKa UCTOTO YIITE ce
3aIUIIyBa BO BUJl HA IIIEMA HA CIIEJHUOT HAYKH: L‘T] .
IIpumep 26. a) Mmame:

1) Ako x=1, Toram x> =1.

2) x> %1,
3akay4ok. x#1.
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Jla ja mojacHuMe mpuMeHaTa Ha Mopyc ToneHc. Mmame ncka3 p: x=1 u ucka3 q: x3 =1, ma
3aToa BO 1) M 2) ce ajieHN MPETIOCTAaBKUTE p = q U —q, Off KOU CIEeAyBa 3aKIy4OKOT —p,
T.e. x#1.

0) Nmame:

1) AKko BpHE TOXKJI, TOTall yJInIjaTa € MOKpa.
2) Ynumara He € MOKpa.
3axay4wok. He BpHe 10X].

Jla ja mojacHuMe MpuUMeHaTa Ha MoAyc TojeHc. UMame uckas p: "BpHe 0oxc0" W UCKa3 q:
"Yauyaitia e mokpa", na 3aToa Bo 1) u 2) ce majieHu MPETIOCTaBKUTE p =>¢g U —g, O KON

clefyBa 3aKIy4oKOT —p, T.e. "He 8pHe 00xc0".

B) mame:

1) AKo 4eTHpHATrONHUK € pOoMO, TOTalll [UjarOHAIUTE C& HOPMAITHH.
2) JujaroHanuTe HE ce HOPMAJHU.

3akay4oxk. UeTUpHATrOIHUKOT HE € poMO. ¢

B) Xuuowiewuyxu cunozusam. [1a ja pasriaefame uckasHarta popmyna

(P=Ar(@=>r=(p=r). (3)

Ke nokaxeme geka oBaa ncka3Ha popMmysa € TaBTosnoruja. Toa Ke ro HanpaBUMe KOPHUCTEJKI
ja ciefgHaTa BUCTUHUTOCHA TabIuLa.

p q r rP=4q q=r p=r (p=>9nr(@=>r) (p=29nr(g=r=(p=>r)
T T T T T T T T
T T 1 T 1 1 1 T
T 1 T 1 T T 1 T
T 1 1 1 T 1 1 T
1 T T T T T T T
1 T 1 T 1 T 1 T
1 1 T T T T T T
1 1 1 T T T T T

On nperxonHaTa Tabnuia 3akiaydyBaMe fieka nckasHaTa ¢opmyina (3) e TaBTonoryja,

IITO 3HA4U JieKa Taa € JOTUYKU 3aKOH KOj F'O HapeKyBaMe xuiloiteitiuuku curozudanm. Ilpen na
HaBeJleMe IIPUMEPU BO KOU Ke o MpUMEeHyBaMe OBa IIPaBUIIO, [1a 3a0eleKuMe JeKa UCTOTO

yuire c€ 3anviuiyBa BO BAJT Ha IIEMa Ha CJICTHUOB HAYWH:

=4, 4=>r
p=>r

Ipumep 27. a) mame:

1) Axo 36upoT Ha g puTe Ha OPOjOT n € AEeTUB co 9, Toramr n € AeauB co 9.
2) Ako 6pOjoT n € menuB co 9, Toramr n € Aenus co 3.
3axay4ok. AXo 30UpoT Ha U puUTe HAa OPOJOT 1 € AeNuB co 9, Toraul n e geaus co 3.

0) Nmame:

1) Axo pujaroHanuTe Ha YETUPHATONHUK ABCD ce NpemnosioByBaaT, TOTall TOj €

napanenorpam.

2) AKO 4YeTUpUaroJTHUKOT ABCD e mapanenorpam, TOTall AB=CD.
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3akay4ok. AKO HMjarOHAINTE HA YETHPUATOIHUK ABCD ce MpemnoyioByBaaT, TOTAIIl
AB=CD. ¢

Jla 3a0enexume [eKa NMPABIWIOTO 3a XUIMOTETUYKU CHJIOTM3aM MOXE J1a ce OOOIIITH.
ITpuroa umame

P=D1, P1=P2; P2= P35 - Pk—1=Pk> Pk=9> (4)
p=q

r) Ilpasuao na koniupaiosuyuja. [1a ja pasriaegame uckaszHara popmysia
(P=q9)=(~q=-p). )

Ke nokaxeme geka oBaa uckas3Ha popMmysa e TaBTosnoruja. Toa Ke ro HanpaBUMe KOPUCTEJKI
ja ciefgHaTa BUCTUHMTOCHA TabIuLa.

p q P —q rP=4q -q = —p (p=q) = (—g=—p)
T T 1 1 T T T
T 1 1 T 1 1 T
1 T T 1 T T T
1 1 T T T T T

On nperxonHaTa Tabnuia 3akiaydyBaMe fieka ncKasHaTa ¢gopmyina (5) e TaBTonoryja,
IITO 3HAuM IeKa Taa € JIOTHUKYU 3aKOH KOj IO HapeKyBaMe iipasuao 3a Koriupaitosuyuja. I1pen
71a HaBejieMe NIPUMEPH BO KOM Ke I'o IpUMEHyBaMe OBa MPaBUIIO, a 3a0elle>KUMe ieKa UCTOTO

P=9

yuire c€ 3anvuiyBa BO BAJT Ha IIEMa Ha CJICTHUOB HAYWH: ﬁ .

IIpumep 28. a) Mmame:

AKo nudpaTa Ha eUHULATE HA IPUPOJHUOT Opoj n € 0 uiau 5, Torall Toj € 1eJIUB cOo 5.

3akay4ox. AKO IPUPORHUOT OPOj n HE € AEeNUB Co 5, Torall HeroBaTa Iudpa Ha efi-
HuUIM e paznuyda og 0 u 5.

0) Nmawme:

AKO 4eTHPHAroJHUKOT € poMO, TOralll HETOBUTE JIMjarOHANU ce 32€MHO HOPMAaJTHU.

3akay4ox. AKO IujaroHaINTE HE ce 3a€MHO HOPMAJIHHU, TOTalll YeTHPUATOTHUKOT He €
poMmo. ¢

3AJAYI 3A BEXBAIBE

23. YTBpAU KOU Of CJIEJHUTE 3aKIYUYOLU ce MPABUIHO U3BEJCHHU U BP3 OCHOBA Ha KOE NPaBUIIO.
a) 1) Ako 6pojoT n 3aBpIlIyBa cO HyJa, TOTalll #n € AENUB CO 2.
2) Bpojot n 3aBpmyBa co HyJa.
3akayuok. bpojor n e genus co 2.
6) 1) Axo OpojoT n 3aBpIyBa co HyJa, TOTall # € JEJNB CO 2.
2) Bpojotr n He e menuB co 2.
3axkay4ox. BpojoT n He 3aBplIyBa cO HyJa.

B) 1) AKo 6pojoT n 3aBpIiIyBa cO HyJa, TOTAIll #n € AENUB CO 2.
2) Bpojot n He 3aBpIyBa co HyIa.
3akay4ok. BpojoT n He e nenus co 2.
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r) 1) Axo yeTupnaroaHukoT ABCD e JeJTOu]l, TOrall HeTOBUTE IUjarOHAJM CEe 3aEMHO

HOPMAJIHH.
2) YernpuaroaHukoT ABCD e mpenTownp.
3akay4ok. [lujaroHanure Ha Y4eTUPUATOTHUKOT ABCD ce 3aeMHO HOPMaJlHU.
x) 1) Ako yeTmpnaroHUKOT ABCD € poMO0, Toraim HeroBUTE JIjarOHAIIM Ce 3aeMHO HOPMAaJTHH.
2) IujaroHannTe HA YeTHPUATOIHUKOT ABCD ce 3aeMHO HOpMaJIHH.
3akayqok. YetupuaronHukotr ABCD e poMo.
24. YTBpAM KOU Of CIEJHUTE 3aKIYUYOLH Ce MMPABUIHO U3BEJCHNU U BP3 OCHOBA Ha KOE NIPaBUIIO.
a) AKO YeTHUpUAroJHUKOT ABCD e eNTOHA, TOrall HerOBUTE AUjarOHAJH Ce 3a€MHO HOPMAaJIHU.
3akay4ox. AKO UjarOHaNIUTE Ha YeTUPUATOIHUKOT ABCD He ce 3aéMHO HOPMAJIHH, TOTalll
TOj HE € IEeNTOUSI.

0) AKO 4eTHpUaroaHuKoT ABCD e poMO, TOraul HeroBUTE AUjaroHajl ce 32a€MHO HOPMAaJIHU.
3akay4ox. AKO YETUPUArOJHUKOT ABCD He e poMO, Toralll HeTOBUTE AMjarOHaIN He ce
3a€MHO HOPMAaJIHU.

B) AKo 6pojoT n 3aBpilyBa co egHa off uucpure 0, 2, 4, 6 unu §, Toraiur n € geauB co 2.
3akay4ox. AKo O6pOjoT n He € IeJUB cOo 2, Torall 7 He 3aBpulyBa Ha mucpata 0,2, 4, 6 u 8.

25. YTBpJI[I/I KOHU O]] CJIEMHUTE 3aKJTYy4IOIH C€ MPAaBUJIHO U3BEIEHU U BP3 OCHOBA Ha KOE MPAaBUJIO.

a) 1) AKO BO YeTHPHAroJIHUKOT ABCD ariuTe IITO JieXaT Ha UCTa CTpaHa ce CyIUIEMEeHTHH,

TOrall TOj € MapajeIorpam.
2) AKO 9eTHpuaroJHuKOT ABCD e mapajesorpam, Toraiml HerOBH JI¥jarOHAINTe ce

IPEeNnoNoByBaar.
3axay4ok. AKO BO YETUPUATrONHAKOT 4ABCD arjmTe IITO JEXaT Ha CTa CTpaHa ce

CYIUIEMEHTHH, TOTalll HETOBUTE AXjarOHAJIM CE IPETOIIOBYBAAT.
0) 1) Ako gujaroHanuTte Ha AeNTOUROT ABCD ce IPEenoaoByBaaT, TOTAlI TOj € pOMO.
2) AKo yeTnparomHuKoT ABCD e poM6, Toram Tpuaroiaunure BDA u BDC ce paMHOKpPAaKH.
3akay4ox. AKO ujaroHaNuTe Ha AeITOUA0T ABCD ce mpemnonoByBaaT, TOrall
TpuaronHumure BDA u BDC ce paMHOKpaku.

B) 1) AXo a|b u a|c,Toram a|(bx) u a|(cy) 3acekon x,yeZ.
2) Ako a|(bx) u a|(cy),3acekou x,yeZ ,Toram a|(bx+cy) 3acexon x,yeZ.

3akay4ok. Ako a|b u a|c,torama|(bx+cy) 3acekon x,yeZ.

IIpu u3yuyBameTO Ha €JIEMEHTUTE Off TeopHjaTa Ha GPOEBU U MHOXKECTBaTa U KOMOH-
HaTOpUKaTa yCBOMBME U JOKa’KaBMe NMoBeKe TeopeMHu. I1puToa, He ce ocBpHaBMe MOCeOHO Ha
METOJIUTE 32 JOKAXXyBamke M MpaBWjaTa Ha JOTUYKO 3aKJIyIyBame, MaKO UCTUTE MPEKYTHO TU
kopucresMe. Ilpen fa npeMuHeMe Ha pasIryleflyBare Ha METOAUTE 3a NOKaXyBame Ha MaTe-
MaTUYKU TBPAIEH:A, K€ ce OCBpHEME Ha MpalllalkheTo IITO 3HAUH Aa ce AoKaXe eHa TeopeMa.

Ha C€ NOKazXxe €/1lHa TeOpeMa 3HaYU [1a C€ YCTAHOBU TOYHOCTA HaA Hej3I/IHI/IOT 3aKJIy4OK
CO IOMOII Ha JIOTUYKU pacyyBamba, OIpU HITO C€ KOPUCTAT: NPETIIOCTABKUTE HAa TE€OpEMara,
[IpaBUWjIaTa 3a U3BEJyBamkhE€ Ha 3aKITYyUOIH, JICCI)I/IHI/IIII/II/I 1 Ipyru TBpJAC€Ha 3a KOU € KOHCTaTupa-
HO J€Ka C€C BUCTUHUTHU.
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Crnopen T0a, 0okas Ha itieopema MpeTCcTaByBa KOHeUHa HU3a off peuenuuu 711,75,...,7; ,

TaKBU LITO CEKOja OJf HUB € WIN aKCuoMa, WK Ae(PUHULH]a, UJIH TBPJCHE Yija BUCTUHUTOCT €
NPETXOHO JOKaXKaHa CHOpejl MpaBujaTa 3a M3BEAyBambe Ha 3aKIY4Yoll. AKO MOCTOM €[lHa
TakBa HHU3a TBpAewa I1,7,..,7; KOja 3aBplIyBa CO TBpAEHETO 1 , TOraul TBpAeweTo T

BCYIIHOCT € TeopeMaTa Koja ja JoKaxKyBaMe.
Bo HaramolnHuTe pasriefyBama K€ ce OCBPHEME Ha METOAUTE Ha JOKaKyBame Ha

TEOpPEMUTE, KO CIOpe]] HAUMHOT HAa HUBHOTO peallu3upame TU AeJIUMe Ha OUpeKitiHu U UHOU-
pexuiHu.

a) /lupekTHn Metonm 3a nokaxyBame. Heka e nmagena teopemata 4= B. Ilop ou-
peKitien meitio0 3a JOKaXyBamwe Ha TeopemaTa 4 = B ro noppasbupame OHOj METOJ Kaj KOj
3aKJIy4OKOT B ce HM3BeflyBa CO JUPEKTHO KOPHUCTE€Wme Ha mpernocraBkata 4. IIperxomnHo
CIIOMEHaBMe JieKa IUPEKTHUOT METOJ 110 CBojaTa (popMa MoxKe fa oupe:

- Melioo co Haiipedysarse (CURIeIiUYKU Meilio0) TIPU KOj ce 1moara ojf IpeTIOoCTaB-
KaTa U ce CTUTHYBA JI0 3aKJIYYOKOT 1

- Melioo co epakarbe (AHAAUIUYKU Meitio0), IPU KOj ce moafa of] 3aKJIy4OKOT U ce
CTUTHYBA 10 IIPETIOCTAaBKATA.

al) Meron co nHampenyBame (cHHTeTHYKH Merop). [la ja pasriefame Teopemara
A= B.3ajaja gokaxeme oBaa TeopeMa, Tpeba Jla JoKaxeMe eKa Hej3UHUOT 3aKIYy4oK B e
JIOTMYKO CIIEAICTBO Off IPEeTNOCTaBKaTa A.

3a ma gokaxkeme egHa TeopeMa A = B, IOTPeOHO € Jla ce pacroJjara co:
1) onpenenena gamunuja F on uckasu [q,/,,...,I; , KOU ce BUCTUHUTH 3a pasrieny-

BAHOTO MHOKECTBO OOJE€KTHU U
2) mpaBuia 3a U3BefyBame Ha 3aKIYUYOLN.

ITputoa, ako OKa30T Ha TBPAEHETO A = B, ce peanusupa CIopeq JOrnuKaTa Iema:
(A/\F):>Bl, Bl :>Bz, ceny Bn—l :>Bn, Bn =B
kaze mTo F e damunujata BUCTUHUTU UCKas3u u B,B,,...,B, ;,B,,B,A € KOHEUHa HU3a Off
peYEeHnIH, TOrall Ke BeJIMME JIeKa TBPAEHETO € JOKaXKaHO CO METOAOT Ha HallpEyBabE.

Crnopep; Toa, AUPEKTEH JOKA3 CO HAlPEAyBambe IPETCTaByBa HIU3a Of] IIPABUJIHU pacyay-
Bama, TAKBA LITO 3aKJIYYOKOT Ha CEKOE OJf HUB BJIEryBa KaKo IPETIOCTaBKa HAa HEKOE Off CIIefi-
HHUTE pacyjyBama, a 3aKIy4OKOT Ha IOCIEHOTO PacyAyBame € 3aKIy4OKOT BO camaTa Teope-
ma. Ke pasrinegame Ba mpumepa.

Ipunmep 29. Ke ro ananusupame [0Ka30T Ha TeOpeMarTa:

"Axko a,beN, a|b u bla, wozawt a=">.
Ilpewuociiasrku A: "a,beN, a|b u b|a". 3akay4woxk B: "a=5b."

Tepoewe B, : "nocron g € N TakoB, ITO b =aq u nocton p € N Takos, ITO a=bp ",
(cmemyBa off MPETNOCTaBKUTE U Ie(pUHUIIjaTa 32 AETUBOCT).

Tepoewe B, : "b=b(pq)", (cnepyBa on By: b=aq, a=bp W acOlMjaTUBHUOT 3aKOH
3a MHOXEHe Ha pupoiHu 6poesu: b =aq = (bp)q =b(pq) ).
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Tepoewe B;: "pg=1, p,geN", (cneayBaon B, : b=b(pq), b #0 1 3aKOHOT 3a Kpa-
TeHEe).

Tepoewe B,: "p=qg=1", (cnenyBaon B;y: pg=1, p,qeN u cBojcTBaTa Ha NPUPOJ-
HUTE OPOEBN),

Tepoewe B: "a=b",(cnegyBaon By: "p=gq=1na=bp=>b-1=b).

Koneyno, umame 4= B,, B,= B,, By = B3, By = B4, B4 = B oj WTO cOopej Xu-
NOTETHYKHUOT CUJIOrH3aM lo0uBamMe 4= B . ¢

IIpumep 29. Ke ja fokaxeme Teopemara:
"AKo eOeH iipaiie3 e pAMHOKPAK, MOZaul OUjazoHaAUille HA O] Wpaile3 ce eOHaK8U. "

Ilpewuocwasxa p: "Tpanesor ABCD e paMHOKpaxk."

3akay4oxk q: "[lujaronanute AC u BD ce eqHaKBU:
AC=BD."

Op temuwara C u D mosinekyBame HopMamu CC; u
DD, Ha cTpaHaTa AB (IpTexX rope).

Tepoemwe r: "yetnpuaronaukor CDD;C; e nmpaBoaroJi-
HUK", (creyBa Off KOHCTpyKIMjaTa U p: Tpamne3oT ABCD e
PaMHOKpaK).

Tepoewe r,: " ZAD;D=/BC;C =90°", (cnenyBa of r| : yeTupuaronHukor CDD;C; e
IIPaBOATOJIHUK ).

Tepoewe r;y: "AAD,D = ABC|C", (cnenyBa off r,: £AD;D=/BC;C=90°, p: Tpare-
30T ABCD e paMHOKpaK U MpU3HAKOT 3a ckiagHocT CCA).

Tepoewe r,: " 2Dy AD = ZCBC ", (cnegyBa on r3: AAD;D = ABC,C).

Tepoewe rs: "AABD=ABAC", (cnemyBa op ry: £DyAD=2/C\BC, p: Tpame3or
ABCD e paMHOKpaK u pu3HakoT 3a ckiagaoct CAC).

Tepoewe ¢q: "mujaronamute AC u BD ce elHaKBH: AC=BD", (cmepyBa o s :
AABD = ABAC).

Koneuno, umame p=r, 1 =1, (rn Ap)=r3,13 =7r4,(r4 A p)=>15,r5 =g Of LITO
CIIOpef] XUMOTETHYKHUOT CIIIOTU3aM To0uBaMe p =g . ¢

a2) Merop co Bpakame (aHaautuien meron). [IporecoT Ha pa3MuciyBambe MpH JJOKa-
JKyBame Ha TeopeMaTta 4 = B cO aHaNUTHYKHOT METOJ] CE OfIBUBA Ha CJIECHUOB HAUUH:

Ce Tpraysa of1 3aKIy4OKOT Ha Teopemara B U ce u30upa JOBOJIEH YCIOB B TaKoOB, IITO
UMIUIMKamyjaTa By = B m By pa ce BuctuHuTU. IloToa ce m3bupa foBoneH ycioB B, 3a B;
TaKOB, IITO UMIUIMKauujaTa B, = By U B, pa ce suctuHuTH. Ilocrankara ce mpopomKyBa cé
fiofieka He ce 1oOue JOBOJIEH YCIOB B, 3a B,_; TakoB, IITO UMIUIUKa@jaTa B, = B,_| u B, na
ce BUCTUHUTH ¥ IPUTOA 1a € BUCTUHUTA ¥ UMILTUKanujata 4 = B, . JacHO, IpK JOKaKyBambETO Ha
TEeopeMaTa ce KOPHUCTAT KaKo yCIOBOT A , Taka U hamunjaTa F O BACTUHUTY MCKa3H.
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CI/IM6OJII/I‘IKI/I, IpoHecoT Ha pasMUCITYBabEe CO aHATUTUIKNOT METO]] MO2KE J1a CE 3aIlu-
II1€ CO IOMOIII Ha memMara:

By=B, By=18,, .., B,1=B,, (ArF)=B,
IIperxonHaTa meMa e €eKBUBAJIEHTHA Ha IIEMaTa
(ANF)=8B,, B, =B,, .., B,=>B|, Bj=1B,
LITO 3HAYM JieKa CEKOj I0Ka3 JOOMEH CO aHAIUTUYKUOT METOJ MOXKE Jja Ce 3alulle BO 00K

Ha JIoKa3 JJOOMEH CO CHMHTETUYKHOT METOJ, Of IITO CJeAyBa fieKa JOoKa3uTe JOOHEeHU cO
AQHAIUTHYKUOT METOJ] C€ KOPEKTHH U CTPOTH.

IIpumep 30. [1a ja foxaxkeme TeopemMara:
“AKo 80 ilpasoazoneH WpUAZOAHUK CO XUUOUIEHY3A ¢ OPUIOZOHAAHAILA
upoexyuja Ha Kawmeiaiia a 6p3 Xulloleny3ama e p, iozaui a’ = pc.”
Haneno e (A4): AABC e mpaBoarojieH co mpas aroi Bo temero C, ¢ = AB, P =BD u
a=BC. Tpeba ma pokaxkeme:
a’ = pe (B)

IIa TprHemMe ofi paBeHCTBOTO (B), KO€ € €KBUBAJIEHTHO

Ha paBEHCTBOTO:

_2 —_ —
BC =A4B-DB,

OJJHOCHO Ha paBE€HCTBOTO:

B

BC:DB=AB:BC (B))

KO€ € Mponopiyja Ha YeTUPU OTCEUYKH, M1a 3aTOa MOCTOU MOKHOCT Jla UMaMe CIIMYHU TPUaro-
HUIM 32 KOU OBHE OTCEUKM C€ HUBHU CTpaHu. Pa3sriiefyBameTo Ha HPTEXKOT HE MOBEAyBa 10
AABC u ACDB . 3Hauu 3a fia Oujie TOYHO TBPAEHETO (B)) , JOBOJHO € ia Oujie NCIIOIHETO

AABC ~ACDB . (B,)

HOHaTaMy, 3a 1a OMje MCIOJIHETO TBPACHETO (Bz)JIOBOIIHO € OBHUE [IBa TpUaroJIHUKa

lla IMaaT Mo /IBa €JHAKBH arjy, a 3a Toa ja Ouje UCIOIHETO AOBOJHO € f1a Oufie UCIIOIHETO
(BUAM LPTEXK)

ZCAB = /DCB. (B3)
HOCJICJIHOTO TBPACHE € TOYHO aKO € UCIIOJIHETO TBPACHECTO:
CD14B w ACLBC, (By)

KO€ € OUMTIIeJHO TOUHO Oupiejku AABC e mpaBoaroiieH u CD € HeroBaTa BHCHHA.
Cnopen Toa, Baxu By = B,B, = B|,B) = B3,B3; = B4,A = B4, OTHOCHO BaXHu
A= By = By=B, =B =B,

CO IITO TeOpeMaTa € TOKaXKaHa. ¢

0) NnaupekTHH MeTOAM 3a NOKaxyBame. MHOupekilien meitio0 3a NOKaXyBame Ha
TeopemMaTta 4 => B TO HapeKyBaMe OHOj METOJl MPU KOj BUCTUHUTOCTA Ha TeopeMmara ce JoKa-
>KyBa CO MOMOII Ha TBPJEHE KOE € €KBUBAJCHTHO Ha TeopemaTa. Of UHAUPEKTHUTE METOAN
HajuYecTO ce KOPUCTU METOMOT 3a JOKaXKyBame€ Off CHPOTUBHOTO, IPHM KOj c€ MOKaxKyBa JeKa
TBPAEHETO —B HE € BUCTUHUTO.
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ITonekoran OTKpUBaKkETO HA UMILIUKALIUUTE
(ANF)=B,, By=8,, .., B, ,=B,, B,=B
IPUA CHHTETUYKHUOT METOJ, MU Ha UMIJIUKALUATE
(ANF)=8B,, B, ,=B,, .., B,=>B|, Bj=1B
IOpUA aHATUTUYKUOT METOJ Ha JOKaxKyBame, € [JOCTa TEIIKO UM PEYMCH HEBO3MOXHO. Bo

BaKBU CJIyyal HajueCcTO ce KOPUCTU HEKOja Off CIIEIHUBE €KBUBAJICHIIUN:
(A= B) < (—B=—4)

(A= B) (—BArd=—-4A)
(A= B)< (—-BAr A= B)
(A= B)< (—BAA=C A=0)

1 TIIOTOa ONPEKY NOKaXyBalkb€ Ha UMINIMKAOUUTE KOU CE HaofaaT Ha JieBaTa CTpaHa OJf OBHUE
C€KBUBAJICHIIUM CE€ JOKAXYyBa TeopemMaTa A= B. BCYHIHOCT OBHUEC €KBHBAJICHIIMHU CE€ U OCHOBATa
Ha UHIUPEKTHUTE METOIU 3a TOKAXYBalkh€ Ha TCOPEMUTE, KOU CE€ pcain3dupaaT Co JOKaxyBa-
BE ICKa HeraunjaTa Ha TeopeMaTa HE € BUCTUHUTA.

(1)

IIpumep 31. [1a ro ananusupame A0Ka30T HA TeopeMara 11 Ha cTpanuna 25:

"Axo d =H3]1(a,b), a=ad u b= pd, wozaw H3(a,B)=1."

Ilpewuociwasxa A: "d =H3[(a,b), a=ad w b=pd."

3axaywok B:"H3(a,p)=1."

I'o nezupame 3axayuoxoiu —B: H3[(a, B)=k >1.

Tepoewe B;: "mocrojaT NpupoAHU OpOeBH @ U f3|, TaKBU IITO o =koy u f=kB;."
(cmemyBa o1 —B).

Tepoewe B, : "(kd)|a n (kd)|b", (cnepyBaon A u By).

Tepoewe —A: " kd e 3aeTHUYKY IETUTEN HA a W b, KOj € morojeM o d ", (cimemyBa
on B,).

3Hauu, —B= B, Bj=B,, B, => -4, na oj NpaBWIOTO XUMNOTETUYKMA CHIIOIH3AM

nmaMe —B = —A4. Cnopep Toa, 3a TeopemMaTa HCKa’kaHa BO yClIOBHa opma 4 = B, ja JoKa-
>KaBMe MMIUTMKanujata —B = —4 , 1a of] mpBaTa ekBuBaJieHja Bo (1) ciemyBa TOYHOCTA Ha
Teopemara. ¢

IIpumep 32. [1a ro aHanu3upaMe JOKa30T HA TEOpeMaTa:

“Ilocitiojaiti beckoHewHO MHOZY Upocitiu bpoesu.”

Tepoemwe p: "IlocTojaT 6€CKOHEYHO MHOTY IPOCTU GPOEBH. "

Tepoewe —p: "IlocTojaT KOHEYHO MHOTY POCTH OPOEBH U TOA ce OpOEBUTE:
p1=2py=3,..p,=p." (2)

Tepoewe q: "Bpojor N = p;p,p3...p,, +1 € IPOCT WK UMa NPOCT JICNUTEIN pa3NuucH

on p; =2,pp =3,...,p, =p." (cneayBa ox —p ¥ nedUHULTjaTa 32 JEIUBOCT).
Tepoewe ——p : "Ilocron npoct 6poj KOj He ce coapsku Bo HU3aTa (2)." (ciemnysa of q ).
TouHOCTa Ha TeopeMaTa CleyBa Off TABTOJIOTHjaTa p <> ——p . ¢
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3AJAYN 3A BEXKXBAIBE

26. Kopucrejku ro CHHTETHUKHOT METOJ, OKaXH ja Teopemara:

a) Axo ueitiupuazoarukoii ABCD e pomb, itiozaui HezZosuilie OUjazoHAAU Ce 3AeMHO HOPMAAHU.
0) AKo iipousso0oiti Ha 08a HpupoOHU Opoja e HellapeH UpupooeH 6poj, Wozaul HUBHUOIL
36up e ilaper Gpupooer 6poj.

27. KopucrejKku ro aHaIUTAIKOT METOJ, fOKaXH ja Teopemara:

28.

a) Bo iiapaaenozpam oujazonasuitie 3aemHO ce Upeiionosysaaii.
6) Axo a,bcR* u a+#b, mozaw “T*”>\/ab )

B) Axo a u b ce peaaru 6poesu co ucili 3HaK, iozaul %+ >2.

Q|

r) Ako a,beR, iiozaw a* +b* >2|ab|.

Co uHAMpEeKTeH METOJI, JOKaXKH ja TeopeMaTa:
a) Axo ueitiupuazoarukoii ABCD e tiapansenozpam, iozaui cumeiipauitie Ha ilpuaezHailiuinie
azau Ha uctla ciipana 0o moj 4ellupuazoaHuk ce ce4ail oo ipas azoa.

0) [Ipoussoooili Ha 06a HellapHU HUPpUPOOHU Opoja e HellapeH UpupodeH 6poj.
B) AK0 K8aopaiioill Ha HeKO] peaneH Opoj e 2, Wozaut iioj 6poj He e payUoHaANeH.

INPOBEPU TO CBOETO 3HAEIbE

a) Onpe;m ro 00EMOT 1 COJIp>KNHaTa Ha CIICTHUBE NONMMU:

1) TeTHBEH Ye THPUATOJTHUK, 2) TaHT€HTEH YeTHPUAT OTHUK. (6 6)
6) Omnpeneny r1 BUTOBUTE OJJIMKY HA IIOMMOT IIPABOArOJIHAK, aKO TOj CE cMeTa 3a:

1) Bupg mapanenorpam;  2) B pOMOOWT; 3) BU Y€ THPHUATOJTHUK. 906)
a) 3anumy ja fepuHNNMjaTa Ha BUCHHA HA TPUATOJHKK U TOTOA ONPEeI I' Ae(hUHAPAHHUOT,

fe(PUHUPAYKUOT MONM U JIOTHYKUOT CBP3HHUK. (6 6)
0) 3anuim ja fepUHUNMjaTa HA €KBUBAJIEHTHA MHOXKECTBA U IOTOA ONpPENE '

ne(PUHUPAHUOT, Ie(PUHIPAYKHOT TOUM 1 JIOTUIKHOT CBP3HUK. (86)

a) Onpenenu ru yclnoBOT U 3aKIYYOKOT Ha claefHaBa TeopeMa: "Axo a|b u a|c, wiozaw

a|(bx+cy) 3acekou x,yeZ". (6 6)
0) Omnpepenu ja popMaTa Bo Koja e uckaxkana teopemata: " H3(a,b) | H3C(a,b), 3a
cexou a,beN". (10 6)
a) lckaxu ja Bo kaTeropudka hopma Teopemata: "Axo k8adpailioili Ha HeKoj peajer

6poj e 2, wiozaw woj 6poj He e payuoHaner " (6 6)
6) Teopemara o 3agadara 3 6) 3aIUIIN ja BO YCIOBHA (hopma. (10 6)
a) Co JupeKTeH MeTOo[] JOKaXKH ja Teopemata: "[Ipou3eo0oili Ha iWipu foc.ae008aitieaHu

tapuu 6poesu e deaus co 24". (10 6)
0) Co HHIUPEKTEH METOf, JOKaXH ja TeopeMaTa: "Axo oujazoHasuilie HA HAPANEAOZPAMOTU

ce 3aeMHO HOPMAAHU, TO2aUL THOJ e pomOb". (16 6)

3abeaewxa. ITpn permaBameTo Tpeba 1a M30epel caMo o effHa Moji3ajada off ceKoja 3ajava. [JJoKoIKy
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Onenka: 2 3 4 3



ITABA IV

AJTEBAPCKHU CTPYKTYPU

COAPXKUHA HA TEMATA HOBU 3HAEIbA 1 YMEEIHA

1. Bunapna perammja Y cnenrHoTo coBnagyBame Ha COPKUHATE KOX
2. Penanuja 3a eKBHBATCHIM]A 1 peJamuja ce pa3paboTeHH BO OBaa TeMa MMa 3a IIeJ:
3 i;a noApeaysathe o T - Jaja ycBoull AeuHNIKjaTa 32 OUHApHA

- DHHApHA onepanuja. oayrpyna perianmja, peianuja Ha NHoipeyBambe,
4. HeyTrpaieH 1 HHBep3€H eJ1eMEeHT ¥ pellalyja Ha eKBUBANCHIN]a;
S. Tpynau npcren - 7aja ycBowuul epuHULMjaTa 32 OMHAPHA
6. IToum 3a noxe. Ioapeneno nose omnepanwja, Tpymnouyi, oayrpyna u rpyma;

Ap

- Jla MOXelll ja HaBeAyBalll IpUMEPH Ha
CPYNOUAN, IONYTPYIH U TPYIIH;

- Ja ce OCIOCOOMIII fja UCIUTYBAII AU AafeHO
MHOK€ECTBO OpOEBH BO OJHOC Ha JjaficHa
onepanyja NpeTcraByBa rpyna;

- Jla HaBeflyBalll IpUMEPU Ha KOHEUHU
KOMYTAaTHBHU I'PYIH NPH KJIACU HA
OCTaTOLH 1O AAACH MOAYJ;

- Jla ro yCBOUIII MOMMOT 3a NPCTEH U fia
OCO3HAeEll fileKa MHOKECTBOTO LeNH OpOoeBU
€ IPCTEH BO OJHOC Ha OIEPaLlUUTE COOUpPaAE
U MHOXEHE; U

- Jla ro yCBOUII MOMMOT 3a NOJIE U 1a OCO3HAEII
fieka MHOXKECTBAaTa PALUOHATIHY U PEAHU
OpoeBu NpeTcTaByBaaT MoOJe BO OAHOC Ha
OIepalunuTe COOUPABLE U MHOXKEHE.
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I1pu n3ydyBameTO HA MHOXKECTBATA 'O pas3riefaBMe NOMMOT MMOAMHOXKECTBO U IPUTOA
BHUJOBME ieka A< B ako m caMo ako off x€ A cieayBa x e B. IlociegHoTO 3HauM Aeka 3a
MPOW3BOJIHA MHOXecTBa X M Y He Mopa Jila Baxxu X <Y wimm Y < X . AHanorso, npu n3y-
YyBaWkETO Ha JISJINBOCTA Ha IPUPOIHUTE OPOEBU BUIOBME JIeKa 32 CEKOU MPUPOJHU OPOEBH a
u b He Mopa f1a Baxu a|b umu b|a. IIpeTxogHuTe 1Ba IpUMEpHU Ha NIPB MIOIVIE] HEMaaT HUII-
TO 3aeJHUYKO. MefyToa, Toa € caMO Ha MpB NOrJef, OuiejKu OBHE B MPUMEPU UMaaT HEKOU
3ae[JHAYKN KapaKTEPUCTUKHU CO KOM Ke ce 3alo3HaeMe IPH N3y4yBAKETO HA TaKaHAPEUYEHUTE
OMHApHU peJalum.

Kaj MHO2KECTBAaTa I'M BOBEJOBMEC OIlEpalluATE MPECEK U YHI/I]a Ha MHOXKECTBa M OKa-
2KaBM€ HHM3a HUBHU CBOjCTBa. Hcto TakKa, Ipyd U3y4yBambEeTO Ha NPUPOMTHUTE, LHEIUATE, palu-
OHAJIHUTE U PpEAJTHUTE 6pOCBI/I BO COOIBETHUTE MHOXKECTBA I'M BOBEJOBME OIICpAIUUTE co0u-
palkbEe 1 MHOXKEHE Ha 6pOCBI/I. n OBJI€, Ha IIPB IOIJIENl C€ YMHU JI€Ka Mefy HaBEICHUTE Ollepa-
o1 CO MHOZKECTBATa U Oon€paliiure co 6p0€BI/ITe HEMAa HUIITO 3a€JHUYKO, HO KaKO IITO Ke
BUIMME OBUE 1Ba TUIIA ONI€pallui MMaaT 3a€JHUYIKUN KapPaKTEPUCTUKU KON Ke 61/IJ:[aT nmpeamMeT
Ha HAlIUTE pa3rjicnyBama.

Bo MPpETXONHUTE pa3rjieiyBamkba €€ 3all0O3HaBME CO Hajpa3III/I‘{HI/I [IpuMeEpHA Ha OJHOCH,
peiranun Mefy eJIEMEHTHUTE Ha HEKoe MHOXKecTBO. Taka, Ha npuMmep, co 360pOBI/ITeI IOorojJIeEM
nomMaJji, €JHAKOB, OIPEACJICHA CE€ pe/lalldi BO MHOXKECTBOTO pEaJIHU 6pOCBI/I; (¢10) 360pOBI/ITeI
apajic€jiHa, HOpMaJiHa, OIPEACJICHA CE€ pejlallud BO HEKOE€ MHOXKECTBO IpaBH; CO 360pOBI/ITeZ
POAHUHA, TATKO, CUH, ONPEACJICHN CE pelalluid BO HEKOE MHOXKECTBO Jny‘C UTH. 3a CCKOja o
OBHE pejiallui BaXXHO € J1a 3HaEME KOj CICMCHT, 1a I'O O3Ha4YUME€ CO X, € BO penauﬂja CO Ipyr
CJIIEMCHT, 1a 'O O3HAYUME CO ). Ha 3a0enexxuMe ieka IIPpUTOA U pEeJoCIeNOT Ha CJIEMEHTUTE €

BaXKEH OMJEjKM €JIEMEHTOT X MOXE Jla € BO pellalija co €JIEMEHTOT ), HO €JIEMEHTOT ) He
Mopa fia € BO pejianyja co eieMeHTOT x. Taka, Ha nmpumep, 2>1,HoHe e 1>2.
3a npoyyyBame Ha BAKBUTE COOJHOCH BO MaTeMaTHUKaTa CE€ BOBEyBa IOMMOT OMHApHA

penanyja U OBOj MOUMM MOXeE Jla ce BOBEJe BO IPOM3BOJHO MHOXKeCTBO. Taka, ja mmame
crepgHaTta aepuHuIMja.

Hedununuja 1. Ako M e Hempa3HO MHOKECTBO, TOTAIll CEKOE MOAMHOXKECTBO @ Off
M xM ro0 HapekyBaMe 6OuHapHa peaauuja Bo M . Ilputoa HamecTo (x,y)€ @ dYecTomaTu Ke

nuiryBaMe xoy 4 Ke untame " x e Bo penaimmja @ co y ". Ako (x,y)Z @, T.e. aKO X HE € BO
penanyja @ co y, Ke NUIIyBaMme Xy .

Jla 3a0enexxuMe, fieKa ako xay , TOraul Toa rpapuuku ce NpuKaxysa Taka IITO X U y
ce MOBp3yBaarT Co CTpeJsiKa Koja € HacoueHa Off x KOH y (BHAM o IPTEXOT BO MPUMEpPOT 1).
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Ipumep 1. a) [1a ro pasraegame MHOKecTBOoTO M ={1,2,3,4,5,6,7,8} 1 BO HEero faa je-
¢puHpaMe OMHapHa penanyja @ Ha CIEJHUOB HAYMH: XQy aKO U caMo ako x + y =8§.
3Haum, ako xoy, Toram x + y =8, ma 3atoa y +x =38, off IITO ciexysa aeka yax . [lo-
HaTamy, Of] PETXOHO U3HECEHOTO U Off
1+7=2+6=3+5=4+4=8

cliefyBa ieka
a ={(1,7),(2,6),(3,5), (4,4),(5,3),(6,2), (7,1)}.

Ila 3abenexume nexka l¢6, 7¢2, ..., 8qx, 3a x=12,...8 Ounejku

1+6#8,7+2=8,....,8+x#8, 3a x=1,2,..8.

I'pacduuknoTr npuka3s Ha pejanyjata @ € JajeH Ha [PTEXKOT JECHO.
0) [TajeHO € MHOXECTBOTO A YWU €JIEMEHTH Ce IMUEaTa Ha €[lHA TPyIa YICHUIIU:
A={Amna, EBa, Agam, Mapko, O6pen, UBana, Hukona, Mepu;} .
Bo oBa MHOXXeCTBO e fle(puHIpaHa pealujaTa @ Ha CJIeHHOB HAUWH:
XQy aKo M caMO aKo MoYeTHaTa OyKBa Ha MMETO Ha X € KpajHa OyKBa Ha UMETO HA ) ,
3a ceKom X, y € 4. O ycIOBOT IMaMe JieKa iajieHaTa pelanuja e:
o ={(AHa, AHa), (AHa, EBa), (AHa, lBana), (Ana, Hukomna), (Amgam, AHa), (Anam, EBa),
(Anam, MBana), (Anam, Hukomna), (Mapko, Anam), (Mepu, Agam), (O6pen, Mapko),
(MBana, Mepn), (Hukoma, O6pen)}.

B) 3a cekoe HENpa3sHO MHOXKeCTBO M penamuute A, ={(x,x)|xeM} u a=M xM
T'M HApeKyBaMe OuUjazoHanaa i YyHUeep3aaHa peaayuja BO M , COOABETHO. ¢

Bo maremaTukara Haj‘{CCTO C€ KOpUCTAT pejiallii KO BO U3BECHA CMUCJIAa CE€ NMPABUJI-
HH, T.€. 3aJOBOJIyBaaT HEKOU YCJIOBH.

Hedununuja 2. 3a OMHapHaTa penanydjaTa o OINpefeseHa Ha HEMPa3HOTO MHOXKECTBO
M Ke BenumMme fieKa € peghaekcusHa ako xax , 3a ceKoj xe M .

Ipumep 2. a) Op (x,x)€ A, , 3a CEKO] x € M HENOCPEAHO ClefyBa ieKa AujaroHasnsaTa
Ha ceKoe Hempa3HO MHOXKECTBO € pe)yIeKCUBHA penaliyja.

0) Hapeno e muoxkectBotro M ={1,2} u penammjata o ={(1,1),(1,2),(2,2)}. bupejkn
(1) ea u (2,2) e, 3akTydyBaMe ieka xox 3a CeKOj x € M , T.e. penanygjata @ € pediekcrBHa.

B) Bo MHOXecTBOTO mpupogHu 6poeBd N [a ja pasriefgame pelanmjata @ oOmnpe-
ielieHa CO x@y aKo U caMo ako x = y. JacHO, x = x 3a cekoj x €N, IITO 3Hauu fieKa OBaa

penanuja e pediieKCuBHa.

r) Bo mHOXecTtBOoTO npuponnu OpoeBu N f1a ja pasriefame penamnyjata @ oOmpe-
JieieHa cO x@y aKo U caMo ako x<y. buaejku x £ x 3a cekoj x € N 3akiyuyyBame jeKa oBaa

peunanyja He € pepaeKcuBHa.

MefyToa, ako 3eMeéMe x@y aKo U caMO aKo x < x , TOTalll pejanujara € peaeKCUBHA.
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n) Heka n e ¢pukcupan npupopaen 6poj. Bo mHoXkecTBOTO prpoanu 6poeBu N na ja
pasriiefjame penangjaTta o ONpefeseHa co Xx@y aKo U caMo ako x =y (mod n) .

Ojp cBojcTBaTa Ha KOHTPyEHLIMUTE MMame x=x(modn) 3a cekoj xe€ N, IITO 3HAUN
ieKa oBaa pejanyja e pepaeKCcuBHa.

r) Bo MHOXecTBOTO mpupopgHu GpoeBn N f1a ja pasriefame penanmjata o OIpe-
JleJIeHa CO x@y aKo M camo ako x|y . Of cBojcTBaTa Ha IeIMBOCTa UIMaMe x| X 3a ceKoj xe N,

HITO 3HA4U ieka OBaa penanyja e peiekcuBHa. ¢

On pecunnnujaTta Ha pedpJIeKCMBHOCTA JIECHO Ce IJIefia JleKa eflHa pelalyja onpefesieHa
Ha HeNpa3HO MHOXKECTBO M e pedieKCuBHA aKO U caMO aKO ja CORPXKU AujaroHagaTa A, .

Hedununuja 3. 3a OuHapHaTa penanydjaTa o OINpefesieHa Ha HEMPa3HOTO MHOXKECTBO
M Ke BenmMe fieKa € cumeilipuyHa ako Of xay CIelyBa yox .

Ipumep 3. a) [Jageno e muoxkecTBOTO M = {1,2} u penanmjata a ={(1,1), (1,2), (2,1)}. On
L) ea, (2))ea u (1,2) e @ 3akaydyBame ieka penangjata @ € CUMETpUYHA.

0) Heka x,yeN. Ako x =y, toram y=x.Cnopepn Toa, penanygjata o IpuMepoT 2 B)
€ CUMEeTpUYHa.

B) bunejku 2<4 u 2<4,H0 4+ 2 u 4 <2 3akilyuyBaMme JieKa pellalluuTe oj IPUMEpPOT
2 T) HE Ce CUMETPUYHH.

r) Heka x=y (mod n). Toram, y=x(modn) WITO 3HAUYM ieKa penanujaTa of Mpume-
poT 2 ;1) € cUMEeTpHUYHA.

n) Bunejku 2|4, Ho 42 3akimyuyyBaMe fieka penangjaTa of IpuMepoT 2 f) He e cuMme-
TpUYHA. ¢

Hedununuja 4. 3a OuHapHaTa penanydjaTa o OINpeesieHa Ha HEMPAa3HOTO MHOXKECTBO
M Ke BelmMe JieKa € WpaH3uitiu6Ha akKo Ofl Xoy U yQz CIENyBa XQz .

Ipumep 4. a) [laneno e mHOXecTBOoTO M ={1,2} 1 penammjata o ={(1,1),(1,2),(2,1)}.
OsBaa penanuja He € TpaH3UTUBHA OuiejKu 2al u la2, HO 2 He € BO pejanygja o co 2.

0) Heka x,y,zeN. Ako x=y u y=z, torami x=z. Cnopepj Toa, peianujata of
OpUMEpPOT 2 B) € TPaH3UTHBHA.

B) Heka x,y,zeN. On x<y u y<z ciuefgyBa eka x<z, IITO 3HAUM fieKa IpBaTa

penanmja Bo IpUMEPOT 2 T') € TpaH3UTHBHA. AHAJIOTHO ce TOKaXKyBa jileKa U BTopaTa peJaluja
OJ] UCTUOT NIPUMEP € TPAH3UTHUBHA.

r) Hexa x=y (mod n) m y=z (mod n). Toram, x =z (mod #n) IITO 3Ha4YM AeKa peJann-
jaTa o mpuMepoT 2 1) € TPaH3UTUBHA.
n) bupejku og x|y m y|z cremyBa x|z 3a cekoW Xx,y,ze N, 3akiyuyBaMe JeKa

penanujaTa of MpUMepoT 2 f) € TPAaH3UTHBHA. ¢

HMedununuja S. 3a OuHapHaTa penanydjaTa o OINpeesieHa Ha HEMPAa3HOTO MHOXKECTBO
M Ke BelMMe JieKa € aHlUCUMEIUPUYHA aKO Ol Xy U yox CIefyBa X =) .
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Ipumep 5. a) [laneno e mHOXecTBOTO M ={1,2} m penammjata o ={(1,1),(1,2),(2,1)}.
OBgaa penanyja He € aHTHCUMETpUYHa Ouniejku 2al u la2 ,HO 2 #1.

0) Heka x,yeN. On x<y m y<x ciemysa fleka x =y, IITO 3Ha4u ieKa BTOpaTa
pelnanuja BO IPUMEPOT 2 T') € aHTUCUMETPUIHA.

B) Heka x,y e N. IlopaHo gokaxkaBMme fieka o x|y W y|x ciefyBa x =y, IITO 3HAYU
Jlieka peJanyjaTta o MpUMepoT 2 ) € aHTUCUMETPUIHA. 4

3AJAYUN 3A BEXKBAILE

1. HapeHo e MHOXecTBoTO M ={-2,-1,0,1,2,3} 1 BO Hero e neuHNpaHa pejandja o Ha CIETHUOB

HAYMUH: X0y aKO U CaMo aKo x? = y2 ,3a x,yeM .
a) 3anuim ja pejanyjaTa @ Kako MHOKECTBO Of IIOIpEIeHN TapOBH.
0) IIpukaxu ja rpachuuku penangjaTa o .
2. [MapeHo e MHOXKecTBOTO M ={-3,-2,-1,0,1,2,3, 4} u Bo Hero e AeuHNpaHa pejanyja @ Ha CIef-
HUOB HAUMH: Xy aKO U €CaMoO aKko, x—y =—-13a x,ye M .
a) 3anuim ja pejanyjaTa @ Kako MHOKECTBO Off IIOfIpEIeHH TapOBH.
0) [Tpukaxu ja rpacuuku penanyjata o .
3. Bo MHOXecTBOTO npupofHu 6poeBu N penanujaTta o e geuHUpaHa Ha CJIEHUOB HAUMH: XQy aKo
u caMo ako 3| x u 3|y . JJokaxu fieka oBaa pelanyja € CAUMeTpUYHa U TPAaH3UTHUBHA.
4. Heka A e MHOXECTBOTO MpaBM BO paMHMHAaTa. VicnuTaj ru cBOjcTBaTa Ha pelialjaTa @& BO MHO-

SKECTBOTO A nmeduHHUpaHa CO:
a) aab ako u camo ako « || b;

0) aob ako M caMo ako alb .

5. [lapeno e MHOXecTBOTO 4 ={l,2,3,4,5,6,7,8,9,10} 1 BO HETO pEJIALIAATE:
a) o ompefesIeHa Co xo;y aKo U caMo ako x+y =10;
0) a, ompefeNeHa co xa,y akKo M caMo aKo x+ y € mapeH 6poj;

B) o3 OINPEJENEHa CO X3y aKO M CaMoO aKo x-) € HapeH Opoj.
HcnuTaj ru cBojcTBaTa HA CEKOja Off OBUE PENIALlUH.

Hocera ce 3amo3HaBMe cO IOMMOT OMHApHA pejanyja U YeTUPUTE KapaKTEepPUCTUUHU
penanun: peIeKCuBHA, CHMETPIYHA, aHTUCUMETPUYHA U TPaH3UTUBHA penanuja. Bo oBoj en
CO IIOMOIII Ha OBUE YETUPH pejaluy Ke BOBE[IEME YIITE IBE PENAlU, eK68UsaleHYLja U iloope-
Oysarse, 32 KOM MOXeE Jla ce KaXe JieKa ce HajBaXKHUTe OMHAPHU pejlallii BO MaTEMaTUKaTa.

Hedunummja 6. 3a penanujara a Ke BeJMME IeKa € peaauuja Ha eKeusaseHuyuja (exeu-
8a1eHIIHOCI) aKO Taa e peIeKCuBHA, CHUMETPHYHA U TPAH3UTUBHA.
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CuM6070T ~ (4nTaj: Hiua0a) HajuecTo ce KOPUCTH KaKo CHMOOJ 32 O3HAauyBame Ha eK-
BHUBAJICHTHOCTUTE.

IIpumep 6. a) [laneno e mHOXecTBOoTO M ={1,2} 1 penammjata o ={(1,1),(1,2),(2,1)}.
Bupnejku (2,2) ¢ o, 3akinydyBaMe Jieka OBaa peiianyja He € pedIeKCUBHA, Ma 3aToa HE € HUTY
pedanyja Ha eKBUBAJICHIH]a.

0) Bo MHOXecTBOTO npupoaHu OpoeBu N [a ja pasriefgaMe pejanyjata o OIpefelne-
Ha CO xay ako m camo ako x = y . Ox npumepurte 2 B), 3 6) u 4 6) ciegyBa ieKa oBaa peJanuja

€ peJanyja Ha eKBUBaJICHIIM]a.

B) Bo MHOXecTBOTO mpmpopHum O6poeBu N fa ja pasriefaMme peianujata o OIpe-
leJieHa co xoy ako M camMo ako x<y. Chnopen mpumepoT 3 B) oBaa pejanuja He €
CUMETpHYHa, 1a 3aT0a Taa He € peanyja Ha eKBUBaJIEHIIN]ja.

IToBTOpHO Off NpUMEpPOT 3 B) cleflyBa ieka pejalnyjaTa xqy ako U caMo ako x <y, He
€ CHMeTpHYHa, IITO 3Ha4H IeKa Taa He € pejlalldja Ha eKBUBaJICHIH]a.

r) Heka n e ¢ukcupan npupopen 6poj. Bo MHOXecTBoTO npupofHu 6poesu N fa ja
pasriefame pejangjata o ONpEeAeseHa co xay ako M caMo ako x =y (mod 7). On npuMepute
271),3r)u4r) cnegyBa eKa oBaa pejaluja e peianyja Ha eKBUBaJICHIIH]a.

x) Bo MHOXecTBOTO mpmpopHum O6poeBu N fa ja pasriefaMe pesanmjata o OIpe-
JleJIeHa CO xoy aKo M caMo ako x|y . Bo mpumepor 3 1) nokaxkkaBMme fieKa oBaa peJanyja He €

CHMETpHYHA, T1a 3aT0a HE € peslalyja Ha eKBUBAJICHIN]jA. ¢

Ha Tro pa3rnenaMe MHO2KECTBOTO
A=1{1,2.3,a,b,P,0,R,S}

un OuMHapHaTa pejanyja ~ MpHUKakaHa CO HaBE[JEHUOT rpad
neBo. JlecHo ce mpoBepyBa fieKa OBaa penanuja € pediek-
CHBHA, CUMETPHUYHA U TPAH3UTUBHA, OHOCHO JIieKa € peJjanuja
Ha ekBuBajeHyja. Ha nprexoT 3a0enexxyBaMe ieka eJeMeH-
TUTE Ha MHOXECTBOTO 4 CO OBaa pelalyja ce paciipeoeneHu
BO TpH kiacu. EfHaTta kiaca ja counnyBaat enemenTure 1,2,3;
BTOpAaTa Kjlaca eJIeMeHTUTe a,b; TpeTarta kiaca eaementure P,Q, R, S . Kako mro moxeme fia

3a0enexxnMe, Ko OWJIO JiBa €JIEeMEHTH Off eHa KJiaca ce BO pejanmja mefy cebe, Ipu LITO
BEJIMMeE JieKa ce eKBUBAJIEHTHH.

Bo kakoB OflHOC ce eleMEeHTUTE OJi pa3IuyHUTe Kjacu, Ja Kaxeme 1 u a, a u Q?
Ouwnrnegno 1+ a, O+ a ¥ BOONIITO, KOj OWJIO €JIEMEHT Off €[lHa KJlaca HE € BO pefalyja ~ co

KOj OMJIO €IEMEHT O]l Ipyra Kjaca, OqTHOCHO €JIEMEHTUTE OJ1 PA3JINIHUTE KJIaC HE CE€ €KBUBA-
JICHTHMU.

IIpeTxomHO KaskaHOTO BaXkKM 3a KOja OWIO pernanyja Ha eKBuBasieHnuja. MiMeHo, Kako
IITO TIOHAaTaMy Ke IOKaskeMe, He ceKoja pelalyja Ha eKBUBAJICHI]ja i COOJBETCTBYBA MOJIEI-
0a Ha eJIEeMEHTHTE Ha KJacu, KOW T'M HapeKyBaMe KJach Ha eKBUBajeHIMja. Taka ja mmame
crepgHaTta aepuHuIMja.
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Hedunumuja 7. Heka A4 e Hempa3HO MHOXKECTBO U ~ € pejaiyja Ha
eKBHUBaJeHIja BO 4. AKO x € A, Torail MHOXECTBOTO €JIeMEHTU of 4 C,
KOM CE€ EKBHUBAJIEHTHHU CO X IO HApPEKyBaME K.1aca Ha eK6UBAAeHUUja Ha
esaemenilioli x W ro o3HadyBame co C, (mprex gecrHo). Cnopep Toa,

Cy={yly~xuyed}. 1)
3a mpeTXogHo AajieHaTa pejalyja Ha eKBUBAJICHIIMja UMaMe
C=Cr=C3={123}, C,=Cp={a,b}, Cp=Co=Cpr=Cg={P,0,R,S}.
Hexka C, e knacaTa Ha eKBMBaJICHIIja Ha €JIEMEHTOT x M Heka y,z € C,. On nedunn-
yjaTa Ha KJjlacaTa Ha eKBUBaJIeHIMja uMaMe y~x U z~x. Ho, ~ e cuMeTpuyuHa na 3atoa of

z~Xx caepyBa x ~z.Crnopen Toa, y~x U X~z U OUfiejKU ~ € TPAaH3UTUBHA, TOOUBaMe y ~ z.
Co Toa ja mokaxaBMme clieffHaTa TeopeMa.

Heka cera C, u Cj ce iBe NPOU3BOJHYU KJIaCl Ha €KBUBAJIEH-
nuja (IpTEX IeCHO). JacHO, THEe UMaaT UK 6apeM efIeH 3aeJHUUKN eJie-
MEHT WK ce TUCjyHKTHHU, T.e. C, NCp #d umu C, N Cp =D .

Hexka C,"Cp,#< ¥ Heka c € €[eH OfI 3acJHUYKUTE eJle-
MeHTH, T.€. c€C, u ceCy, mTo 35aun c~a u c~b. Heka xeC,. C,
Ho, ceC, na opn Teopemara 1 cinegysa gexa x ~c. Ilonaramy, c~b n Ca
OupejKu ~ e pejanyja Ha eKBUBaJeHIMja foOuBaMe jeka x ~b, mTo 3Haun x € Cp. Cnopen
Toa, o xeC, cunenyBa xeCj, na 3aroa C, c C,. AHanoruo ce pokaxysa nexka C, cC,.

Koneuno, on C, cC, u C,, cC, cnenyBa Cp, =C, .

Co Toa ja NOKaXKaBM€ ClI€JHATa TEOPEMaA.

Opn npeTXogHO H3HECEHOTO CIIElyBa ieKa KoM OMJIO JIBe KJ1ach Ha ekBuBaneHumja C, u
C), Wnu ce eJHaKBU UM HEMAAT 3a€lHUIKH eJeMeHTH, T.e. unmu C, =Cy umu C, N Cy =J.

3apaju MOCIEHOTO CBOJCTBO HA KJIACHTE Ha €KBUBAJIEHIIN]a, MHOXKECTBOTO A €O Kja-
CUTE Ha €KBUBAJICHIIM]a € TIOfIEIEHO Ha Mel'yceOHO JUC]yHKTHI MHOXKecTBa. Of OBIE MHOXECT-

Ba (hopMHIpaMe HOBO MHOXKECTBO U IO J0OKMBaMe TaKaHAPEUYEeHOTO (PakKillop-MHOMCECIBO, KO
o0n4HO ro o3HauyBame ce A,_. Cnopep Toa, 4, € MHOXECTBOTO OJf CUTe KJIacl Ha €KBUBa-

JIeHIHja.
Bo nocnegnmoT mpumep KjacuTe Ha ekBuBajeHuuwja ce: {1,2,3},{a,b} u {P,Q,R,S}.
Crnopen Toa, pakTOp-MHOXECTBOTO € flafieHo co A, ={{1,2,3},{a,b},{P,O,R,S}}.
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Hpumep 7. a) Cnopen npumepoT 6 6) BO MHOXKECTBOTO NpHUpPORHU OpoeBu N pena-
yjaTa o OIpefielIeHa CO xoy aKo M caMO akKoO X = ) € peJjlalyja Ha eKBuBajieHnuja. JlecHo ce
riefa feka 3a cekoj x € N Baxu C, ={x}, T.e. oBaa pejanyja “Ma OECKOHEUHO MHOTY KJlacu
Ha eKBMBaJICHIH]a.

6) Cnopep mpumepoT 6 6) BO MHOKECTBOTO MPUPOIHE OpoeBu N pejanyjata o ormpe-
JielleHa CO X@y aKo M caMoO ako x=y(mod3) e penanuja Ha ekBuBajeHuWja. Kako mro
3HaeMe x =y (mod 3) aKko ¥ caMO aKO x M y TpH Jelielke co 3 maBaaT uctu octatouu. Cnopen
TOa, KJIacUTEe Ha EKBUBAJICHIIM]A Ce

Bk+1]keNy}, 3k+2/keNy}, (3k+3]keNgy}
HITO 3Ha4¥ (PpaKTOP-MHOXKECTBOTO €
N, ={{B8k+1]keNy}, 3k +2|keNy}, 3k+3|keNy}}. ¢

ITokpaj penanmjaTa 3a eKBUBAJIEHIMja BO MaTeMaTHKaTa BaXKHa yJiora IMa peJjanyjaTa
3a ofipeilyBame. 3a Hea ja uMaMe cllefiHaTa JeduHALyja.

Hedunumuja 8. Heka A4 e Hempa3HO MHOXECTBO. 3a penanyjata o Ke BeJlnMe JeKa €
peaayuja Ha ioopeoysare (iloOpedysare) Ha A aKo Taa € pedaeKCruBHA, aHTUCUMETPUYHA U
TpaH3UTHBHA.

Heka a e penanuja Ha nmoapenyBame Ha A. AKO 3a €JIeMEHTHTE X,y € A BaXu xay
UM yox , TOTalll Ke BeJTuMe JieKa THE Ce Ciopeoausu.

AKO cexou fiBa €IeMEHTH Ha A ce CIOpeJMBH, K& BeJINMe JleKa penalyjata @ €
HOUIHOAHO HoOpedysare BO A 1 ieKa MHOXKECTBOTO A € HOU0AHO HOOpeOeHO MHOXCECIBO,
a BO CIPOTHBHO K€ BeNMMeE JieKa pellaljaTa @ € pelanyuja Ha 0eayMHO HoO0pedyearse 1 MHO-
KECTBOTO A € 0eayMHO HOOPEOeHO MHONMECINBO.

IIpumep 8. a) Bo MHOXecTBOTO npupopHu O6poeBu N fa ja pasriefame pejanujata o
ompefeseHa xay ako U caMo ako x <y. Bo mpumepure 2 1), 4 B) u 5 6) foKakaBMe eKa oBaa
penanyuja e peeKcuBHaA, TPaH3UTHBHA U AHTUCHUMETPHUYHA, IITO 3HA4YM Taa € pejanydja Ha
nojpeayBame. JacHo, Baka AeuHUpaHaTa pejanyja Ha IOApeayBambe € MOTIOIHO MOopeyBa-
e BO N, IITO 3HA4YU JeKa N € MOTIHOJHO IMOAPEREHO MHOXKECTBO.

0) Bo mHOXecTBOTO mpupopgnu 6poeBn N Ja ja pasriefgame penamnujata o Omnpe-
lleJIeHa cO xoy aKo M camo ako x|y . Bo mpumepute 2 £), 4 1) 1 5 B) HOKaxkaBMe JieKa OBaa

penanyja € pedeKcuBHA, TPAaH3UTHBHA M aHTUCUMETpPUYHA, I1a 3aToa Taa € pejlalyja Ha
nofipefyBame. JacHO, cO OBaa pejalyja MHOXKECTBOTO N He € MOTIOJHO HOApeeHo Ouejki,
Ha npuMep, HUTY 2|3 HuTy 3|2, OTHOCHO BO OBa MHOKECTBO IIOCTOjaT €JIEMEHTU KOU HE ce

CITIOPE/VINBY CO OBaa pesalyja.
B) Bo MHOXecTBOTO Lles 6poeBu Z f1a ja pasriefjlame penangjaTa o OIpefeseHa co
xay aKko ® camo ako x|y . Kako u kaj npupogHuTe GpoeBy ce JOKaXKyBa Jleka OBaa pejanyja e

pednekcuBHa U TpaH3uTHBHA. MefyToa, Taa HEe € aHTHCUMETPHUYHA, OWfIejKU, HA TpPHUMED,
21(-2) u (-2)|2,H0 2+ -2 . Cnopef Toa, peianyjata " x € fenuTea Ha y " ¢
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10.

1

12.

13.

3AJAYN 3A BEXKKBAILE

Bo MHOXecTBOTO enu OpoeBu Z e neduHMpaHa penalnyja ¢ Ha CIEJHUOB HAUUH: Xy aKO M CaMo
ako 4|(x-y).

a) [lokaxu leka @ e penanyja Ha eKBUBAJICHIH]ja.

0) Hajnu ro hakTop-MHOXKECTBOTO Z ), .

Bo MHOXKecTBOTO Lienu OpoeBu Z € fedMHMpaHa pejalyja @ Ha CIEHUOB HAYMH: XQy aKO M CaMO
aKo x2 +x= y2 +y . Hcnuraj ganu o e penanyja Ha €KBUBANCHIH]a.

Hajnu ja penanyjaTta Ha eKBUBAJICHIIMja ¢ HA MHOXECTBOTO A aKO HEj3MHOTO (PaKTOP-MHOXKECTBO
e A, ={{a,b,c,d, e}, {f,g,h}}.

a) [Tokaxu feka penangjara a = {(a, a), (b,b), (¢,¢), (d,d), (a,b), (a,¢), (b, ¢), (b, a), (¢, a), (c,b)} nedpu-
HUpaHa BO MHOXECTBOTO A ={a,b,c,d} e pelanyja Ha eKBUBAJICHIIY]a.

0) Hajnu ro hakTop-MHOXECTBOTO 4, -

3a MHOXECTBOTO A ={a,b,c,d,e, f,g} Hajuu GapeM eHa penanyja Ha eKBUBAJICHIMja KOja uMa TpU
KJIacl Ha eKBHBAJICHIMja TaKBH, IITO €JHAaTa UMa TPU €JIEMEHTH, a OCTaHATUTE [IBe UMaart IO fiBa
€JIeMEeHTH.

IlaneHo e MHOXeCTBOTO A ={a,b,c,d,e} 1 BO HEro peJamnyjarta

a = {(a,a), (b,b), (c,b), (d,e), (¢,e),(d,d),(c,c), (b, e), (d,b), (c,e)} .
a) Jlokaxu ieKa ¢ € penanyja Ha IOfpeayBambe BO MHOXKECTBOTO A .
0) IIpeTcraBu ja memMaTCKu pejanyjaTa o .

MageHo e MHOXecTBOTO A = {1,2,3}.
a) Hajnu ro HeroBoTo napTUTUBHO MHOXKeCTBO P(A) ={X | X < 4}.

0) Jlokaxu fexa pelanygjata @ ONpefesieHa co XaY aKko U caMo ako
X c Y e penanyja 3a nofipeyBamme Bo P(4) .

Bo mHOXecTtBOTO 4 ={1,2,3,4,5} penauujata ¢ € fajgeHa co IlemMaTa Ha
LPTEXKOT IECHO.

a) 3anuim ja pejanyjaTa @ Kako MHOXKECTBO Of IIOfIpeIeHN TapOBH.

0) [Jokaxu geka o € pelanyja 3a mofpeyBambe BO MHOXECTBOTO 4 .

G,

Tlo3naTtu HU ce TOBeKe [IpUMEPH IIpUA KOU O]] 1Ba €JIEMEHTHU X U y OO €IHO MHOXKECTBO

MOMPENU3HO Off MOAPENCHUOT Nap (x, y) € G2, ce NpeMUuHYyBa Ha HOB eJieMeHT z € G . Taka, Ha

npuMep, BO MHOXKECTBOTO Ha LeJuTe OpoeBU Z Toa € Clyyaj co COOMPamETO, MHOXKEHETO U
OI3eMamETO Ha LeuTe OPOeBH, BO TEOpHUjaTa Ha MHOXKECTBA TOA € CIIy4aj cO yHUjaTa, IPeCceKOT U
pa3nukaTa Ha MHOXKecTBaTa UTH. HaBegeHnte npumMepn uMaaT 3a€JHUYKHA KapaKTEPUCTUKNA KON
OBJIe MOfleTalTHO Ke TU pa3riefame. Taka, ja umMame ciieiHaTta aeduHumja.
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Heduanmja 9. Ako G € MHOXECTBO, TOrall ceKoe mpecinukyBambe f:GxG—> G 1o
HapeKyBaMe gHaitupeuiHa bunapHa oiepayuja Ha G .

Crnopen Toa co cexoja OuHapHa onepanyja Ha G Ha cekoj noapefeH nap (x,y) e GxG
€JHO3HAYHO MY ce€ MPUAPYXKYBa eleMeHT z € G . [IpuToa nuiysame z = xfy unu f :(x,y) = z.
BooGuuaeHo omnepanujata f Ke ja O3HadyBaMe CO €IeH Of CIeJHUBE CUMOOIM:
*0,®,8, A +,—,:,M,U,\,.... Bo OBaa cMucna Ke nuiryBaMe x* y,x+ y,X — 1,X- ,... .

3apaau MOKpaTKO MCKa)KyBawme, HAMECTO TEPMHMHOT BHATpelllHa OMHApHA olepanyja
OBJle Ke IO KOPUCTUME TEPMUHOT ollepayuja.

IIpumep 9. a) Heka G e MHOXecTBOTO npupogHu OpoeBu N. CoOupameTo U MHOXKE-
HETO Ha MPUPOAHU OpOEBH ce MPHUMEPH HA ONepalid BO oBa MHOXKecTBO. Op Apyra crpaHa
OJI3EMAbETO M JIENICHETO HE ce ONepalud BO MHOXKECTBOTO MPUPOAHM OpoeBM OupejKu, Ha
npuMep, He TOCTOM MPHUPOJeH Opoj z TaKOB, IITO z=2-3 KU HE NMOCTOU MPUPOJieH Opoj ¢
TaKOB, IITO t=2:3.

MefyToa, BO MHOXECTBOTO N O[I3€MamEeTO U JIENIEHETO Ce U3BOMJIUBU 3a HEKOHU
napoBu NMpupojgHu OpoeBu. Bo BakoB ciiyyaj BeqnMe Jieka craHyBa 300p 3a OeaymHa oiepa-
uuja.

0) Heka G e mHoxkectBoTO npupopnu OpoeBu N. bupaejku 3a cekon x,ye N Baxu
H3[(x,y)e N, H3C(x,y)eN, min{x, y} e N, x+ y + xy € N 3akiyuyBame ieKa co

x*y=H3M(x,y), xo y=H3J(x,y), xAy =min{x, y} & xey=x+y+xy
ce nepunupanu onepanuu Ha N . Ha npumep, 6 *15=3, 6015=30, 6A15=6, 6e15=111.
IIpecmeraj: 12*14, 12014, 12A14, 12e14.

Hla ce nmorcetume, ako M4 ={0,1,2,3} € MHOXECTBOTO Ha OCTATOLU IIPHU [EJIEHE HA
MpUpOAHUTE OpoeBu co 4, Toram 30MpOT ¥ TPOM3BOJOT HA KOW OWJIO €JIEMEHTH Off OBA MHO-
>KECTBO MOBTOPHO € €JEMEHT Off MCTOTO MHOXKECTBOTO, WITO 3HAYM JieKa COOMPameTO WU
MHOXKEHETO 110 MOAyJI 4 ce onepauuu Ha M 4. AKO co @ ro o3HauuMe cOOMPAmBETO IO MOAYJI
4,a cO ® MHOXEHETO IO MOAYJ 4, TOraul OBHE ONEpalyyd MOXKEME a TU MPETCTaBUME CO
IIOMOIII HA CIIEeTHUTE TaOJIUIIN.

@ |0 1123 ® |0 1123
0|0 1 2 |3 0l 0]0]0]O
1 1 2 |3 0 1] 0 1 2 |3
2 |23 0 1 2101210712
313 0 1 2 31013 2 1

Yecronatu onepanuuTe Haj MHOXECTBaTa MOXKeMe J1a ' fiepMHUpaMe co TaOIMIH, KaKo 1ITO
TOA IO HaIpaBUBME BO CIIy4ajOT CO COOMPAHETO U MHOXKEHETO 1o Moayn 4. Tabmumure of
OBOj BUJ 'l HapeKyBaMe Keauesu wiemu U THE HAJUECTO CE KOPUCTAT KOra MHOXKECTBOTO Haf
Koe€ ja iepuHIpame olnepanyjaTa € KOHEUHO.

Bo cute IpEeTXOMHN ciiydan Oere MaAC€HO HENPAa3HO MHOXKECTBO U onepauI/Ija ne(bn—
HUpaHa Ha TOa MHO2KECTBO. TOKMy N3y49yBambETO HAa HENPA3HUTE MHO2KECTBA CO HEKOU OIlepa-

124



II1M € OCHOBHA 3ajjaya Ha coBpeMeHaTa anreopa. Cekako, HajeJHOCTaBEH Cllyyaj € Kora uMame
Helpa3HO MHOXKECTBO CO e[lHa onepaiyja. Bo oBaa cMucna ja umame ciiefiHata aeuHunmja.

Hedunumuja 10. Ako * e omnepanuja Ha HEMPa3HOTO MHOXECTBOTO G , TOTAll NOApe-
neHuotT nap (G,*) ro HapeKyBaMe 2pyiiouo. Ilputoa G ro HapeKyBaMe Hocuitien Ha IPyNOU-

[OT, a * - HEroBa oiepayuja.
IIpumep 10. a) Heka N e MHO>KecTBOTO IpupofHu OpoeBu. buynejku 30up u npon3Box
Ha f1Ba Opoja e mpupopeH 0poj, 3aknyuyBame aeka (N,+) u (N,-) ce rpynouu.

Op npyra cTpaHa, OI3eMalkeTo U [CIEHETO HE ce onepali BO MHOXECTBOTO MPUPOJ-
Hu OpoeBu N, na 3atoa (N,—) u (N,:) He ce Tpynouu.

0) Heka M e mpou3BoiaHO Hempa3HO MHOXkecTBO U P(M)={X |X < M} e HEroBoTo

iapiiuitiueHo mHoxcecitieo (byaearn). On ne(pMHULIMUTE HA YHHjA, IPECEK M pa3iuKa Ha MHO-
KecTBa caenysa aeka (P(M),v); (P(M),n) u (P(M),\) ce rpynousu, 4uj 3aeHAIKA HOCUTET €
P(M), a onepanuure ce U, 1\, COOIBETHO.

B) Op pa3riegyBamaTa BO mpuMepoT 9 a) HenmocpeaHo crienysa neka (N,*), (N,o), (N, A)

u (N,e) ce rpynougu.

r) Akoco M, ={1,2,...,n—1} ro o3HaunMe KOMIUIETHAOT CUCTEM Ha OCTATOLM I10 MO-
Oya n M co @ U ® T'M O3HAYNME ONEPALUNATE COOUPAHE M MHOXKEHE 10 MOAYJ # COOJBETHO,
toram (M ,,®) u (M,,®) ce rpynounu. Kako u Bo cnyyaute n=4 U n=>5, TOUHOCTA Ha OBA
TBPAEHE HETIOCPEIHO cleflyBa of] (PaKTOT fieKa MPU HAaBEJCHUTE ONepanuu 30Up U MPOU3BOJ
Ha €JIEMEHTHU Off M, pe3ylaTaToT € €JIeMEHT o M, . ¢

HpI/I NMpOYy4YyBambETO Ha MHO2KECTBATA BUJOBME JIEKA 3a OINEpaluUTEe IMPECEK U YHI/I]a Ha
MHO2KECTBa IPOU3BOJTHA MHO2KECTBA A, B u C Baxnu

ANnB)NC=An(BNnC)un(AuB)uC=4U(BuU().
Hcro Taka, 3HaeMe fieKa 3a olepaguuTe cOONpame U MHOXKEHE Ha MPUPOJHU OpOEeBU BaxKu
(x+y)+z=x+(y+z)u(x-y)-z=x-(y-z),3acekon x,y,zeN.

MefyTtoa, 3a onepanujaTa pa3nuka Ha MHOXKECTBAa pPaBEHCTBATa Of] HAaBEJJCHUOT OOJNK HE ce
ucnonuet. Taka, Ha mpumep, ako A={1,2,3,4}, B={1,4,5},C={l,2,4}, Toram

(A\B)\C=1{2,3\{1,2,4} = 3} 2 {1,2,3,4} = {1,2,3,4}\ {5} = 4\ (B\ C).

IIpeTxonHO U3HECEHOTO € e[lHa Of] MPUYMHUTE 3a MPOYUYYBAHETO HA TPYNOUUTE YUK
olepalyu ro 3al0BOJIyBaaT TaKaHAPEYEHUOT acOLMjaTUBEH 3aKOH. Taka ja UMame ciefHaTa
neduHuIMja.

Hedunumuja 11. 3a rpynoupor (G,*) Ke BenmMme fieka € acoyujaitiuéer (ioayzpyiia)
aKO 32 CEeKOMU X, y,z € G BaXu

x*(y*z)=(x*y)*z. (1)
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IIpumep 11. a) Op cBojcTBaTa Ha onepalKTe MPEeceK W YHHja Ha MHOXKECTBA CIefyBa
neka rpynouaute (P(M),0) u (P(M),n) ox mpumeport 10 6) ce momyrpynu. Merfyroa, off moro-
p€ W3HECEHOTO cienyBa faeka rpynoupot (P(M),\) He e momyrpyma.

0) Opn cBojcTBaTa Ha MPUPOJHUTE U LienuTe OpoeBH ciefyBa aeka rpynougute (N,+),
(N,), (Z,+) u (Z,) ce NOAYrpyIu.

I'pynoupor (Z,—) He e monyrpyma. HaBucruna, 6 —(4-3)=5#-1=(6—-4)—-3, mwro
3HAYM JIeKa acoljaTUBHUOT 3aKOH 3a onepalyjaTa ofj3eMambe BO MHOXKECTBOTO 1€l OpOeBU
HE BaXW.

B) JlecHo ce mokaxyBa fieka rpynouaure (M, ,®) u (M, ,®) oa npumepor 10 r) ce
nonyrpynu. OOuay ce fa JOKaXKelll IeKa 3a OlepaluuTe COOMpame U MHOXKEHE MO0 MOAYJ 71
BaKU aCOLMjaTUBHUOT 3aKOH.

r) a ro pasriegame rpynoupoT (N,e) Kaje mTO xe y=x+ y+x)y 3a ceKou x,y e N.
3a cekom x,y,z €N Baxu

(xey)oz=(x+y+xp)ez=x+y+xy+z+z(x+y+xy)=x+y+z+xy+yz+zx+xyz
=x+y+z+yz+x(y+z+yz)=xe(y+z+yz)=xe(yez)
mTo 3Hauu fieka (N,e) e momyrpyna. ¢

3a onepauunTe yHHja U MPECeK Ha MHOXKECTBa 3HaeMe JieKa 3a CEeKOU MHOXKecTBa 4 U
B Baxmu AUB=BUA, AnB=BnA.H cro Taka, 3a COOMpambEeTO U MHOXEHETO HA LEIUTE
OpoeBH 3HaeMe Jieka x+y=y+Xx,X-y=y-Xx, 3a CEKOHu X,y € Z. MefyToa, 3a 0OI3eMambETO Ha
nenuTe OPOEBM W 3a pa3jMKaTa Ha MHOXKECTBATa HE BaXaT paBEHCTBA Off HABEJEHUOT OOJIUK.
Nwmeno, 3—4=—-1=#1=4-3 u {1,2,3}\{4,3,2} ={1} # {4} ={4,3,2} \ {1, 2, 3} .

HpeTXOIIHO HU3HECEHOTO € €JHa Ol MPUYUHUTE 3a MPOYUYBAKLETO HAa IPYIIOUIUTE YUU
onepanuu ro 3agoBojayBaaT KOMYTATUBHUOT 3aKOH. Taka ja nmame ciaecagHaTra Jleq)I/IHI/IIII/Ija.

Hedununuja 12. 3a rpynoupoT (G,*) Ke BeauMe AeKa € KomyilaitiueH ako 3a onepa-
nujata * Baku KOMyTaTUBHHOT 3aKOH, T.€. aKO 3a CEKOM X, y € G BaXu
* y— 3k
x*y=y*x. (2)
[Monyrpynara (G,*) ja HapeKyBaMe KOMYitiaiti8HA aKO Taa € € KOMYTaTUBEH I'PYHOW/,.

IIpumep 12. a) Op cBojcTBaTa Ha OoNepalUUTe NMPECeK U YHUja Ha MHOXKECTBa ClIelyBa
neka nonyrpymure (P(M),0) u (P(M),n) on mpumepor 10 6) ce komyTaTuBHH. MefyToa, off
MMOrope U3HECEHOTO ciieqyBa fieka rpynongoT (P(M),\) He e KoMyTaThBEH.

0) On cBojcTBaTa Ha MPUPOAHUTE U LeIUTe OpoeBHU cnefyBa Aeka noayrpynure (N,+),
(N,), (Z,+) u (Z,) ce komyratuBHA. HOo, KakO IITO BEKE BUJOBME IpynoufoT (Z,—) He €
KOMYTaTUBEH.

B) [Tonyrpynure (M,.,®) u (M,,®) ox npumep 10 r) ce komyraTuBHu. [TocnegHoTo

Moxke fia ce 3akiayun u of Kenuesure memu. VIMeHo, efileH Tpynouy € KOMyTaTUBEH ako U ca-
MO ako HeroBaTa KenmeBa mema e cuMeTpryHa BO OJHOC Ha IMIaBHATa AWjaroHaia MoBjleyeHa
OJ] IEBUOT TOpEH arod (301mTo?).
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r) la ja pasrnemame moayrpynata (N,e) Kaje IITO xey=x+y+Xx-) 3a CEKOU
x,y € N. bunejku
Xey=x+y+x-y=x+y+y-x=yex 3acekou x,yeN,
3akjydyBaMe fieka noayrpynara (N,e) € KOMyTaTUBHA. ¢

3AJAYN 3A BEXKBAILE

14. Bo mHOoxkectBoro N neurupame m*n=m". Jokaxku neka (N,*) e rpynoun! Ipecmeraj 2*3,
3*2, (2*%2)*3 u 2*(2*3) ! IllTo 3akiyuyBami?
15. Bo MHOXecTBOTO npupofHu 6poeu N feduHupame onepamuu *,o U A co:
x*y=H3[(x,y), xo y=H3C(x,y), xAy =min{x,y}.
a) [Tanu rpynoupute (N,*),(N,0), (N,A) ce monayrpynu?
0) Jamu rpynounutre (N,*), (N,0), (N, A) ce KOMyTaTUBHU?
16. Bo MHOXecTBOTO Llenu OpoeBu Z AedpuHupame onepanyja ¥ co: x* y=x+y+1 3acekon x,yeZ.
Hanu (Z,*) e rpynoup? Bo cityuaj Ha HOTBPAIEH OArOBOP MPOBEPU AaIK OBOj TPYIOUS €:
a) MoJyrpymna; u 0) KOMyTaTUBEH.
17. Hexa A4 u B ce npou3BoiaHu MHOXecTBA. CumeitiputHa pasauka TO HapeKyBaMe MHOXECTBOTO
C=(AuUB)\(ANB) . Ilpuroa mumyBame C = AAB .
Heka M e mpow3BomHO Hempa3HO MHOXecTBO W P(M)={X|X c M} e HEroBoTo MapTUTHBHO
MHOXecTBO (OyneaH). [Jokaxu feka (P(M),A) e KOMyTaTHBHA MIOIYrpyma.
18. HapeHn e rpynoufot (Z,*), kae x* y=x+2y—3 3acekon x,ycZ.
a) [IpecmeTaj [2*(-3)]*1, (4*1)*(2*3).
0) [Janu oBoj rpynoup e nonxyrpyna? JJaau rpynoufoT € KOMyTaTUBEH?
B) Pemm ru paBenkuTe 3*x =10, (2*x)*(x*3)=2.
19. [apen e rpynoufot (Z,*) , kage mrto x*y =2xy+3(x+y)+3 3acekou x,yeZ.
a) IIpecmeTaj [4*(-12)]*2, [(4*(=3)*(2*T)]*(-1).
0) [Janu oBoj rpynoup e nonxyrpyna? JJaau rpynoufoT € KOMyTaTUBEH?

Hexa M e pmageHo mHOXecTBO U P(M) e HEroBoTo MapTHTUBHO MHOXecTBO. Bo
rpynougoT (P(M),0) Baxu 4w =0 U A=A 3a cekoe MHOXecTBO A4 € P(M). CnudHo, BO
rpynougoT (P(M),n) Baxxu ANM =M N A=A 3a cekoe MHOXecTBO A€ P(M).

Op pgpyra crpaHa, Bo rpynougoT (P(M),\) Baxu A\J=A4 3a ceKOe MHOXKECTBO
AeP(M), HO 3a ceKoe MHOXeCTBO B Baxu B\M =, ITO 3Ha4u J€Ka PaBEHCTBOTO
B\M =M He e UCIIOJIHETO 3a HUTY €JHO MHOXeCTBO B e P(M).

ITonaramy, kako mTo 3Haeme, Bo rpynoupoT (N,) Baxu 1-n=n-1=n 3a cekoj neN,
HO BO rpynousioT (N,+) He MOCTOM eIeMEeHT k TaKOB, IUTO k +n=n+k=n 3a KOj 610 neN.
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ITocnepHoTo He e TouHO 3a rpynoufoT (N ,+). IMeHo, Bo oBoj rpynousi Baxu n+0=0+n=n
3a cekoj ne Ny .

Kaxko mro Moxeme fla BUAUME, Kaj HEKOU T'PYIOUM MOCTOjaT €JIEMEHTU KOU BO U3-
BECHA CMUCIIA C€ HEYTpaJHU BO OJHOC Ha ONEpalMuTe BO TUE TPYHOMAM, AOfiEKA Kaj HEKOU
IPYIOUAIA TOA HE € ciydaj. BakBaTa cuTyanuja e HemocpegHa IpUUrHa 3a BOBElyBamke HAa HOB
aTniCTpaKkTeH MOMM M TOa € MIOMMOT 3a eiuHUYeH (HeyTpaseH) eleMeHT. Taka ja umame crief-
HaTa jepuHuIyja.

Hednnunuja 13. Heka e napen rpynoupor (G,*). EnemeHTOT ¢; € G TO HapeKyBaMe
aesa eOuruya Ha G aKo

e *x=x,3acek0] xeG. (1)
EnemeHnTOT e; € G TO HapeKyBaMe OecHa eOuHuya Ha G aKko
x*e; =x,3acek0] xeG. (2)

EneMeHTOT e € G TO HapeKkyBaMe eOuHuya Ha G ako TOj € U JieBa U IeCHA euHnIa Ha G .

Ila 3abenexuMe feka ako rpynoufgor (G,*) e KOMyTaTHBEH, TOTAll JIeBaTa €JUHUALA
HUCTOBPEMEHO € U JecHa efiuHuna u oOpaTHo. HaBucTuHa, ako e; € JjieBa €QMHMIA, TOTalll
e; ¥*x=x,3a cekoj x € G. AKO BO IIOCIEJHOTO PAaBEHCTBO I'0 NPUMEHUME KOMYTAaTUBHUOT 3a-
KOH jobuBame x=¢; *x=x%*¢;, 3a ceKo] xe G, WITO 3HA4UM JieKa e; € U JleCHa EAMHUIA.
Cny4ajoT co iecHaTa eluHUIa Ce pa3rjelyBa aHaJOrHO.

ITokpaj TepmuHUTE JieBa €IMHUIIA, JeCHA €IMHMIA M €UHUIIA, KOU Ce BOOOMYAEHH 3a
MYJITHTUTAKATABHUTE TPYIOUM (Ha MPUMEP, TPYMOH]] CO ONepalnyuja MHOKEHe Ha OpoeBn), Kora

craHyBa 300p 3a aUTUBHH Tpynouay (Ha mpuMmep, TPYMOUJ CO orepanyja cooupame Ha OpoeBH,
T.e. KOra HAMEeCTO X * y THIIYBaMe X+ y ), K& r0 KOpPUCTUME TEPMUHOT HYJITH €JIeMEHT (HyIna).

Bo 0Boj cyuaj epuHMIaTa Ke ja HapeKyBaMe Hyaa U Ke ja o3HauyBame co 0. Criopent Toa, 0 € Hyna
Ha rpynousioT (G,+) ako x+0=x=0+x,3acekoj xe G .

IIpumep 13. a) Ha noueTokOT 071 0BOj ies1 BUOBME fieka rpynouaoT (N,+) Hema HyJITH
€JIEMEHT, Jjofieka OpojoT 1 e enunnna 3a rpynousioT (N,-).

Mefrytoa, kako 3a rpynoupiotr (Ng,+), Taka u 3a rpynoufotT (Z,+) 6pojot 0 e HynTH
eleMeHT, T.e. x+0=0+ x=x 3a cexoj xeZ. lllTo ce ognecysa fo rpynounot (Z,), uMame
l-x=x-1=x 3acekoj x e Z, mTo 3Hauu ieka 0pojoT 1 e eqununa Bo (Z,) .

IITo ce ognecyBa o rpynoupot (Z,—), TOj UMa JecHa eguHuIa U Toa € Opojot 0.
Hapuctuna, op cBojcTBaTa Ha 1enuTe OpoeBu 3HaeMe jeka x — 0= x 3a cexoj x e Z. Op apyra
CTpaHa, 3a OBOj IPYMOUJ Ia MMa JieBa eUHULIA, TOTPEOHO € Jla MOCTOM 1LieJl OpOj ¥ TaKOB, IITO
y—x=x 3acekoj xeZ.[locneqHoTO HE € MOXHO, Oufiejku 3a x =0 goomBamMe faeka y =0, o
TO Ke cliefyBa fieka 0 — x = x 3a ceKoj x € Z , IITO € MPOTUBPEYHOCT.

0) [a ja pasrnegame nonyrpynara (M, ,®). Umame x® 0=0® x=x 3a cexoj xe M, ,
IITO 3Hayy ieka () e HyJITH eJIeMeHT BO OBaa MOJIyrpyIa.
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Bo nonyrpynara (M ,,®) € HCIOJIHETO PaBEHCTBOTO x ® 1=1® x=x 3a cekoj xe M, ,
IITO 3Ha4M fieKa 1 € eUHIYEH eJIeMEHT BO OBaa Moyyrpyna.

B) a ja pasrimegame monyrpymata (N,e), Kajge IITO xey=Xx+)y+Xx-) 3a CEKOH
x,y € N. Kako mTo 3Haeme, oBaa nojyrpymna € KoMmyTaTuBHa, I1a 3aToa ako Taa uMa JieBa efju-
HHWIIA, K& UMa U [leCHa e[JUHUIIA, T.e. Ke uMa efuHuna. Heka e e equnuiia Bo (N,e). Toramn

xX=xee=x+e+x-e 3acekoj xeN.

Bo MHOXecTBOTO NpUPOAHU OPOEBU PAaBEHCTBOTO X =X + (e+¢e-X) HE € MOXKHO, OufiejKu Kora
Ha eJIeH IPUPOJIEH X ce Iofiajie APYT NpUpOfeH Opoj e+ e - x , foOuBaMe OpOj KOj € IOToJIEM Off
6pojoT x. Opn mocera U3HECEHOTO ceyBa ieka noayrpynara (N,e) Hema euHHIIA.

r) On onepanunTe cOOMpame 1 MHOXKEHE Ha IIeuTe OpoeBH ciaenyBa fieka (Z,e), Kaje
IITO xey=X+y+Xx-y 32 CCKOU X,yeZ e KOMyTaTHBHA mojyrpyna. Ke nposepume namu
OBaa MOJIyrpyla uMa HeyTpaieH eneMeHT. Heka e e HeyTpasieH enemMeHT BO (Z,e). Toram,
x=xee=x+e+x-e 3a ceko] xeZ, 1.e. 0=e-(1+x) 3a cekoj xeZ. Bo MHOXecTBOTO Z

NOCIIEHOTO PaBEHCTBO € MOXHO ako u camo ako e=0. Cnopep Toa, 6pojot 0 e HeyTpaneH
eJleMeHT Bo noayrpymnata (Z,e). HaBuctuna, xe0=x+0+x-0=x 3acekoj xeZ. ¢

Bo npumepor 13 6) BugoBme neka (M, ,®) u (M, ,®) uMmaar Hyla U eAUHUINA, COOA-
BeTHO. Kako mrTo 3HaeMe, 3a n =4 THe r'v uMaart cnennuBe Kenuepu memu:

@ | 0 1123 ® |0 1123
0|0 1 2 |3 0l 0]0]0]O
1 1 2 |3 0 1] 0 1 2 |3
2 | 2|3 0 1 2101210712
313 0 1 2 310713 2 1

3abenexyBaMe aeka Bo Kemmesara mema Ha (M4,®) pemoT U KOJOHATA KOU COOJBETCT-

ByBaaT Ha 0 ce UACHTUYHU CO T'JIaBHUOT PEN U KOJIOHA, COOABETHO. CJII/I‘IHO, Bo KenueBara
meMa Ha (M4,®) PEAOT U KOJIOHATa KOU COOJABETCTBYBaaT Ha 1 ce NOCHTUYHU CO I'JIaBHUTC

pen ¥ KOJIOHA, COOJIBETHO.

[TpeTxogHO WM3HECEHOTO, BCYLIHOCT, Baxku 3a cekoja KemmeBa mema. Mmeno, ene-
MEHTOT X € JieBa eiuHuIa Bo rpynousot (G,*) ako M caMo ako pefloT KOja My COOIBETCTBYBa
Ha X € UIEHTHYEH co riaaBHUOT pef Bo Kennenara mema Ha (G,*). ExemeHTOT y € necHa eu-
Hu1a Bo rpynoupot (G,*) ako ¥ caMo ako KOJIOHaTa Koja My COOJIBETCTBYBa Ha y € MJCHTUY-
Ha co ImaBHaTa KoJioHa Bo KenueBara mema Ha (G,*).

IIa ru pasrnepame rpynoupute (G,e) u (G,o) yun Kenmnepu memn ce:

° a b c d o a b c d
a d a b c a d c b a
b c d a b b a d c b
c b c d a c b a d c
d a b c d d c b a d

Opn Kenmesata mema rieflame fieka eJIeMEHTOT d € jeBa eguHuna 3a (G,e), MefyToa OBOj
rpynonj HeMa fiecHa efuHuna. CIMYHO, eNeMEHTOT d € jecHa eguHuna 3a (G,o), Mefyroa
OBOj TPYIOUJ] HEMa JieBa eIUHUIIA.
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Kaxko mro BujjoBMe, eieH Tpynousi MOXKe J1a IMa JIeCHa WM JieBa eJMHUIA, HO He MOopa
na uMa equHMIA. JIOTUYHO € /a ce 3ampaiamMe Jaid efieH TPYMOUJ MOXe J1a UMa Pa3iInaHu
lecHa ¥ JeBa enuHUIa. OAroBOPOT Ha OBa Mpalllake To fIaBa CelHaTa TeopeMa.

Ojp npeTxogHaTa TeopeMa HEeMOCPEIHO CleflyBa ieKa BO efieH rpynoupi G uMa HajMHO-
ry egna epuHuna (3omro?). [Iputoa, TOj MOKe Jja UMa MPOM3BOIIHO MHOTY JIeBH (JIECHH) €U~
HUIIA, HO aKO MMa caMo eJiHa iecHa (J1eBa) eMHNIIA, TOTaIll CUTE THE ce Mefy cebe eTHaKBU.

Ha ce Bpatume Ha rpynoupot (M,4,®) Bo Koj 0 € HyATHOT enemMeHT. 3abenexxyBame
neka 1®3=2®2=0®0=0. CouuHo, 3a rpynoufgotT (M 4,®) BO K0Oj 1 € EAMHUYHUOT E€JIEMEHT
uMame 1 ®1=3®3 =1, HO HE IOCTOjaT EIEMEHTU X U y TaKBHU, ITO x®2=y®0=1.

IMocnennoTo yKaxyBsa Ha morpebarta, Ipyu IpoydyBameTo Ha rpynoun (G,*) co HeyT-
palieH eJIeMEeHT e Jia Ce HajiaT CUTe OHHME EJIEMEHTH X 3a KOW IIOCTOM €JIEMEHT ) TaKOB, IITO
x*y=y*x=e.Bo Taa cmucia ja umame ciepiHaTa ge(UHULY]a.

Hedunumuja 14. Heka (G,*) e rpynoup co HeyTpajieH eJIEeMEHT e . 3a €[eH eJIEeMEHT
xe G Ke BeluMe JieKa € UH8ep3ubuLer ako TocTon x'e G TaKOB MITO x * x'= x"*x = e. [IpuToa
€JIEMEHTOT x' TO HapeKyBaMe UHBEP3CH eNeMeHill Ha X .

JacHo, emuHUIIaTa € € HMHBEP3C€H E€JIEMCHT Ha cCaMaTa cebe.

Ipumep 14. a) bpojor 1 e equauna 3a rpynongoT (N,-) ¥ € eIMHCTBEH UHBEP3UOUICH
eneMmeHT. HaBucTuHa, ofi cBojcTBaTa Ha NMPUPOJHUTE OpOEBH MMaMme Jieka xy =1 ako W caMo
ako x=y=1.

3a rpynoupor (Z,) 6pojoT 1 e equHuna. 3a ga I'v HajaeMe UHBEP3UOUITHUTE €JIEMEHTH
BO OBOj rpynowupi TpebGa BO MHOXeCTBOTO Z fa ja pemmme nocdanToBaTa paBeHKa xy=1.
Pemrennja Ha mocnenHaTa paBeHka ce x=y=1 u x=y=-1. Cnopen Toa, BO OBOj Ipymoup
eIMHCTBEHN UHBEP3UOUITHY eneMeHTu ce 1 u -1.

3a rpynoupot (Z,+) 6pojot 0 e HyITH eneMeHT u oupejku x + (—x)=0 3a cekoj xeZ,
noOuBaMe Jieka ceKoj eJIeMEHT BO OBOj TPYNOUJ] € MHBEP3UOUIIEH.

0) Kako mro BugoBMEe BO rpynoufoT (M,,®) Baxu 1®3=202=0®0=0, mro

3Ha4M ieKa 1 e uHBep3eH Ha 3, 2 € uHBep3eH Ha caMuoT cebe u () e MHBep3eH Ha caMHOT cele.
3apaau KOMyTaTUBHOCTa loOuBame fieka 3 € uuBep3eH Ha 1. CimuyHO, 3a ceKoj NpupofieH Opoj
n CEKOj eJIeMEeHT Ha rpynoufot (M ,,®) uMa nHBep3uOmiIeH (30ITO0?).

3a rpynouport (M 4,®) BunoBMe fieka 1 u 3 ce nuHBep3HU Ha camuTe cede, Ho 0 1 2 He ce
nHBep3ubwtHu. [ToHaTamy, O MHOXKEHETO o MOAYI 5 (cTp. 57) ciemyBa ieka BO TPYMOUOT
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(M 5,®) cexoj eneMeHT paznudeH ofi 0 e MHBep3uOMIIEH U Toa: 1 U 4 ce NHBEP3HU HA CAaMUTE
cebe, 2 Ha 3 1 0OpaTHO.

3abenexyBame fieka S5 e mpoct 6poj, a 4 e cinoxeH Opoj. [IpoBepu pganu 3a 6pojoT
n=7 BO rpynoufor (M, ,®) cekoj eaeMeHT pasnudeH of 0 e nHBep3uOuUIeH. [lanu oBa BaxKu
3an=6"7?

B) Bo nmpumepot 13 r) BugoBme jeka O e HeyTpajieH eJIeMEeHT Ha KOMYTaTUBHUOT TPy-
nouy (Z,e), Kajie IITO xe® y=x+y+Xx-y 3a CEKOU x,y€Z. 3a fa ru HajieMe MHBEP3UOUII-

HUTE eJIeMEeHTH, Tpeba BO MHOXecTBOTO Z na ja pemmme [lnodaHToBaTa paBeHKa
x+y+x-y=0. JacHo, y#-1. IlocnegHata paBeHKa ja TpaHcopMupame U pAoOuUBaMe

X =—% , to 3Hauu geka (1+ y)|y. Ho, 6poeBute y u 1+ y ce 3aeMHO MPOCTH, NIa 3aTOA

MNOCIIEJHAOT YCIOB € MOXEH ako U camo ako y=0 u mputoa x=0. KoHeuHO, eiMHCTBEH
MHBEP3UOUJIEH eJIEMEHT BO rpynouoT (Z,e) ¢ 0. ¢

Op nedununyjata 14 umame feka ako Bo rpynoufot (G,*) co HeyTpajeH eJIeMEeHT e
eJIeMEHTOT x' € MHBEpP3€eH Ha X, TOrall x € MHBep3eH Ha x'. JIorm4yHo e fa ce 3ampaiiame
flany MPOU3BOJ] HAa WHBEP3UOMIIHM €JIEMEHTH € MHBep3uOmieH enemMeHT. OAroBOpoT Ha OBa
npalliame ro jjaBa ciegHaTa Teopema.

3AJAYUN 3A BEXKBAILE

20. a) JTokaxwu feka 3a rpynougot (N,*) kajie mro m*n=m" 3a cekon m,n € N 6pojor 1 e fecHa efu-
Huta!
0) oxaxwu neka 3a rpynoufoT (P(M),\) npa3HOTO MHOXECTBO & € lecHa eUHALIA.
21. Bo MHOKecTBOTO npupopnu 6poesu N fecuHupaMe onepanuu *,o U A co:
x*y=H3[(x,y), xo y=H3C(x,y), xAy =min{x,y}.
Hamu rpynoupute (N,*), (N,0), (N, A) umaat HeyTpallHu ejeMeHTH? Bo ciydaj Ha MOTBpEH OAro-
BOp Hajy TM NUHBEP3UOUITHUTE €JIEMEHTH BO OBUE TPYIIOHIH.
22. ManeH e rpynouaot (Z,*), kame mro x*y =x+ y+1 3a cekon x, y € Z . [lasix OBOj TPYIIOH]] ©IMa HEYT-
paneH eneMeHT? Bo city4aj Ha MOTBp/IEH OfIrOBOP HAjy ' WHBEP3UOWITHUTE €JIEMEHTH Ha TPYIOU/OT.
23. Jokaxu fieka 3a KoMyTaTuBHaTa noayrpyna (P(4/),A) mpa3HOTO MHOXECTBO & € HEyTpalleH elle-
MEHT U JieKa CeKOj eIeMEeHT € MHBEP3MOUJIeH Ha CaMHUOoT cebe.
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Bo nperxogHuTe pasriefyBama ce 3all03HaBME CO IIOMMUTE TPYNONJ, aCOLUjaTUBEH U
KOMYTATUBEH IPYNOUJI, HEYTPAJIEH ¥ UHBEP3UOUIIEH €JIEMEHT U pasriefiaBMe NIOBEKe IPUMEpPH
BO BpcKa co oBue nouMu. IIpuroa gagoBme nmpumepu Ha TPYNOUAN BO KOU BaXKaT KOMYTaTHUB-
HUOT U aCOLMjaTUBHUOT 3aKOH, KOM MMaaT HEYTPAJIEH €IEMEHT U CEKO]j €JIEMEHT € UHBEP3UOu-
neH. Baksu npumepu ce rpynoupute (M5,®) un (Z,+). Tokmy BakBUTE IPUMEPH JIEXKAT BO OC-

HOBaTa Ha MOCIOKCHUTEC aJIFCGapCKI/I CTPYKTYpH, KaKO IITO C€ rpyna U NpCTEH, KOU C€ ON
rnmoce6HO 3HaUeH-¢ BO MaTeMaTHKaTa.

Hedununuja 15. 3a rpynougot (G,*) Ke Benume fieKa € 2pyila ako € MOoJyrpymna co
eINHNIIa, BO KOja CEKOj €JIEMEHT € UHBEP3UOWIEH, T.€. aKO

i) (x*y)*z=x*(y*z),3acekon x,y,z€G,

ii) TIOCTOM e € G TAKOB, ITO x*e=e*x=x 3acekoj xeG u

iii) 3a cek0j x € G MOCTOM €JTHO3HAYHO ONpEJIENIeH eJIEeMEHT x'e G TaKOB, LITO
xx'=x'x=e.

3a rpynaTta Ke BeJqUMeE JieKa € KoMmyilaiuueHa (abeaosa) ako € KOMyTaTUBHA KaKo
rpynoup, T.e. ako x* y=y*x 3a cekon x,yeG.

Mpumep 15. a) O npumepot 14 a) HemocpeaHo cnenyBa eka rpynougute (N,) u (Z,)
He ce rpynu. Mmeno, Bo (N,) eIUHCTBEH MHBEP3UOWJIEH eleMeHT € 1, a Bo (Z,”) eIUHCTBEeHU
uHBep3uOuinHu enementu ce 1 u -1. Ucro Taka, rpynounot (N,+) He e rpyma, Oujejku Hema
HEyTpaJIeH €JIEMEHT.

On npumepure 11 6), 13 a) u 14 a) HemocpeqHO cliefiyBa fieka rpynousiot (Z,+) e rpymna
U Taa criopef] npuMepoT 12 6) e KoMyTaTHUBHA.

6) Op mpumepute 11 B), 12 B), 13 6) u 14 6) cnexpyBa fieka 3a cekoj ne N TPyIOUAOT
(M,,,®) e KoOMyTaTHBHA IpyIa.

3a cexoj neN enemenToT 0 He e MHBep3uOuUiIeH BO rpynougor (M,,®) (30mTo?).
Toa 3Haunm fieka 3a cexoj n e N rpynougot (M, ,®) He e rpyna. MefyToa, ako Ha MHOXK€ECTBO-
TO M5 \ {0} MHOXEHmETO 0 MOAYJ 5 ro AeruHupaMe Kako U BO rpynougotr (Ms,®), 3abene-
3KyBaMe JieKa BO OBOj ciIy4aj JjoOuBaMe HOB rpynous (Ms \ {0},®) (mpoBepu?). [lanu oBa e uc-
HOJIHETO 3a rpynoufoT (M 4,®) ? A 3a rpynoupure (Mq,®) u (M7,8)?

Co HemocpeHa MpoBepKa 00MBaMe JieKa Ha MPETXOAHO ONMUIIAHUOT HAYWH Npu n =7
nobuBame HOB rpynoup (M- \{0},®), a mpu n=6 He nobuBame rpynoup. JacHo, Kenuesure
niemMu Ha rpynoupute (M5 \{0},®) u (M7 \{0},®) ce nobuBaat ox Kenuesure memn Ha rpy-
nougure (M5,®) u (M-,®) co OpuIlIEeHe Ha PENOT ¥ KOJIOHATa BO KOM IlIaBeH eleMeHT € (.
Cera necHO MoXenl fla IpoBepull fieka rpynougure (Ms \{0},®) u (M5 \ {0},®) ce komyTa-
TUBHH TPYIIH.
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Kaksu ce 6poesute 5 u 7?7 Ha KakoB 3aKiy4yoK HaBelyBaaT IPETXOJHUTE pasrie-
nyBamwa? [IpoBepu ro cBojoT 3aKkay4yok 3a n=11!

B) Heka e gajieHo MHOXKECTBOTO A UMM €JIEMEHTH Ce CUTe OMEKIHMU Off MHOXKECTBOTO
{1, 2,3} BO MHOXecTBOTO {l,2,3}, a onepanyjata o HeKa € KOMIO3UIjaTa Ha IPECINKYBamba.

Ke nmokaxkeme aeka (4,0) e rpyna, Ho He € AGenoBa (KOMyTaTHUBHA) Tpyna.

Jacno, ako f:{1,2,3} >{1,2,3} u g:{1,2,3} > {1,2,3} ce Guekuyu, TOrall CIOPE] TEO-
pemara 9, crp. 77, KoMno3uiyja Ha OUEKIMU € OueKIyja, ITo 3Haun feka (A4,0) e rpynoup. Ilo-

HaTamy, cropeyi TeopeMara 6 6), cTp. 74, 3a KOMIO3UIMjaTa Ha MPECIUKYBamha BasKd acOIjaTHB-
HHOT 3aKOH, T.€. (4,0) e nomyrpyna. Ox Teopemata 6 a), crp. 74, 3a UACHTHYHOTO NPECTNKYBabe

I wmame fieka Baxku fol=1[o f=f 3a cekoj fe€A, wro 3HauM fAeka / € eAuHHUIA BO
nonyrpynata (4,c) . Koneuno, ox Teopemata 10, ctp. 78, imame ieka MHBEP3HOTO MPECIUKYBaE
Ha cekoja ouekipja f e OMeKIyja, IITO 3HAa4YM JIeKa CEKOj eIEeMEHT [ € MHBEep3uOmiIeH. 3Hauu,
(A4,0) e momyrpyna co elMHUIIA BO KOja CEKOj eJIEMEHT € MHBEP3UOUIIEH, T.€. (A4,0) e rpyna.

JlecHoO ce Haora fgeKa eJIEMEHTH Ha MHOXKECTBOTO A ce OHEKIINUTE:
=133 a=033)n=033n=U03rn=033)n=3}
Co HenocpesiHa MpoBepKa HaofaMe fieka
frofi=l333)=rsion=00 13)-1
LITO 3Ha4M fieKa rpymnata (A4,0) He € KOMyTaTUBHA. ¢

On cBojcTBaTa Ha HeauTe OpPOEBU 3HaeMe jieKa Ol x+ y =z + y ciaenayBa x =z . [Iper-
XOJIHO JIOKaxkaBMe Jieka (Z,+) e rpymna, na JOrHYHO Ce HaMETHYBA MPAIIakheTO Jaju 3aKOHOT

3a KpaTEemhE BaXKU 3a ceKoja rpyna. Hpen Ja 1ageMe OAroBOp Ha OBa Ipallambe Ke IIG(I)I/IHI/IpaMe
MITO 3HAYU I'PYIIOUNT CO KPpATECHEC.

Hedunumuja 16. 3a rpynougor (G,*) Ke BeauMme jieka € 2pyiioud co Kpaitiere ako Off
x*z=y*z unu z*x=z* ycrnegyBa x=y.

IIpumep 16. a) Op cBojcTBaTa Ha npupogHUTe OpoeBu cienysa aeka (N,) u (N,+) ce
TPYNOUIU CO KpaTeme.
0) Heka M e HenpasHo MHOXecTBO. [la ro pasrinepgame rpynoupot (P(M),0). Ako 4

€ MPOM3BOJHO HEMPA3HO IOAMHOXECTBO Of M , Toramt AU M=AUM , nHo A#°A. Cnopen
toa, u (P(M),v) He e rpynonp co kpatewe. Cera a ro pasriaegame rpynougot (P(M),n). 3a

CEKOE HENPA3HO MOJAMHOXKECTBO A o M Baxu AN@D=AND, HO A=A . Cnopen Toa,
(P(M),N) HE e TPYIOHJ CO KpaTemhe. ¢
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Bo pocerammnuTe pasriefyBama UMaBMe CIydaud KOTa Haj €IHO UCTO MHOXKECTBO ce
neuHUpaHu JBE U NOBeKe onepanuu. Bo matemaTukaTta off moceOeH MHTEpeC ce ClydyauTe
KOra Hajl €IHO UCTO MHOXKECTBO ce Ae(MHUpAHU JIBE ONepaluu U Kora Mefy HHUB IOCTOU
3aeMHa Bpcka. Bo Taa cMucna ja uMame ciaefHaTa ie(uHALA]A.

Hedununuja 17. Heka Ha MHOXecTBOTO G € ompefesieHa Hu3a onepauun: ¢,*,0.Q,....
Torari, Beaume aeka (G,e,%,®,®,...) e arzebapcka ciipykiuypa co Hocuitiea G .

3a anrebapckata cTpykTypa (G,*,0) Ke Benume fieKa € ipcitieH ako
a) rpynoufoT (G,*) e KOMyTaTUBHA IpyMa;
6) (G,o) e monmyrpymna; u

B) BaxKaT JIEBHOT W JICCHUOT AWCTPHOYTHBEH 3aKOH Ha omepalnyjaTa o BO OJHOC Ha
omepanyjaTta * , T.e. BaXu

xo(p*z)=(xoy)*(xoz) m (x*y)oz=(x0z)*(yoz),3acekon x,y,zeG.

Axko mnonyrpynara (G,0) € KOMyTaTuUBHA, Ke BeqnuMe Aeka (G,*,0) e KomyiuaiiueeH
iipciten. Axo (G,0) e monyrpyma co efiuHuIa, Ke Benume aeka (G,*,0) e ilpcitieH co eOuHuua.

IIpumep 17. a) Bo npumepor 15 a) Bugosme aeka (M5,®) e komyratusHa rpyna. Ilo-
HaTamy, of npumepure 12 a) u 13 6) umame feka (M 5,®) e KOMyTaTHBHA MOJYTpyHa CO SAH-
Huna. [Toratamy, o cBOjcTBaTa Ha KOHIPYEHIMUTE HEMIOCPEAHO CIEAYBa JleKa 32 COOMPamETO
U MHOKEHETO IO MOYJI 5 BaXu

xQ(y@z)=(x®y)®(x®z),3acekon x,y,zeMs.

IMposepu! Cnopep Toa, anrebapckaTta cTpykTypa (Ms5,®,®) e KOMyTaTHUBEH IPCTEH CO efH-
HUIIA.

[TperxomHO KaxkkaHOTO, BCYIIHOCT, BaxkH 3a cekoj n e N . Crnopep Toa, 3a cekoj ne N
anrebapckaTa cTpykTypa (M, ,®,®) e KOMyTaTUBEH IPCTEH CO EANHNINA.

6) Bo mpumepor 15 a) BugoBme neka (N,+) He e rpyma, ma 3aToa anrebapckaTa
ctpykTtypa (N,+,7) HE € IPCTEH.

Cnopepn npumepor 15 a) rpynoupor (Z,+) € KOMyTaTHBHA TPYIIa, a CIIOPE] IPUMEPHUTE
12 a) m 13 a) rpymougor (Z,) e KOMyTaTHBHa moiyrpyma co egunuia. [loHatamy, of
CBOjCTBATa Ha L]eJIUTe OpOEBU 3HAEMe JIeKa 3a CEKOH X, ),z € Z BaXH

(x+y)z=x-z+y-z.

On mocera u3HeCeHOTO cieflyBa jieka anrebapckara CTpykTypa (Z,+,) € IpCTeH U Toa

€ IIPCTEHOT Ha LeJuTe OpOEBU. ¢
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PemuBocT Ha TMHeapHa paBeHKa (3a OHHME HITO caKaar [a 3Haar moBeke). Kako mrTo 3HaeMme,
BO MHOECTBOTO MIPUPOAHU OPOEBH paBeHKaTa Off OOMMK x+a =) HMa pelleHre MO X aKO M CaMo aKo
b>a. MefyToa, ucTaTa paBeHKaTa BO MHOXKECTBOTO IieJIi OpOEBU MMa pEIIEHHUE 3a CeKou a,beZ.
Hcro Taka, BugoBMe feka rpynougoT (N,+) He e rpyna, a rpynoufor (Z,+) € rpyma u Toa KOMyTa-
THUBHA. AHAJIOTHOTO CBOjCTBO 3a JINHEAPHUTE PABEHKU BO LIEJUTE OPOEBU BaKU 32 IMHEAPHUTE PABEHKHU
BO cekoja rpymna. Ke ja gokaxkeme cinegHaTa TeopeMa.

Teopema 6. Heka (G,*) e rpyna u a,b € G. Toraii, NocTOM €JUHCTBEH €JEMEHT x € G TaKOB
mTo a*x=5.

Jloka3. Heka e e HeyTpanHHOT eneMeHT Ha G . Co ¢' fja ro O3HaUNME UHBEP3HUOT €JIEMEHT Ha
a W [a TO pasriiefaMe eaeMeHTOT x =a'*h. Umame a*x=a*(a'*h)=(a*a')*b=e*b=>b, T.. mOCTON
€JIEMEHT x € G CO CaKaHOTO CBOjCTBO. EqMHCTBEHOCTA Ha €IEMEHTOT x € G CllefAyBa Off €AUHCTBEHOCTA

Ha MHBEP3HUOT €JIEMEHT ¢' W aKO BO g *x = b MOMHOXKHME Off JIEBO CO a'. 4
AHaJIOTHO ce TOKaXyBa [eKa OCTON EINHCTBEH €IEMEHT y € G TAaKOB, IITO y*a=>5.

Hasuctuna, fa ro pasraegame y=b*a'. Umame y*a=(b*a')*a=b*(a*a)=b*e=b, Te.
MOCTOU €JIeMEHT y € (G CO CaKaHOTO CBOjCTBO. ENMHCTBEHOCTa Ha €leMEeHTOT y € G clieflyBa Off €JUHCT-
BEHOCTA Ha MHBEP3HHOT EJIEMEHT a' M aKO BO y*a = b TIOMHOXKHMME Off IECHO CO a'. ¢

3AJAYU 3A BEXKXBAIBE

24. Co A4 pma ro o3HauYUMe MHOXECTBOTO Of CUTE HMapHU LEJIu OpoeBU U x* y =x+ y,3a CEKOj x,y € 4.
okaxu feka (A4,*) e KoMmyTaTuBHA rpyIa.

25. TapmeH e rpymouoT (Z,*) kame mrto x*y=x+y+1 3a ceKon x,y € Z . [Tanu 0BOj IPYHOHT € KOMY-
TaTUBHA rpymna?

26. Bo mHOxkecTBOTO Q\{0} € gecpuHMpaHa omepanyja o Ha CIEJHUOB HAYMH: xoy =2xy, 32 CEKOU

x,y € Q\{0} . Mokaxu fieka (Q\{0},0) e KOMyTaTuBHA rpyma.

234 234 234
27. JlajeHu ce MpecnuKyBamaTa f =(% 23 4) fr =(21 43 1) f3=(i 13 2)I/IH€Ka S={f1./2./3}.

Jlokaxu fgexa (S,0) e rpyna, Kaje ITO CO o € O3HaueHa KOMIO3UIIMjaTa Ha IPECIUKYBabA.

28. Heka A={1,3,%,9,%,27,2—17,...,3",3%,...} U x*y=xy, 3a ceKou x,yec 4. [lokaxu feka (4,*) e

KOMYyTaTHBHA Irpyna.
29. Heka f u g cenpeciukyBama off R Bo R pgedunupanu co f(x)=x, g(x)=1-x 3acekoj x € R . [lo-

Kaxu fieka (S,0) e rpyna, kaje mTo S = {f, g} 1 Cco o e 03HaueHa KOMIIO3UI[jaTa Ha MPECIUKYBatba.
30. JapeHo e MHOXeCTBOTO A ={2k|k € Z} 1 BO HETO onepanuy coOUpame U MHOXKEHE Ha Lelu Opo-

eBu. [lanu anre6apckaTa cTpyKTypa (A4,+,) € KOMyTaTUBEH NPCTEH?

31. Co Z[x] pa ro 03Ha4UMe MHOXKECTBOTO IOJIMHOMH 110 X CO LIeJI0OpOjHU KOe(pUIUEHTH. AKO CO + U
T'Y O3HAYUME ONEPallUUTE COOMpAe U MHOXKEE Ha MOJIMHOMH, Toraul (Z[x],+,)) € KOMyTaTUBEH
IOpCTEH co eauHuna. [lokaxu!
32. Heka M e npou3BOJIHO HENPA3HO MHOXKECTBO U P(M) € HETOBOTO NapTUTUBHO MHOXECTBO. [lanu
anrebapckara crpykrypa (P(M),A,n) e npcren?
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Jla ru pasrienaMe KOMyTaTUBHUTE IPCTEHU cO eguHuna (M4,0,8) u (M5,0,8). Ke-

JIMEBUTE LIEMU Ha rpynoupute (M4,®) u (M 4,®) ce:
®| 0| 1|2 |3 ® |0 | 1] 2|3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 1
a Ha rpynoupute (M5,0) u (M5,®) ce:
®|0|1(2]|3 |4 ® |0 |1]|2|3|4
0 |01 |2]|3]|4 0 J]0OJO]JO]O]O
1 1213410 1 |]0[1]2][3]4
2 |2]3]4]0]1 2 |0]2]4]|1]3
3 (31410112 310131142
4 14/]0]1]2]3 4 10[4]3]2]1

Kako mro moxeMme ga 3abenexume, mely rpynoupure (M,4,®) u (M5,8) nocron
CyIITHHCKa pa3nuka. MimeHo, Bo rpynoufior (M 5,®) cekoj HEHYJITH €JIeMEHT UMa MHBEpP3EH
€JIEMEHT, a TOa He € clydaj BO rpynoufor (M4,®), BO KOj €IEeMEHTOT 2 HeMa WHBEP3EH
eneMmenT. Cekako, oBaa pasnuka Mmery rpymnoupure (M4,®) u (M5,®) mpaBHU CyLITHHCKA
pasnuka u Mef'y KOMYTaTUBHUTE IIPCTEHU cO eauHuna (M,4,®,8) u (M5,0,®) u TokMy TOa €
eHa Ofi TPUUMHUTE 32 BOBEyBaE Ha HOB alre0apcKu MOMM, a Toa € MOUMOT 32 IMOoJIe.

Hedununuja 18. 3a anrebapckata crpyktypa (G,*,0) Ke BelnMe feKa € ifone ako

a) rpynoufor (G,*) e KoMyTaTHBHA IPyIIa;

0) (G',) e KOMyTaTHBHA rpymna, Kajge IMTo G' € MHOXKeCTBOTO G 0e3 HeyTpaJHUOT
enemMeHT Ha (G,*); u

B) BaXKil JUCTPUOYTUBHUOT 3aKOH Ha OIepalnyjaTa o BO OJHOC Ha omepanyjata * , T.e.
BaXH xo(y*z)=xoy*xoz 3acekod x,y,z€CG.

IIpumep 18. a) KomyratuBHuoT npcren (M 5,®,®) e none. Hapucruna:
i) (M5,®) e KOMyTaTHBHA IpyIa,

i) (M 5 ,®), Kajge mTo M 5 =M s \ {0} , e KOMyTaTUBHA Ipyna U
i) x®(y®z)=x®yDx®z,3acekon x,y,zeMs.
Hanu komyTaTuBHHATE NpcTeHn (M ¢,D,Q) u (M7,0,8) ce nonuma?

0) [la ro pasriegame MHOXKECTBOTO palMOHAIHM OpoeBu Q ={%|m,n eZ,n+0} BO

KO€ onepanuuTe CO6I/IpaH:C 1 MHO2KEHE CE ONIPEICIICHA CO

+

a,c a. c
b d b-d b d
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COOMIBETHO, IITO 3Ha4d Aeka (Q.,+) m (Q,) ce rpynouau. Kako mTo 3Haeme, 3a onepanumnre

coOnpame ¥ MHOXKEHE Ha paliOHAIHI OpOEBH BaKaT KOMYTATUBHUOT U acCOLMjaTHBHUOT 3a-
KOH (mpoBepn!).

ITonatamy, 3a cekoj eIeMeHT % €Q Baxu % +0 =%, T.e. 0 € HeyTpaJleH eJIeMEHT BO

(Q,+). Ucro Taka, 3a cekoj %GQ u %GQ U TPUTOA BaXHU %+%=L2m'n=0 , T.€. 3a
n

CEeKOj eJeMeHT Bo (Q,+) mocTou cnpoTHBeH (MHBep3eH) enemeHT. Ciopen Toa, (Q,+) € Komy-

TaTHWBHA rpyIia.

Ilonaramy, 3a cekoj enemeHT “-eQ Baxu “--1="%, T.e. 1 ¢ HEyTPaJIeH CIEMEHT BO
(Q,). Ucro Taka, 3a cekoj % € Q\ {0} umame m = 0. 3aToa ﬁ € Q\ {0} u Baxm %% =% =1,

T.e. 3a cekoj exemeHT Bo (Q\{0},) mocrom mHBep3eH eaemeHT. Crnopen Toa, (Q\{0},) e
KOMYTaTHBHA rpyIma.

KoneuHo, 3a paloHaTHUTE OPOEBU MHOXEHETO € JUCTPUOYTUBHO BO OIHOC HA COOH-
pameto (mposepu!).

Op mocera W3HECEHOTO clIe/lyBa Jieka anrebapckara CTpykTypa (Q,+,) e moie, Koe BO

JauTepaTypaTa e O3HaTO KaKo io.1e Ha payuoHaiHU Opoesu. ¢

Ha ce moTcetume: ako o €Z, ay,....a; e NU {0}, a; <10 3a i >1, Toram 6pojoT

_ 9, % Pk
a=og+5+ e +..+ o (1)

ro HapeKyBaMe KOHe4Ha OeceiliuiHa OpoiiKa U TO O3Ha1yBaMe CO

0,10 Q3.0 . (2)
IIputoa « e nen gen o OpOjoOT a, a ay,qy,Q3,...,0) C€ AenuMaan Ha 6pojoT a . ClimuHO, aKO
og€el, a;eNU{0}, a; <10 3a i >1, TOram 3amucor

a=ogy,a10y..0,... (3)

ro HapeKyBaMe OeckoHeuHa Oeceiiutna Opoiuika. Ilputoa, a ro HapekyBame e JIell Off

OecKOHEeYHaTa IeCETUYHA IPONKA d , a 0,0 ,...,0 ce neuumanu Ha a . [lonaramy, 3a Gec-

e
KOHEYHaTa AeceTuyHa fpomnka (3) Ke BenuMme fAeKa € ilepuooutHa ako MOCTOjaT MPUPOTAHU
OpoeBH k U p TaKBH, ITO 1] =0jy prjy] 38 CEKOJ i € N. BAMUCOT Q4 (Qfyjp2 Qs pri TO

HapeKyBaMe ilepuooa Ha IepuoinuHaTa OeCKOHeYHa ieceTuyHa Aponka. [Ipuroa numryBame:

a=ao,alaz...akak+1ak+2..ak+p . (4)

Kako mro 3HAaEME, MHO2KECTBOTO OECKOHEUHH MNEpuOoANIHN ACCETUIHU APOIIKN BCYII-
HOCT € MHOZKECTBOTO pallMOHAJIHU 6pOCBI/I Q, a MHOXECTBOTO OECKOHEUHU HENICPpUOJUIHN

JECETUYHU JPONKU I'O HAPpEKyBaM€ MHOXKECTBO UPpallUOHATTHU 6pOCBI/I 1 ro O3HavyBaMe CO I.

Ha npumep, %=0,0200..., —%z—@& u %6=6,564102 WUTH. C€ paloHaJHu OpoeBH, a

—\2= —1,414213562... u 7 =3,141592654 ce upauOHaJIIHA OPOEBH.
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Hpanuonanuaure OpoeBHU, 3a€HO CO PAalMOHATIHUTE, 'O ()OpMUpaaT MHOXECTBOTO Ha
peanHuTe OpoeBH, Koe ro o3HauyBame co R, T.e. R=Q uUI. Kako mTo 3HaeMe, BO MHOXECT-

BOTO peajlHi OpO€BH Ce BOBEJEHU OIepaluiTe COOUPAE U MHOXKEHE HA PEAIHU OPOEBHU U 3a
HUB BaXu:

i) X+y=y+x, x-y=y-x,3acekon x,yeR;

ii) (x+y)+z=x+(y+2z), (x-y)-z=x-(y-z),3acekou x,y,zeR;

iii) x+0=x, x-1=x,3acekoj xeR;

iif) 3a cekoj x € R mocrom — x € R TakoB, MTO x +(—x)=0;

iv) 3acekoj x € R\ {0} mocron x'e R TakoB, TO x-x'=1; 1

v) (x+y)-z=x-z+y-z,3aCeKOH X,),z€R.
On cBojcTBarta i) - v) cnenysa geka (R,+) u (R\{0},) ce KOMyTaTUBHH I'PyNHU 32 KOH BaXKU V).
Cnopep Toa, anrebapckarta crpykrypa (R,+,) e moiie, Koe BO auTepaTypaTa € MO3HaTO IOJ
UMETO iione Ha peasnu bpoesu.

Kako mTo BuioBMe, MHOXKECTBOTO peanHu OpoeBu R ce JoOuBa Kora Ha MHOXECTBO-
TO paunuoHajaHu OpoesBr Q My ro fofajeMe MHOXKECTBOTO upauyoHainu oOpoesu 1. Jloruyno e
na ce 3anpamame gamu (L+) u (L) ce rpynougu. OgroBopoT Ha 0OBa Ipallalkbe € HEraTUBEH.
HNmeno, —\/5,\/561, HO —\/54—\/5:0@51 u —\/5~\/_=—lel, T.€. 30Mp W MPOU3BOJ Ha IBa
upanyuoHaaHu Opoja He Mopa J1a Oujie upaloHalieH 0poj.

Kako mTo 3Haeme, BO MHOXXECTBOTO R € BOBefeHa penanyja Ha MOpeayBame < 3a
KOja BaXMu:

a) x<y mwm y<x,3acekou x,yeR;

6) ako x<y,Toraml x+z<y+z,3a ceKoj zeR;u

B)ako x<y ® z>0, Toram x-z<y-z
ITonatamy, co x<b ako x<y M x# y BO MHOXecTBOTO R BoBefyBaMme HOBa peianyja Koja
KaKo M BO CJIy4ajoT Ha IPUPOHUTE OpPOEBH € caMo TpaH3uTuBHA. bupejku Q c R, npeTrxoaHo
HaBEJICHUTE peJlalluyl U HUBHUTE CBOJCTBA CE€ MCIOJIHETHU U 3a PAllUOHAIHUTE OPOEBH.

Hedunumuja 19. Axo (G,*,) e nojie u Ha G € olpefesieHa penaiyja Ha HOfipeyBambe
a , Toraii 3a (G,*,0) Ke BelluMe fieka € Lo0pedeHo iloe.

Mpumep 19. On npumepor 19 6) m of MPEeTXOAHHUTE pa3riieAyBama ClIelayBa JeKa
(Q,+,) 1 (R,+,) ce nogpenecHN NONUKHA. ¢
Ke nokaxeMe jieka 3a CeKOM X,y €Q TakBM ImTO x,y >0, TOTAII IIOCTOM MPUPOEH
6poj n TakoB mTO nx >y .On x,y >0 creaysa x =%, y =%, Kasie mrto m,k, p € N, (30mro?).
Hexa n = pk+1. Toram,
nx=(pk+1)-%>pk-%=pm2%=y.

Cekoe nofipefieHo MoJie KOe T'o 3aI0BOJIyBa MPETXOAHO HABEIEHOTO TBPHEHE IO Hape-
KyBaMe Apxumeooso iione. 3Haun, (Q,+,) e Apxumenoo noje. Opae Ke 3abenexxume jieka u
(R,+,) e ApxuMeoBO ToJje, HO MOpajd KOMIUTMIMPAHOCTA, JOKA30T HEMA Jja ro pasrieny-
BaMe.
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3AJAYU 3A BEXBAIBE

33. [lajeHO € MHOKECTBOTO Q(\/E )={a +b\/5 |a,b € Q} ¥ BO HETO ONEPALMATE COOMPAHE M MHOKEHE

Ha peaiHu OpoeBH. [lokaxu fgeka anredapckaTa CTpyKTypa (Q(\/E ),+,) € 1moje.

34. [lajeHo € MHOXKECTBOTO Q(\/g )={a +b\/g |a,b € Q} M BO HETO OMEpaUTE COOMPAKHE U MHOXKEHE
Ha peanHu OpoeBH. [Jokaxku fgeka anredapckaTa CTpyKTypa (Q(\/g ),+,-) € Imoje.

35. Hamu anre6apckara cTpykTypa (Z[x].+,) of 3agadaTa 31 e moae? OAroBopoT Aa ce 06pas3IoXKu.

36. [amu anre6apckara ctpykrypa (P(M),A,n) o 3agauyaTta 32 e none? OAroBopoT Aa ce 0Opas3IoXKu.

37. [la ro pa3sriiefaMe MHOXECTBOTO R? = {(x,¥)| x,y € R} u Bo Hero ja fneuHupame onepanuu coou-
pambe U MHOXEBE co: (a,b)+(x,y)=(a+x,b+y) u (a,b)-(x,y)=(a-x—b-y,b-x+a-y). [Jokaxu ge-

Ka anrebapckaTa CTPYKTypa (R2,+,-) e none, npu mwro (0,0) 1 (1,0) ce HyATHOT U €JUHUYHUOT
€JIEMEHT BO OIHOC Ha COOMPAkETO U MHOKEHETO, COOBETHO.

INPOBEPU TO CBOETO 3HAEIbE

1. a) Ha gprexor jJeBo Bo MHOXKECTBOTO A = {1,2,3,4} rpacduuku e nmpukaxkaHa

penanujaTa ¢ . 3aNWIIN ja KaKO MOAMHOXKECTBO O AX A W Oonpenenn
TH HEj3WHUTE CBOjCTBA. (506)
0) Bo MHOXecTBOTO 1iesn OpoeBu Z e epMHupaHa pelalyja o Ha CIEeTHUOT

HaYMH: X0y aKO M CaMoO aKo 3x2 +2x=3 y2 +2y. Wcnuraj fanu e o penanuja
Ha €KBUBAJICHIIY]a. 96)

2. a) BomuOxRectBOTO Z\{0} necpunupame m*n=m" . [lokaxu neka (Z\{0},*) e rpymou!

IIpecmeraj 2*3, 3*2, (2*2)*3 u 2*(2*3)! lllTo 3aknyuyBam? (506)
0) Jokaxwu aeka (Z,*), kage mTo x* y=x-y+3x—2y—3 3a cekou x,y € Z e rpynoup. [Janu
0BOj rpymonp e: 1) KoMyTaTHBEH; 2) acOlyjaTHBEH. 906)

3. a) Manenn ce mpeemnysamara fi=(1 33 4) =0 334) n=(334) n=(1331)n
Heka S ={f], f5, f3, fa} - Jokaxu ieka (S,o) e rpymna, Kajie co o € 03HaueHa KOMIO3UIIKjaTa
Ha TpeciuKyBama. [lanm oBaa rpymna € KoMmyTaTuBHa? (10 6)
6) Hanen e rpynounor (Z,*) , mro Kajge x* y =x+ y+3 3a cekou x, y € Z . [Tanu 0Boj
IpyNoNA € KoMyTaTuBHA rpyma? OAroBopoT ja ce oopa3noxu! (18 6)

4. JlajgeHo € MHOKECTBOTO Q(«/E )={a +b43 |a,b € Q} U BO HEro oNepauunTe COONpame u

MHOKEH€ Ha peaHu OpoeBu. [Jokaxku fieka anredapckara CTpyKTypa (Q(«/E ),+,) emome. (20 6)

3abenewxa. [1pu permaBameTo Tpeba ga M30EPEII caMo IO eTHa MofI3aiavya Off ceKoja 3ajava. JJoKoIKy
cakall caMOCTOjHO J]a C€ OLEHUIII MOXKEIII 1a FO UCKOPUCTHUII CIETHUOT KPUTEPUYM:

BopmoBm:  23-31 32-39 40-48 49-56
Onenka: 2 3 4 3
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ITABA V

JIMHEAPHU PABEHKW,
HEPABEHKW U CUCTEMU
MO 3HAK 3A ATICOJIYTHA
BPETHOCT

COAPXKNHA HA TEMATA

1. AmncoiyTHa BpeIHOCT
2. JInHeapHa ()yHKIMja CO HE3aBHCHO
NPOMEHJINBA H NOJ 3HAKOT 32

HOBU 3HAEIbA U YMEEIA

Ycnentnoro COBJIalyBalb€ Ha COAPKUHUTE KOU

e ce pa3paboTeH BO OBaa TeMa MMa 32 Iell:
3. Jluneapna paBeHKa cO HEMO3HATA U
IO/] 3HAKOT 34 alcCOJIyTHA BPEIHOCT - J1a TW yTBPAHWII CBOjCTBATA HA allCOIyTHA
4. Cucremu JMHeapHN PaBeHKH CO BPEJHOCT Ha pealieH Gpoj;
HENMO3HATa U NMOJ 3HAKOT 3a - Ja YMECII la ' KOPUCTUIIl UHTEPBAJIUTE IIPU
ANCOJIYTHA BPETHOCT 3anMiIyBame (PYHKIMja Co MoBeKe (hopMynu

aKo Taa € 3ajlajieHa CO alcoIyTHU
BPEIHOCTH U fja LpTall Hej3UH Irpachuk;

- Jla yMeell fla pellaBall JUHEapHU PaBEHKHI
CO TIOBEKE aICOIyTHH BPETHOCTH;

S. JIlnHeapHM HepaBeHKH €O HENMO3HATA U
MO/l 3HAKOT 32 aNCOJIyTHA BPEHOCT
6. ITIpumena Ha METOJOT HA 3aMeHA PH

peuiaBarme Ha CUCTEMH IMHEAPHH PABEHKH _ 111 yyieer a peraBall JIMHEAPHT HEPABEHKH
7. PemaBame Ha 32129y KOH ce CBeIyBaaT CO AIICOIYTHH BPEAHOCTH;
Ha JIHHeapHa paBeHKa H CUCTEMH o Ta YMEEII la peuraBall CUCTEMU OJ1 1BE
JINHEAPHU PAaBE€HKHN JINHCAapHU PaBCHKHU LITO COAPXKAT

aTCOJyTHU BPEJHOCTH
- Jla yMeell fja penlaBall MOCIOKEHN IPAMEPH
Ha CUCTEMH Off IB€ IMHEAPHU PABEHKH CO J[BE
HENO3HAaTH KOPUCTE]KU 3aMEHa;
- Jla yMeell fla penlaBall MpooiieMn IITO ce
CBEe/lyBaaT Ha JIMHEAPHU PABEHKU UK
CUTEMH JINHEAPHU PABEHKHU.
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Bo ocHoBHOTO 0Gpa3oBaHue, a ¥ BO OBaa yueOHa rofiiHa I pa3paboTyBallle JuHeap-
HaTa (PYHKIH]ja, TMHEApPHUTEe PAaBEHKH ¥ HEPaBEHKH, CUCTEMUTE JINHEAPHU PABEHKH M HEPaBEeH-
KU U pelaBalie npobjaeMu KOU ce CBeflyBaaT Ha JIMHeapHu paBeHKU. VcTo Taka, pu u3ydyBa-
BETO Ha peallHuTe OPOEBH ce 3al03Ha CO MOMMOT allCOIyTHA BPERHOCT Ha peaneH 6poj. OBne
Ke ce 3alo3HaeMe CO JIMHEApHUTE PaBEHKH, HEPABEHKU M CHCTEMH IOJ] 3HAKOT Ha alcojyTHA
BpefHOCT. BeymiHocT, Bo 0BOj ien Ke Tu MoBp3eMe MPETXOAHO YCBOCHNUTE 3HaeHa U Ke U3Bp-
[IMMe HUBHO MPOILIMPYBalke CO MITO Ke fobuel! noceondaTH 3HacHka 3a JMHEAPHUTE paBeH-
K¥, CHCTEMHUTE JINHEApHU PaBEHKH M HUBHATA IPUMEHa.

Bo ocHOBHOTO 00pa3oBaHue ce 3al03Ha CO IIOUMOT aIlCOyTHA BPEJHOCT, & OBOj IOUM
ro KOpPUCTEBME M BO HAIIMTE MPETXO[HU pasriefyBama. Taka, Ha mpumep, |-2|=2, |\/§ |= NER
|-1,232|=1,232 utH. [Ja ce noTceTnMe Ha ie(pUHMIIAjaTa HA ATICOTyTHATA BPETHOCT.

Hedununuja 1. Aiicoayitina 6peOHOCi HA PEaTHUOT OpPOj a T'O HapeKyBaMe peaTHUOT
6poj | a| nedunupan co

a, axko a=0

= 1
la] —a, ako a<0. 1)
Ipumep 1. [Ipecmeraj 2-|a|+7-|b|+1 ako az—é u bzg.

Pewenue. Oy nepuHuIjaTa HA allCOyTHATA BPETHOCT UMamMe

2-|a|+7-|b|+1=2-|—§|+7-|§|+1=2-@+7-@+1=§+#+1:¥+1:4\/§+1. *

3adenemxka 1. a) Henocpegno on geduHumjaTa Ha arncojayTHaTa BPEAHOCT ClefyBa
neka |a>0 u Va? =|a|,3acekoj aeR.

0) Heka >0 u |a|=b. Toramr, 3a a>0 nMamMe a=b, a 3a a<0 BaKa —a=>b, T.e.
a=-b.3Haun, of |a|=b cnenysa a € {—b,b} ,HO Baxkui u OOpaTHOTO Of1 a € {—b,b} cnenysa |a|=b.

ITonatamy, Ha mpuMmep, |5|=5=-5|, -5<55-5] u -5<555]|. Ke pmokaxkeme geka
MOCIEHOTO BaXK! 3a CEKOJ pealieH Opoj a , T.e. Ke ja JoKaxeMe clelHaTa Teopema.
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Bo CJIeJHaTa TE€OpEMa BO BpCKa CO allCOJIYyTHUTE BPEAHOCTHU Ke JOKaxeMe JIBE€ HEpa-
BEHCTBA4, KON UMaarT rojiceMa ipuMeHa BO MaTeéMaTUuKarTa.

Jla 3abenexunMe JieKa TBPACHETO i) Ol TeopemMaTa 2 MOXKe fia ce obommtu. ViMeHo,
BaXKM CIIETHOTO TBPJICHE, KOE OBJIe HEMA Ja TO JOKaKeMe.

Ia ru pasrinegame OpoeBute a=-4 u b=3. NUmame a-b=-12, %z—%, lal=4,

4_L4
3l
BEHCTBA BaXKaT 32 CEKOU pealHu OpoeBU a M b, IITO MOXeE Jja Ce BUAIU Off ClIe[iHaTa Teopema.

bl=3,|a-b|=12 n lzi,mTosHaqHueKa a-bl=125a|-|b| u |4 |= . ITocnemnure pa-
bI=3 b p
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_1_1 1 1 - _1_1 _ 1
= ,aaK0b<O,Toramb<0 I/I‘b‘ > = Th |bl.Ceraon

i) cmenyBa |4 = ‘a -

a
b

Ha pasriegaMe HEKOJIKY CBOjCTBa Ha ancoJIyTHaTa BPEAHOCT MMOBP3aHU CO HEPABEHCT-
BaTa. 3a Taa e Ke ja NOKaXeMe ciielHaTa TeopeMa.

Moka3 (3a oHHE INTO cakaaT fa 3Haar moBeke). i) Heka |x|<a, a>0. Ako x>0, Toram

x=|x|<a,aako x<0,Toram —x=|x|<a T.e. x>—a.Cnopen Toa, x<a U x>—a OJHOCHO —a<x<da

¥ TOA € UHTEPBAIOT (—a, a) .

Heka —a<x<a, a>0. Ako x>0, Toram |x|=x<a, a ako x<0, &
Toraml | x |=—x < a . Copep Toa, BO CeKOj cnyyaj |x|<a. b-a b bta

ii) Heka a>0. Cnopef i) HEPaBEHCTBOTO |x—b|<a € €KBHBAJIECHTHO CO HEpaBEHCTBATa
—a<x—b<a, KOM Ce€ EKBUBAJICHTHU CO HEpaBEHCTBATA b—-a<x<b+a ¥ TOA € UHTEPBAIOT
(b—a,b+a) mpeTcTaBeH Ha UPTEKOT AECHO.

iii) Heka a > 0. JTa mpeTnocraBume feka | x|>a. Ako x>0, Toram x=|x|>a, a ako x<0,
Toram —x = x|[>a, T.e. x<—a.CHopeq T0a, Xx<—a WIA X >a U TOa € MHOXECTBOTO (—0,—a) U (a, ™).

OOpaTHO, HEKa x<-a WM x>a. Ako x>0, Toram |x|=x>a, a ako x<(0, Toram
| x |=—x > a . Cnopep Toa, BO CEKOj clly4aj | x [> a .

iv) Heka a > 0. Cnopen iii) | x—b [>a ako u caMO —a < x—b WA x—b >a , T.e. aKO U CAMO aKO

b—a<x wmma x>b+a ako W caMoO akKo xe€(—,b—a)u(b+a,o) ) &
b-a b b+a

(upTex mecHo). ¢

Ha 3a0eleKnume €Ka TBpACHATA O] MPETXOAHATa TE€OpEMa BaXKaT U BO cnyqaj Kora
3HAUUTE 3a HEPABEHCTBA < M > C€ 3aMCHAT CO 3HALIUTC 3a HEPABEHCTBA < U 2. HpI/ITOEl,
HaMeECTO OTBOPEHU UHTEPBAJIN UMaM€ 3aTBOPEHU, ONMHOCHO MOJy3aTBOPEHU UHTEPBAJIN. O6wu-
1 c€ OBUE TBPJCHA CaMOCTOjHO Ja ' UCKaKCIIl.

IIpumep 2. a) Hajau ru cute peanHu 6poeBu x 3a KOM BaXH | x —% < %.
0) Hajnu ru cute peannu OpoeBH x 3a KOM BaxKu | x —% |2% .

Pewenue. a) On BTOPOTO TBpAEHE BO TeopeMara 4 ciefysa —%<x —%<
3

—Z<x<%+%. Crnopen Toa, —%<x<1, IITO 3HAYM eKa xe(—%,l).

0) Op 4yeTBPTOTO TBpAEHE BO TeopemaTa 4 M Off MpeTXOoAHaTa 3abeselka uMame

x—%z% W x—%S—%, OJTHOCHO x2%+% WIn xs%—%. Cnopen TOa, x=>1 win xS—l

3 9
IITO 3HA4M ieKa 0apaHOTO MHOXKECTBO € (—o0, —%] U[l,©). &

ENJ[%}

, OMHOCHO

I
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IIpumep 3. Hajau ru cute npupopHu OPOEBU 7 CO CIEIHUTE CBOjCTBA: IIOCTOjaT OpOeBU

X{,Xy,...,X, KOU My punaraaT Ha UHTEpBaJIOT (—1,1) 1 3a KON Ba>Ku paBEHCTBOTO
| X1 |+ Xy | +..4] X, [F2003+ | x] + x5 +...4 X, |. 3)

Pemenne. Hexka n e Opoj co cakaHOTO CBOjCTBO, T.€. IOCTOjJaT OPOEBU Xy, X7, ..., X,
Kom My mpunafaat Ha uHTepBanoT (—1,1) u 3a Kou Baxu (3). bunejku |x; 20 u |x; <1, 3a
cekoj i =1,2,...,n o paBeHCTBOTO (3) noOuBame

2003<2003+ | x; +xp +..o+ X, [=H X1 |[+]xp [+ 4| X, [<n-1=8.

3Hauu, moTpeOHO € 1> 2004 .

Ke nokaxeMe JieKa CeKoj NPUPOfieH 6poj n>2004 ro MMa CAKAHOTO CBOjCTBO. AKO
n>2004 e nmapeH Opoj, TOrall 3eMame

2003
n b

_ 2003

X1 =X3 =...= X1 = P

Xy =Xgq4 =...= Xy

Bpoesure x;, x5, ..., x,, My npunaraaTt Ha uHTepBanoT (—1,1) u 3a HuB Baxku (3), mpoBepu. AKO
n>2004 e HemapeH Opoj cTaBame

X1 =X3 =...= X, =
Bpoesure x;, x5, ..., x,, My Ipunaraat Ha uHTepBanoT (—1,1) u 3a HUB Baxu (3), IpoBepH.

Koneuno, 6apannTe NpupofgHu OpPOEBU CE CUTE NMPUPOJHU OpOEBH MOTOJIEMHU UIU €fI-
Haksu Ha 2004. ¢

3AJAYN 3A BEXKBAIBE
1. Tlpecmeraj 3-|x|—4-|y|+2 ako:
6) x=-33, y=33 .y B) x=—18, y=242.

2. TIlIpecmeraj x| y|+y-|z|+z-| x| ako:

a) x=—-3, y=7;

B) x=—\/§,y=2\/§,z=\/ﬁ.

a) x=-2,y=3,z=-4; ﬁ)x:%,y:—%,z:%;n
3. Ilpecmeraj |2-|x—1|-3-|y+2|+]|z—2] ako:
a) x=-2,y=3,z=-4; 6)x=%,y=—%,z=%;n B)x=ﬁ,y=—2\/§,z=ﬁ.

4. 3a kom peanHu GpPOEBU Ce UCIIOIHETH HEpaBEeHCTBATA:
a) |x|<2; 6) [x>-1; B) |[x|>3; r) [x+2>2;u m |[x-3K5.
[oOueHnTe MHOXKECTBA IPETCTaBU I'M Ha OpOjHA OCKa.

5. [oxkaxwu fieka 2:|ab|< a® +b? 3a cexon a,beR.

6. Jloxaxwu fieka ako |b|< % , TOTaIl \a_lfb\ < ‘72‘ .

7. JlokaXu fileka 3a CEKOM peajHu OpOeBU @ W b TaKBH, IITO a® +b? =1 Baxu la+b|< V2.
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IIpu u3yuyBameTo Ha nuHeapHaTa pyHKIHja y=ax+b, xeR

y
BUJIOBME 7IeKa 3a a #( HEJ3MHUOT rpaduK € NpaBa Koja MHUHYBa HH3 T

toukute A(0,b) u B(—Q,O) ,a3a a=0 Toa e mMpaBa KOja MUHYBa HU3
P p )

toukata C(0,b) u e mapanenHa co x —ockarta. Taka, Ha mpuMmep, rpa-
(pukoT Ha MMHEeapHaTa (PyHKIHUjA y = % X — 6 e mpaBaTa KOja MUHYBA HU3

toukute A(4,0) u B(0,—6), (4pT. IECHO).

ITpuponHo e ma ce 3ampaiame: MITO NMPETCTaByBa rpauKoT
Ha JMHeapHaTa (PyHKIMja Kaj KOja HE3aBHCHO IIPOMEHJUBAaTa ce
jaByBa ¥ IOJ] 3HAKOT Ha ancojyTHaTa BpeaHocT. [Ipey fa onroBopume
Ha TOCTaBEHOTO Ipallame, K& MoKaxkeMe Kako fajeHa JHHeapHa
(pyHKIMja, IITO IO COAPKU 3HAKOT 3a alcoJyTHA BPEJHOCT, MOXKE Aa
ce 3aluIle co IMOMOII Ha oBeKe (popMYJIH KOU He TO COApKaT 3HAKOT 3a alcoyTHA BPETHOCT.
ITocnenHoTo Ke ro o6jacHUME CO HEKOJKY IIPUMEPH.

[pumep 4. a) Pynkuujata f(x)=x—5|, x€ R 3anuim ja co noMoll Ha noBeke ¢op-
MYJI KO HE IO COAp>KAT 3HAKOT 3a allCoyTHATa BPEIHOCT.

0) dynkumjata f(x)=2|x—-3|+3|x+1|+4, xR 3anumm ja cO MOMOII Ha MOBeKe
(popmynu Kou He ro cogp>KaT 3HaKOT 32 allCOyTHA BPEAHOCT.

Pewenue. a) Oj nepuHUIjaTa HA allCOTYTHA BPETHOCT UMaMe

x—5, ako x—5>0 |x-5, aKo x>5
|x=5|= =

—(x—5) ako x-5<0 —(x—5) ako x<5,

a 3aToa fajeHaTa (pyHKIM]a ja 3alUlIyBaMe co IOMOUI Ha JiBe (popMynn

x -5, aKo x>5

f(X)={

—(x—5) ako x<5.

0) IlpBo ru ogpenyBaMe BpETHOCTUTE HAa MPOMEHIINBATA X, 32 KOU U3pa3uTe NOf 3Ha-
KOT Ha aIlcollyTHaTa BPEJHOCT Ce aHyJupaar, T.e. JOOUBaaT BpeHOCT Hyna. MiMame, x —3=0
u x+1=0,na ortyka x=3 u x=-1. BpoeBuTe —1 U 3 ro pazduBaaT MHOKECTBOTO pEaATHU
OpO€eBM Ha TPU IUCjYHKTHU UHTepBanu (-, —1), [-1,3) u [3,+ ).
OnpenHo ja pa3rienyBaMe (DyHKIWjaTa Ha CEKOj Ol OBHE MHTepBaiu (I[PTEXK JIEBO).
HNmawme:
1) ako xe(—wo,—1), Toram |x-3|=—(x—3) u
1) 2) 3) x |x+1=—-(x+1), ma3atoa

-1 3 f(x)=—"2(x-3)-3(x+D)+4=-"5x+7.
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2) ako x e[-1,3), Troram |x —3|=—(x—3) u |x+1|=x+1, ma 3aToa
f(x)=—"2(x-3)+3(x+1)+4=x+13.
3) ako x€[3,+ o), Toram |x —3|=x—-3 u |x+1|=x+1, ma 3aToa

f(X)=2(x-3)+3(x+1)+4=5x+1.
OJ1 IPeTXOHO M3HECEHOTO J06UBAME

—5x+7, aKo x € (—o, — 1)
f(x)=9x+13, ako x €[—1, 3)
5x+1, aKo x €[3, + o)

ITO U Tpebalie 1a ce Hajae. ¢

IIpu 3anunryBameTo Ha efiHa (popMysia BO KOja MMaMe alcolyTHH BPEAHOCTH CO I10-
Mo Ha noBeKe (popmynu 6e3 ancolyTHU BPEAHOCTH, BCYLIHOCT ce "ocinoboyBame " off arco-
JyTHUTE BpegHocTu. [IpuToa, ako nMaMe noBeke U3pasu MOJ 3HAKOT 3a allColyTHA BPEIHOCT,
UCTUTE HA PaA3lIUYHUTE MHTEPBAJIU TH 3€MaMe CO pa3jIMYHU Npef3Hauy + uind -. [Ipu oBaa
IOCTaNKa ce MOXHU TpEIIKH, [1a 3aToa MOXKEME J1a HalpaBUMe IOMOIIHa Tabjulla BO Koja 3a
CEKOj M3pa3 Ha MOOJIETHUTE UHTEPBAIN Ke ro 3amulleMe COOJBETHHOT Ipep3Hak. Taka, 3a
npuMepoT 4 6) oBaa TabaMIA TO UM OOIHUKOT:

(—o0,—1) [-1,3) [3,+0)
x—3 - - +
x+1 - + +
cly4aj 1) 2) 3)

Bo npeTxogHHOT nmpuMmep BUOBME JieKa ako JIMHeapHaTa (PyHKIHja ja COApKU He3a-
BUCHO ITPOMEHJIMBATAa M IOJ 3HAKOT Ha allCcoJyTHAaTa BPEJHOCT, TOrall Hea MOXKEMe ja ja
3anuieMe co noeke (hOpMyJM KOM He FO COApXKaT 3HAKOT 3a alcojyTHa BpenHocT. Cropen
TOa, rpapUKOT Ha BakBaTa (pyHKIMja MOXKEME J1a FO HalpTaMe Ha CIeJHUOT HAuMH:

1. co aHanorsa nocramnka Kako BO mpuMepoT 4 6) najeHarta (pyHKIHja ja 3aluIIyBaMe CO
MIOMOII Ha NoBeKe (popMyJIu KOU He IO COAP3KAT 3HAKOT 3a allCoJIyTHA BPEJHOCT U

2. Ha ceKoOj off JOOMEHUTEe MHTEPBAIU ja LpTame (pyHKIHjaTa Koja € fo0ueHa off Ho-
yeTHaTa (PyHKIH]ja IIPH OCIIO00YBAakETO Off allCOIYTHATA BPEAHOCT.

IIpumep S. HanpTaj ro rpaduxot Ha pyHKIMjaTa
a) f(x)=|x|, xeR u 6) /(x)=[x+1|, xeR. Y

Pewenue. a) Op nepuHuIjaTa 3a ancolyTHA BPEAHOCT UMaMe N\ .....b-.__

! Pox
x, ako x>0 ! 1

-1 O 1

fx)=

9
—x,ak0 x<0

LITO 3HA4YU JleKa Ha MHTepBaJoOT (—oo,0) rpacukor Ha modeTHaTa (pyHKIMja BCYLIHOCT € Ipa-
¢uxot Ha yHkimjaTta f|(x)=—x, a Ha UHTEepBAJIOT [0, +©) Toa e rpadpuKOT Ha (pyHKIMjaTa
f>(x)=x. Ako ru HanpTame rpacuuuTe Ha (PyHKIUUTE f| U f, Ha COOIBETHUTE MHTEPBAJIN,
ro no6uBame rpacukoT Ha pyHKIHjaTa f(x)= x| (LPTEX rope ecHO).
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0) Op neduHuIMjaTa 3a alcoJyTHA BPEAHOCT UMaMe

y
x+1, aKo x> -1
fx)= :
—(x+1), ako x< -1 1
LITO 3HA4M JIeKa Ha MHTEPBAJIOT (—©, —1) rpadhuKOT Ha NOYeTHaTa (PyHK- X
11ja BCYIHOCT € rpaukoT Ha pyHKIpjata fi(x)=—(x+1)=—x—-1,a Ha 10 1

UHTEpBANOT [—1,+ o) Toa e rpadukoT Ha ¢yHKIEjaTa fo(x)=x+1.
Ako ru Hanprame rpaguuuTe Ha (PyHKUMUTE f; U f, Ha COOABETHUTE HHTEpBAIU IO
no6uBame rpacukoT Ha pyHKIMjaTa f(x)=/x+1| (GpTex rope AecHo). ¢

3adenemka 2. Bo npumeport 5 ru pasriegasme rpacdunute Ha pyHKuuuTe f(x) = x| u
f(x)=] x+1]|. 3abenexyBame aeka rpadukoT Ha pyHkumjata f(x)=x+1| Moxe fga ce gooue
CO TpaHcjalyja Io x —ockara Ha rpaukor Ha ¢yHkumjaTa f(x)=| x| 3a fomkuHa —1. AHa-
JIOTHO, rpauKoT Ha (pyHKIHUjaTa off BUAOT f(x)=|x+a|, x€ R ce gobuBa co TpaHciauyja 1o
X —ockaTa Ha rpaukoT Ha pyHKuujaTa f(x)= x| 3a fomkuHa —a (3omro?). Kopucrejku ro

OBa CBOjCTBO, HALIPTaj ru rpacdunuTe Ha PyHKUUUTE [ (X) = X —% | u f(x)=|x+3]|, xeR.

Cnnuno, rpaukor Ha ¢pyHkmjaTa f(x)=|x|+1 x € R MoxXe fa ce fobue co TpaHcia-
yja Mo y —ockaTa Ha rpacukor Ha (pyHkumjata f(x)=/x| 3a goskuHa 1, a rpaduKOT Ha
¢pynkumjara f(x)=/x|+b, x € R Moxe fia ce gobue co TpaHclauyja no y —ockarta Ha rpadu-
KOT Ha ¢pyHKImjaTa f(x)= x| 3a goykuHa b (3omro?). Kopucrejku ro oBa cBojcTBO, HAIPTAj
ru rpacpunute Ha pyHkuuute f(x)=/x|[+3 u f(x)=[x|-2, xeR.

IITo moxem pa 3akayuuil 3a rpadukoT Ha ¢yHKugjata f(x)=|x+a|+b, xeR?

Janu MoKell fa ro HaupTall co MOMOII Ha rpaukoT Ha ¢yHkuujata f(x)=x|, xeR?

Haupraj ru rpacdunure Ha pyakuuute f(x)=x—2|+3 u f(x)= x+ % | —% , xeR.

IIpumep 6. HanpTaj ro rpadpukot Ha pyHKIMjaTa
a) f(x)=x|-|x-2], xeR 1 0) f(x)=|| x|-1]-1], xeR.

Pewenue. a) I1pBo ru ogpegyBaMe BpEIHOCTUTE Ha IPOMEHIIMBATA X , 32 KOW U3pa3uTe
1OJ] 3HAKOT Ha alcoJIyTHaTa BPEAHOCT ce aHyJaupaar, T.e. JoOuBaaT BpeHOCT Hyja. MMame,
x=0 m x=2. bpoeBure 0 m 2 ro pa3duBaaT MHOXKECTBOTO peajHU OpOEBH Ha TpHU
[MCjyHKTHU MHTepBain (—»o,0), [0,2) u [2,+ o).

OpnenHo ja pasriegyBame (pyHKIFjaTa Ha ceKoj off oBue uHTepBaitu. Mmame:

1 1) ako x € (~, 0) , Toram | x|=—x u |x—2|=—(x —2), ma 3aroa
xSl ()= —x + (x—2)=-2.

2 _______
| / 2) ako x¢€[0,2), Toram |x|=x U |x—2]=—(x—2), ma 3aToa
, X f)=x+(x—-2)=2x-2.

0/1 2 3) ako [2,+®), Toram |x|=x W |x—2|=x—2, ma 3aToa
) fx)=x-(x-2)=2.

ITonatamy, Ha cekoj of uHTepBanuTe (—0,0), [0,2) u [2,+o©) rH
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Hprame rpapunuTe Ha JoOMeHnTe (PYHKIUH CO IITO TO fobMBaMe rpauKoT Ha (PyHKIHUjaTa
Sf(x)= x|—|x—-2]|, uprex JeBo.

0) AHaJOTHO, KaKO U BO MPETXOHATE NPUMEPH, TOCAEOBATEIHO I'M Haof'aMe peaTHu-
Te OpOEBH 3a KOM CE€ aHyJIMpa W3pa30T MOJ 3HAKOT 3a ancoiyTHa BpegHocT. Umawme, || x|—-1|=1
u off 3abenemkara 1 6) cnegysa |x|—1e{-1,1}. [Tonaramy, ox |x|—1=-1 Haorame |x|=0 ma
3aToa x=0,a o |x|-1=1 Haofame |x|=2, mro cnopen 3abenemkara 1 6) 3HauUM x =—2 WIA
x=2.bpoesure —2,0 u 2 ro pazbuBaaT MHOXKECTBOTO peaHu OPOEBH HA YETUPHU IUC)YHKT-
HU UHTEpBAIHA (-0, —2), [-2,0), [0,2) u [2,+ o).

OpnenHo ja pasriegyBame (pyHKIFjaTa Ha ceKoj ofi oBue uHTepBaitu. Mmame:

1) ako x € (-, —2), TOrall MOCIEJOBATEIHO HA0faMe

S =l x| =1 =1 —x =1 =1} =x =1 -1|o —x = 2]z —x - 2.
2) ako x €[-2, 0), Torau nocaefoBaTeJIHO HaoraMe

— 1)—-1|, -2,—1
f(X)=|||XI—1|—1|=||—x—1|—1|=IIX+1|—1|={| Crn =t 252, m D)

|x+1-1], xe[-1,0)
|x+2|, xe[-2,-1) [x+2, xe[-2,-1)
- {|x|, xe[-1,0) {— x, xe[-1,0).
3) ako x €[0, 2), Toram NociefoBaTeIHO HaofaMe y
f(x)=|||xl—l|—1|=||x—1|—1|={|_(x_1)_1|’ xelh [ eston
|x—-1-1], x€ll, 2) il
| x|, xe€[0,1) |x, x€[0,1) , , X
={|x—2|, xe[1,2):{2—x, xell,2). 2-19] 1 2

4) ako x €[2, + o©) , TOTaIIll MOCIEOBATEIHO TOOUBaMe
S =l x| =1=x =1 =15 x -1-1|Hx - 2|=x 2.
Ojp IpeTXOIHO M3HECEHOTO cliefyBa Aeka pyHkuujata f(x)=|| x|—1|—1| ce 3anumryBa co mect

(hopmynu Kou He ro coapxXaT 3HAKOT 3a alCOJyTHA BPENHOCT. AKO Ha CEKOj Off HajAcHHUTe
UHTEpBaJu IO KOHCTpyHpaMe rpauKoT Ha COOfBeTHaTa (pyHKIMja, TOraml ro goOuBame
rpaduKOT Ha MoYeTHaTa (pyHKIHja (IPTEX rope AecHo). ¢

3AJAYA 3A BEXBAIBE

8. ®ynxknujara:

a) f(x)egx—4|+2|x+1|, xeR; 0) f(x)52|x-1]+1]-3, xeR;m

B) f(x)=3|x—-4|+|x+2|-1], xeR

3alMINy ja cO TOMOII Ha MoBeKe (hOPMYJIH KOH He TO COIpP>KAT 3HAKOT 32 alCoJIyTHA BPEIXHOCT.
9. Haupraj ro rpacukoT Ha (pyHKIIjaTa:

a) f(x)=1-|x|, xeR; 0) f(x)=3|x-2|-4, xeR;m B) f(x)=4-2|x+1|, xeR.
10. Haupraj ro rpacukoT Ha (pyHKIHjaTa:
a) f(x)=x|+|x-2], xeR; 0) f(x)g3x-2|-2|x+1|, xeR;n

B) f(x)=4-2|x+3|—-|2x+1|, xeR.
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11. Haupraj ro rpacukoT Ha (pyHKIHIjaTa:
a) f(x) = x|-2|, xeR; 0) f(x)=3-2|x-1|, xeR;m
B) f(x)=3+|x—-1]|+2], xeR.

12. Haupraj ro rpacukoT Ha (pyHKIHjaTa:
a) f(x) = x|+1[+1], xeR; 0) f()=lx-1[-2|3], xeR;m
B) f(x)=2—||x-2|+|x+1|], xeR.

YecronaTu cMe COOUYEHHU CO HOTpe6aTa 1a pemMe JIMHEapHa paBEHKa BO KOja HCIIO3-
HaTaTa Ce cpeIZaBa 1 IIOJ 3HAKOT 3a allCOJIyTHAa BPEOHOCT. Baksute PaBE€HKHN MO2KEME J1a TU pe-
IIaBaMe Ha IOBeKe Ha4YUHU, HO HUE BO HAIIIUTE pa3rjcayBamba Ke ce 3aJIpKUME Ha METOJOT Ha
HWHTEpBAJun, KOj C€ COCTOM BO CIIEJHOBO!

1. co aHanorhHa mocrarnka, Kako BO puMepoT 4 6), o7 JajieHaTa paBeHKa JoOuBaMe
noBeKe JIMHEapHU PaBEHKH KOW HE TO COMIP3KAT 3HAKOT 3a arCOJyTHA BPEAHOCT W
YUK pelIeHnja UM MpHUMaraaT Ha COOIBETHUTE NHTEPBAIIU U

2. ja pemaBame cekoja off JOOMEHHTE PaBEHKHU M MPOBEpyBaMe Aald PelieHUEeTO My
npumnara Ha COOJJBETHUOT MHTEPBAJI:
- aKo peIIeHUEeTO My MpHIara Ha COOIBETHUOT WHTEPBAJI, TOTAIIl TOA € PellleHNe
Ha MOYETHATa PaBEHKA;
- aKo peIIeHUEeTO He MY Ipurara Ha COOJ[BETHHOT UHTEPBAJ, TOTAIl TOA HE € pe-
IICHUE Ha TOYEeTHATA paBeHKA U TO OT(dpiiame.

Bo npumepot 6 6) pemiaBaBMe elleMEHTapHU PaBEHKH CO HEMO3HATa IMOJ 3HAKOT Ha
aTcoIyTHA BPEJHOCT, IPXA IITO CE KOPUCTEBME CaMO CO CBOJCTBOTO |b|=a >0 ako M caMO aKo
be{-a,a} . Bo HamuTe pasriiefyBama Ke ceé OCBPHEME Ha MOCIIOXEHU IPUMEPH IIPEKY KO Ke
I'M pasriefiaMe OCHOBHUTE TUIIOBU Ha JIMHEAPHHU PAaBEHKH Off OBOj BUJI.

IIpumep 7. Bo MHOXXeCTBOTO peajiHi OpOEBH pelly ja paBeHkarta |4x +3|=9.

Pewenue. Op 3a6enemkara 1 6) nmame aeka |4x +3|=9 ako u camo ako 4x +3€{9,—9}
T.e. 4x+3=9 unm 4x +3 =-9. Cnopep Toa, pelIaBamkETO HA pABEHKAaTa ce CBElyBa Ha pelllaBambe

Ha IBC JII/IHeapHI/I paBeHKI/I CO €IHa HEIo3HaTa, Yun peIJ_ICHI/Ija cec x Z% n x= —3 . 3Ha‘II/I, pemeHI/Ie
Ha 6 —3mu3 jae M=1{-33)
JagceHara paBeHKa ce pOCBI/ITe n 5 T.€. MHO>KCCTBOTO pemem/I]a c = { 5 } .

IIpumep 8. Bo MHOXXECTBOTO pelln ja paBeHKaTa:

a) |2x+6[=3x+4; 6) VxZ —dx+4=3x-8.

Pewenue. a) bunejkun
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|2x+6|={

2x+6, 2x+620_ 2x+6, x2—3_ 2x+6, x €[-3,+)
—2x—6, 2x+6<0 |-2x—6, x<-3 |-2x-6, xe(-w,-3),

lajieHaTa paBeHka Tpeba ja ja peniaBaMe Ha ceKoj Off UHTepBajauTe (—o0,—3) u [—3,+0).

Ako xe(-o,-3), Toram [2x+6[=3x+4 < —-2x—-6=3x+4, T.e. x=-2 U OuAejKn
—2¢(—0,-3), goOmBamMe f[eKa —2 HE € pelleHWe Ha MOYeTHAaTa paBeHKa. AKO, NakK,
x€[-3,40), Toram |2x+6|=3x+4 & 2x+6=3x+4, T.e. x=2 U Oupejku 2e[-3,+x0),
3aKJlydyBaMe fieKa 2 € pelleHne Ha MOYeTHATa PaBEHKaA.

3Haum, paBeHKaTa UMa caMo €JJHO pelIieHne: x =2 .

0) On 3a6enemka 1 a) umame \/x24x +4 =\/(x - 2)2 =|x —2|, ma 3aToa fajgeHara pa-
BEHKA € €KBUBAJICHTHA HA paBeHKaTa |x —2|=3x — 8. [lonaTamy,

| 2| {x—2, x—220 {x—2, x=>2 {x—2, x €[2,+o)
x—=21= = =

—x+2, x-2<0 |-x+2, x<2 |-x+2, xe(—»,22),

na flajieHaTa paBeHka Tpeba fia ja pelraBaMe Ha CeKOj Off UHTepBaiauTe (—0,2) u [2,+0).
Axo xe(—»,2), Toram |x-2]=3x-8 & —-x+2=3x-8, T.e. x=% u Oupejku
% HE € pelleHre Ha NMoYyeTHaTa paBeHKa. AKO, MakK, x €[2,+©),

toraml |x—2=3x—-8 <& x—2=3x-8, T.e. x=3 u Ounejku 3 €[2,+o0) 3akayuyBaMe jieka 3 e

%e (—0,2) , tobuBaMe neKa

pElIeHrEe Ha TOYETHATA PaBEHKA.
3Hauy, paBeHKaTa UMa caMo €HO PELICHUE: x =3. ¢
3adenemka 3. PaBenkute o npumMepoT 8 ce off BUAOT | f(x) |= g(x) . PaBeHka off 0BOj BUf

MOKeE JIa Ce pellld U Ha CIIeNHUOT HauuH. ['m pemaBame paBeHkuTe f(x)=g(x) u f(x)=-g(x),a

IOTOa IpOBEpyBaMe ally HajACHUTE PElIeHHja ja 3al0BOJyBaaT U NOYeTHATa paBeHKa. Taka,
Ha NpUMep, 3a paBeHKaTa off IpUMepoT 8 a) uMame f(x)=2x+6 u g(x)=3x+4, ma 3aroa

f(x)=g(x) ©2x+6=3x+4 < x=21u
f(X)=-g(x) © 2x+6=-3x-4 < x=-2.

Cera, o |2-(-2)+6=2#-2=3-(-2)+4 3akiyuyBaMe ficKka x =—2 HE € pelIcHHEe Ha MOYeT-
HaTa paBeHKa, a oufejku |2-2+6|=10=3-2+4, 3akiayyyBaMe ieka x =2 € pelleHue Ha Io-
YyeTHaTa paBeHKa.

[pumep 9. Bo MHOXXeCTBOTO peasTHi OpOEBH pelly ja paBeHKaTa
a) [3x+6|+|x[=2x+6 u 0) 2|x—3|+3|x+1|=5x-3.

Pewenue. a) bpoesute —2 u (0, 32 KOU Ce aHyIHMpaaT alCOJYTHUTE BPEJHOCTHU Ha
JleCHaTa CTpPaHa Ha paBEHKaTa, F'o pa30uBaaT MHOXKECTBOTO peallHu OpOEeBH Ha TPU JUCjYHKT-
HUA uHTepBanu (—o,—2), [-2,0) u [0,40). Co 3anuilyBake Ha AecCHaTa CTpaHa CO NOBEKE

(hopMmymu 6e3 3HAKOT 3a ancojayTHa BPEAHOCT, JOOMBaMe
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—4x -6, aKo x € (—o, — 2)
[3x+ 6]+ |x[=<2x+6, akox e[-2,0)
4x + 6, axko x €[0, + ).

Cnopep Toa, 3a Jia ja pelmMe No4yeTHaTa paBeHka Tpeda ia ' pelInMe paBeHKUTe:
—4x—-6=2x+6, xe(—o0,—2)
2x+6=2x+6, xe[-2,0)
4x+6=2x+6, xe[0,+ o),

Pemennero Ha mpBaTa paBeHKa, OpojoT x=-2 He My INpumnafa Ha HHTEPBAIOT
(—0,—2) , 1a 3Ha4M BO OBO] ClIy4aj IOYETHATA paBEHKA HEMA PELICHHUE.

BTopata paBeHKa e uleHTUTeT 3a cekoj x € R, ma 3Haun u 3a x €[-2,0).

Pemenuero Ha TperaTa paBeHKa x =( npumara Ha uHTEpBaANOT [0,4+00), I1a 3aTOA TOA €
pellieHre U Ha IIOYEeTHATA PABEHKA.

KoneuHno, penieHrne Ha MoYeTHAaTa paBeHKa € MHOXeCTBOTO M =[-2,0) U {0} =[-2,0].

0) bpoesute 3 u —1, 3a KOU ce aHyJIUpaaT ancoJyTHUTE BPEJHOCTH Ha JIeCHAaTa CTpa-
Ha Ha paBeHKaTa, ro pa30MBaaT MHOXKECTBOTO pealiHi OpOEBH Ha TPH JUCjYHKTHH MHTEPBAIIN
(—o0,—1), [-1,3) u [3,+00). Co 3anuuyBame Ha iecHaTa cTpaHa co moBeke (hopMyiin 6e3 3HaKOT

3a ancoJyTHa BPeJHOCT foOnBaMe
—5x+3=5x-3, xe(-ow0,—-1)
x+9=5x-3, xe[-1,3)
S5x—-3=5x-3, x€[3,+»).

Pemennero Ha mpBarta paBeHKa, OpojoT x =% He My Ipumnara Ha #UHTepBanoT (—o,—1),

I1a 3Ha4d BO OBOj Clly4aj IOYeTHATa paBeHKa HeMa pelleHne. PellleHneTo Ha BTopaTa paBeHKa
x =3 He My Ipunara Ha MHTepBAJIOT [—1,3), Ma 3HauM BO OBOj Cly4aj HOUYETHATA pABEHKA HEMa

peiuenue. Tperara paBeHKa € HACHTUTET 3a CEKOj x € R, a 3Ha4M 1 3a x €[3,+0).

KoneuHo, penieHne Ha MoYyeTHAaTa paBEHKA € MHOXECTBOTO M =[3,+0).

IIpumep 10. Bo MHOXECTBOTO pealiHi OpOEBU pelld ja paBeHKaTa
|3x+6|+x|=4.

Pewenue. Ciopen 3a6enemkara 1 6), gobuBaMe ieka MoyeTHaATa paBeHKa € €KBHUBa-
JIEHTHA Ha paBEHKUTE:

1) [3x+6|+x=4 2) [3x+6|+x=—4

AXO ja MCKOpUCTHME TIOCTankaTa of 3aberemKkara 3, of paBeHKaTa 1) Tu moOuBame

paBeHKHTE 3x+6=4—x U 3x+6=x—4 4uU pelleHuja ce x=—1 n xz—%. Co HemocpenHa

2
% e pemerne Ha 1), a x=—2 He e permeHne Ha 1).

IpoBEpKa HaofaMme jileKa X = — >
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IToBTOopHO cmopen 3abenemka 3, 3a paBeHKaraTa 2) TH HaofaMe paBEHKUTE
5

3x+6=—4—x U 3x+6=x+4 4nu pelIcHnja ce x = -5 Hx= —1, coogeeTHO. Co HEmocpeaHa
IPOBEpPKA HaoraMe ieKa X = —% u x=-1 He ce pellleHHuja Ha 2).
KoHeuHo, MHOXKECTBOTO pellleHHja Ha lajieHaTa paBeHka e M = —%} . ¢

IIpumep 11. Bo MHOXECTBOTO pealiHi OpOEBU pellld ja paBeHKaTa
| 2x —3|+x—4]=4x+3.

Pewenue. Ja npuMeHyBaMe nmocrankaTta off 3abesnemkara 3. Of moyeTHaTa paBeHKa Ir'u
poOuBaMe paBeHKUTE |2x —3|+x—-4=4x+3 u |2x—-3|+x—-4=—-4x—3 KoM ce EKBUBAJICHTHU

Ha PaBEHKUTE:
1) |2x-3|=3x+7 2) |2x-3=1-5x.
IMonaTamy, MOBTOPHO cropef 3abelenikara 3 o paBeHKaTa 1) ru Haorfame paBeHKHUTE:
la) 2x—-3=3x+7 16) 2x-3=-3x-7
yuM pelreHuja ce x=-10 u x= —% . Co HemocpeHa mpoBepKa Haorame JeKa HUTY €HO Off

OBHE pElICHH]ja He € pPelllcHre Ha MmovyeTHaTa paBeHKa. Cera 3a paBeHKaTa 2) ja IpuMEHyBaMe
Imocrankara off 3a0esemkara 3 1 ru JoOuBaMe paBEeHKHTE:

2a) 2x-3=1-5x 26) 2x—-3=5x-1
UMM pEeIlleHuja ce X =% u x= —% . Co 3aMeHa BO moyeTHaTa paBeHKa Haorame caMo JieKa

X = —% € pCIICHUE Ha UCTaTa.

KoneuHno, MHOXKECTBOTO pelleHHja Ha MoYeTHaTa paBeHKa € M = {—%} . ¢

3AJTAYU 3A BEXXBAILE

13. Bo MHOXECTBOTO pealTHi OpOeBH PEIlN ja paBeHKATa:

a) [5x+2|=1; 8) [3-2xj=1:m B) [Lx-2|=5.
14. Bo MHOXECTBOTO pealTHi OpOeBH eIl ja paBeHKAaTa:

- 11— . Bx=5| _ 7x+4

a) | x+2]=2x; 6)|§ 2x|—x+l,1/1 B) = X,
15. Bo MHOXECTBOTO pealTHi OpOeBHU PEIly ja paBeHKATa:

a) |[x—1=5|2x+1]|; 0) |x+1]|+|x-1]=2; B) [x—1|+|x+2|-|x-3|=4;

r) [x—2|+|x-3|+|2x-8=9; u A [x+2]+|x+1=x+3]
16. Bo MHOXXECTBOTO peasTHi OpOeBHU PEIly ja paBeHKAaTa:

a) |[x+1]|+|x-3=10x; 0) |2x-3|—|x+1]=5x—-10;1 B) |x|+|x+1]|+9=x.
17. Bo MHOXECTBOTO pealTHi OpOeBH PEIly ja paBeHKATa:

a) || x-3[-3[+2x=3; 0) |2-|1-|x|l=1;

B) || x|+|x+2|=2;mu r) || x+2]|-]x-3]=1-2x.

18. Bo MHOXECTBOTO peasiHi OpOeBU pElly ja paBeHKaTa:

|x|—4 e x—6x|+14 _3
a) T T3=0;u 8) oy~ 2
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Bo npeTxopHuTe pasriiefyBama IpeKy IpUMepH BUIOBME KaKO Ce pellaBaaT JIMHeap-
HY paBEHKH! BO KOU HENO3HATaTa € U IOJ] 3HaKOT 3a afcojlyTHa BpegHocT. OBlie Ke pasriename
KaKo ce pellaBaaT CUCTEMU Of IBe JMHEapHU PABEHKU CO JBE HENO3HATH, IIPU IITO OapeM BO
€/lHa Off PaBEHKUTE UMaMe Hello3HaTa ! 110l 3HAaKOT 3 alCoJIyTHA BPEIHOCT.

IIpumep 12. Bo MHOXECTBOTO peasiHi OPOEBU PEILN I'O CUCTEMOT PABEHKH
x+y=1
|x|+[y|=35.
Pewenue. On npBaTa paBeHKa ja u3pa3yBaMe HellO3HaTaTa x U jobuBame x=1-y. 3a-

MEHYBajKu T'O OBOj M3pa3 3a x BO BTOpaTa paBeHKa, ja JoOMBaMe paBeHKaTa |[1—y|+|y[=5
KOja € €KBABAJICHTHA HA paBEHKAaTa

ly-1[+|y|=5.

Bpoesute 1 u 0, 3a KOU ce aHyJIHApaaT alcCONYTHATE BPEJHOCTH Ha [eCHAaTa CTpaHa Ha
paBeHKaTa, To pa3dWBaaT MHOXKECTBOTO pealiHu OpOeBH Ha TPU AMCJYHKTHU HHTEPBAIU
(=0,0), [0,]) u [1,40) . Co 3amuiyBam-€ Ha ieCHaTa CTpaHa co nmoBeke popmynn 0e3 3HAKOT 3a
arcoJIyTHa BPEJHOCT To0UBaMe

—y+1l—-y=5 ye(-x,0)
—-y+1l+y=5 ye[0,])
y—1+y=5 ye[l,+x).

Pemenuero Ha nmpBaTa paBeHKa, OpojoT y =—2 My mpunara Ha UHTEepBaJoT (—,0), ma
3HauYu BO OBOj CIy4yaj CUCTEMOT MMa pelleHue y =-2, x=3. Bropara paBeHka e NpoTUBpeY-

Ha, M1a 3Ha4M BO OBOj CJIy4yaj CUCTEMOT HeMa pelleHne. PemenneTo Ha TpeTaTa paBeHka, Opo-
joT y =3 My npunafa Ha UHTepBajoT [1,+00), Ia 3Ha4u BO OBOj CIy4aj CHCTEMOT MMa pelIeHne
y=3,x=-2.

KoneuHno, penieHne Ha CHCTEMOT € MHOXeCTBOTO M ={(-2,3),(3,-2)}. ¢

Ipumep 13. Bo MHOXECTBOTO pealiHi OPOEBU PElN 'O CUCTEMOT PABEHKH
|x+1|+|y—1|=5
|x+1|=4y -4

Pewenue. Axo oni IIpBaTa paBE€HKa ja OJI3€EMEME BTOpATa paBEHKa ja JIO6I/IBaMC PaBEH-
Kara:

ly-1|=9-4y. (1)

3a ga ja pemmmMe paBeHkata (1), ja mpuMeHyBaMe mocrankarta of 3abenemkara 3. Opn
paBeHkaTa (1) ru no6uBame paBeHKuTe y —1=9—-4y u y—1=4y -9 uum pemiernjace y=2 u
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8

y=% coopsetHo. Co HemocpefgHa NMpOBepKa HaofaMme fAeKka y =2 e pelleHue Ha paBeHKaTa

3
(1),ay =% HE € pellieHNe Ha OBaa paBeHKa.

Co 3ameHa Ha y=2 BO BTOpaTa paB€HKa Ha CHUCTEMOT, ja IIOﬁI/IBaMe paBEHKaTa

| x +1]=4. Cnopep 3a6enemkara 1 6) of mociegHaTa paBeHKa foouBame x+1=4 u x+1=—4

T.e. x=3 U x=-5.

Koneuno, pemienne Ha cucTeMOT € MHOXKECTBOTO M = {(-5,2),(3,2)} . ¢
IIpumep 14. Bo MHOXECTBOTO peasiHi OPOEBU PEILN 'O CUCTEMOT PAaBEHKH

|x=3|+|y+2|=1
|x+1|—-|y—1]=2

n CKI/IHI/Ipaj 'O MHO2KECTBOTO pCHICHI/Ija BO KOOPJUHATEH CUCTEM.

Pewenue. Bo cucteMOT HEO3HATa X CE€ jaByBa JBallaTH IIOf 3HAKOT 3a alCOJIyTHA BpE-
HOCT U BO CIIy4ajoT U3pa3uTe MOJ 3HAKOT 3a allCoIyTHA BPEJHOCT ce aHyaupaar3a 3 u —1. bpoe-
BUTE —1 M 3, 32 KOM Cce aHyJMpaaT alcCoJIyTHATE BPENHOCTH KO IO COApPXKAT X, FO pa3duBaaT
MHOZKECTBOTO peajlHu OpOeBU Ha TPU AMC)YHKTHU uHTepBanmu (—o,—1), [-1,3) u [3,+w0). 3aroa,

pellieHrjaTa Ha CUCTEMOT Ke I mobapaMe Ha ceKoj Off OBHE MHTEPBAIIN OfIJIETHO.
a) AKo x € (—o0,—1), TOram CHCTEMOT To JOOUBA BUJIOT:
—x+3+|y+2]=1
—x—1-|y-1]=2.
AXO rH of3eMeMe paBeHKHUTE Ha CHCTEMOT (2), IO CpeIyBambETO ja JoOMBaMe paBeHKaTa
|y+2|+|y-1]=-5,

)

KOja HeMa pelleHre OufiejKu Hej3uHaTa JieBa CTpaHa € MO3UTHBHA 3a CEKOj peasieH Opoj y, a

Hej3MHaTa JIeCHa CTpaHa € HeraTUBHa.

6) Ako x €[—1,3), Toramr cucTeMOT ro Too6uBa BUOT:
—x+3+|y+2]=1
x+1-|y—-1]=2.

I'm cobupame paBeHKHTE Ha cicTeMOT (3) U ja JoOMBaMe paBeHKaTa
|y+2[=|y-1=-1.

©)

Bbpoesure —2 u 1 3a Kou ce aHyJIMpaaT U3pasuTe IMOJ 3HAKOT HA alCOJIyTHATa BPEJHOCT IO
ieJIaT MHOXKECTBOTO pealHu OpOeBU HA TPU AUC]YHKTHU UHTEpBaIU (—©,—2), [-2,1) u [1,+0).

Ha wnTtepBamure (—o0,—2) u [l+00) paBeHKaTa HeMa peleHue (mpoBepu!), a HA MHTEPBAJIOT
[-2,1) pewenne e y=-1 u 6unejku x =y —1|+1=3¢[-1,3), 3aknyuyBame fieKka BO OBOj Clly4aj

CHCTEMOT HEMA PEIICHHUE.
B) AKO x €[3,+00), TOTaIll CUCTEMOT T'O T00MBa BUJIOT:
x=3+|y+2=1
x+1-|y—-1]=2.

(4)
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I'm op3emame paBeHKHTE Ha cUCTEMOT (4) 1 ja foOuBaMe paBeHKaTa
ly+2|+|y—-1=3.
bpoeBute —2 m 1 3a KOM ce aHyJHMpaaT HM3pa3uTe MOJ 3HAKOT Ha alcoJlyTHaTa

BPEIHOCT TO JieJaT MHOXKECTBOTO peajHu OpOeBH Ha TPH NUCjYHKTHU MHTepBamu (—o,—2),
[-2,1) u [L,+00).

Ha wmHTepBanor (—w0,—2) paBeHKaTa ro goomsBa OOMMKOT —y—2—y+1=3, ma 3aroa
y=-2 u x=y-1|+1=4 u Oupejku 4e€[3,+0) pgoOMBaMe JieKa pEIlIECHHE Ha CHUCTEMOT €
nopipefeHnoT nap (4,-2).

Ha wnTepBanor [-2,1) ro goOuBame WAEHTATETOT 3 =3, Na
YA 3aTOa pelleHne € cekoj ye[-2,1) um mpuToa Mopa fa BaKu
y=-x+2. Cnopeqi Toa, BO OBOj Clly4yaj pelIeHHe Ha CUCTEMOT €

X JIeJIOT Off MpaBaTa y =—x + 2 3a KOj BaxKu x €[3,+0) u y e[-2,1).

2-10f 12 3 405 Ha unrepBanot [1,+o) umame y+2+y—1=3 Te. y=1u

-1
) \ x=ly—1]+1=1, a 1¢[3,+00) nobuBame eKa BO OBOj CIIy4aj CHCTe-
MOT HEMa pelleHHe.

Ha uprexort 71eBo e CKUIIIPaHO MHOXKECTBOTO pEellleHHja. 4

IIpumep 14. Bo MHOXECTBOTO peasiHi OPOEBU PEILN I'O CUCTEMOT PABEHKHI
lx—y|=12y —11
y+1=2x.

Pewenue. On BTOpaTa paBeHKa Ha CUCTEMOT MMaMe y=2x—1 M ako 3aMEeHUME BO
IpBaTa paBeHKa M0 CpeyBamkEeTO foOuBaMe

| x —1]=24x-23. (5)

Axo Ha paBeHKaTa (5) ja npEMeHnMe TIocTankarta off 3abenemnkara 3, ru foouBaMe paBeHKUTE
x—1=24x-23 n x—1=-24x+ 23 4uu peuieHuja ce x =% n X =% , coogeeTHO. Co Hemnoc-
penHa npoBepKa HaofaMe ieKa x :% He € pellleHue Ha paBeHKaTa (5), a x :% € pelleHne Ha
paBeHkata (5). Koneuno, co 3amMeHa 3a x =% BO y=2x—1 Haofame y =% , IIITO 3HA4M eKa
MHOKECTBOTO pelleHrja Ha CUCTEMOT € M = {(%,%)} . ¢

3AJAYN 3A BEXKXBAIBE
19. Bo MHOXeCTBOTO pcainun 6p06BI/I peum ro CUCTEMOT paBE€HKMU:

x+y-1=0 |x|+2y=5

17§ 0
x—|y[+1=0 2x+|y-1|=3
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20. Bo MHOXECTBOTO peajHi OpPOEBU PEII 'O CUCTEMOT PABEHKHU:

|x|+]y=3 2x—y=3
a) u 0)
2|x|+3|y|=6 3| x|-|y-1]=3.
21. Bo MHOXECTBOTO peajHu OpOeBH eI 'O CUCTEMOT PABEHKU:
x|+|y=1 +y=2
a) |x|+]y] " R AR
|x+yl=1 |3x—y=1.
22. Bo MHOXECTBOTO peajHu OpOeBH PEIIN 'O CUCTEMOT PABEHKU:
|x+2]|+|y—1|=8 |x=2]+|y—-1]=8
)i .
|x—-2]=3y-3. |x+3=2y+3.

23. Hajpu ru cuTe BpeJHOCTU Ha MapaMeTapoT a , 3a KOM CUCTEMOT
{x +4|y|= x|
|y[+la—x|=1
¥“Ma TOYHO JIBE pelleHuja.

Bo JOCeraitHuTe pa3rjicgyBamba €€ OCBpHaBME Ha pCIIaBakbEeTO HAa JIMHECAPHUTE paBCH-
KM CO €]JHa HENMO3HaTa U CUCTEMU O]1 ABC JIMHCAPHU PABEHKHU CO IB€ HENMMO3HATU BO KON HENO3-
HAaTUTE C€ U MOJ 3HAKOT 3a allCoJIyTHa BPEJHOCT. Hcrto TaKa, 3Haclll 1a pe€liiaBalll U JIMHCapHU
HEPaBEHKHU CO €[1Ha HETIO3HAaTa 1 HUBHU CUCTEMU. Bo OBOj (A | Ke ce 3alo3HaeMe o JINHEapHU-
T€ HCPABEHKU CO €1Ha HENO3HaTa Kaj KOM HEMO3HaTaTa € U IMOJ 3HAKOT 3a allCOJIyTHa BpPEN-
HOCT. Hpen a IPEMUHEME Ha pa3rjielyBalkbe Ha OBUC HEPABEHKU 1a C€ MOTCETUME Ha JIC(bI/IHI/I—
III/IjaTa 1 Ha OCHOBHUTE TBPJC€HA 3a IMHCAPHUTC HEPABCHKU.

Heka ce majienn nuHeapuute pyHKumu y = f(x) u v=g(x). Micka3zuure pyHKIUU BO
00NIHK

S)>gx); f(x)<gx); f()2gk); f(x)<g(x); xeR

T HapeKyBaMe 1UHeapHU HepaseHKU co eOHa Hello3naiua. Ilop pewenue Ha auneapHa Hepa-
8eHKa TO Mofipa3dbupaMe MHOXKECTBOTO OJf CUTE BPEJHOCTU Ha NMPOMEHJIMBATa X 3a KOWU fajie-
HaTa MCKa3Ha (PyHKIMja IPEMUHYBa BO TOUYEH MCKa3, T.€. 32 KOU JoOMBaMe TOYHM OPOjHU He-
paBeHcTBa. [ToHaTtamy, 3a Be JTMHEApHU HEPABEHKH BEJIUME JIeKa Ce eK8UBAAeHIIHI AKO MHO-
JKEeCTBaTa pelleHuja UM ce eJHAKBH, T.€. aKO CEKOe pellleHNe Ha pBaTa HEpaBeHKa € pellleHue
U Ha BTOpaTa HepaBeHKa U OOpPaTHO.

OcHoOBHa Hjieja 3a pellaBamke Ha HEpaBeHKH € 3aj]ajieHaTa HepaBeHKa co MOMOII Ha ajl-
rebapcku TpaHcOpMallii Jia ce CBEefie Ha MOeJHOCTaBHA HEpaBeHKa KOja € eKBUBAJEHTHA Ha
3amafenarta. [Ipu pemaBameTo Ha TMHEAPHUTE HEPABEHKHU, TPAaHC(OPMALIMUATE CO KOU TOA ce
MOCTUTHYBA CE CIETHUBE:

1. ako f(x),g(x) u h(x) ce nuHeapHHu (PyHKILMU, TOTAII HEpaBeHKUTE f(x)< g(x) u

f(x)+h(x)<g(x)+h(x), xeR ce eKBUBAJCHTHH.
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2. ako f(x) m g(x) ce nuHeapH! (PYHKUIUHU, TOTAIIL
a) 3a cekoj ¢ >0 HepaBeHKUTE f(x)<g(x) U c¢- f(x)<c-g(x) ce eKBUBAJECHTHU U
6) 3a cexoj ¢ <0 HepaBeHKHuTe f(x)<g(x) u ¢- f(x)>c-g(x) ce eKBUBAJICHTHH.

Ha 3a0eJieskume J€Ka BO 1. 1 2. HaMecTO 3HAKOT 3a HEPaAaBCHCTBO <, MOXKAT J1a CTOjaT
3HAUMTE >,< U >, U IpUTOA TBPAECHATAa OCTaHyBaaT BO CHJIa.

Ke pa3riepame HEKONKY IpUMEpPH.

3|x|—2

P <-1.

IIpumep 15. Bo MHOXECTBOTO peasiHu OPOEBU eIl ja HEpaBeHKaTa

Pewenue. bunejkn |x|+1>0, 3a cekoj x € R fajieHaTa HepaBeHKa Ke ja MOMHOXUME
co |x|+1 u ja moOMBame eKBUBAJIEHTHATa HepaBeHKa 3|x|—-2<—|x|—1. [Tonaramy, of aBeTe
CTpaHU Ha HepaBeHKaTa ioflaBaMe | x|+2 U ja joOuBaMe eKBUBAJIECHTHATa HepaBeHKa 4|x|<1,

Koja ja penume co 4>0 u goOMBame |x|<%. Koneuno, on Teopemara 4 i) mmame jeka

nocienqHaTa HEpaBE€HKa € C€KBUBAJICHTHA Ha —%<x<%,
1 1

HEpPaBEHKA € X € _Z’Z)' .

IIa 3aTOa pPEUICHUE Ha MOYE€THATa

IIpumep 16. Bo MHOXeCTBOTO peasiHu OPOEBU pelll ja HepaBeHKaTa |2x —4|<x —1.

Pewenue. bunejku |2x—4[>0, 3a cekoj x € R JajeHaTa HepaBeHKa MMa CMHCIA aKo
x—1>0 T.e. ak0 x>1 ogHOCHO x € (1,+0) . Cnopep Teopemara 4 ii) 3a x € (1,+) nmame

[2x—4]<kx-1 & —(x—-1D)<2x—-4<x-1 < (2x—4>—x+1u2x—4<x-1)
& (x>3 1 x<3) & xe(33).
Koneuno, 6unejkun (5,3)m(l,+oo)=(i,3) , JoOMBaMe JieKa MHOXKECTBOTO pElIeHUja Ha

HEpaBEHKAaTa € UHTEPBAJIOT (23). ¢

IIpumep 17. Bo MHOXeCTBOTO peasiHu OPOEBU eIl ja HEpaBeHKaTa
[1-3x|—|2x+320.

Pewenue. BpOCBI/ITC % n % 3a KOHU CE€ aHyJIMpaaT U3pa3uTe MOJ] 3HAKOT 3a allCOJIyTHa-

Ta BPEIHOCT IO JeJIaT MHOXECTBOTO pealHu OpOeBH HA TPH 3a€MHO JIUCjYHKTHH MHTEPBAIU
(—oo,—%) , [—%,%) u [i,+oo). JlajgenaTa HepaBeHKa Ke ja pa3riefamMe Ha CEKOj O] OBUE UHTEP-
a) Ha unarepBanor (—oo,—%) nMame

[1-3x|—-|2x-320 <& 1-3x+2x+3>20 & x<4 & xe(—04].
Cnopep Toa, €THO MHOXKECTBO pEIlIeHM]a Ha 1ajleHaTa HepaBeHKa € MHOXKECTBOTO

(~0,=3) N (~0,4] = (~0,—3)
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6) Ha unrepBanor —%,%) nMame

[1-3x]-|2x+3]20 < 1-3x-2x-320 < x<-2 & xe(-w,-3].

Cnopep Toa, €[HO MHOKECTBO pElIeHN]ja Ha JlajleHaTa HepaBeHKa € MHOXKECTBOTO
~3 Ly~ (=00—21=[-3 _2
3 (o-21=[-3 -2
B) Ha unTepBanot [L,+w0) umame

[1-3x|—-|2x+320 < —-1+3x-2x-3>0 < x>4 < x€e[4,+0).
Cnopep Toa, €THO MHOXKECTBO pEIlIeHM]a Ha 1ajleHaTa HepaBeHKa € MHOXKECTBOTO
1 ,00) M\ [4,40) = [4,400)..

Koneuno, of a), 6) u B) ciefyBa jeKa MHOKECTBOTO PElICHH]ja Ha TIOYETHATa HEPaBeH-

Ka e (—o0,~2]U[-3 - 2] U[4,4+0) = (-o0,~ 2] U[4,+00) . ¢

IIpumep 18. Bo MHOXeCTBOTO peasiHu OPOEBU eIl ja HEpaBeHKaTa
| 2x+1|-5>2.
Pewenue. Ciopeq; TeopeMata 4 afieHaTa paBeHKa € EKBUBAJICHTHA Ha
|2x+1|-5<-2 mmu |2x+1|-5>2
OJJHOCHO Ha
|2x+1|<3 wmm |2x+1>7.
ITonaTamy, MOBTOPHO Of TeopeMara 4 o HepaBeHKara |2x +1[<3 gpoOuBame
-3<2x+1<3 & -2<x<l & xe(-2,)),

a off HepaBeHKara |2x +1[>7 goOuBame
—7<2x+1 wnu 2x+1>7 < xe(—00,—4) wim x € (3,+0).

KoHneuHo, o mpeTXoqHO U3HECEHOTO Cle/lyBa fleka MHOXKECTBOTO pellleHHja Ha HepaBeHKaTa
[2x+1|-5>2 ¢

M = (~0,~4) U (~2,1) U (3,40) . &

IIpumep 19. Bo MHOXeCTBOTO peasiHu OPOEBU eIl ja HEpaBeHKaTa

[2x+1]|-5<2+x.

Ke pasriaegamMe Kkora x < .

Pewenue. bunejku 2x +1 npuma BpeIHOCT HyJa 32 X = 5

1
2 9

N|>—'

a) 3a x< —% nMame |2x +1|=—2x—1, ma 3aToa gajgeHaTa HEpaBeHKa € €KBABAaJECHTHA

CO HepaBeHKaTa |2x —6[<2+x. 3a f1a ja pemmmMme nmocjegHaTa HepaBeHKa Ke pasriefiaMe aBa
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ciydanm x<3 U x>3. CiydajoT x >3 He ¢ MOXeH Onjiejkn x< -1, aog x<3 u x<—% uMame

x<-1 u BoO OBOj CJydaj HepaBeHKaTa |2x—6|<2+x e eKBUBAJIEHTHAa CO HepaBeHKaTa

2
—-2x+6<2+x, og mTto nodbmBaMe 4<3x T.e. x >% . ITocnepnoTo He € MOKHO OHEjKu

x< —%. Cnopen Toa, BO OBOj Clly4yaj HepaBeHKaTa HeMa pelleHNe.

6) 3a x> —% nMame |2x +1|=2x+1, ma 3aToa gajieHaTa HEpPAaBEHKA € EKBUBAJIEHTHA CO

HepaBeHKaTa |2x—4[<2+x. 3a fa ja pemmMe MocjefHaTa HEpaBeHKa Ke pasriiefjaMme JBa
ciaydyad x<2 M x=2.

61) Ako x<2, Toram HepaBeHKaTa |2x —4|<2+x € eKBUBaJICHTHA CO HEpaBeHKAaTa
—2x+4<2+ x, Ia 3aToa x >%. Cnopeq Toa, ceKOe pellleHre X Ha MOYeTHaTa HEpaBEHKA I'M

3aJI0BOJIyBa YCIIOBHUTE xZ—%, x>% W x<2,Ta 3aToa BO OBOj CIydaj MHTEPBAIOT (2,2) €
pelleHne Ha ToYeTHATa paBeHKa.

62) Ako x>2, Toram HepaBeHKaTa |2x—4|<2+x e eKBUBaJEHTHA CO HepaBeHKaTa
2x+4<x+2,Ia3aToa x <—2, ITO HE € MOXHO.

Koneuno, o a) u 6) ciemyBa 1eKa MHOXKECTBOTO pEllIeHMja HA TIOYETHATA PaBeHKa €
MHTEPBAJIOT (2,2). ¢

3AJAYAI 3A BEXBAIBE

24. Bo MHOXECTBOTO peallHi OpOEBU pelll ja HEpaBeHKaTa:

a) [5-2x<1, 6) [3x—15un B) [3-x|<4.

25. Bo MHOXECTBOTO peallHi OpOeBU pelln ja HepaBeHKaTa:

a) [x-2|<2x-10, 0) [2x-3px m B) [4x+1[>—x+2.

26. Bo MHOXECTBOTO peallHi OpOEBU pelll ja HEpaBeHKaTa:

a) | 2x+3 > x| —4x—1, 6) |x+3|—|2x+1[20 u B) [x—1]+|2x—6/<3.

27. Bo MHOXECTBOTO peallHi OpOeBU pelln ja HEpaBeHKaTa:

a) [2x—|3-x|-2[<4, 0) |3x—|3x-1|<3 mn B) | x—|2x-3|>2.

28. Bo MHOXECTBOTO peallHi OpOeBU pelln ja HepaBeHKaTa:

a) |2x—|3—-x|<4-x, 0) |3—|3x—-1|K2x+1 m B) |5—|2x-3|>2+x.
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IIpu n3ydyBameTO Ha CUCTEMUTE IMHEAPHU PAaBEHKHU CE 3all03HA CO OCHOBHUTE METOU
3a HUBHO pelllaBatke. Bo OBOj fien1 Ke ce HaBpaTUMe Ha METOMIOT Ha 3aMeHa, T.e. K€ BUIUME
KaKoO CO BOBEJyBam€ Ha HOBU NPOMEHJIMBU AA[I€H CUCTEM C€ CBe[yBa Ha CUCTEM JIMHEapHU
PaBEHKH CO uUMe pEeIlaBame BCYIIHOCT IO pelllaBaMe MOdYeTHHOT cucreM. Ke pasrmepmame
HEKOJIKY IPUMEpPH.

IIpumep 20. Bo MHOXECTBOTO peasiHi OPOEBU PEILN I'O CUCTEMOT PABEHKH

3 .4 g1
2x+3y 16
3_1_1
x y 2

Pewenue. anennot cucteM nMa cmuciia3a x=0 u y #0. Mimame

3.1,4.1_41
2 x + 3 y 1 6
A _1_1
3 Fii E
BogenyBame HOBU HEMMO3HATH
1_, 1_
y Uy =Y (1)
%u 1 %v = 1%
1 'O TOOMBaMe CHCTEMOT KOJ € EKBUBAJICHTEH CO CUCTEMOT
3u—v =%
u+8v=7
6u —2v=1.

AKoO BTOpaTa paBeHKa Ha IMOCJIEHUOT CUCTEM ja MOMHOXKHMME CO 4 U MOoToa ja cobepeme co
npBaTa paBeHka, foouBame 33u =11 of Kaje WITO Haofame u =%. Cera co 3aMeHa BO mpBaTa

paBeHka Haofame 3+8v=7, T.e. v=%. On (1) maorame 1 %,iz%, T.e. x=3,y=2.

Hajpenure BpemnocTn x=3,y=2 TH 3a0BOoJyBaar ycioBute x=0, y#0, ma 3artoa ce

pElIeHuEe HA CUCTEMOT. 4

IIpumep 21. Bo MHOXECTBOTO peasiHi OPOEBU PEILN I'O CUCTEMOT PABEHKH

L, 3y _1
x+2y  8(y—x) 2
1 L,y 3
x+2y + y—x 2

Pewenue. Cucremor uma cmucna 3a x+2y#0 u y—x=0. BoBenyBaMe HOBU HENo3-
HATH
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U TO fOOMBaMe CUCTEMOT

u+dv=1

8 2
=3
u+v=s.
AKO OJf BTOpaTa PaBEHKa ja H3BaJiMe MPBATa, JOOHBAME V — >y =2

_1 ¢
3 57 Ol Kai€ IITO Haorame

v =% . Co 3amMeHa BO BTOpaTa paBeHKa Haorame u = —% . AKO ce BpaTHME Ha CTapHTe
MPOMEHJINBY, IO JOOUBaME CUCTEMOT
1 __ 1
x+2y 10
y _8
y—x 5
KOj € €KBUBAJICHTEH Ha CUCTEMOT
x+2y=-10
3y —8x=0.
Penienue Ha NOCIETHUOT CUCTEM € X = —%, y=-30

19 ¥ TOA I'M 33]I0BOJIyBa YCIIOBUTE X + 2y #0
n y—x#0,ma3aToa e pelieHue 1 Ha TOYETHUOT CHCTEM. ¢

IIpumep 22. Bo MHOXECTBOTO PEAIHA OPOEBU PELIN 'O CUCTEMOT PABEHKHU

2x -5y -4+

1 _
3x-2y 0

— 2 _
4x+10y +5+ 2y =0.

Pewenue. [TanennoT cucrem uma cmucia 3a 3x —2y #0 ¥ TOj € €eKBUBAJICHTEH Ha CHC-
TEMOT

1 _
2x -5y + -2y =4

— — U B
2(2x—-5y)+2 2y - S

BosenyBame HOBY IPOMEHIIUBH 2X —5y =u U 3xi2y =V ¥ Iro 1o6uBaMe CUCTEMOT

u+v=4
—2u+2v=-5

n VZ%. HOHaTaMy, ce BpaKaMe Ha CTapuTE IMPOMCHJINBU U IO

yle pelleHne € u:%
oOMBaMe CHCTEMOT

162



UUe pCIICHUE € X =13L2 uy= —183—52 1 UCTOTO I'O 3a10OBOJIYBa YCJIOBOT 3x— 2y =

€ pEIICHUE U HAa IIOYECTHUOT CUCTEM. ¢

4

3 # (0, ma 3aToa

IIpumep 23. Bo MHOXECTBOTO pEAIHA OPOEBU PELIN 'O CUCTEMOT PABEHKHU

+

o= ==
N e

Kajge a U b ce mapaMeTpu.

Pewenue. [laneHnoT cucteM nma cmuciia 3a x#0 u y#0. BoBegyBame HOBH Hemos-

HaTHn % =u, i =V HUTO IIO6I/IBaMC CUCTEMOT

u+v=a
u—v=b
Yi€ pelIeHue € u = “T”’ Hv= “—Eb. Ce BpakaMe Ha cTapuTe HEMO3HATH U Haorame
1l_a+th , 1 _a-b
x 2 1 v 2
T.e.
(a+b)x=2u (a-b)y=2.
AX0O a+b#0 1 a—b=0, TOram x =ﬁ uy =ﬁ . buniejku HajaeHUTE BPETHOCTH 3a
X W y Ce pa3IuyvHH Off HyJa JOOMBaMe JeKa 3a a#b M a # —b MOYETHHOT CUCTEM MMa penle-
__2 __2
HUC U TOAEC X=—F U y=—-. ¢
3AJJAYNU 3A BEXBAIHLE
29. Bo MHOXECTBOTO peajHi OpPOEBU PEIId IO CUCTEMOT PABEHKHU:
1 o[e 2 =2 1 o[e 1 = 7
Xy x y 10
a) i 0)
3_1_1 1_1_51
x 2y 4 x y 40

30. Bo MHOXECTBOTO peajHi OpPOEBU PEIId IO CUCTEMOT PABEHKHU:

1 _ 6 __1 _
2x+3y | =2 2x+3y  y+l =1
) 3 o w) 5 1
Ay e 243y T304 2

31. Bo MHOXECTBOTO peajHi OpPOEBU PEII 'O CUCTEMOT PABEHKHU:
1 1

—_— + —_

x+3  y+l

1 1 ’
T3y bt

=a+l

KaJjie ITO a U b Ce ImapaMeTpHu.
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PemaBameTo Ha rojem 6poj mpobiaemMu off MpakKTHKaTa HajuecTo ce CBelyBa Ha cocTa-
ByBal€ PABEHKH M HUBHO pellaBamke BO MHOXKECTBOTO peaiHn OpoeBH. Mako morojeMmor
6poj 3agaun KoM ce BO HETOCPE/IHA BPCKa CO CEKOjIHEBHUOT KMBOT Ce CBEAyBaaT Ha PaBEHKHU
OJ TIOBHCOK CTEIEH, Celak He MHOTY Majl Opoj Of HUB MOXaT fia ce pelaT co MOMOUI Ha
JIMHeapH! paBeHKH WX HUBHY cucTemn. Ke HaBeieMe HEKONKY BaKBH 3ajIau.

pumep 25. Kyueto llapko 3a6enexkano 3ajak Ha 200 cBou yekopu ofi cebe, KOj moy-
HaJI BO TO] MOMEHT fia Tpua, a lllapko ce Bran no Hero. 3a ucro Bpeme Illapko npasu 5 cBon
YeKopH, a 3ajakoT 6 csom yekopu. Konky yekopu Ke HampaBu 3ajakot, npep lllapko ma ro
CTUTHE, aKO ce 3Hae jeka 2 uyekopu Ha lllapko mo AoikWHA ce eJHaKBM Ha 3 YEeKOpH Ha
3ajakot?

Pewenue. Axo lllapko ro cTuraan 3ajakoT no x 4eKopu Ha 3ajakoT, Toram lllapko ke
MOMUHE TaT Off %x + 200 cBou uekopu. Ho, nopgeka Illlapko mpasu 5 yekopu, 3ajakoT npasu 6
2
3x+200 _x

5 6"

Op nocnegHaTa paBeHka noduBame x =1200, MITO 3HAYM JIeKa 3ajaKOT Ke HalpaBH

1200 yekopu. ¢

YE€KOpH, I1a 3aTOa

[pumep 26. Op yvama nonHa co miueko, [lerpe menun % O]l MJIEKOTO U daimiaTa ja
% O]l TIOJIHATA Yallla ¥ ja JomoJaHmI co kage. OTKako
3

JOIIOJIHUII CO Ka(be. IToToa mak oTmma

1
5
OTKOIIKY Kacpe. Hajau ro BolnyMeHOT Ha JamiaTa.

IO TPET IMaT UCIIAJI O COp>XKHWHAaTa Ha 4YalllaTa, BO HEa OCTaHalIC 28cm> MOBEKe MIIEKO

Pewenue. Co x 1a ro O3Ha4YMM€ BOJIYMCHOT Ha 4YalllaTa. ITo cexoe nmueme, BO yaliaTa
OCTaHyBaJIO MJIEKO, OTHOCHO Ka(be KaKoO OITO cieyBa:

- 110 MPBOTO NUEHE: %x MIIEKO 1 %x kade;
- 4. 1.4 ._16 _16 . _9 .
110 BTOPOTO MAEHE: T X — 3 T X =5 X MIEKO M X — -5 X =55 X Kade; u
- .16 1 16, _ 64 9 _1.9,_36
TI0 TPETOTO MUEHE! So X — 3 55 X =75 X MIEKO M 5 X — 5 55X =575 X Kade.
Ojp ycIoBOT Ha 3ajjauaTa uMame jeka %x—%xz% , O IIITO CIeyBa fAeKka x=125cm3 . ¢

IIpumep 27. Ao, bojan u Llane ce fonuirysaaT Mery cebe, Taka MITO:

- Ao my nuiyBa Ha bojaHn cekoj TpeT feH, a Ha Llane cekoj BTop fieH;

- bojan My numyBa Ha Ano no derupu goouenu nucma ox Ano u llane, a Ha Ilane
CEKOj TPET JIEH;

- Hane My numryBa Ha Ao no Tpu gobuenu nucMa o Ao u bojan, a Ha Bojan cekoj
YETBPTH JICH.

ITo xonky nena Ao Ke go6ue 61 mucMo, ako mucMaTa naTyBaat Mo efieH AeH?
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Pewenue. Co x ma ro o3HaunMe OpOjOT HA ICHOBUTE 3a KOW Ha AII0 My € HCIPAaTEHO

61 miucmo. 3a Toa Bpeme bojan og Ao go6un x-1 mucMa, a ox Ilane mooun x-1 MmUcMa, IITO

3 4
7(x-1) x=1
12

2
] - 5(x-1
Bojan 2=l nucma, ImTO 3Ha4Yu BKYITHO ﬁ mmcMma.
] 3 ya 6

3Ha4YM JeKa BKYIHO JOOHI micMa. Mcro Taka, Ilane mo6un ox Ao MmUucMa, a Off

Cera of] ycJIOBOT Ha 3ajiavarTa ciefyBa jieka 3a x AeHoBH Bojan Ke My mpatu Ha Ao

5(x-1)
63

7(x-1)
124

nucMma, a Llane ke My mpat Ha Ao , O]l IITO ja foOMBaMe paBeHKaTa

7(x-1) = 5(x-1)
48 18

=61.

Pemenue Ha mocnepgHaTta paBeHKa € x =145 u OupiejKu MUCMOTO MAaTyBa €eH JIeH JoOuBame
mexa 3a 146 mena Aro Ke godoue 61 mucMo. ¢

Ipumep 28. Mnuja u Hukona mefyceOHO mopenuine cyma of 1632 nenapu. Wnumja

3 3

noTpomuin <, a Huxkomna 7 on CBOjOT A€ U UM OCTaHaJI€ €AHAKBU CyMMU. KOJIKy napu JI06HII

CEeKOj off HUB?
Pewenue. Hexa Wnuja nobun x neHapu, a Hukona y penapu. Op ycioBuTe Ha 3ajia-

yaTa uMame:
+y=1632

X =

X
2
5 Y.

ENEN

Pemenuero Ha rOpHUOT cucTeM paBeHKH e: x =960, y=672. 3naun, Unuja pobun 960, a
Huxona 672 nenapu. ¢

Ipumep 29. llave TprHan Ha yuymnumre Mefy 8 U 9 4acoT HayTpO BO BpeMe Kora
CTPEJIKUTE Ha YAaCOBHHUKOT ce nokyonysane. Ce Bpatuin Mefy 2 U 3 yacoT HomjajHe, Kora
cTpenkute 3agakane pamen aroi. Konky Bpeme Llane 6un otcyTen of joma?

Pewenue. Co x pa ro o3HauuMe OPOJOT HAa MUHYTHUTE IO 8 4acOT BO NPBUOT CIyyaj.
Jloneka ronemara cTpeska NOMHUHYBa LIeJl KPYT, MajiaTa IOMUAHYBA ABA€CETTH i€, a TOA COOJ-

BETCTBYBa Ha 5 MuHyTu. Masnara crpesika Tpraysa o OpojoT 8, a ronemara of 6pojoT 12, nna ja

480
11

480
-

3aKJIyuyBaMe JieKa Off moarameTo Ha YUWIHIITE 0 BpaKameTo

foGuBame paeHKara 40+ %=X, 4he pelieHne e X =-T" . AHAJIOTHO, BO BTOPHOT CIIy4aj ja

rMame paBeHkarta 10 + % =y —30, yne peuieHue € y =

480
11

IMIOMMHAJIE TOYHO 6 yaca. ¢

Bupejkn, x=y=

IIpumep 30. Bo3oT npemunan npeky Moct foJr 225 m, BO3€jKi cO KOHCTaHTHA Op3HHa,
3a 27 CeKyHAH, CMETajKH Of] JoalameTo Ha JJOKOMOTHBATa Ha MOCTOT, I1a 10 U3JIETyBakbEeTO Ha
MOCIEAHUOT BaroH of MocToT. [ToToa BO30T 3a 9 cekyHau NOMHUHAJ MOKpPAj €eH MellakK, Koj ce
IIBI>KEJI CHPOTHBHO Of] HAcOKaTa Ha JABIXKEHETO Ha BO30T. 3a TOA BpeMe MEIIakoT NOMUHAT 9
m. Hajau ja momkuHaTa Ha BO30T BO METPU U HeroBaTa Op3uHa Ha IBIKEH-E BO km Ha 4ac.
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Pewenue. [1a nmpeTtnocTaBuMe ieka BO30T 3a 1 ceKyHja MOMHUHYBa v m W JieKa JOJ-

KMHATa Ha BO30T € x m. Toram JokoMoTuBaTa 3a 27 ceKyHau momuHyBa (225+ x) m, ma
3aToa 27v =225+ x. IlemakoT ce ABUXKM COPOTHBHO Of] ABUKEHETO HA BO30OT, U 3a [IE€BETTE
CEKYH/IY IOKOMOTHBAaTa IOMUHYBA (x —9) m, ma 3atoa 9v=x-9.

Co Toa ro fOOMBME CUCTEMOT PABEHKH

Qy=x-9
27v=225+x

ype peureHue € x =126, v=13. 3Haum, JOIKAHATA Ha BO3OT € 126m, a HeroBata Op3WHa €

13-:3600 _
%500 = 46,8 km Ha Jac. ¢

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.
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3AJAYAI 3A BEXBAIBE

Henoro Tpajko ro nparmarne:

- [leno, KONKy TOIMHA UMAa TBOjOT CHH?

- Toj ©Ma TONKY cCeAMUIN, KOJIKY IITO MMa JEHOBU MOjOT BHYK. A MOjOT BHYK MMa TOJIKY MeCeLH
KOJIKY IIITO jac IMaM FOfMHI. - OAroBopui geso Tpajko.

- A, TH Ieo KOJIKY TO{UHI UMaI?

- [1a, 3aegHo co cuHOT 1 BHYKOT uMame 100 rogunu. - ogroBopui feno Tpajko.

Konky ropunu nma cexoj o HuB?

Op rpanoBute A u B, xou ce onpmaneuenu 390 km efgeH off ApYr, UCTOBPEMEHO TprHajie JiBa
KaMHOHH, efleH KOH Apyr. bp3uHaTta Ha egHuoT e 3a 10 km Ha 4ac morosneMa of Op3MHaTa Ha
Apyruot kamuoH. ITo Tpu daca maTyBame THE ce Haofaje Ha pacTojaHue of 24 km efeH Of ApYr.
KonkaBa e 6Gp3mHaTa Ha cekoj off HuB? (Pa3riepnaj ru aABara ciyyam: Kora He ce pa3MHUHYBaaT U KOra
ce pa3MHUHYBaar)

Mopuapot KaumMe ro nocetun cBojoT npujaten Pammo Bo cenoro S. Kora ce Bpakan BoO mpucra-
Humreto, KniMe Heman IpeBO3HO CPeACTBO, Ma 3aroa TprHal neml. OTKako MOMHUHAN 4 km BO
OPBHOT 4Yac, TOj MpecMeTall ieka ako NMPOJOJIKYU CO UcTaTa Op3uHA, Ke 3aOLHM MOJOBKMHA Yac Off
TPrHYBalkETO Ha OPOROT. 3aT0a OCTAHATUOT Ae of NaToT Knume ro nomuuysai co 6p3uHa of 6 km
Ha yac u npucturHan 40 MuHyTH Ipef TprHyBawmeTO Ha OpopoT. KonkaBo e pacTojaHueTo Of
CEJIOTO A0 MPUCTAHUIITETO?

Pacrojanuero mery cenoto Ha Pammo u cocegHoTo ceno e 12 km. Pammo Tpraan of cBoeTo cello BO 9
4acoT ¥ 25 MUHYTH U CTUTHAJI BO COCEHOTO CeNo BO 13 wacoT u 15 MUHYTH. Y TpefeHTa ce BpaTul,
HO TprHai Bo 11 yacor u crursain Bo 14 yacot u 40 MunyTu. Hajiu Ha Koe pacTojaHue Off HETOBOTO
Cello ce Haofa MEeCTOTO Ha MaToT Ha koe Pammo mommHan o6aTa feHa BO UCTO BpeMe U BO KOJKY
4acoT TOj MOMHMHAI TOKpPaj Toa MecTo?

CTOjaH u Anexkca ce KadyBaaT IO MOJBUKHU CKaJIM KOU CE€ NBUXKAT HATOPE. CTOjaH C€ JBU>KM [1Ba-
nmaTu H06p30 of Agnexkca. CTOjaH 3aCTaHall Ha I€THACCETTOTO CKaAJIMIIO, a Anekca Ha JECETTOTO
CKaJInio. KO.TIKy BUJINMBU CKaJIXJIa UMaaT IMOJBM>KHUTEC ckamm?

AsuoHoT npenetan 385 km co 6p3uHa off 220 km Ha yac. I[TpeocTaHaTHOT A€M Of MAaTOT IO MpejeTan
co 6p3uHa of 330 km Ha uyac. CpefHaTa Op3uHa Ha JETOT Ha LeauoT nat 6una 250 km Ha gac. Koi-
KaB MaT npeJsieTan aBUOHOT?

Ha narexa, mokpaj skejae3Hu4Kka npyra, ce IBUXKU Nellak co Op3uHa of 6 km Ha yac. Bo3, Koj foafa
Of] CIpOTUBHATa HACOKA, C€ Pa3MHUHYBA CO MEIIakoT 3a 12,6 cekyHau. VICTHOT BO3 IPUCTUTHYBA PYT
nemrak, kKoj co 6p3uHa of 3,6 km Ha 4yac ce IBIXKH BO MCTa HACOKa KaKO U BO3OT, U IO IIOMUHYBA 32
15 cexynnu. Konky e foir BO30T U co KOja Op3UHA ce BIXKU?



39.

Bo3 goar 110 m aBu:KejKu ce co 6p31uHa Off 23—5 m BO CEKYHAIa, BO 9 yacoT u 10 MUHYTH OIPUCTUTHYBA

nemnak ¥ ro NOMMUHYBa 3a BpeMe off 15 cekyHau. Bo 9 uacoT u 16 MUHYTH CpETHYBA APYT NEelIaK U co
Hero ce pa3MuHyBa 3a 12 cekyHau. Bo KoJKy 4acoT ce cpeTHae nemanure?

40. ITpecmeTaj Tu Op3MHATA U JOJDKUHATA HA BO30T KOj 32 8 CEKYH[U IOMHUHYBA MOKpPAj HETIOJBUXKEH

41.

HaOJbynyBady, a 3a 12 ceKyHu ro HTOMHUHYBa NepoHOT poar 480 m?

Amnacrac natysa co 4yamern 1o pekata [Ipum, og Crpyra go I'mo6ounnia u o6paTtHO. PactrojanueTo
Mmery Crpyra u I'no6ounna e 18 km, a Toj maryBa BKynHO 5 uaca. KonkaBa e Gp3uHaTa Ha pekara
Jpum, ako AHacTac naTyBa 3a UCTO BpeMe 4 km HU3BOJHO, a 2 km BO 0OpaTHa HacoKa?

INPOBEPU TO CBOETO 3HAEIbE
V6

a) Ilpecmeraj | x|+4 |y [+3]xy|-2 ak0 x=—J6 1 y=-7. (506)
0) ®yuknmjata f(x)=2x—3|+|3x—2|+3, x € R 3anumm ja co nomouI Ha noBeke hopmyin 6e3

J1a TO KOPHCTHII 3HAKOT 3a ancOJIyTHA BPETHOCT. (10 6)
Hanpraj ro rpadgpukoT Ha pyHKIHjaTa
a) f(x)5x-2|-2,xeR. (86)
0) f(x)=x+2|-2|x—4],xeR. (15 6)
Bo MHOXECTBOTO peajiHi OpOeBH eIy ja paBeHKaTa
a) [x+3]=2x. (86)
0) [x-2=2|x+3]. (15 06)

Pemm ro cucremor PaBCHKHU:

2x+3y—ﬁ=2

a) (156)
4x+6y—3_=3
y+l
-1=0
6 *Y (20 6)
x—|y|+1=0.
Pem ja HepaBeHKaTa:
a) [x—1|<2x-7. (156)
6) |x+3|—|2x+3[>0. (20 6)

a) Ennonudpen 6poj x e 3rosemeH 3a 10 1 co Toa 6pojoT x € 3roJeMeH 3a HEKOj IPOLEHT. AKO
ROOMEeHNOT Gpoj TO 3roJleMIMe 3a MCTHOT MPOIEHT, KaKo M MMPBHOT AT ro joouBamMe 6pojot 72.

Hajau ro 6pojor x . (156)
0) Bpojot A e 92% op 6pojoT B. Ako 6pojoT B ro sroiaemume 3a 700, Toraui Toj Ke Ouje norojaem
of 6pojoT A 3a 9% op cBojaTa HOBa BpegHOCT. Hajau ru 6poeBute A u B. (20 6)

3abeaewxa. [1pu permaBameTo Tpeba ga n30EPEII caMo IO eTHa MofI3ajiavya Off ceKoja 3ajava. JJoKoIKy

cakala CaMOCTOjHO a C€ OLCHUIIT, MOXKEIII 1a 'O NCKOPUCTHUIIL CJIEAHUOB KPUTEPUYM:

bonosu: 41-55 56-70 71-85 86-100
Onenka: 2 3 4 5
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OATroBOPHU, YIIATCTBA U

PEIIEHNJA HA SAJAYNTE
TJIABA 1
1. Pememme. Op 3"+3"1=3"4+3.3"=12.3"" g

10.

3"l e N ,3acekoj n e N crenysa 12| (3" +3"*1) .

Pemienne. Hexka ;zt =1000x+100y +10z+¢ e

pou3BoJIeH yeTupunudpen 6poj. Toram, 6pojoT
3alWIIaH CO WCTHTe NU(pH HO BO OOpaTeH

penocnen e Ec: 1000 +100z+10y + x, ma 3aToa
xyzt—tzyx =9(111x +10y —10z—111f) wro 3HauM
9| (xyzt —tzyx) .

YnarcrBo. -2
3n—4

(3n—4)|24, nma 3aroa 3n-—4e{1,2,3,4,6,8,12,24} .
Onrosop. n=2 wmm n=4.

€ TpUPOfieH OpOj aKO U caMO aKO

Vnarcreo., 242 =7_--2_,
a+2 a+2

OaroBop. a € {-11,-5,-3,-1,1,7} .

ma 3aroa (a+2)|9.

2
n“+l _ 5
n+2 =n 2+n+2’

YnarctBo. ma 3aroa (n+2)|5.

Oarosop. n € {-7,-3,-1,3} .

Pemenne. bunejku 30upoT Ha cuTe OpoeBU €
€[HaKOB Ha HyJIa, 3aKJydyBaMe fieka OpojoT Ha
HeraTHBHUTE OpOEBH € €JHaKOB Ha OpojoT Ha
MO3UTHBHATE GPOEBH, a KAKO MPOM3BOAOT MM € 1,
fobuBaMe JfleKa HeraTUBHU OpoeBH uma 2k .
3Hauu, umMame 2.2k =4k JHUCTOBU U 0BOj Opoj €
nenms co 4.

Pemenne. JIBonucgpeHu coppxaTenu Ha OpojoT
23 ce 23, 46, 69 u 92. EqunacTBeHN PUPOIHE OpO-
€BH KOHW IO 3aJJ0BOJIyBaaT yciIoBOT ce: 23, 46, 69,
92, 469, 692, 923, 4692, 6923, 46923. 3naun, Gapa-
HHOT Opoj e 46923.

Ynarcrso. a) (5n+3)° —4=252" +30n+5.
6) (4n+52-9=16n>+40n+16.
YnarcrBo. a) 6'% 190 =36 —19°0
5) 390 — 240 _ (33)10 _ (o0 _ 5710 _ 410
W ckopucTu ro pa3noxXyBameTo:
ad* =" =(a-b)@* T +d" b+ abt 2 ph Y

YnarcrBo. a) bunejku 1+2+ 22-7, 3aKJIy4dyBalll
leka Tpeba fa '} rpynupanl coGHpIuTe BO TPy
off IO TpH:

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(2+22+23)+(24+25+26)+...+(297+298+299):
204242+ 281 +2+22) +.. 42771 +2+2%).

YnarcrBo. a) I'pynupaj ru cobupure 10 ABa.

n(n+1)

0) Mckopucrn ja popmyrnara 1+2+...+n==—5

YmnarcrBo. a) AKO TY IOMHOKMUIII TTOJITHOMUTE Ha
eCHaTa CTpaHa Ke To IIO6I/I€IH NOJIMHOMOT Ha JIe-
BaTa CTpaHa.

6) 8" —14n—1=@B-1)@" ' +8" 2 +..+1)—14n.

B) 7-5"+12:6"=7-25" +12.6" =7-(25' —6") +19-6".
Pemenne. Mmame n=63n+59=213n+2)+17,
ma 3aToa 6apaHuoT OCTaToK € 17.

Pemenne. bujiejkn genmurennTe ce paanKkyBaar 3a

1, a ocraTokoT 3a 14, KOMUMUYHUKOT Ke Ouue 14.
3Hauu, 6apaHuoT Opoj e 132-14+98 =1946.

Pemenne. MeTonu nenen aBa npupopHu 6poja, Ha
npuMep a W b. MeTonu 3TrpelmI 1 Ha MECTOTO
Ha OpojoT a ro mobun Opojor 30214, koj e 3a
60-74 = 4440 moman ox a (3omro?). 3Hauw,

a =30214+4440=34654 un

b =(34654-22):74 = 468.

YnarcrBo. Ako OpoeBute ce k U k+1, HoceOHO
pasriefaj T cly4yauTe Kora k € IapeH U Kora k
€ HelapeH.

Pemenne. Henapen npuponeH 6poj Moxe fia ce
3anuiie Bo OOJMMKOT 2k +1, Ia 3aT0a 3a HETOBUOT

KBagpaTr umame (2k + 1)2 =4k(k+1)+1, wro cno-
pen 3agava 16 3Haun (2k+l)2 =4-2p+1=8p+1.
YnarcrBo. Pasrnenaj ru 6poesure n—1n u n+1.
36UpoT Ha HUBHUTE KyOOBU €

=1+ +(n+1)° =30’ +2).
Cera UCKOPHCTH JIeKa CEKOj IPUPOJEH Opoj n €
o BUAOT 3k,3k+1 unu 3k+2.

YnarcrBo. Bo pasnoxyBameTo " —n=n(n-1)n+1)
UCKOPHCTH JieKa CeKOj NpupopieH Opoj n € of
BUNIOT: 6k,6k +1,6k+2 unu 6k +3.
YnarcrBo. Mckopuctu fieka cekoj IpUpofieH 6poj
e on BufoT 3k,3k+1 unu 3k+2.
YnarcrBo. Bo pa3noxysameTo

430 +2n+6=n(n+1)(n+2)+6,
UCKOPHCTH IEKa CEKOj MPUPOJIeH Opoj € Off BUAOT

6k,6k £1,6k £2 wnm 6k +3 .

Pemenne. a) udpara Ha epHunure Ha OpOjoT

2% e 6. 3aroa, mudpaTa Ha AUHALUTE HA OPOjOT
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

170

22000 _ (24)500 e 6, o mTO ciemyBa ieka nudpa-

22000

Ta Ha EUHALUTE HA OPOjOT -1 e 5, ma 3aToa

5|(22000 1.
0) 3a cekoj] neN mudpara Ha E€IUHULNUTE HA
6pojoT n e 0,1,4,5,6 nm 9, na 3aToa udpara
Ha efinHNIUTE Ha OpPOjoT n-7e 3,4,8,9umm 2,

IIITO 3HAYH 5 [ (n2 =-7).

YnarcrBo. a) VcKopHCTH IO pa3oKyBambeTO

100 -10=9-111...1110 u moroa MIPUMEHU IO
Nl
1989 equH.

KPUTEPHUYMOT 32 JJEUBOCT €O 9.

; ?
6) Bpojor 111...111 e gemms co 9 (3omTo?). Cera
81 equHALIA

nofenu co 9 u pasriefaj T TpynuTe Uudpu Kou

ce NMOBTOpYBAaaT, IIa 3a ceKoja Ipyla IPUMEHU IO

KPUTEPHUYMOT 32 JJEIUBOCT €O 9.

Pemenne. 3a n =1 TBpAECHETO € OUUTIIETHO. AKO

n>1, Toram 10" -4= 99..99 6 u 0BOj 6poj €
2?2
n—1peBer.
HENINB CO 2 ¥ CO 3, T.€ € IeJIUB CO 6.

Ynarcrso. Pasrnenaj ru noce6Ho ciydaure n =1
1 n>1.Bo BTOpHOT ciydaj JOKaxXKH fieKa 6pojoT
€ JIenmB co S m co 9.

Pemenne. O a =4-1111...1111 cnenysa 8 | a .
gt dtld
2002 eguHALIA

YnarcrBo. [IpBo onpenenu ja Heno3HaraTa 1ud-
pa Taka mro 6pojoT ma 6upme aenauB co 3 M co S, a
nmoroa foOMeHHoT Opoj 3romemu ro 3a 1 m 2.
Oarosop. 631455, 631456 u 631457.

Pemenne. Bpojot e fenus co 12 ako u caMo ako e
penus co 3 u 4. 3Hauu, 30MpOT Ha HU(PPUTE MOPa
a e [eauB co 3, a 6POjOT COCTaBEeH Off MOCTIE/HHA-
Te 1Be mupu Mopa ma e menuB co 4. bapanute
6poesn ce: 4116, 4212, 4416, 4512, 4716 n 4812.

Pemenne. bapanuor 6poj 3aBpuiyBa Ha 0, a 30u-
poT Ha nucpure Mopa ja € genus co 9. bapanure
6poesu ce 8100 u 8190.

YnarcrBo. bapanuot 6poj 3anuiiy ro B0 00JIUKOT

a8hx8y W TMOTOA MCKOPHCTH fieKa CeKoj of Gpoe-

Bute a8h m x8y e pmenuB co S u co 9. Oarosop.
180585.

YnarcrBo. VickopucTu ja pasBueHaTa (opMa Ha
3aIMCcOT Ha MPHUPOJIEH GPOj.

Onrosop. a) He 6) ma B) He.

33.

34.
35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.
43.

4.

45.

YnarcrBo. MckopucTu ru KpUTEPUYMHTE 32
menuBoct co 3 u 11. Oxrosop. 198825, 198858 n
198891.
Onrosop. a) 45; 6) 9.

Pemenne. Heka b =a+1
H3(an+b,bn+a)=H3(an+a+1,(a+Dn+a)
=H3d(an+a+lLan+n+a)=H3(an+a+1,n-1)
=H3(2an+1,n-1)

1 Kako 2an+1 e HemapeH Opoj, foOuBaMe fieka

H3[(an + b,bn + a) e HenapeH 6poj.

Pemenune. imame
H3O0Q21n+4,14n+3) = H3(7n +1,14n + 3)
=H3O(7n+11)=1.
Pemenune. Imame
H3009n+31,2n+7)=H30(n+3,2n+7)
=H3O(n+31)=1.

Pewmenune. Axo H3[I(a + b,a —b) = 2, Toram Baxu
a+b=dx m a-b=dy,na3aroa 2a=d(x+y) u
2b=d(x—y). Ho, a m b ce 3amMHO mpocTH, na
3atoa d | 2.

Pemenune. x+y =150 u H3][I(x,y) =30, na 3atoa
x=30u, y=30v, H3d(u,v)=1 u co 3ameHa BO
opBaTa paBeHKa HaofaMe wu+v=>5. 3Haun,
ue{l,2,3,4}, og mro cnegyBa x € {30,60,90,120} .
CoonBeTHUTE BPEIHOCTH 3a y Ce OIpefelyBaaT
cnopen popmynata y =150—x .

YnarcrBo. xy =8400 m H3][(x,y) =20, ma 3atoa
x=20u, y=20v, H3O(u,v) =1 T.€e. uv=21.

Oxrosop. a)
1=H3]1(1001,7655) = -190-7655+1453-1001.
Oparosop.a) x=5,y=-7. 0) x=9,y=-8.

Pemenne. Og H3[(a,c) =1 cnepyBa fieka mocro-
jaT x W y TakBW, WITO ax+cy =1. CinyHO, TOC-

TOjaT z W ¢ TaKBH, WITO bz+ct=1. Op nocnep-
HWTE JIBE paBEHCTBA NIMaMe

1 = (ab)(xz) + c(ybz + axt + cyt)
na 3atoa H3][l(ab,c)=1.

Pemenune. imame

H3(ab,c)| ab n H3[(ab,c)|bc
ma 3aToa
H3(ab,c) | H3(ab,bc) = bH3(a,c) =b.
Pemenne. Oy 3amava 44 mmame H3[(ac,b)|c,
mto 3Haun geka H3(ac,b) | H3(c,b) .



46.

47.
48.

49.
50.

S1.
52.

53.

4.

55.

56.

Pemenne. Hexka H3(a,b)=H3(a,a-b)=k
T.e. IOCTOjaT X W y TaKBH, WITO a—-b=ky u

H3O(x,y)=1. Cera b=k(x—y) u

ab= kzx(x —-y),a3aroa

a=hx,

oo ab _ Ky kxey)
a-b ky y .

Op H3[(x,y)=1 u ¢ e npupopeH Opoj ciegysa
v|k m xako H3[(a,b,c)=1 mobuBame y==k.

Koneuno, a-b=ky = k2.

Onrosop. a) 2280; 0) (10n+9)(n+1)

YnarcrBo. VickopucTu ieka
H3(x,y)-H3C(x,y) = xy

a moToa IMOCTany Kako Bo 3afgayva 40.

Onrosop. a) H3[1(a,d) ; 0) H3C(a,b) .

Pemenne. Axo 6apaHuot 6poj € n , Torai 6pojoT
n+5 cememm co 7,9 m 12. Og H3]1(7,9,12) =252
cnegyBa n+5=252k, k=123,... bugejku n e
TpunugpeH 6poj nobusBame n =1,2,3. bapannure
6poesu ce 247, 499 u 751.

Onrosop. 361 nenap.

Onrosop. 19720320, 19722240, 19724160, 19726080,
19728000 u 19729920.

Ynarcrso. I[IpBo npenpraj ru oHue OpOEBH KOU Ce
fenuBH co 4, Ia MoToa OpPOEBUTE KOU CE AEIIUBU
co 6, ma co 10. BunmaBaj, Hekon 6poeBu Ke Oupar
ABaNaTy WIN TPUNATU NpelpTaHU.

Pemenne. a) AKo co n ro 0O3Ha4MMe HajMalUOT
of] oBUe OpOEBH, TOTAlll HUBHUOT 30up € 5(n +2)
1 0BOj OpOj € CIIOKEH.

0) JacHO, TBpAEWETO BaxXH 3a NPOCTUTE OPOEBU
nomanu of 30. ITonatamy, cexoj npupoaeH Gpoj
MOXe€ Jla ce 3ammile Bo OOMuKoT 30m +k , Kajie
k=0,,..,29 u npocrute OpPOEBU ce HaoraaT Mefy
OpoeBUTe Off BUAOT

30m+1,30m+7,30m +11,30m +13,30m +17,
30m+19,30m + 23,30m + 29

of LIITO ClIEAyBa TBPJIEHETO HA 3ajjauaTa.
Ako p=2,
p+9=11 ce npoctu 6poeBu. AKO p > 2, TOraut

Pemenne. Toramr p+5=7 H

p € HemapeH,a p+5 U p+9 ce napHu 6poeBH
HOTOJIEMU Off 2 ! THE CE CIIOXKEHM.
Pemenne. a) 3a cexoj n>1 umame

nti4= (n2 —2n+2)(n2 +2n+2)

1 TOA € CIIOXEeH Opoj.
0) Nmame

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.
66.
67.

68.

69.

2101512 = (2% 455 —2%5%) (2% 450+ 2%5%)
T.€. 6pojoT 210452 ¢ crioken.

YnarcrBo. VickopucTu fieka ceKoj mpoct 6poj p
noroyieM off 3 € o BUAOT 6k+1 ¥ JOKaXu JeKa

BO BOj ciy4aj 6pojoT 3 p?+1 e coxen. Crnyuaute
p=2 u p=3 pasrienaj ru OifieNHO.

YnarcrBo. Ciyuaure p=2 u p =3 pasriefaj ru
OJIJICNTHO, a II0TOA WICKOPHCTH JieKa CEKOj IPOCT
6poj morosnem ot 3 € of BUAOT 6k +1.

YnarcrBo. Vckopucru feka

2002 1001 1001
p-l=(p DT +D) .

YnarcrBo. I/ICKOpI/ICTI/I oeKa 3a n>2 Baxu

2" >3 mxako 3)2" ce mobusa meka 2" e op Bu-
notT 3k+1 wmm 3k +2.
YnartcrBo. [lokaxku feka, ako p He ce JieNu co 3,
toram 8p%+1 e croxen 6poj. IToroa, mposepu
meka 3a p=3 OpoeBute 8p2 +1 u 8p2 -1 ce
TIPOCTIL
YnatcrBo. VICKOPHCTH I'f pa3ioXyBameTO

207 =k -D)k* + K>+ k2 +k+1)
u (akTOT feka k € HemapeH HpUpofieH Opoj.

OparoBop. k=3 u p=11.

YnarcrBo. VckopucTm Tro  pas3ioKyBameTo
p= q3 -3 = (q —r)(q2 +qr+ rz) H II0TOAa JeKa Off
p e

q2+qr+r2:1.0;[r030p. p=19qg=3nur=2.

mpoct ©Opoj cuegyBa ¢g-—r=1 wam

YnarcrBo. 3a 2 u 3 mpoBepH HENOCPEJHO, a 3a
IpoCTH GpPOEBU IOToJIeMH Off 3 MCKOPHCTHU JieKa
THE ce Off BUIOT 6k +1. Onrosop. a) 3; 6) 3 u B) 3.

Ogrosop. a) 2°-3-52.11; 6) 2-7-11-17.
Onrosop. n=6.
Pemenne. a) O 234=2-3-3-13 cnegyBa peka

TakBU OpoeBu He mocrojaT. 6) Op 105=3-5-7
noGuBame fieka 6apanute 6poesu ce 357, 375, 537,
573,735 u 753.

Ogrosop. a) 2°-3%.5 n 2*.3%2.52.7.11.6) 2-11
u2’3.52.7.11-17.

Onrosop. a) 144; 0) 108.
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70.

71.
72.

73.

74.

75.
76.

71.

78.

79.

80.
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Pemenne. Bapamuor Gpoj e o BUIOT p’q , Kaje
p U g ce mpoctu OpoeBU. JacHO, 3a p=2 H
g =3 0BOj 6poj € Hajmaun u Toa e 6pojoT 12.

Onrosop. a) nma; 0) Hema; B) HeMa.

OproBop. a) x=-5+7¢t,y=35-48t,t € Z;

0) x=114+30t, y=-3-11t,teZ;
B) x=4t,y=Tt-6,t€Z.

Onrosop. Apco Ke Hanonuu 1,4 u 17w 3,1 u
18 kecu o 1o 2, 3 1 5 KuIOrpamMu, COOABETHO.

Onrosop. ITexapoT Teogop MoXe fa I'm HanpaBu
crenHuTe KoMOuHanyuu of Bekuu je6: 0, 20 u 80
unn 5, 11 u 84 wnm 10, 2 u 88 Bexuu ned ox S5, 3 n
0,5 xunmorpamu, COOABETHO.

Onrosop. 44, 47 wnu 50.

YnarcrBo. a) [lafieHaTa paBeHKa € €KBUBAJICHTHA
Ha paBeHKaTa (y+x+1)(y—x-1)=12. Cera wuc-
KOPHCTH fieKa
12=12-1=(-1)-(-12)=2-6 =
=(-2)-(-6)=3-4=(3)-(-4).
0) [ajenara paBeHKa € €KBUBAJICHTHA HA PaBeH-
kara (x —3y)(x—4y)="7. Cera uCKOpHUCTH fieKa

7=71=(7)-(-1).

a) [lajgeHaTa paBeHKa € €KBUBAJIEHTHA HA PaBEH-
kata x> =y’ +1}—(? . JucKyTHpaj ro KONUYHUKOT Ha
fecHaTa cTpaHa. 0) JlajeHaTa paBeHKa € €KBUBA-

JICHTHa Ha paBeHKaTa Xx = VP ry?ey +1—% .

JluckyTupaj ro KOJIMYHUKOT Ha fieCHaTa CTpaHa.

YnarcrBo. JuckyTupaj ja nocinegHaTa nugpa Ha
JlecHaTa cTpaHa Ha paBeHkaTa. Oarosop. a) x =1
u y =2777. 6) HeMa pellleHIE.

YnarcrBo. a) 3akiyun JeKa ceKoj of OpoeBUTE
X,y W z MOpa Jia e IapeH U CBefihja ja paBeHKaTa

Ha paBeHKara m?> +n® +k*=497. Cera oBa of

OpoeBuTe BO MOCJIEHATA paBeHKa Tpeba Aa ce
napHH, a efieH Tpeba Jla e HemapeH, na ce JoouBa

paBeHKaTa a?+b?+ct+c=124. 6) Bpojor x

Mopa fia e TIapeH, Ila paBeHKaTa ce CBejlyBa Ha pa-
BeHKaTa n° + y° =497, Koja HeMa pelleHHuja BO
MHOXKECTBOTO IIEJIH GPOEBH.

a) Pasrnepaj ru offelHO NapHUTE U HENApHHUTE
eI GPOeBH.

81.

82.

83.

84.

8s.

86.

89.
90.
91.
93.
9s.

0) Mckopuctu fieka cekoj uen Opoj MoxXKe ja ce
3amnuite Kako 4k, 4k+1,4k+2 u 4k+3,kane k e

e 6poj.

YnarcrBo. Pasriepaj KOHrpyeHTHOCT 1O MOAYI
10. Oprosop. a) 6; 0) 6; B) 3.

Pemenne. a) On a = b(mod a—b) cnenysa mexa
a* = b*(moda—b). 6) O a=-b(mod a+b) cie-

nyBa geka a>**! = —p***(moda +b) .

YmnarcrBo. a) O 52 =1(mod 24) cnepgyBa fAeka

5'% =1(mod 24), ma 3aroa 5'% +55=8(mod 24)

uTH. 6) [Tocranu anHajorHo Kako mop a). Ouro-
BOp. a) 16; 6) 5.

Pemenue. a) Oft

20 = 2(mod 11), 3% = —2(mod 11)
cienyBa jeka

261+ | 32042 _ (961 5 (32y1 g
=2.(=2)" +9-(=2)" = 0(mod 11).
6) O 3* = 7(mod 37) u 5° = 2-7(mod 37) mmame
25 3hn | s3nHl _3p on 3ty (535
=32.2".7"+5.(5-3)" = 0(mod 32).
B) Ox1 8% = 7(mod 57) crefyBa
7142 4 g2l _ 49,77 4 (82Y" .8
=49.7"+8-7" = 0(mod 57).

r)Ox 2° = 3-5(mod17) cnenyBa

2313 4 51.3m2 Z8.(3-5)" +5"-3".9 = O(mod 57).

¥YmnarcrBo. [Toctanu aHamorHO Kako BO peTxon-
HaTa 3ajayda.

Onrosop. Mapko ro MHOXHU TpULIU(PPEHUOT OPOj
IITO My TO KaxyBa [lopoTej W MOCIENHHUTE TpH
macpr of MOOMEHWOT ITPOW3BOX My TO faBa
3aMUCIEHUOT Opoj. 301mTo?

YnarcrBo. Pasrienaj ru ocratonure mo Mogy 6.
YnarcrBo. Pasrnenaj ru ocraronuTe mo Mogya 19.
YnarcrBo. Pa3srnenaj ru ocratonure no Mony 4.
0) uma;

Onarosop. a) HEMa; B) UMa.

Oprosop. a) x=10 (mod 17) ;
6) x=1(mod 6), x =6 (mod 10)



I'TABA 11

1.

11.

12.

13.
14.
15.

Onrosop. a) {4,5,6,7,8,9,10,11} ;

0) {3,6,9,12,15,18,21,24} ; u

B) {1,2,3,4,5,6,8,10,12,15,20,24,30,40,60,120} .

a) {x|3<x<12}; 0) {x|x=3ku0<x<25; u
B) {x|x|120ux e N} .

Onrosop. a) 4 ={2,4,8,16,32,64};
B) C = {+1,42,43,+4,46,+12) ;

r) D= %,%,%,3,6,12,24,48,96}.
OaroBop. A=C u B=D.
OaroBop. Pc N, McNuMnN=J.
OproBop.a) AUB={n|n=2k+1, keN}.
0) AUB={x|-1<x<4,xeR}

B) AUB={x|x<2wmx2>2,xeR}
OaroBop.a) ANB=1{n|n=12k+1, keN},
0) AnB={x]0<x<2,xeR},

B) ANB={x|-2<x<2,xeR} un

r) AnNB=0.

a) A={1,2,3,4}, B=1{4,5}, C ={3,5}

0) A={2,},B={1,2,4,5},C=1{1,235}

6) B={}};

YnarcrBo. VIcKopucTH T acOLUjaTUBHUOT U JIUC-
TpUOYTUBHUOT 3aKOH 3a YHUjaTa U IPECEKOT.

OparoBop.a) PNM ={n|n==6k,keN},
0) PUM={n|n=2k wnin n=3k, k eN},
B) P\M={n|n=2k u n#3m,k,meN} n
r) M\P={n|n=3k u n#2m, k,meN}
Pemenne. buniejku 4 u B ce MOAMHOXKECTBA Off
MHOXECTBOTO X MMame

x€“(A\B) <> x¢g A\B<> x¢g Aux e B&AUB.
PaBeHcTBOTO A\B = AN°B Ce NOKa)kyBa aHAIOT-
HO.
Pemenne. a) Heka 4,8 u C ce IpOU3BOJIHA MHO-

xectBa. mame
xeAN(BuUC)<xednxg(BUCl)

Sxedu(xgBuxeC)o(xeduxegB)u
(xednxeC)oxe(A\B)uxe(4\C)

S xe(A\B)n(A4\0).

Tepuewara mom 6), B) W T) ce JIOKaKyBaar
aHAJIOTHO.

Oarosop. G = {(-1,-3), (3,5)} .
OparoBop. x=9, y=4.
Omrosop. X = {3}, X ={1,3}, X ={2,3}, X = {1,2,3}

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Oprosop. 4 ={1,3,5,6}, B=1{6}, C ={2,4}.
Onrosop. a) f(f() =1 f(g(2))=2,g(f(4)=2
B) He.

OmroBop. a) (fog)(x)=3x+7, (fog)7)=28,
(go f)x)=3x+1m(gef)2)=7.

0) Gy ={(x3x-2)|xeR}, G, ={(x,x+3)|xe R},
Grog ={(x3x+7)[xeR}, G p ={(x,3x+1]) | xeR}.
B) He.

Onrosop. g°f=(r1 ki 3) h°g=(rfi ; 5) u
hotgo N =thogro =023 4).

Onrosop. Co HemocpefHa IIpOBEpKa AoOHBaMe
fieka

MTO 3HAYM JeKa
3acekoj keN.
Onrosop.

(go )x)=4x*+4x+2, (gog)(x)=x" +2x2 +2,
SO = +2:x2 422 +1, (fog)x)=2x>+3 u
(fogd)x)=2(x*+2x* +2)% +3.

Onrosop.

a) f@)={12}, fAIH =142}, f{2)={l} n
f{L2hH=9. 6) X ={2}.

B) lla, Gupejku f(f (X)) = f(X)="("X)=X .
Pewenne. a) Op /(1) =|1|=15-1]= f(-1) caeny-
Ba fieKa f He e uHjekuyja. JacHo, f e cypjexuu-
ja, Ommejku 3a cekoj ye[0,40) Baxku yeR u

S =y. 0) Op f(-1)=2=f(1) cuenysa fiexa
f He e umHjekumja. Cera, ako y €[l,+00), Toram

2
Jy—-1leR u f(4/y-1)=4y-1 +1=y Te. f €
cypjekuyja.
Onrosop. a) He. 6) an /! :(31 2314 Z)

1 (12345
uf =(43152)-

B) [l =tx-% .

YnarcrBo. Jlokaxku Jeka IpecIuKyBamaTa
fiN—>A4, geN>B u h:N—> C onpepnencHn
co f(k)=3k,keN, gk)=3k+,keN u
g(k)=3k+2,k €N ce buekun.

YnarcrtBo. Jlokaxu feka
fiN>4 mun g:N->B

IpeCIuKyBambaTa
onpeneJIcHn Co
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28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

174

f(k)=3k,keN u gk)=3"keN ce Guekuun.

IToToa HUCKOPHUCTHU ' CBOjCTBaTa Ha CKBUBAJICHT-
HHUTE MHO2KECTBA.

YnarcrBo. [lokaxm Jpeka MHoXecTBaTa N,
A={3k|keN} m B={4k+1|k €N} ce ekBuBa-
JICHTHHU.

YnarctBo. JlOKaXM [eKa IPECIUKYBAHETO
f:[0,1) > (0,]] ompepmeneno co f(x)=1-x, 3a
x €[0,1) e Guexkumja.

YnarcrBo. [lokaxu feKa IPECINKYBAHETO
f:XxY—>YxX omnpeneneHo co f((x,y))=(y,x),
3a cekoj (x,y) e X xY.

Onrosop. Ha 36 Haunnm.

YnarcrBo. 3a cinydyaute Kora nudgpara Ha eguHU-
mare ¢ 0 WM 5 WCKOPHWCTH TO TPHHIUIOT Ha
IPOM3BOJ, a MOTOA MCKOPHUCTH TO NMPHUHIWIOT Ha
36up. BHuMmaBaj, ako nudpaTa Ha eAUHULNATE € 5,
ToramI nudpara Ha eUHANATE He Moke f1a e 0.

YnarcrBo. Hu3 cexoja Touka MuHyBaaT LIECT
npasu. VIcKopuCcTH Tl IPUHIMINOT Ha 36mp. BHE-
MaBaj, IPU BaKBO OpOEHE CeKoja Mpasa ja OpouI
7Ba MMaTH.

Ynarcrso. HpBO HUCKOpUCTU TI'0 HONPUHIUIOT Ha
36I/Ip 3a HOIIQJ'[68.T8. Ha MOJIMBUTE, TETPATKUTE N
KHUTUTE OJACITHO, a IOTOAa NCKOPUCTHU I'O TpUHIN-
IIOT Ha NIPpOU3BON.

Onrosop. Ha 24360 HaunHmM.

YnarcrBo. VIckoprcTH IO NPUHIMIIOT HA MPOU3-
Bopi. BuuMmaBaj, mudpara Ha geceTHsjauTe HE
cMmee ga oupe 0.

YnarcrBo. VIcKopuCTH IO IPUHIUNOT HA BKIy4y-
Bamle U UCKIyuyyBawe. Oaropop. 29 yyeHunu uma-
aT IeT 10 UcTopyja unm reorpaduja u 15 yueHunu
MMaar IeT MO MaTeMaTHKa.

YnarcrBo. VIcKOpUCTH IO IPUHIUNOT HA BKIIy4y-
Bamle U UCKIlyuyBawe. Oarosop. Cure Tpu ja3uiu
TH y4aT 3 yIeHUIN.

Pemenne. MoxHu ce iBa ciyyau: IIOCTOU OapeM
€fleH LIaXUCT KOj Urpajl CO CUTE JPYrH IIAXUCTU U
Ha IIOCTOM IIAXUCT KOj UTpall CO CUTE JpYyru
maxucTu. Bo npBuoT ciayyaj 6pojoT Ha mapTHHATE
KOM CEKOj IIAXUCT T OfUrpall BO HEKO] MOMEHT
npunara Ha MHOXecTBoTO {l,2,..,n—1}, a BO BTO-

pHUOT ciayyaj Ha MHOXecTBOTO {0,L..,n—2}. bu-

[ejKU U [BETE MHOXECTBA MMaaT Io n—1 eje-
MEHT IocTojaT GapeM JiBajija yYeCHUIM Ha TYPHU-
POT cO eHAaKOB OpOj OUTPaHM APTHH.

Pemenne. Cexoj npuposieH 6poj Ipu jenewe co 4
maBa ocratok 0, 1, 2 wnnm 3. 3Hauw, nocrojat camo
YeTHPH OCTATOIW, Ma 3aToa Mefy merTe OpoeBH
Ke mMa GapeM fiBa Gpoja KOM MMaaT UCT OCTaTOK

41.

42.

43.

4.

npu fieneme co 4. JacHo, 4 e genuTen Ha HAUBHATA
pasnuka.

Ila ru pasraepame caepuaute 2002 6poeBu:
a; =1234567890

a, =12345678901234567890

an003 = 1234567890...1234567890
Kaje Bo OpojoT a; rpynara nudpu 1234567890, Bo

MaJiecHuoT pefiocieN, ce MOBTopyBa i maTu. Ilpu
menewme Ha oBue Gpoesu co 2002 moxeme fa TH
mo6ueme ocraronute 0, 1, 2,..., 2001, T.e. HajMHOTY
2002 ocrarouu. 3Hauym, GapeM ABa OCTaTOLM ce
coBmaraar u HeKa ce TOa OCTaTOLUTe Ha OpOeBHUTE

a; W a;, a; >a;. 3Haun, OPOjOT a;—a; ce feam

co 2002 u uma o6IuK
1234567890...1234567890 000...000
S
10(i—j) nymmn
u rpynata uudpu 1234567890 ce noBTopyBa i— j
HaTy.

Pemenne. Ocranatute 29 ydyenunu Hanpasuie 0,
1, 2, ..., 12 rpemku, na 3atoa Ke ru nogenume Bo
13 rpymm: rpyma Ge3 TpelIKHW, Tpyma co efgHa
rpemka, .., rpyma co 12 rpemka. bupejkn
29=2-13+3, jacHO € feka BO HeKkoja of 13-te
Ipyny ¥Ma HoBeKe Off 2 yueHHI. 3aToa MoCcTojaT
HajMaJKy TPH YYCHUIN KOW HaNpaBWIe UCT OpOj
TpeIIKH.

Pemenne. Ao BO cuTe HaceleHH MecTa OpojoT
Ha KHUTEIUTE € Pa3MueH, TOraul HajManruoT Gpoj
Ha JXHUTEJN Ke N3HEeCyBa

1+2+...4+ 5988+ 5990 =M =17943045,

IITO € Haj YCOM IIaTH IIOBeKe Off BUCTHHCKHOT
Opoj Ha xutenu Ha Maxkepnonuja. OTTyKa 3aKiy-
JyBaMe jieKa [IOCTojaT GapeM J[Be HaceIeHH MecTa
CO eJHAKOB OpOoj HA KUTEIH.

Pemenne. [Ja u3dbepeMe NIpOU3BOJIEH HAYYHUK Off
rpynata. bupejku Toj ce gonuiryBa co OCTaHATHATE
16, a mpemnmckara ce BpIIM Ha TPH TEMH, IIOCTOH
GapeM eflHA Tema 3a KOja TOj ce MOMNMIIYBa CO
6apeM 6 O OCTaHATHTE HAYYHHIM (aKO TaKBa
TeMa He IIOCTOH, TOraml TOj Ke ce JIONHIIyBa CO
HajMHOTY 15 Hayununm). [Tonatamy, na m3depeme
efHa TakBa TIpyma of 6 HAayJYHHIM CO Koja
N30paHUOT HAYYHUK CE JIONWIIYBAa Ha MCTa TeMa.
Axo momefy oBHE IIeCT HAyIHUIW MOCTOjaT
7BajIla KOM ce NONMIIyBaaT HA MCTAaTa TeMa Kako
7 W30paHWOT, TOTall THE 3aeffHO CO M30paHHOoT
Hay4yHUK ce OapaHWTE TPOjla HayYHAIM. AKO TOa
HE € TOYHO, TOTall CATE IIeCT HayYHUIN ce JIOMH-
IIyBaaT caMo Ha PEOCTaHATHTE AiBe TeMH. [la n3-
O6epeMe efieH opf mecre HayyHunu. OcTaHaTuTe
IeT HayYHHIOM Ke T'W TOfelnMe BO JBE TPYIM:
rpymna Koja co W30paHHOT HayYHUK Ce JONMIIYBa



45.

46.

20 em

Ha €JlHa TeMa U Ipyla Koja co U30paHUOT HayYHUK
ce JoNuUIyBa Ha Jpyra Tema. JacHO, BO eJHaTa
rpyna uMa G6apeM Tpu HayuHunu. OBHe TpHU Hay-
yHHAIM MefyceOHO ce MOIMIIYBAaaT Ha JBE TEMU.
AKo [1Bajuia Off HUB ce AOIMIIyBaaT Ha UCTaTa Te-
Ma KaKo U CO U30paHUOT HayYHMK, TOTall THE 3a-
€HO cO M30paHNOT HAyYHUK ce OapaHHUTE Tpojua
Hay4HUIIY, @ aKO CUTE Tpojla ce JONUIIyBaaT Ha
Apyrata Tema, TOraml THE ce OapaHHUTE Tpojua
Hay4YHUIIN.

Pemenne. IllymaTa Tpeba ma ce MOKpue co AmMC-
JYHKTHH IPABOArOJIHALU CO AUMeH3Hja 10mx 20m
HO THUE IIPABOArOJHULIY HE cMeaT a OUpaT Ha pac-
Tojanne nomaino ox 0,5m OupejKu BO CIPOTHUBHO
€IHO OOPOBO CTEOJIO MOXE la UMa JIEIOBU BO J1Ba
TakBU IPaBOarojliHUKa. 3aToa BO IIyMara Ke
cMecTyBaMe IIOMOUIHY IIPaBOAroJIHULY CO JUMEH-
3mja 10,5m x20,5m . Bupejku 1000:10,5 ~ 95,238 u
1000: 20,5 = 48,78 BO IIyMaTa MOXE Ja C€ CMEC-

TaT 95-48 =4560 NOMOIIHKM NPaBOArOJHULIU U
UCTUTE HE MOXKE f1a UMaaT 3aeJHUYKU OOpOBH
crebna. 3Haud, OUNO KaKo Ja c€ pacmopepfar
GopoBuTe crebna cexoramr Ke ocraHat 6apem 10
IIPABOArOJHUIM BO KOM HeMa Ja uMa OOpOBH
creOa.

Pemenne. lleHTapoT Ha KpyroT co AujaMeTap
lem CcMECTeH BO IPaBOArojIHUKOT, MOpa Ja ce

Haora Ha paCTOjaHI/IC IOoroJemMo of %cm O] CEKO-

ja O] CTPAHUTE Ha NPaBOAroOJTHUKOT, T.€. BHATPE
BO paMKaTa Ha HOPTEXKOT JIEBO. IInomrunara Ha

paMKaTa € €[HaKBa Ha 19-24 = 456cm> . Ocgen
TOa, LEHTAapOT Ha KpyroT Mopa [a € Ha

paCTOjaHI/Ie IorojJeMo on %cm O] KOHTypaTa Ha

CEKOj Of KBajgpaTHTe, T.€. HaiBOpP Of CeKoja
cdurypa Kako Ha LPTEXKOT AE€CHO, Yhja IUIOIITHHA

e (3+%)cm2 . MakcumanHara NJIOMITAHA HA CUTE

oBHe (purypu, Iof yciloB fa He ce ceuar €:

25¢m {

'I/Zcm

Hizem

fem

120-(3+Z)em? = (360 + 307 )em” < 456cm”

LITO 3HAUM JeKa oBUE (PUTYpPHU HE ja NMOKPHUBAAT
BIMIIIAHATA paMKa, [1a 3Ha4M JeKa IOCTOU TOUKa
KOja He JIEXH BO HUEHa Off (PUTYPUTE Of LPTEXKOT
[IECHO U TOA € EHTapOoT Ha OapaHUOT KPYT.

I'TABA 111

1.

Onrosop. a) O6eMOT € MHOXKECTBOTO Iapayeso-
rpamu, a COApXKUHATA €: YellupUazZoAHUK 80 KOj
cilpoitiugHuilie Cilipanu ce apanearu. ) o6emMor
€ MHOXECTBOTO pOMOOWJM, a COfpXHUHATA e€:
iapanenozpam 60 Koj COCeOHUille CIIpaHu He ce
3aemHo Hopmaaru. B) OOEMOT € MHOXECTBOTO
POMOOBH, a COpsKAHATA €: POMOOUO CO eOHAKBU
coceonu ctupanu. r) OGEMOT € MHOXKECTBOTO
Tpamesa, a COIpXHUHATA €: YellUPUAZOAHUK CO 08€
dapaneanu citiparu. §) O6eMOT € MHOXECTBOTO
pPaMHOKpaKd TPUATOJHULY, a COpXHUHATa e€:
puazoanux co 08e eOHaxsu cpanu. ¥) O6emMor
€ MHOXECTBOTO CpPE/IHU JIMHUU Ha TPUATOJIHHUK, a
COApKMHATA €. OiliceuKa 4uu KpajHu WouKuU ce
cpeduHuitie Ha 08e CIlPaHU Ha UPUAZOAHUKOIL. €)
O0eMOT € MHOXECTBOTO HHjEKTHUBHH IPECIUKY-
Bama, a COpXKHUHATA €. [pecauKysarbe Kaj Koe
pasaudHuile eaemerHiiuu umaatl pa3asudH CAUKU.
k) O6emor e {2,3,5,7,11,...} , a conp>KuHATA €: UpU-
poden Opoj witio uma WO4HO 08a UPUpPOOHU
Oeauitieall.

OxaroBop. a) 4YeTHPUATOTHUK; 0) MapajelNrpam; B)
poMOou]; r) YEeTHPHATOJHUK; A) TPUATOIHHK; I)
OTCEUKa; €) IPeclluKyBambe; k) IpUpoieH 6poj. 3a
MoUMUTE TIOf a), 0), B), T) W ) TOa € TOWMOT
MHOTYaroJiHuK.

OnroBop. a) efHAKBU CTPAHU U €IHAKBU arjiu; 0)
€IHAKBH arjy; B) €JHAKBU CTPaHMH.

Onrosop. a) Cumeitipasa Ha ollice1ka ja Hapeky-
same Upasaiia Wito e HOPpMAAHA Ha OlcedKaiia u
MUHYBA HU3 Hej3uHailia cpeoHa itiouxa. [eduHu-
paykuoT MOMM €: IpaBa IITO € HOpMajHa Ha OT-
ceykaTa U MHUHYBa HHM3 HeEj3MHATa CPEfiHa TOYKa.
0) Tewuwna aunuja ja Hapexysame oiticeuxaiia
Koja 2o ioep3yea iiemeitio Ha WUpUazoAHUKOUL CO
cpeouHailia Ha CupoueHAtlla CIUPana.

Onrosop. PoM6 e mapanenorpaM 1pu Koj iBe co-
CEJIHM CTPAaHM CE EJHAKBU.

Onrosop. Munumannata fecdununygja e: "Ilapa-
JIeJIOTpaM € YETUPUATOJIHUK IPU KOj CIPOTUBHUTE
CTpaHMU Hap IO Map ce NapaneHl" .

Onrosop. "Tpanes e ueTUPUArOJIHUK CO JBE Mapa-
nenHu ctpaHu”. [la.

YnarcrBo. [eunupaj: orceuka co IOMOII Ha
HOJIyIIPaBa; NOJIyIpaBa co IOMOLI Ha IIPaBa.

Onrosop. He. Bpoesute 3, 5 u 7 ce npocru 6poe-
BU TPU3HAIIU.

a) Cy0jexT e: "mapanenrpam”, Ipefukar e: "cIpo-
TUBHUTE ariu ce efHakBu". 6) Cy0OjeKT e: "paMHO-
Kpak Tpame3", IpeukaT € "IAHujaroHaliuTe ce ef-
HakBH". B) CyGjexT e "mpupofeH 6poj HorojieM of
1", mpegukat e "mpocT Uiy coXeH"
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11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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Onrosop. a) Cy0jexr e: "npupopeH 6poj", npegu-
KaT €: "HCTOBPEMEHO U IPOCT U CIOXKEH 0poj". 6)
Cy0jexT e: "TpuaroiHuk ", Ipegukar e: "UCTOBpe-
MEHO 7 IPaBOAroJIeH 1 TaloarojeH ".

YnarcrBo. VIcKOpUCTU I'l YHHUBEP3aJHHOT U €I-
3UCTEHIUjATHUOT KBAHTU(DUKATOP.

YnarcrBo. IIpBo ananusupaj ru npumepure of 10
no 13.

Onrosop. a) He. 0) Ha.

OnaroBop. a) IIpeiuiiocitiaska: GPOjoT € AEeNuB co 2
1 co 5, 3axay4ok: 0pojot e fenus co 10. 8) Ilpeiu-
fociiaska: KpalWTe Ha JIBa arjill cc HOPMAJIHH,
3aKAY4OK: aTTIATE Ce SAHAKBY WM CYyIUIEMEHTH.

Onrosop. a) Ycaoe: nocneanaTta nudpa Ha 6pojoT
e 0, sakayuok: Opojor e genus co 5. 8) Ycaos:
TETHBHTE BO KPY>KHUIATA CE CAHAKBU, 3AKAYHOK:
TETHBHTE Ce Ha NCTO PACTOjaHNe Off IEHTapOT Ha
KPY>KHUIIATA. B) YC.106: YETUPUATrOJIHUKOT € KBaJ-
par, 3axkay4ok: AujarOHaINTe ce eHAKBH Mefy cele.

Onrosop. a) YcnosHa dopma. Hanopennure arnu
ce cymneMmeHTHH. 6) Kareropuuna c¢opma. Ako
KpaluTe Ha arjuTe ce MapayejHy, TOrall THE Ce
€[IHaKBU UJIY CyIuleMeHTHU. B) KaTeropuuHna cop-
Ma. r) YcaosHa ¢opMa. ) Kateropuuna copma.

Ycaoena ¢popma: AKO 4eTUPUAroNHUKOT € Iapa-
JIeJIorpaM, TOrall HEFOBUTE IUjarOHaNIN Ce Ipemno-
noByBaaT. Kareropuuna copma: Bo cexoj npaso-
aroJIHUK I1jarOHAJIUTE 3aEMHO CE MPENOJIOBYBAAT.

Onrosop. a) AKo [ujaroHaIUTe HA YETUPUATOJHHU-
KOT ce MIPENOoIoBYyBaar, TOrall Toj € Hapajellorpam.
Ila. 8) AKO arnmTe LITO JeXaT HaJl UCTa CTpaHa
Ha YETUPHATOJIHUKOT CE CYIUIEMEHTHH, TOTrall TOj
e mapanenorpam. [la. B) Ako 6pojoT e fienuB co
10, Toram Toj e genuB co 2 U co 5. r) AKO fABa
arfi ce €JHAaKBM WM CYIJIEMEHTHH, TOrall
HUBHUTE Kpaly ce HopmanHu. He.

Onrosop. a) Hanopepnnu arnu ce CymJIeMEHTHHU.
JIoBONEH yCIOB 3a [iBa arjiy ce CYIJIEMEHTHH €
THE Jla c€ HAOpEJHU. §) ArM co napaneaHu Kpa-
II¥ c& €IHaKBU WU CYIIEMEHTHU. [IOBOJIEH YCIOB
3a Jla [Ba aryli Cc€ €JHAKBHU WM CyNJIEMEHTHU U
HUBHUTE Kpaly fa ce napanenHu. B) Hansmennu-
HUTE arjd Ha TpaHcdep3allaTa Ha [Be HapajleslHu
IIpaBHU ce eHaKBU. JIOBOJIEH YCIIOB 3a Jja [jBa arjiu
ce €JHaKBU € THE [a Cé HAaU3MECHWYHU arjad Ha
TpaHcep3anara Ha Be NapalejHU IPABHU.

Onrosop. a) Ako nocnefHaTta uudpa Ha OpjoT €
0, Toramur Toj e genuB co 5. [Torpeben ycnos 3a fa
nocnenHata nugpa Ha OpojoT e 0 e Toj ma Oupe
fenuB co 5. 8) AKO TETUBUTE BO €[jHA KPYKHUIIA
ce e[IHaKBW, TOTAlll THE Ce Ha e[HAKBO PacTOjaHNe
Off IEHTapOT Ha KpykHmmarta. [ToTpeGeH ycos 3a
la TETUBUTE BO €HA KPYKHAIA CE eHAKBH € THE
la ce Ha eHAKBO pacTojaHWe Of LEeHTapOT Ha
KpyXHAIaTa. B) AKO YeTHPHATONHUKOT € KBaJl-

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

paT, TOraiml HEeTOBHTE JjarOHAJH Ce EJ[HAKBH.
IToTpeGeH yciIoB 3a HaYeTHPHATOTHAKOT € KBaJl-
paT e HeroBWTe [WjarOHAJIN Jla Ce CTHAKBU Mery
cebe. r) AKo efieH Opoj e genuB co 6, Toram Toj e
menuB u co 2 u co 3. [TorpebeH ycioB 3a fa efeH
6poj e menus co 6 e Toj f1a e KenuB co 2 U co 3.

Onrosop. 3aj. 20. a) He. 6) He. B) He. 3ap. 21. a)
He. 6) 1a. B) He. r) [a.

Onrosop. a) ITpaBunHo. Moayc nosenc. 6) IIpa-
BWIHO. Monyc Tonenc. B) Henpasunno. r) Ilpa-
BWIHO. Mopnyc noHeHc. x) HenpasuiHo.

Onrosop. a) ITpaBunno. Konrpanosunuja. 6) He-
npaBuitHO. B) [TpaBunno. KonTpanosunyja.

Onrosop. a) IIpaBunHo. XUNOTETUUYKU CUIOTHU-
3am. 0) IIpaBuiHO. XUNMOTETUYKN CHIIOTH3aM. B)
ITpaBunHO. XUMOTETUYKU CHIIOTH3aM.

Pemenne. 6) Heka 3a npupoguure 6poeBd a u b
BaxXu ab=2n+13a HeKO] n e N. Toram, nocro-
jaT k,me N TakBu, MITO a=2k+1 U b=2m+1.
Cnopep, Toa, a+b=2k+1+2m+1=2(k+m+1),
LITO U Tpeballle [ja ce JOKaxXKe.

Pemenne. 8) buniejku a u b ce peanHu GpoeBH

CO HUCT 3HAK, aKO BO HEPaBEHCTBOTO %+%2 2

TMIOMHOXUME €O ab > (0 ro IIO6I/IBEIM6 CKBHUBAJICHT-

HOTO HEpPaBEHCTBO a® +b*>2ab. TlocnegHoTO
HEPABEHCTBO € EKBUBAJIEHTHO CO HEPAaBEHCTBOTO
(a—b)2 >(0 KO€ € BUCTHHHTO 3a CEKOM peajHi
OpoeBHd a U b, Of LITO CIEAyBa TOYHOCTA HA TEO-

pemata. B) 3a 1a HEpaBEHCTBOTO at+b>>2 |ab|
€ HCIOJIHETO JIOBOJIHO € fla € WCIIOJNIHETO Hepa-
BEHCTBOTO |a |2 +|b |22 2| ab|. IlocnepHoTo He-
PaBEHCTBO € UCIIOJIHETO, aKO € UCIIONIHETO Hepa-
BEHCTBOTO (|a|—|b |)2 > (), KOe € TOYHO 32 CEKOMN
a,beR.

Pemenne. 6) Heka npernocraBuMe fieka mpous-
BOJIOT Ha JIBa HENMAPHU IPUPOAHU Opoja a = 2k +1
u b=2m+1 e mapeH 6poj, fa KaxeMme c¢=2n.
Toram, ox ab=c cnegyBa (2k+1)(2m+1)=2n
OfHOCHO 2(n—2mk—-m—k)=1, MTO € MpPOTHUB-
peuHoct. Op fo6reHaTa NPOTUBPEYHOCT CIefyBa
TOYHOCTa Ha TeopeMarta. B) Heka a e panm-

OHaJieH Opoj TaKoB, IITO a® =2 . Toraur, a = 5 u

2
H3M(p,q) =1. Cnopen Toa,p—2 =2 T.e. p2 = 2q2
q

on mwro cuepyBa p =2k . Co 3aMeHa BO MPETXOf-

HOTO PaBEHCTBO AoOMBame 2k = q2 Off LITO cJie-
nyBa g =2m . Ho, Toa 3naun H3[l(p,q) =2 mro
€ IPOTUBPEYHOCT.



I''TABA IV

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

Ogarosop. a) o = {(-2,-2),(-1,-1),(0,0),(L,1),(2,2),
(3,3),(-2,2),(2,-2),(-L1),(1,-D} .

Oarosop. a) o = {(-3,-2),(-2,-1),(-1,0),(0,1),(1,2),
(2,3),(3.4)} .

Pemenne. Heka xoy . Toram, 3|x u 3|y, na 3a-
Toa 3|y M 3|x, IITO 3HAYM yox T.€. penanyjara
e cuMeTpu4yHa. AKO xqy W yoz, Toraml 3|x u
3]y m 3|y u 3|z, wro 3Haun 3|x u 3|z, ma
3aToa Xz T.e. pejalyjaTa € TPaH3UTHBHA.

Onrosop. a) pedrekcuBHa, CUMETPUYHA U TpaH-
3UTUBHA; 0) CUMETPHUYHA.

OnroBop. a) cuMeTpuuHa, 0) pedieKCUBHA, CU-
MeTpUYHA, TPAaH3UTHBHA, B) CAMETPHYHA.

Pewenne. a) JacHo, xox , 3a cekoj x € Z Oupejku
4|(x—x), 3a ceko] x e Z. 3Hauu penanygjata e
pednekcusHa. [lonaramy, ox 4|(x—y) cnegyBa
4|(y—x), ITO 3HAUM JIeKa Off xoy CJIERyBa yox
T.e. penanujata e cuMmerpuuHa. KoHeuHo, off
4|(x—y) m 4|(y—z) cnegyBa 4|(x—z) T.e. pe-
Jlanujata € TpaH3uTuBHA. 8) Knacure Ha exBuBa-
neHnuja ce S, ={4k|keZ},S,={4k+1|keZ},
Sy ={4k+2|keZl}, Sy ={4k+3|keZ}.
Onrosop. [Ja, Toa e penanyja 3a eKBUBaJICHIYja.
Oprosop. a = {(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(e,e),(a,b),
(b, a),(a,0),(c,a),(a,d),(d,a),(a,e).(e,a),(b,c),(c,b),
(b,d),(d.b), (b,e),(e,b), (¢, d),(d, ), (c,0). (e.c)(dse),
(e,d),(f>)-(,8)(h,h),(f8),(& /) (S 1),(h, ],
(g,m),(h,8)} -

OnroBop. 6) 4,, ={{a,b,c},{d}}.

Onrosop. TakBa e penamgjata @ 4mue pakTOp-
MHOXECTBO € 4,, ={{a,b,c},{d,e},{f,g}}
YnarcrBo. [IpercraBuja penanujaTa MEMAaTCKU U
3aKJIy4H eKa Taa € MOApeNyBambe.

YnarcrBo.

P(4) = {D,{1},{2}, 3}, 11,2},{1,3},{2.3}, 4} .
Hckopucty ja fecpuHUIMjaTa HA TOAMHOXETBO.
Onrosop. o ={(L1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(1,3),(14),
(2.3),(2.5)} -

Onrosop. [leka (N,*) e rpynous ciefysa of ¢ak-
toT meka m" eN, 3a cekou mneN. 2*3=8,
3*2=9, (2*¥2)*3 =64 u 2*(2*3)=256. I'pyno-
UAOT HE € HUTY KOMYTAaTUBEH, HUTY aCOLUjaTUBEH.
a) [a.
a) [a.

Ogarosop. a) [la.

Onrosop. [a. 0) Ha.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.

27.

YnarcrBo. VickopucTu I'i CBOjcTBaTa Ha yHHjaTa,
IpeceKoT U pas3juKaTa 3a IOJMHOXeCTBaTa Ha
P(M).

Oparosop. a) [2*(-3)]*1=-8 u (4*1)*(2*3)=10
0) He e xomyraTuBeH, Ha npumep, 1¥2=2 u
2*1=1.0p (1*2)*3=5 un 1*(2*3)=8 cunenyBa
feka He e monyrpyna. B) Op 3*x=10 cunenysa
3+2x-3=10 mae x=10.Opng (2*x)*(x*3)=2
cnegyBa —2+2x—-3+2(x+3)-3=2nmae x=1.
Oprosop. a) [(4*(-3)*(2*7)]*(-1)=-1965 un
[4*(-12)]*2 =-807.

0) [la, rpynousioT € KOMyTaTUBHA HOJIYrpyIa.
Pemenne. a) Henocpegno cnemyBa op ¢akToT
mexka m*1= m! = m , 32 ceko] m e N . 6) Hemnoc-
pegHo cieflyBa off (pakTOT fieKa 3a CEKOe MHO-
kecTBO X € M Baxu X \J=X.

Pewenne. I'pynongoT (N,*) HeMa HEyTpalleH ene-
MeHT (3omro?). bunejkm H3C(x,1) = x mobuBame
fexa 3a rpynoupoT (N,o) Opojor 1 e HeyTpaleH
€JIEMEHT. AKO €JIEMEHTOT X € MHBEp3UOMJIEH, TO-
rait IIocToM y TakKoB, MTO 1=xoy=H3C(x,y).
ITocnenHOTO € MOXKHO aKO M caMO aKo x =y =1.
Axo (N,A) WMa HeyTpaJleH €JeMEHT e, TOrall
x = xAe =min{x,e} 3a cekoj mpupopeH 6poj x,
LITO HE € MOXKHO.

Onrosop. J1a BO 0BOj TpYHOU], HEYTPATIHUOT €Jle-
MEHT € e =—1 M CEKOj €IeMEHT € UHBEP3UOUIIEH,
IOpU HITO HA €JEMEHTOT X HErOBUOT HMHBEP3EH
€IEMEHT € X'=—-2—X .

YnarcrBo. Bupn 3agaua 20 6) u mpoBepHu Aeka
XAX = 3a ceKoe NOIMHOXKECTBO X < M .

YnarcrBo. IIposepn geka (4,*) e rpynoun. Ilo-
HaTaMy Hokaxu feka (0 e HeyTpajleH elleMeHT U
fieKa CEeKO] €JIEMEHT € WMHBEP3UOUNEH, NPHU LITO
HETOBUOT MHBEP3EH €IEMEHT € CIIPOTUBHUOT LEI
6poj.

Onrosop. [a.

YmnarcrBo. IIpBo, fokaxu geka (Q\{0},0) e rpy-

nouq, a ImoToa JO0KaXHn JCKa % € HEYTpaJICH €JIC-

MEHT, )= 4—1X

KomyTaTtuBHOCTa M acOLUjaTUBHOCTA HEMOCPERHO
clefyBaaT  Off  COO[BETHHTE CBOjcTBA  Ha
onepanyjaTa MHOXKEE.

€ MHBEP3HUOT CJIIEMCHT Ha X .

YnarcrBo. [Iposepnu pamu (S,0) e rpymnonp, a no-
TOa KOHCTaTHpPAj ieKa f| € HeyTpaJeH elIEMEHT, a
f, W f; ce 3aeMHO UHBEp3HH. 3aKiIydd fAeka

(S,0) e momyrpyna.
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28.

29.

30.
31.

32.
33.

34.
35.
36.
37.

YnarcrBo. Jokaxu aeka (4,*) e rpymnowmp, 1 e

HErOB HCYTPAJICH CJIEMCHT, 3a CeKOj X CJICMCH-

TOT % € NHBCP3C€H UTH.

YnarcrBo. [Jokaxku aeka (S,0) € rpynowf, [ €
HEyTpaJieH €JIeMEHT U g € MHBEpP3EH Ha CaMHOT
cebe.

Onrosop. [a.

YnarcrBo. VickopucTi neka 36up ¥ Mpou3BOJ Ha

TOJIMHOMH CO IIeJIO0POjHE KOe(hUINEeHTH € MOJH-
HOM €O IeNOOpOjHI KOe(DUIUEHTH UTH.

Onrosop. [a.
YnarcTBo. AKO a + bﬁ, c+ dx/g € Q(x/E) , TOTaIll
(a+bJ2)+(c+dV2)=(a+c)+(b+dW2 e QW2)

u
(@+b2)(c+dV2) = (ac+2bd) +(be+adW2 € QW2),
IITO 3HAYM JieKa (Q(\/E),+) u (Q(\/E);) ce Ipy-

nonan. Cera, aKCHOMHTE 3a 1OJIe Ce pOBepyBaar
HEMOCPETHO.

¥YmnarcrBo. [TocTanm aHaiorso Kako Bo 3ajjayda 33.
Onrosop. He.

Onrosop. [a.

YcnarcrBo. Of ycIoOBOT Ha 3ajjlayaTa HEITOCPETHO
cienyBa fieka (R2,+) u (R2,~) ce rpynouan. Cera
HemocpeHo Tpeba Jla ce MpOBEpH jieKa eleMeH-
TOT (—a,—b) € CIIpOTHUBEH Ha €NEMEHTOT (a,b) BO
TpYHOUAOT (R2,+) , 4 EJIEMEHTOT (ﬁ,’—bz) S

a“+b° a“+b

WHBEpP3€H Ha €JIEeMEHTOT (a,b) BO TPYHOHUNOT

(R%,) . OcranaTiTe aKCHOMI 3a ITOJIE Ce TIPOBEPY-
BaaT HENOCPEJHO.

TIABA YV
1. Onprosop.a) 3, 0) 2—2@ , B) 2+\/§.
2. Onprosop.a) -2, 0) % , B) 12.
. Oprosop. a) 15, 0) 2, B) Sﬁ— 6.
. Oprosop. a) xe(-2,2), ) cure,
B) x € (—0,-3]U[3,4%), Tr) x € (—0,-4]U[0,+x0),
m xe[-2,8]
5. ¥YmarcrBo. VickopucTyu r HepaBeHCTBaTa
(a+b)>20 u (a-b)* 20.
6. YmarcrBo. Bo HepaBeHCcTBOTO |a|—|b|Sa—b]|
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HCKOPHUCTH IO YCIOBOT |b |< |12| .

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.
20.

21.

22.

23.

YnarcrBo. VickopucTu ro HEpaBeHCTBOTO Off 3a-
mada 5.

YnarcrBo. Hajou ru BpegHOCTUTE 32 KOU U3pa3U-
Te MOJ 3HAKOT Ha alCOJIyTHA BPEIHOCT CE aHyIIH-
paar, a motoa pasriefaj ja PyHKIHjaTa HA COOf-
BETHHTE HHTEPBAJIH.

YnarcrBo. Mckopucru ja 3a0esenka 2.

YnarcrBo. IIpBo 3anumu ja dyHKHI@jaTa co Io-
MOIII Ha TIOBeKe (popMyIH KOM He TO COpsKaT 3Ha-
KOT 3a alcoJIyTHA BPETHOCT.

YnarcrBo. IIpBo 3anumu ja dyHKHI@jaTa co Io-
MOIII Ha TIOBeKe (popMyIH KOM He TO CO{psKaT 3Ha-
KOT 3a alcoJIyTHA BPETHOCT.

YnarcrBo. IIpso 3anumm ja dyHKHIEjaTa co Io-
MOIII Ha TIOBeKe (popMyIH KOM He TO COpsKaT 3Ha-
KOT 3a alCoJIyTHA BPETHOCT.

Onrosop. a) x € {—%,—% , 6) xe {%,%} ,
B) xe{-234,

Onrosop.a) x=2, ©0) x=-%, B) xe{73}.

39

4 _
11°

paruenaj ja Ha uHTepBanure (—w©,—2), [-2,1),[1,3)

a) xe{- %} 0) x €[-11] B) [lanenaTta paBeHKa

u [3,+). r) [lagenara paBeHKa pasriefaj ja Ha
HHTEpBanuTe (—0,2),[2,3),[3,8) m [8,+x»). m) Ha-
JleHaTa paBeHKa pasriefaj ja Ha UHTEepBaJHUTe
(—0,-3), [-3,-2), [-2,-1) u [-1,+»).

Onrosop. a) x = % ,0) x= % , B) HEMA pEIICHIUE.

YnarcrBo. Vickopucru ja 3abesemka 3.
YnarcrBo. a) Vickopucti fieka | x| +1# 0 3a cexoj
x € R; gajeHaTa paBeHKa IOMHOXKHja €O | x| +1

€O 1ITO Ke ja TpaHcpopMupail BO €eKBUBaJIEHTHA-
Ta paBeHKa 4|x|-1=0. 6) HMckopuctu pjexa

[x+2]+|x—-2]#0 3aceko] xeR.

Onrosop. a) (x,») € {(0.D)}, 6) (x,y)e{(L2)}.
YnarcrBo. a) BoBenn ja cMeHaTa Ha HETIO3HATHTE
|x|=¢t m |y|=z. 6) W3pa3um ro y op mpsara
paBeHKa M 3aMEHUTO BO BTOpaTa paBeHKa.
Oparosop. a) Perienne € MHOXECTBOTO Off CUTE
TOIpeNieHN TTapoBH (x,y) TakBH, WTO: 1) x U y
ce HEHETaTHBHY peajiHi OpOeBU M HEBHHUOT 30Up €
1u2) x m y ce HEMO3UTHBHY PealTHN OPOCBH U
HEBHHUOT 30up e —1.0) (x,y) € {(%,%),(%,%)} .

YnarcrBo. Ociio6ofu ce off 3HaKOT 3a alcojayTHa
BpPEHOCT BO BTOpaTa paBEHKA U 3aMEHU 3a X BO
IIpBaTa paBeHKa.

YnarcrBo. M3pasu ja | y| of BTopaTra paBeHKa,
IIOTOA 3aMEHU BO IIpBaTa paBeHKa U HCTaTa pas-



24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

IJIefjaj ja Ha COOJBETHUTE MHTEPBAIN Kora a < 0
ukora a=>0.

Onrosop. a) x e (2,3),
B) xe(-17).

Onarosop. a) x € [8,+x0),
B) x €[0,1) U(3,+0).

6) x e (—0,—3]U[2,+0),
6) X € (—00,1) Y (3=+OO) 5

6) xe[-22],

OnroBop. a) x € (-4 ,+x), :

B) xe(2,12).

Onrosop. a) x € [1,3], 8) xe[-1+m),

B) X € (—oo,%) U (5,+®).

YnarcrBo. Mickopucru ja 3a6esemka 3.
YnarcrBo. Ilpu x,y #0 HCKOpUCTU ja cMeHaTa

1y

1 _
P ,y—z.

YnarcrBo. a) [Ipu y # —1 uckopucru ja cMeHaTa
2x+3y=t,ﬁ=z. Ipu y#-1, 2x+3y#0 mc-

1 1

KOpHUCTH Ja CME€HaTa m =1, ﬁ =

Z.

YnarcrBo. [Ipu x #3, y# -1 UCKOpHUCTH ja cMe-

1o, 1 _
Hara x+3 L v+l

Pemenne. Heka BHykOT mMma x ropgunm. Toram,
TATKOTO UMA 7x TONUHU, a AEJOTO UMa 12x roau-
Hu. Of ycinoBOT Ha 3ajjadyaTa ja foOuBaMe paBeH-
Kata x+7x+12x=100 ume peeeHme € x=35.
3Hauy, BHYKOT MMa 5 TOIMHH, TATKOTO 35 ropuHu
H 1egoTo 60 TOIMHI.

Onrosop. a) AKO KaMHOHUTE ce HaofaaT Ha
pacrojanue 24km Tpen HUBHATa cpefda, TOrail
HUBHUTE Op3uHU ce 56km/h U 66km/h. 6) AKo
KaMUOHHUTE ce HaoraaT Ha pacrojaHue 24km 1O
HUBHaTa cpepda, ToOraml HUBHUTE Op3WHH ce
64km/h u T4km/h .

OaroBop. AKoO cO x TO O3HaYUME PacTOjaHHETO
Ofl CeJOTO [0 NPHUCTAHMIITETO, TOraml Off yc-

JIOBUTE Ha 3ajavaTa ja HO6I/IB8.M€ paBCHKaTa

X 2

1l x4
it Rl

uKe perieHue € x =18.

OnroBop. AKO CO x IO O3HaUMME BPEMETO BO
koe PaMno moMmuHyBan mokpaj 6apaHOTO MECTO,
TOram Off YCJIOBUTE Ha 3ajjayaTa ja jgoOuBaMe

paBeHKaTa %(x —9%) +%(x -11)=12 4me pe-
meHue € x =12,1. Cera JecHO ce mpecMeTyBa Jie-
Ka 6apaHOTO MECTO € OfJaJIeYeHO Off CEJIOTO Ha
Pammo %(12,1 —9%) =8,4km u Pammo nokpaj oBa

MeCTO MOMHHAN BO 12 4acoT u 6 MUHYTH.

36.

37.
38.

39.

40.

41.

Onrosop. [TopswxkunTe ckanu nMaatr 30 BUAIMBU
cKaJjma.

OxaroBop. ABrnoHOT npenetan 2406,25km .

Onrosop. JomwkuHaTa Ha BO30T € 210m, a HEro-
BatTa Op3uHa e 54km/h .

Onrosop. ITemamnure ce cpetHane no 30 MUHYTH,
T.€. B0 9 yacor u 40 MUHyTH.

Onrosop. [JomkuHa Ha BO30T € 160m , a HeroBaTa
Op3uHa e 20m/s .

OnroBop. Ako co x ja 30HauuMe Op3HUHATa Ha
pekaTa uco y ja o3HauuMe Op3UHATa Ha YaMeloT

BO MHpHa BOfAa, TOTrall O yCJIOBUTE Ha 3aJavara
ro HO6I/IB8.M€ CUCTEMOT paBCHKHN

18 + 18 =5
x+y  y—x
4 __2
x+y  y-x

yge pemieHne € x=2,7 u y=_8,1. 3Haun, 6p3u-
HaTa Ha pekaTa e 2,7km/h .
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NHAEKC HA ITOUMHA

A

aTicoNTyTHa BPETHOCT
akcroMa (OCHOBHO TBPJCH:C)
akcroMarcka jie(puHuIYja
aHANTHYECH METOJ

b

6ECKOHEYHO MHOXKECTBO
Ouexuyja
OMHapHa penanyja
- QHTHCHMETpUYHA
- eKBUBAJIMHIIN]ja
- TIOfIpeayBame
- pecpiiekcrBHA
- CHMeTpuYHa
- TPaH3UTHBHA
- YyHEBep3aJHa

B

Benos gujarpam

BUJIOB TIOUM

BUCTHHCKH JICIUTE
BHaTpelIHa OMHapHA olepanyja

r

reHeTnyKa jeuHuIYja
rpaduK Ha IPECINKyBambe

rpymna
- KOMyTaTHBHA

TPYIOHT
- aconyjaTuBeH (OIyrpyma)
- KOMyTaTUBEH
- CO KpaTeme
A

JlekapToB MpON3BOJ] HA MHOKECTBA
JeTeHNK
JeuTes
JeceTHYHa IPOIKa, KOHEYHa
- TIeprOJITIHA
- HeTIpHOANYHA
neuHUpaH ouM
nepUHIPAYKN TOUM
IMCjYHKTHN MHOXKECTBA
[WCjYHKIIFja
TOMEH

E

EBKINIOB ajaropuram
emuHANA (HEyTpaJeH eJIeMeH )

180

142
99
95
111

79

76

116
118
119
122
117
117
118
117

64
91

124

94

72

132
132
125
125
126
133

69
13
8,13
137
137
137
92
92
66
105
71

25
128

- JeBa
- lecHa

e/THaKBY MIPECINKyBamba

€KBHUBAJICHTHI MHOXKECTBA

eKBUBaJICHIIA]ja

EpaTocreHOBO cHTO

3

3a€IHUYKY ICTIUTETT
3ae[HUYKH COApXKATEN
3a€MHO KOMIUIEMEHTapHU JEIUTEIN
3a€MHO IIPOCTH OPOEBH

n

WJCHTUYIHO NPECINKYBambe
M3BE/IeHN TONMH
MMIUTAKALHja

MHIMPEKTEH METOJ
VHBEP3€H eJIEeMEHT
VWHBEp3NOWIICH eJIeMEHT
VMHBEP3HO NPECINKYBamke
WHjeKIHja

MpanyoHaIHA OpOeBn

K

KaHOHWYEH 3aITNC
Kenunera mema

KJjlaca Ha eKBUBAJICHIIMja

KJIacH Ha KOHI'PYEHIIUU
KOJOMEH

KOJIMYHUK

KOMILJIEMEHT Ha MHOKECTBO
KOMIIJIETEH CUCTEM Ha OCTATOIN
KOMIIO3HIIMja Ha IPECTUKYBamba
KOHT'PYEHTEH 10 MOAYJI
KOHEYHO MHOXKECTBO
KOHjYHKIIF]ja

i) |

nmmHeapHa [InogaHToBa paBeHKa
JIMHeapHa KOHI'PYeHTHA paBeHKa
JIMHeapHa (PyHKIHYja

- HepaBeHKa
JIOTMYKa BpcKa
JIOTMYKY CBP3HHUK

M

METOJ] Ha 3aMC€Ha
MHO2KECTBO

- HIapTUTUBHO
MOJlyJlapHa apuTMETHKa
MOJyC ITOHEHC

- TOJICHC

128
128
72
78
105
35

21
29

23

71
94
105
112
130
130
77
74
138

38
124
121
55
71
13
68
55
73
48
79
105

41
56
146
157
92
96

161
62
125
55
105
106



H

HajroJIeM 3ae[JHIYKHY JIeTATE
HajMaJ 3ae[THIIKH COf[p>KaTel
Heramyja

HenmHeapHa [ImodaHTOBa paBeHKa
HemnapeH 6poj

(0]

00eM Ha TOUM
Ojnepos MeTop,
OCHOBEH TOUM
OCTaTOK

1

napeH 6poj
IleanoBu akcuoMu
MOIMHOXECTBO
noJje

- TIOfipefieHO

- ApXUMe0BO
TIOJTH KBajipaT
Npa3HO MHOKECTBO
npeceK Ha MHOXKECTBa
npeciuKkyBame (PyHKIHja)
IpCTeH

- KOMyTaTHBEH

- CO eIMHAIA
onM
MPaBMIIO 32 KOHTPAIO3HIHja
OpeauKaT (JTOTMYKHI MPUPOK)
NpU3HAK 3a IeJTMBOCT

-co?2

-co3

-co4

-co5

-co7

-co8

-co9

-co1l
NPVHIWI HA BKIIy9yBame

- Mupuxme

- J[HaKBOCT

- 36mp

- MICKITyqyBame

- IPOM3BON
NpUpOfHA OpoeBr
mpoct 6poj

P

pas3inKa Ha MHOKECTBa
peaninu 6poeBu

21
30
105
45
14

90
43
94
13

14
95
63
136
138
138
39
63
66
71
134
134
134
90
108
96

17
19
18
18
53
18
19, 52
21,53

84, 86
79
81
83
82

33

68
138

peKyp3uBHA AeUHALT]a
pellieHre Ha JJrHeapHa HepaBeHKa
POMIOB IOUM

C

CHHTETHYIKN METOJ

CHCTEM JINHeapHN paBEHKN

CIIOKEH Opoj

copp>KaTeln

COJIP>KMHA Ha TIOUM

cypjexuuja

cy0jeKT (JIOTHIKHU TTOMET)
T

TBpJIEHh€, OIIITO MOTBPHO
- IEITYMHO TIOTBP/THO
- OIIIITO OJfPeYHO
- ISIIyMHO OJIPEYHO
TeopeMa (U3BEJIEHO TBPIICH:C)
- oOpaTHa
- CBOjCTBO
- IpU3HAK

y
yHHja Ha MHOXECTBA
X
XUNOTETUUYKY CUIIOTU3aM

I

e OpoeBn

95
157
91

110
154
33

90
75
96

97
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104
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