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Podobruvawe na edno algebarsko neravenstvo 

 
 D-r [efket Arslanagi}, Saraevo 
 
 
 Na doka`uvaweto na neravenstva treba da se obrati golemo 
vnimanie vo nastavata po matematika za nadareni u~enici. Koga 
u~enicite }e steknat solidno znaewe od ovaa oblast, toga{ kako 
normalno se postavuva pra{aweto za nadgradba, odnosno pra{aweto za 
podobruvawe (rafinirawe) na odredeni neravenstva (dokolku e toa 
mo`no). Za vakvite temi e pi{uvano vo knigite [1] i [2] navedeni vo 
literaturata na krajot na statijata. 
  

 Vo ovaa rabota }e dademe podobruvawe na dve interesni algebraski 
neravenstva. Prito, }e gi koristime poznatite neravenstva, neraven-
stvo me|u brojnite sredini i neravenstvoto na Ko{i-Buwakovski-
[varc (Cauchy-Scwarz_Buniakowsky). Vo prodol`enie sleduvaat tie 
neravenstva.  
 
 Neravenstvo 1. Neka , ,a b c  se pozitivni realni broevi. Doka`i deka 
va`i neravenstvoto  
 

  
2 2 2a b c

a b c
b c a
     .       (1) 

 

 Dokaz. Vo [2] se nao|a ~lanak koj se odnesuva na neravenstvoto  
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  
   
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pri 0ix  , ia R , 1,2,3,...,i n .  
 

 Daden e dokaz na ova neravenstvo i odreden broj na primeri na 
neravenstva koi se doka`uvaat so pomo{ na neravenstvoto (2) za 3n   
t.e. so neravenstvoto  
 

  
2 2 2 2( )a b c a b c

x y z x y z

 
  

 
,       (3) 

 

pri , , 0x y z   i , ,a b cR.  
 

 Sega, od neravenstvoto (3) dobivame  
 

  
2 2 2 2( )a b c a b c

a b c
b c a a b c

 
     

 
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a ova e neravenstvoto (1) koe treba da go doka`eme. Vo (3) va`i 

ravenstvo ako i samo ako 
a b c

x y z
  . Spored toa, vo na{iot slu~aj va`i 

ravenstvo, ako i samo ako  

  
a b c

b c a
  ,  

a od ovde lesno se dobiva deka a b c  .  
 ]e poka`eme deka e to~no neravenstvoto  
 

  
2 2 2 24( )a b c a b

a b c
b c a a b c


     

 
.      (4) 

 

 Dokaz. Neravenstvoto (4) o~igledno e ekvivalentno so neraven-
stvoto  

  
2 2 2 24( )

2 2 2
a b c a b

b a c b a c
b c a a b c

      
                         

 

ili 

  
2 2 2 2( ) ( ) ( ) 4( )a b b c c a a b

b c a a b c

   
  

 
    (5.1.) 

 Sega, spored neravenstvoto na Ko{i-Buwakovski-[varc (za 2n  ) 
 

  
2 2

2 2( ) ( )
( ) (| | | |) ( )

b c c a
c a b c c a a b

c a

  
        

    
 

pa spored toa  
 

  
2 2 2( ) ( ) ( )b c c a a b

c a c a

  
 


.  

 

Za da go doka`eme neravenstvoto (5), dovolno e da doka`eme deka e 
to~no neravenstvoto  
 

  
2 2 2( ) ( ) 4( )a b a b a b

b c a a b c

  
 

  
,  

odnosno  
 

  
1 1 4

b c a a b c
 

  
.        (5.2.) 

 

 Sega ne e te{ko da se doka`e, zemaj}i vo predvid deka , , 0a b c  , deka 
neravenstvoto (5.2.) e ekvivalentno so neravenstvoto  
 

  2( ) 0b c a   .  
 

 So toa e doka`ana to~nosta na neravenstvoto (4). Vo nereavenstvoto 
(4) va`i ravenstvo ako i samo ako a b c  .  
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 Na kraj da zabele`ime deka neravenstvoto (4) e posilno od 
neravenstvoto (1), bidej}i 
 

  
24( )a b

a b c a b c
a b c


     

 
.  

 
 Neravenstvo 2. Neka se , ,a b c  realni pozitivni realni broevi. 
Doka`i deka to~no neravenstvoto  
 

  3
a b c

b c a
   .        (6) 

 
 Dokaz. Spored neravenstvoto pome|u aritmeti~ka i geometriska 
sredina za tri pozitivni realni broevi imame: 
 
 

  3
1

1
3

a b c a b c

b c a b c a
       
 

,  

t.e.  

  3
a b c

b c a
   .  

 

 ]e poka`eme deka va`i neravenstvoto  
 

  
2( )

3
a b c a c

b c a ab bc ca


   

 
      (7) 

 

kade , , 0a b c  .  
 
 Dokaz. Neravenstvoto (7) o~igledno e ekvivalentno so neraven-
stvoto  

  2( ) 3( ) ( )
a b c

ab bc ca ab bc ca a c
b c a

          
 

 

odnosno  

  
2 2 2

2 2 2 2( ) ( )
ab bc ca

a b c ab bc ca ab bc ca a c
c a b

 
              

 
.  

Po sreduvaweto dobivame  

  
2 2 2

2 2 2 21 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

a b c b c a c a b
a b b c c a a c

c a b

               

ili  

  
2 2 2( ) ( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )a b b c b c c a a c a b

b c a

     
  .  (8) 

 

 So primena na neravenstvoto na Ko{i-Buwakovski-[varc, imame  
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 22 2 2

2

( ) ( )( ) ( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )( 2 )

2 2 2
2 2

a b b ca b b c b c c a a c b c c a
b cb c ab bc c

b c c a

        
  

 
 

.  

 

Za da go doka`eme (8) dovolno e da doka`eme deka e to~no 
neravenstvoto 
 

  
2

( 2 )( 2 ) 2

2 2 2

b c c a a b

aab bc c

  


   
 

koe e ekvivalentno so neravenstvoto  
 

  2 2 2 24( 3 ) 4 11 0ab bc ca abc b c abc      .  
 

 Poslednoto neravenstvo e o~igledeno to~no zaradi neravenstvoto 
me|u aritmeti~ka i geometriska sredina za tri pozitivni broevi, koja 
vo ovoj slu~aj e  
 
 

  
2 2 2

3 2 2 2

3

ab bc ca
ab bc ca abc

 
    ,  

odnosno  
 

  2 2 2 3ab bc ca abc   . 
 

 So ova e doka`ano neravenstvoto (8) a so toa i neravenstvoto (7). Vo 
(7) e ispolneto ravenstvo ako i samo ako a b c  .  
 O~igledno e deka neravenstvoto (7) e posilno (pojako)  neravesntvo 
od neravenstvoto (6), bidej}i  
 

  
2( )

3 3
a c

ab bc ca


 

 
. 

 
 
 
 LITERTURA 
 
 [1]Arslanagić Šefket, Matematička zbirka zadači so osnovi na teorija od 
elementarna matematika, Grafičar promet d.o.o., Sarajevo, 2006 
 

 [2]Arslanagić Šefket,Matematička čitanka, Grafičar promet d.o.o., Sarajevo, 
2008.  


