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BEJIEIIIKA 3A PACITPEJAEJIBATA
HA ITPOCTUTE BPOEBU

Kako mrto 3HaeMe MHOXECTBOTO MPOCTH OPOEBH € ECKOHEYHO W, Ha MPUMEp, CO
MoMOIIl Ha EBKIMIOBHOT ajropuramM MOKe Jia ce MPOBEPHU JalH eICH MPUPOACH Opoj e
MPOCT WK clioXkeH. [loHaTtaMy, IPUPOAHO Ce HAMETHYBAAT MPAIIAKETO KAKO MPOCTHTE
OpoeBH ce pacIopeNecHd BO MHOXXECTBOTO HpHpomHH OpoeBu? Bo morparata mo
OJIrOBOp Ha pacmpenendaTa Ha NPOCTUTE OpOEBH, €IHA OJl HajuecTO KOPUCTEHUTE
byuknun e pynkumjata 7(X), koja ce 1eHHUpa KaKo LITO CIeIyBa:

3a cekoj peanen 6poj X co 7z(X) ro o3HauyBame OPOjOT HA CUTE MPOCTH OPOEBH KOU

ce TIOMaJld WM €IHaKBH Ha X . JacHo, pyHknmjaTa 7(X) e Heomarauka ¢yHkiuja. Ha

npumep, 7(17) =7, 7(\34) = 7(/33) = 7(5,5) = 3.
dynukiumjara 7(X) ja aaBa pacnpenenbara Ha IPOCTUTE OPOEBH, 3a KOja MOKE 1a ce

KaKe JieKa ¢ MPIINYHO HepaMHOMepHa. MefyToa, [0eKa Ha Majll HHTEPBAIH pacipe-
nembara Ha MPOCTHTE OPOEBHM HM3rIieqa KPajHO HEperyiapHa, 3a TOJEMH HHTEPBAIH
CIIy4ajoT HE € TAKOB H II0CTOjaT eIHOCTABHU (HOPMYJIH KOH JaBaaT MPUOIIMKHHE BpEI-
HocTH Ha 7(X), Kora X e MHory roiem 0poj. Cemak, 3a pacmpenendara Ha IPOCTHTE
OpoeBu He ce 3Hae MHOTY M T€OpHjaTa ce 3aCHHBA Ha Xumores3u. McTo Taka, JoKakaHH
ce MaJIKy TEOPEMH, AN O] KOM Ke MPE3CHTHpaMe BO HaTaMOLIHHUTE H3arama. IIpuroa,
Ia CIIOMEHEMe JeKa JOKa3uTe Ha OBHE TBPICHa Ce KPajHO KOMIUIMIMpPAHH, [a 3aT0a
HeMa Jia ' Ipe3eHTupame. Bo cieHHOT npuMep ke JoKaXkeMe eIHO TBPACHE BO BPCKa
co pyHknujata 7(X).

Ipumep 1. Heka p, e N—tuot mpocrt 6poj (P =2,pp =3,...) u Heka 7x(n) e

OpojoT Ha TIPOCTHTE OPOEBH KOH Ce TIOMAMJIM WJIH €HAKBH Ha N . AKO
A={n+p,|neN u B={n+z(n)+1|nely,

torat ANB=C nu AUB=N{1}. Jokaxu!

Pemenue. O nepunnnmjara Ha GyHKIMjaTa 77 CIEAyBa:

i) 7(py) =k, 3acexoj k e N,

i) 7z(n) £z(n+1), 3a cexoj ne N,

iii) 7z(n) < z(n+1), ako N+1 e mpocrt 6po;j.

Hexka npermocraBume Jeka 3a HEKOW M H N BaXKH

iv) m+ py, =n+z(n)+1.




MosxxHu ce nBa cIydan: Py, <N U Py, >N.AKo Py, <N, TOram ako ce 3eMe Npea-

BUJ neka M= 7(pPy,) < z(n) nobusame
M+ py <n+z(n) <n+z(n)+1,

WITO MpoTMBpedn Ha iV). Ako Py, >N, Ttoramr ox mM=7x(py,)>z(n) ciaexysa
m2z(n)+1 u m+ py, >n+z(n)+1 wro npotuspeun Ha i). Cnopen Toa ANB=O .

Ke nokakeme neka AUB=N{I}. JacHo, 1¢ A u 2B e HajMannoTeneMeHT Ha
B . Heka N>2 e npousBosieH NpUpoJeH 6poj Koj He mpurara Ha MHOMkecTBoTo A . Ke
mokaxeMe nexa Ne B . bunejkn 3a mexkoj Me N Baxu M+ P, <N <M+1+ Py, T.€.
Pm SN—M—1< py4q . JoOuBame gexa 7(N—m—1) =m, na 3Haun

n=z(n-m-D)+(n-m-1)+1<B.m

1. TEOPEMA HA YEBMIIIEB

HOKaSOT Ha cji€aHaTta TCopEeMa M3JICryBa O] paMKUTEC HAa HAIIUTC pasrjicayBamba, Ia
34T0a UCTHOT HEMA Ja Iro Npe3cHTUupame.

Teopema 1 (Yedumen). Ako N>5, toram mery OpoeBure N u 2N mocTojar
HajMaJIKy J[Ba MPOCTH Opoja. O

Hpumep 2. Axo k >3, Toram p,,, <2py , Kage Py ¢ k —Trot mpoct 6poj. Joxa-
xKu!
Pemenne. bunejku k >3 nmame p, > p3 =5. Cera ox Teopema 1 ciemyBa Jeka
mocrojar 6apeM jBa mpoctu Opoja ( 4 I TakBH, 1a
P <q<r<2p.
Ho, Py <0 u Pyp <r,masaroa P, <2p,.m

Mpumep 3. Heka n>10 e npuponen Opoj. [okaxu, Jeka BO KAHOHHIHOTO
pasioxyBame Ha N! yduecTByBaar OapeM jaBa mpoctu Opoja co crerneH 1.

Pemienne. Bo xaHOHWYHOTO pasnoxyBame Ha 11! mpocrure OpoeBu 7 u 11
ydecTByBaat co crerneH 1. 3aToa ke npernocraBumMe aeka N >11. Cera, ako n=2k+r,
r=0 wmu 1, roram Kk >5 u cormacHo teopemarta Ha YeOuiues mocrojaT OapeM iBa
npoctd Opoja P m O TakBu mmo K< p<q<2k. Umame K+1l<p<q<n u
N<2p<2Q, na3aroa BO KAHOHMYHOTO Pas3ioxkKyBame Ha OpojoT N! cexoj o1 GpoeBuTe

Ppudgecocrenca l. m

IIpumep 4. Jlokaxw, Ieka 3a ceKoj npupojeH 6poj N >4 wmery O6poeBute N u 2n
rMa HajMaJKy eJieH Opoj KOj € MPOM3BOJI Ha JIBa Pa3IMIHM IPOCTH Opoja.




Pemenne. Heka n=2k, xage k >2. CornacHo Teopemara Ha YeOWIEB MOCTOH
npocT 6poj P, 3a koj Baxku K< p<2k.Ho, p>k>2, ma3atoa p e HemapeH mpoct
6poj. Toram

n=2k<2p<4k=2n,
ma 3aroa OpojoT 2P TO 3aJ0BONYBa YCIOBOT Ha 3ajavata. Heka n=2k+1 k>2.
IToBTOpHO 01 TeopemaTa Ha UeOuIleB crieqyBa Jeka MOCTOH IPOCT Opoj P, 3a KOj Baxu
k<p<2k.Ho, p>k>2,na3aroa p e HemapeH npoct 6poj. Toraru
N=2k+1<2k+2<2p<4k<4dk+2=2n,

ma 3atoa 6pojoT 2P ro 3aJ0BOJyBa YCIOBOT Ha 3a/1a4aTa. M

Ipumep 5. Axo N>1 u p, e N—THOT mpocT 6poj, Toram P, < 2" . Jloxaxu!

Pemenne. TBpAEHETO ke ro foKaxeMe co HHAyKuujamo N.Ox p, =3< 22 creny-
Ba JIeKa TBPJEHETO BaXkn 38 N=2.
Hexka nperrnocraBuMe Jeka TBpIACHETo Bk 3a N =K, T.e. qexka Py < 2¢,

3a n=k+1 nmame Py < Pryg- AKO Pyyq < 2X | toram e jacHo meka Pyq < oK+

Hexa 2¢ < Px.1 ¥ Aa T pasriegame 6poeBure M= 2% u 2m=2" ox TeopeMmara Ha

YeOumes cremyBa eka Mery OpoeBute M = 2 1 2m =2 yva HajMaJIKy [1Ba IIPOCTH

Opoja q u r.Ho, py <22 < Px41, M@ 3aToa Peq U Peio ceMely M u 2m, T.e.
Py <2m =25+

: n
KoHeuHO, O/l MPHHIMIOT HAa MaTeMaTH4YKa WHAyKLHja ClelyBa neka P, <2, 3a

cekoj N>1. m

Mpumep 6. Jfokaxu, neka 3a cekoj npupozeH opoj N >15 mefy OpoeBure N u 2n
NOCTOM HajMalKy €AeH IPHPOJACH Opoj, KOj € MPOHM3BOJ Ha TPH PasiIHMYHH MPOCTH
OpoeBu.

Pewenne. 3a n=16,17,18,...,29 umame n<30=2-3-5<2n.Heka n>30. Toram

Nn=6k+r, kage K>5 u 0<r <5. Ox teopemara Ha Yebulies cieayBa JeKka MOCTOH
npoct 6poj P >5 Takos ma k < p <2k . Copen toa, k+1< p < 2k , ma 3atoa

n=6k+r<6(k+1)<2-3p<12k <2n

1 OpojoT 2-3P ro 3a70BOJTyBa YCIOBOT Ha 3a1a4aTa. W

Ipumep 7. Jlokaxu, eKa 3a CEKOM NPUPOAHH OpoeBH N u S, N> Py Ps...Pg , Mery

OpoeBuTe N W 2N MOCTOM HAjMANKy €ICH MPUPOJCH Opoj KOj € MpPOU3BOA HA S

pasnu4aHU npoctH MHOXHTEH ( P € K —THOT mpoct 6poj).




Pemenne. Heka N=Kp;P,...ps_1 +F, Kafe ' € OCTaTOKOT OJ] JENIEHETO Ha N COo

PLP2...Ps—1 - On N> pyPy...pg , CAEAYBA

k>ps u 0<r<pps..Psy-
Cera, o Teopemara Ha YeOuiieB cieayBa Jeka IOCTOM HPOCT Opoj P Takos, Ja
k < p< 2k . Tounu ce HepaBeHCTBATA

p>ps, k+1<p<2k

N=KpP..Psg +7
< PyP2-Ps_1(k+1)
< PLp2--Ps1 P
<2pPPs...Psgk <n

I1a 3aT0a OpojoT Py Ps...Ps_1 P IO 3aJ0BOIYBa YCIOBOT Ha 3a[adara.

2. IIOCTYJIAT HA BEPTPAH

Mocneanua 1 (nmocryaar Ha Beprpan). Ako N >3, toram mery OpoeBute N u
2N —2 MOCTOM HAjMAJKy €JIeH MPOCT OpOj.

Joxa3. HaBuctuna, ako N =4, toram 5 e Mery 4 u 6, a ako N =5, Torami 7 ¢ mery 5
u 8.

Axo N>5, toram ox Teopema 1 cremyBa Jeka Mefy N M 2N MMa HajMajKy IBa
npoctd 6poja. AKO TOroNeMHOT O OBHE MPOCTH OpoeBu ¢ 2N—1, Toram Oumejku
2n—2=2(n—1) e cnoxen 6poj, BTOPUOT MPOCT Opoj Ke Oujie moMai Uik €IHAKOB Ha

2n—3, wro 3HayYM Jieka Mery N U 2N—2 MOCTOU HAjMAJIKy eJieH IpocT Opoj. m

Ipumep 7. Ako N>1, Toram Bo KAHOHUYHOTO Pa3NOXKyBame Ha N! MMa HajManKy

e/IeH MpoCT Opoj CO CTEICH e/ICH.
Pemenne. 3a N <7 TBpACHETO HA 331a4aTa € OYUIIICIHO.

Axo n=2k, k>4, toram coriacHo MOCTyJ1aTOT Ha bepTpan mocTou Oapem eicH
npocT 6poj P TakoB mTo K < p<2k—2<n. Ho, toram 2p >2K =n, mro 3Ha4u nexa

p<n<2p, ox mwTo ClieayBa JeKa MPOCTHOT Op0j P BO KAHOHUYHOTO Pa3JIOKyBaHE

Ha N! e co creneH ejeH.
Axo N=2k+1 k>4, Toram moBTOPHO OJ MOCTYJIAaTOT Ha beprpaH cieaysa Jeka

nocrou mpoct O6poj P TakoB mTo K< p<2k—2<n. U Bo 0Boj ciyuaj 2k <2p, na
sHaun 1 2K+1<2p, T.e. P<N<2p, ox IWTO CleayBa Jeka MPOCTHOT Opoj P BO

KaHOHUYHOTO pasjioKyBamkbEe Ha n! e co crenen CICH. W




3. TEOPEMA HA JUPUXJIE

Bo Bpcka co pacmpenendata Ha IpoCcTUTE OpOEBH, K& IajeMe YIITe eIHa Teopema,
YHj TOKa3 U3JIETyBa HAJIBOP O PAaMKHTE Ha HAIIUTE Pa3IieayBama.

Teopema 2 (Tupuxie). Cexoja apurmeruuka nporpecuja ak +b,k =0,12,... , kaxe

a, b ceszaemno MpOCTHU NPUPOIHU 6pOCBI/I, COApKH 0OECKOHEYHO MHOT'Y IPOCTH 6pOCBI/I. O

IMocaenqnna 2. Cekoja apur™eTnuka mporpecuja ak +b, k=0,1,2,..., xane a,b ce
3aeMHO TPOCTH MPUPOIHU OPOEBH, 3a CEKOj MPHUPOACH OpOj S COAPKUA OECKOHEYHO
MHOT'Y YJICHOBH KOHU C€ TIPOU3BOJ] HA S Pa3M4HU MPOCTH OPOEBH.

Hoxa3. 3a S=1 TBpIemeTO ciaeayBa o1 TeopemaTa Ha Jlupuxiie.

Heka mnpermocraBuMe JeKa TBPIACHETO BaXKH 3a HPUPUAHHOT Opoj S=>1. On

NZD(a,b) =1 cnenysa nexa mocrou 6poj Ky TakoB mro

akg +b=qq5...0¢
Kame ¢ <(gy<...<(g ce mpoctu 6poesu. CormacHo TeopeMara Ha JIMpHUXIIC TTOCTOjaT
OeCKOHEYHO MHOTY MpUpoIHU 6poeu K , Taku mro ak +1=( e mpoct 6poj moroiaem
ox (s.3a

t=qq5...0sk + kg
nmMame

at+b=0,0,...9;ak +akg +b

=d-.-0s (ak +1)

=092---9s9,
T.¢ TBPJCHETO Baku 3aS+1.

KoHeuHO, 01 MPUHIMIOT HA MareMaTHYKa HHAYKIHja CIeAyBa [eKa TBPICHETO
BaXkH 32 cekoj S€N. m

Hpumep 8. lokaxw, neka 3a cekoj MpUPOACH Opoj M mocrou mpocT Opoj uuj 30up
Ha 1dpure € moroseM og 9Im.

Pemrenne. Heka M e npuposen 6poj. Bunejku NZD(10™,10™ —1) =1, cnopex Teo-
pemara Ha J[UpHXJe, TOCTOM TakoB mpupoxeH Opoj k, mro p=10"k+10™-1 e

mpoct 0poj. bunejku mocneaauTe M nudpu HA P ce eqHAKBH Ha 9, moOuWBame Ieka

30HpOT Ha nUdpuTe Ha P € norojem o 9IM . m

Hpumep 9. 3a mpoctutre OpoeBu P u (, P> Ke BeIUMe JIeKa ce MPOCTH OpOCBH
Onm3Ham ako P =(+2. Jlokaxw, IeKa MocTojaT 6ECKOHEYHO MHOTY TIPOCTH OpOeBH

KOM He NpuIaraaT Ha MapOBUTH NPOCTH OPOEBU OJIM3HALIM.




Pemenne. CornacHo Teopemara Ha Jlupuxjie BO apUTMETHYKaTra MOPOrpecHja
15k +7, k=1,2,... ce coapkar 6ECKOHEUHO MHOTY TIPpOCTH Gpoeu. HUTy enen o oBue
OpoeBH He TpuIara Ha HUTY €lleH map MpocTu OpoeBu Om3HaNH, Ouaejku

25k +7)+2=3(5k +3) u (15k +7) -2 =5(3k +1)

ce CIIOKEHH OpOeBU. W

Hpumep 10. dokaxu, nexa 3a CEKOj IPUPOAEH Opoj M mocTou mpoct Opoj, BO 9Hj
JICKaJIeH 3aMuc uMa HajManky M HyJH.

om+1

Pemenne. Heka M e manen npupojen 6poj. bunejku NZD(1 ) =1 on Teope-

Mara Ha J[upuxie cnemyBa, qeka moctou npupojeH 6poj k takos mro p =10™1k +1

0m+1

e npoct 6poj. IMocnenuure M+1 mudpa Ha Opojor 1 ce HyNHW, Ma 3aTroa BO

JEKaTHUOT 3amuc Ha OpojoT OpojoT P MMa HajMalKy M HyIHA. m

Mpumep 11. Jlokaxu aeka 3a cexoj npupoaeH 6poj N moctou moauaoM f(X) co
nenoopojau koeduuent Takop mro f (1) < f(2)<...< f(n) npu mTo cure oBue

BPEIHOCTH C€ IPOCTH OpPOCBU.
Pemenne. Heka N e mamen npupojes 6poj. 3a K <N HMHAYKTHBHO Ke ONperennme

HpHUpOIHH OpoeBH ty, Ha CIeJAHMOB HAUMH.
Hexa ty =1. Jla npernocraBuMe feka 3a gageH K <n e ompeneneH OpojoT ty_j.

Crnopen Teopemara Ha Jlupuxiie mocTou NpupojeH 6poj 1y Takos mTo 6pojoT

O =(k-Dn—k)'t, +1
e poct u kora K >1 Toj e morosnem oz 6pojor

(k=2)I(n—k+Dt, 4 +1.
Taxa, 6poeBure 0,0y,...,0, C€ HPOCTH U NPUTOA BaXH ¢ <0y <...<(y, . Heka

n .
f(x) =1+ JZ::l(_l)n j(x 1)()(:)]‘“()( n) .

Jacuo, f(X) e mommHOM CO cTemeH moman WM eAHakoB Ha N—1 co memo6pojHu

koepummentu u f (k) =1+(k-DI(n-k)It, =q,. m

4. JOMMOJIHUTEJIHU 3AJAYHN

Mpumep 12. [loxkaxu aeka, 3a cexoj mpupojaeH Opoj N moctou mpocT 6poj P TakoB
wTo cekoj ox Opoepute P—1 u P+1 uma noBeke ox N paziIUYHH IPUPOJHH ICTUTEIH.

Pemenue. Hexka N e ganen mpupojaeH 6poj. CormacHo TeopeMara Ha J{upuxie BO

n-1
apuUTMETHYKaTa Iporpecuja 6"k +2-32 -1, xane k € N nocrojat mpocTu OpoeBH.




-1
Orryka Gunejin 2" >n, 32 ne N no6usame zexa 3" |67k +2-32 = p+1 u Gpojor
p+1 uma moBeke on N pa3IMYHU NPUPOTHU JCIHTENH, HA MPUMEP 1,3,32, L
C . o(2") _ n nq2"t
ornacHo co teopemara ua Ojnep umame 3 =1 (mod2”),mae 2"|3° -1, mro
n-1
smaun 2" |6"k+2.32 —2=p-1 u Gpojor p-1 uma HajMarKy N pasaMuHE

MIPUPOJIHU ACTUTENH, Ha IpuMep Opoesute 1, 2, 22 2"

Hpumep 13. Jlokaxwu, 3a cekoj mpupoaeH Opoj N mocTojaT mpocT O6poj P U IpH-
pozeH 6poj M, TaKBH IITO
1) p=5(mod6),

2) p He e geauren Ha N,

3) n= m3(m0d p).
Pemenne. On Teopemara Ha [lupuxie cieyBa JeKa IOCTOjaT OECKOHEYHO MHOTY
npoctu OpoeBu ox BUIOT 6K +5. [la m3bepeme npoct O6poj p=6K+5 koj e moronem

ox N. JacHo, OpojoT P rH 3a70BOJIyBa yciaoBuTe 1) u 2). 3a m= nAk+3 0J1 Teopemara

Ha Pepma crenyBa

3 12k+9 n6k+4r]6k+4n

m®>=n = =nP P Ih=n(mod p). m

Hpumep 14. JTokaxmu, Aeka 3a CEKOj MPUPOACH OPOj N TOCTOH MPOCT Opoj P TaKoB,
mro cexkoj ox Opoeeure P-1,p+1 p+2 wuma HajManky N pasIUYHA HPOCTH

JeTTUTEIIH.
Pewmenne. Heka N e magen mpupozeH 6poj, a P; € i—Ttuotr mpoct 6poj. Ox ku-

Heckara TeopeMa 3a OCTaTOLM CIIe/lyBa eKa IOCTON IpUpoieH Opoj b , Takos mTo
b=1(mod p p,...Py).

=-1(mod Py;1Pn12--- Pan);

=—2(mod Pan;1P2n2 -+ Pan) -
bunejku NZD(b, pyps ... P3,) =1 ox Teopemara Ha Jlupuxie ciemyBa JeKa HOCTOH
npupoJieH 6poj K TakoB mTo

P=P1Po... P3pk+D
e mpoct Opoj. Bo oBoj coyuaj pj|(b-1),3a i=12..n u p;|(b+1), 3a i=n+]
n+2,..,2n, wro 3uaun Pj |(p-1), 3a i=L2,...,n u pj|(p+1), 3a i=n+ln+2,
...,2n. Amnamnorso pj |(b+2), 3a i=2n+12n+2,.,3n, ma 3aroa pP;|(p+2), 3a
i=2n+12n+2,...,3n.
Koneuno, cexoj ox 6poesure P—1 p+1 p+2 uma HajManaky N pasidyHH MPOCTH

JCIUTCIIN. |




