
 

 

Фолклор 
 
 

PRIZNACI ZA VPI[ANOST NA ^ETIRIAGOLNIK VO 
KRU@NICA 

 
Voved 

 

Sigurno }e se soglasite deka kru`nicata e ubava figura. Za sekogo se 
jasni nejzinata ednostavnost, glatkost i elegantnost (ima bezbroj simetrii). 
Za re{ava~ite na problemi taa e u{te poubava zaradi svojata korisnost. Dava 
mo`nosti za konstrukcii, da se potsetime na Talesovata teorema: Nad eden 
dijametar AB  mo`eme da nacrtame bezbroj mnogu pravoagolni triagolnici, 
ednostavno so povrzuvawe na A  i B  so to~ki od kru`nicata. Dava novi tolku-
vawa: "to~kata e kru`nica so radius 0" i "pravata e kru`nica so beskone~en 
radius". So toa otvara i novi vidici vo poinakvi geometrii od evklidskata 
geometrija. Dosega sigurno ste koristele nekoi od nejzinite mnogubrojni 
svojstva vo re{avaweto zada~i. 
 Ovde sakame da razgledame edno malo del~e od bogatstvoto na nejzinite 
primeni: za re{avawe zada~i so pomo{ na priznacite na vpi{anost na ~etiri-
agolnik vo kru`nica. 
 Dosega terminot "priznak" ste go spomnuvale mnogupati: priznaci za 
skladnost na triagolnici, za sli~nost, za delivost, itn. Zborot "priznak" ima 
zna~ewe na "dovolen uslov". Poimot tetiven ~etiriagolnik  vi e isto taka 
poznat: toa e ~etiriagolnik ~ii temiwa le`at na edna kru`nica. Negovite stra-
ni se tetivi vo kru`nicata. Za nego se veli u{te deka e vpi{an vo kru`nicata. 
 Neka e daden konveksen ~etiriagolnik ABCD  i neka CBDAC  . 
Sekoe od narednite {est tvrdewa e dovolen uslov (t.e. priznak) za vpi{anost 
na ~etiriagolnikot ABCD  vo kru`nica. 
 

1  180 BCDBAD      2  BDCBAC      3  ABS  DCS  
 

4  SDBSSCAS        5  BDACADBCCDAB   
 

6  Podno`jata na normalite spu{teni od D  na ABC  le`at na edna 
prava (Simpsonova prava). 

Zna~i, ako e ispolnet nekoj od uslovite ,61    toga{ ~etiriagolnikot 
e tetiven. Za site {est priznaci va`i i obratnoto: ako ~etiriagolnikot e 
tetiven, toga{ va`at .61    

 

Karakteristi~ni svojstva na tetivniot ~etiriagolnik 
 

Teorema 1.  ^etiriagolnikot ABCD  e tetiven 

ako i samo ako .180 BCDBAD  
 

Dokaz. Neka ABCD  e tetiven ~etiriagolnik i 
neka O e centarot na opi{anata kru`nica. Agolot BOD  
e centralen, a BAD  e periferen agol nad istiot lak pa, 

.
2
1 BODBAD   Isto taka, .)360(

2
1 BODBCD     

Zna~i .180)360(
2
1

2
1   BODBODBCDBAD  

(Da zabele`ime deka i drugiot par sprotivni agli se 
suplementni. Zo{to?) 
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 Obratno, neka vo ~etiriagolnikot ABCD  va`i .180 BCDBAD  
]e poka`eme deka ABCD  e tetiven ~etiriagolnik. Da pretpostavime deka 
ABCD  ne e tetiven ~etiriagolnik, t.e. neka to~kata D  ne le`i na kru`nicata 
k  (crt. 1).  Neka .1 kADD   ^etiriagolnikot 1ABCD  e tetiven, pa od pret-

hodno doka`anoto sleduva deka .18011
 BCDBAD  No, BADBAD  1  i  

,1BCDBCD   pa imame: ,1801
 BCDBAD  i .180 BCDBAD  Posled-

novo e protivre~no so pretpostavkata deka .180 BCDBAD  Sledstveno, 
to~kata D mora da le`i na k, t.e. ~etiriagolnikot ABCD e tetiven. Analogno se 
doa|a do protivre~nost ako se zeme to~kata D da e nadvore{na za kru`nicata.  
 

Teorema 2. ^etiriagolnikot ABCD e teti-
ven ako i samo ako .BDCBAC   

Dokaz. Neka ABCD e tetiven ~etiriagolnik. 
Toga{ to~kite A, B, C, D le`at na ista kru`nica i 
aglite BAC  i BDC  se periferni agli nad ist lak 
(crt.2), pa .BDCBAC    

Obratno, neka .BDCBAC   ]e poka`eme de-
ka tie agli se periferni agli nad ist lak BC, na kru`-
nicata opredelena so to~kite A, B i C. Da pretpostavime 
deka tie ne se periferni agli od edna kru`nica, t.e. to~-
kata D ne le`i na kru`nicata, tuku nadvor od nea (crt.3). 
Toga{ BD ja se~e kru`nicata vo to~ka 1D  i se formira 

triagolnik CDD1  pri {to CBD1  e nadvore{en za toj 

triagolnik. Toa zna~i deka ,11 CBDDCDBDC   

t.e. ,1CBDBDC   t.e. .1CBDBDCBAC   No 

BAC  i CBD1  se periferni agli nad ist lak {to zna-
~i bi morale da se ednakvi. Od dobienata protivre~nost 
sleduva deka BAC  i BDC  se periferni agli nad ist 
lak, t.e. to~kite  A, B, C, D, le`at na ista kru`nica. 

 Ovde priznakot se sostoi vo tvrdeweto: 
 

Ako ,BDCBAC   toga{ ABCD e tetiven ~etiragolnik. 
 

Teorema 3. ^etiriagolnikot ABCD e tetiven ako i samo ako 
.~ DCSABC   

Dokaz. Ako ABCD  e tetiven toga{, spored T.2, BDCBAC   i 
CSDASB   kako nakrsni agli (crt.2). Od priznakot "agol-agol" za sli~nost 

na triagolnici imame .~ DCSABS   
Obratno, neka .~ DCSABS   Toga{ ,BDCBAC   pa spored T.2 sle-

duva deka ABCD e tetiven. Zna~i: DCSABS  ~  e dovolen uslov za ~etiria-
golnikot ABCD  da e tetiven. 

 

Teorema 4.  ABCD e tetiven ~etiriagolnik ako i samo ako  

SDBSSCAS  . 

Dokaz. ABCD e tetiven ~etiriagolnik  DCSABS  ~   SCBSSDAS ::    

 SDBSSCAS  . (Od sli~nosta na triagolnicite va`at i u{te nekoi ravenstva. 
Najdi gi!) 
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Teorema 5. (na Ptolomej) ^etiriagolnikot ABCD e tetiven ako i 
samo ako   

.BDACADBCCDAB                 (1) 
                         

Dokaz. ]e doka`eme prvo deka ako ABCD e teti-
ven ~etiriagolnik toga{ va`i ravenstvoto (1). Povle-
kuvame prava BE, taka {to ACE  i pritoa da e ispol-
neto .DBCABE   Na crt. 4, so ednakvi brojki se oz-
na~eni ednakvite agli kako periferni agli nad ist lak. 

 DBCABE ~  CDAEBDAB :: .AEBDCDAB   

Potoa, analogno, BDABCE  ~  ADCEBDBC ::   

  CEBDADBC  . Zna~i, 
 

.)( BDACBDCEAEADBCCDAB   
 

Obratno, neka va`i (1). ]e poka`e-
me prvo deka za koj bilo konveksen ~etiria-
golnik va`i  

.BDACADBCCDAB   
 

Gi izbirame to~kite E, F  i G (crt. 5), 
taka {to ,1 AEAB ,1 AFAC .1 AGAD  
Toga{:  

1 AGADAFACAEAB          (2) 
 

Od prvoto ravenstvo, ,:: AEAFACAB   a agolot CAB  e zaedni~ki 
agol za ABC  i AFE . Spored toa, AFEABC  ~ . Zatoa, AFEABC   i 

EFAEBCAC ::  , t.e. .
AC

AEBCEF   Poradi 
AB

AE 1 , dobivame .
ACAB

BCEF


  

Od vtoroto ravenstvo vo (2) }e imame ,:: AGAFACAD   a agolot 
CAD  e zaedni~ki agol za ACD  i .AGF  Zna~i va`i i .~ AFGADC   I tuka 

mo`eme da zaklu~ime deka AFGADC   i ,:: GFAGCDAC   t.e. .
AC

CDAGGF   

No, ,1
AD

AG   pa .
ADAC

CDGF


   

Kone~no i od tretoto ravenstvo vo (2) dobivame ,:: AEAGADAB   a 
agolot DAB  e zaedni~ki za BAD  i ,GAE  pa .~ GAEBAD   Zna~i 

,:: EGAEBDAD   t.e. .
AD

AEBDEG   No, 
AB

AE 1 , pa .
ADAB

BDEG


   
 

Od svojstvata na triagolnik, za konkretniot GEF  va`i 

GFEF EG . Ako gi zamenime izrazite {to gi dobivme za EF , GF  i EG  }e 

dobieme ,
ADAB

BD
ADAC

CD
ACAB

BC


  t.e. .BDACADBCCDAB    
 

O~igledno, ravenstvo vo (2) va`i ako ,EGGFEF   a poslednovo e 

to~no ako zbirot na dvata agli kaj F e 180 , odnosno ako .180 ADCABC  
Zna~i, ako va`i ravenstvoto (1), toga{ ~etiriagolnikot ABCD e tetiven. 
(Dokazot na ovaa teorema mo`e da se vidi i vo Sigma br.37). 
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Teorema 6 (na Simpson). ^etiriagolnikot ABCD e tetiven ako i 
samo ako podno`jata na normalite spu{teni od D na stranite od ABC  se 
kolinearni. 

Dokaz. Neka ABCD e tetiven i neka podno`jata na normalite spu{-
teni od temeto D na stranite BC, AC i AB se 11 , BA  i 1C  soodvetno (crt. 6). 

]e poka`eme deka .1801111
 ADBCDB  Bidej}i 11 ABDC  e tetiven ~eti-

riagolnik (  180909011  ADBADC ), imam 111 DACCDB   e (T.2). 

Bidej}i ABCD e tetiven, .1801 DCBDABDAC    Bidej}i CADB 11  e 

tetiven ( 9011  CDACDB ), .180 111 DCAADB    No, ,1 DCBDCA   

pa zna~i ,1801801111
  DCBDCBADBCDB  a toa zna~i deka 11 , BA  

i 1C   le`at na edna prava.  
Obratno, neka ABCD e ~etiriagolnik i 

normalite spu{teni od D kon ABC  gi se~at 
BC, AC i AB vo 11 , BA  i 1C  soodvetno, t.{. 11 , BA  i 1C  

se kolinearni. Toga{, ,1801111
 ADBCDB  pa 

DCBDCAADBCDB  11111 180  (zatoa {to 

CADB 11  e tetiven). Bidej}i i 11 ABDC  e tetiven, 

sleduva deka .180111 DABDACCDB   Sled-

stveno, ,180 DABDCB    t.e ABCD e tetiven 
~etiriagolnik.  

Koristej}i gi ovie priznaci mo`eme da re{ime mnogu zada~i na tema: 
"Dali dadenite to~ki le`at na edna kru`nica?".  

 

Re{eni zada~i 
Zada~a 1. Simetralite na aglite na kon-

veksen ~etiriagolnik ABCD  formiraat konvek-
sen ~etiriagolnik KLMN  (crt. 7). Doka`i deka 
okolu KLMN  mo`e da se opi{e kru`nica.  

Re{enie. ]e poka`eme deka vo ~etiri-
agolnikot KLMN, .180 HL  Da gi ozna-
~ime i aglite vo ~etiriagolnikot ABCD  so 

CBA ,,  i D  soodvetno. Od BCL  imame 

     )(180
2
1 CBL    

i od AHD  imame 
     .)(180

2
1 DAH    

Zna~i  ,180360360
2
1   HL  t.e. 

okolu KLMN  mo`e da se opi{e kru`nica.  
 

  Zada~a 2. Dve kru`nici se se~at vo to~kite 
C i D. Niz proizvolna to~ka M od otse~kata CD se 
povle~eni otse~kite AB i EF, t.{. A i B le`at na 
ednata kru`nica, a E i F na drugata (crt. 8). Pritoa, so EBA ,,  i F  ne le`at na 
ista prava. Doka`i deka EBA ,,  i F  le`at na ista kru`nica. 
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Re{enie. M e vnatre{na to~ka za dvete kru`nici, pa od svojstvata na 
kru`nica imame MDMCMBMA  . (Vidi Sigma 45, Stepen na to~ka vo odnos 

na kru`nica). Analogno imame MDMCMFME  . Zna~i MFMEMBMA  . 

Bidej}i M e presek na dijagonalite na ~etiriagolnikot AFBE, od priznakot 4 , 
sleduva deka AFBE e tetiven ~etiriagolnik, t.e. EBA ,,  i F le`at na ista 
kru`nica. 

 

Zada~a 3. Vo to~kite B i C od edna kru`nica 
povle~eni se tangenti koi se se~at vo to~kata A. 
(crt. 9). Niz proizvolna to~ka P od kru`nicata, pov-
le~eni se pravi 1PC  normalno na tangentata AB , 

1PB  normalno na tangentata AC i 1PA  normalno na 

otse~kata BC.  Da se doka`e deka 11
2

PCPBPA  . 
 

Re{enie. Gi povrzuvame otse~kite 11,, CAPPB  

i .11BA  Poradi  180909011  CPBCPA  i 
 180909011  BPABPC  sleduva deka 11CAPB  i 11BCPA  se tetivni 

~etiriagolnici. Od vtoriot priznak, za ~etiriagolnikot 11CAPB  va`i 

111 PCAAPB   i za 11BCPA  va`i .111 PACBPC   Analogno va`i i 

111 PCBBPA  , 111 APCPBA  . Nezavisno od ovaa zada~a, koristej}i gi 
svojstvata na centralen i periferen agol, kako i na tangenta na kru`nica, 
mo`ete da poka`ete deka za periferniot PCB  i tangentata AB  va`i 

.1BPCPCB   Sli~no, za periferniot PBC  i tangentata AC  va`i 

.1PCBPBC   Zna~i imame: 

PACBPCPCBPCAAPB 111111       i 

.111111 BPAPCBPBCPBAAPC   

Sega od priznakot za sli~nost na triagolnici sleduva deka .~ 1111 PABPCA   

Zna~i 1111 :: PAPCPBPA  , t.e. 11
2

PCPBPA  . 
 

 Zada~a 4. Vo BEADABC ,,  i CF  se visini. Doka`i deka: 
 

a) BEFBED  ; 
     

b) BCABFD  ~ .  
 

Re{enie. a) Da go ozna~ime ortocentarot 
so H (crt. 10). ,1809090   AFHAEH  pa 
AFHE e tetiven ~etiriagolnik. Zna~i, 

.HEFFAH   Analogno, od toa {to i ECDH e 
tetiven ~etiriagolnik, .DCHHED   Da zabe-
le`ime deka: 

BEDHEFBADFAH  ,  i .BCFDCH   

Od BAD  imame ,90 BBAD    t.e. .BCFBAD   Zna~i, 
.BEFBADBCFBED   

b) Bidej}i ),90(  ADCAFC  AFDC e tetiven ~etiriagolnik. Poradi 
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 prviot priznak, DCAAFDBFD  180 ; BCADCA  , pa BCABFD  ; 
B  e zaedni~ki za BFD  i BCA , pa od priznakot za sli~nost na triagolnici 

sleduva BCABFD  ~ . 
 
Zada~i za samostojna rabota 
 

5. Neka ABCD  e tetiven ~etiriagolnik i neka AE  i CF  se visinite 
spu{teni kon stranite BC i AB  soodvetno. Neka AE  i CF  se se~at vo to~-
kata .P  Doka`i deka ADC = .APC  

 

6. Od proizvolna to~ka M vo vnatre{nosta na daden ostar agol A  se 
spu{teni normali MP   i MQ  kon kracite na agolot. Od to~kata A  e spu{tena 
normala kon otse~kata PQ . Da se doka`e deka MAQPAK  . (Upatstvo. 
Iskoristi go vtoriot priznak.)  

 

7. Da se doka`e deka ako vo eden konveksen petagolnik ABCDE  va`i 
ADEABC   i ADBAEC  , toga{ va`i i DAEBAC  . (Upatstvo. 

Ozna~i go presekot na BD  i CE  i sogledaj gi tetivnite ~etiriagolnici {to 
se formiraat). 

         

8. Daden e ostroagolen triagolnik ABC . Neka CD i AE  se visinite 
povle~eni kon AB  i BC  soodvetno. Neka K e proizvolna to~ka od DB  i neka 

,AEH   t.{. E  e to~ka od otse~kata AH . Povlekuvame normala od A kon HK . 
Presekot na normalata so CD  go ozna~uvame so M . Neka CDNKP   i 

BCPKL  . Doka`i deka AMLC  e tetiven ~etiriagolnik. (Upatstvo. Sogle-
daj deka M e ortocentar na APK  i upotrebi go {estiot priznak). 
 

Literatura:  
1. "Matematika v {kole" 2-90, "Pedagogika", Moskva 

 
*  *  * 

 
 Beskone~nost! Nitu edno drugo pra{awe ne go razdvi`i taka dlaboko 
~ove~kiot um. Hilbert (1921) 
  

 Poimot za beskone~nost e na{ najgolem prijatel, no toj isto taka e i  
najgolem neprijatel na na{iot du{even mir. Pierpont (1928) 
 

 Kako e mo`no matematikata koja e samo proizvod na ~ovekovite misli 
nezavisna od eksperimenti, taka izvonredno da e prilagorena na objektivnata 
realnost. Einstein (1920) 
 

 Matematikata e sovr{eno orudie za re{avawe na apstraktni koncep-
cii od sekakov vid i za nea ne postojat granici na ova pole. Zatoa sekoja nova 
kniga od fizika (Kvantna mehanika), ako ne sodr`i konkreten opis na eksperi-
mentalnata rabota mora vo osnova da e matemetika.  Dirac (1930) 
 

 Za da stvorite dobra filozofija, morate da ja otfrlite metafizikata, 
no zatoa treba da ste dobar matemati~ar. Russell (1935) 
 

 Matemati~arite se edinstveni dobri metafizi~ari. Kelvin  
 

 So sigurnost mo`eme da tvrdime deka koga matemati~arot i filozofot 
pi{uvaat so nejasna dlabo~ina, vsu{nost zboruvaat gluposti. Whitehead (1911)  


