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Петухов Алексей, Салимов Руслан∗

Введение
Цель этого проекта — обобщить основную теорему арифметики с целых чисел на какие-то
более ”продвинутые” объекты. Для решения задач проекта можно (пожалуй, даже реко-
мендовано) объединяться в команды с другими участниками.

Основная теорема арифметики (Теорема 1 ниже, см. также её обобщения — Теоремы 4,
5, 7) полезна при решении различных уравнений в целых числах. Как мы увидим уже в
первой части — примерами могут служить Рождественская теорема Ферма (Теорема 2)
и Великая теорема Ферма (Теорема 3) для n = 3 . Вы можете попробовать доказать их,
не читая дальнейшего текста, но не тратьте на это много времени. Возвращайтесь к ним
по мере чтения проекта. Также мы увидим, что однозначность разложения на простые
множители не обязательно сохраняется для рассматриваемых нами аналогов целых чисел.

Во второй части проекта будет обсуждена версия основной теоремы арифметики, ра-
ботающая для чисел вида a + b

√
d, где d — фиксированное целое число, a, b — любые

целые (для этого нам потребуется понятие идеала). Эти знания мы применим к решению
уравнений в целых числах.

В третьей части мы сформулируем более общее утверждение для произвольных алгеб-
раических чисел.

Завершающая часть проекта будет посвящена связи общей теории с Великой теоре-
мой Ферма. Вам предлагается доказать так называемый первый случай Великой теоремы
Ферма для регулярных простых чисел. Используя похожие идеи можно доказать, что тео-
рему Ферма и во втором случае для всех n, делящихся на регулярные простые числа p; все
простые числа, меньшие 37 — регулярны, см. книги Дж. Милна и М. Постникова. Общее
доказательство, придуманное Эндрю Вайлсом, использует существенно другие методы и
идеи.

При подготовке проекта мы использовали книги К. Айэрланда и М. Роузена, Дж.
Милна, М. Постникова, заметки К. Конрада и википедию. Мы также добавили несколько
ссылок [SS, Go, ZSS], которые могут оказаться интересны читателю, желающему лучше
познакомиться с этой темой.

Теорема 1. Основная теорема арифметики.
Каждое натуральное число n > 1 можно представить в виде n = p1 · . . . · pk, где p1, . . . , pk
— простые числа, причём такое представление единственно с точностью до порядка сле-
дования сомножителей.

Теорема 2. Рождественская теорема Ферма.
Натуральное число n представляется в виде суммы двух квадратов тогда и только тогда,
когда все его простые делители вида 4k + 3 входят в n в четной степени.

Теорема 3. Великая теорема Ферма.
Уравнение xn + yn = zn не имеет решений в натуральных числах при n > 2.

∗Мы также хотим поблагодарить Михаила Скопенкова, Илью Богданова, Кейта Конрада за существен-
ную помощь в подготовке проекта.
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1 Гауссовы числа
Мы хотели обсудить в этой части проекта гауссовы числа — обобщение целых чисел,
использующее

√
−1. Если у Вас не получится решить какие-то из задач про гауссовы

числа, то попробуйте порешать задачи из других частей проекта и вернуться сюда позднее.

Определение. Гауссовыми числами называется множество комплексных чисел вида
a+ bi, где a, b ∈ Z, i =

√
−1. Будем обозначать множество гауссовых чисел Z[i].

Задача 1. Докажите, что сумма и произведение любых двух гауссовых чисел — гауссово
число.

Для решения следующей задачи потребуется дать более точную формулировку основ-
ной теоремы арифметики. Ведь, строго говоря, в старой формулировке она неверна уже
для целых чисел: 2 · 3 = 6 = (−2) · (−3). Чтобы получить новую формулировку, нам
потребуется новое понятие.

Определение. Делители единицы в Z[i] — такие гауссовы числа a, что существует гаус-
сово число b такое, что ab = 1. Аналогично определяются делители единицы в Z.

Упражнение 1. Докажите, что в целых числах делители единицы это 1 и −1, а в гаус-
совых добавляются еще i и −i.

Определение. Гауссово число называется простым, если в любом его разбиении на 2
множителя ровно один является делителем единицы.

Определение. Два разложения на простые множители называются одинаковыми, если в
них одинаковое число множителей, и их можно так переставить, чтобы отношение соот-
ветствующих простых множителей было делителем единицы. Например, 7 · 3, (−3) · (−7)
и (−7i) · (3i) — это одинаковые разложения числа 21 в гауссовых числах.

Наша ближайшая цель доказать и научиться применять идущую ниже теорему.

Теорема 4. Основная теорема арифметики для гауссовых чисел.
Любые два разложения гауссова числа на простые множители одинаковы.

Задача 2.* Определите деление с остатком для Z[i]. Используя это, докажите Теорему 4.
Подсказка: используйте модуль комплексного числа и графическую (гауссову) интерпре-
тацию комплесных чисел.

Задача 3. Решите в целых числах уравнение x2 + 1 = yn.

Задача 4. а) Пусть p ∈ Z – простое число. Докажите, что число p является простым
гауссовым числом тогда и только тогда, когда p+ 1 делится на 4.

б) Если n,m ∈ Z представляются в виде a2 + b2, где a и b ∈ Z, то mn представляется в
виде суммы двух квадратов.

в) Докажите Рождественскую теорему Ферма (Теорему 2).

Задача 5. Как по разложению целого числа на (гауссовы) простые множители понять,
сколькими способами оно раскладывается в сумму двух квадратов?
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Числа Эйзенштейна
В этой главе мы постараемся помочь участникам решить следующую задачу.

Задача 6.* Докажите Теорему 3 для n = 3, используя формулу

x3 + y3 = (x+ y)

(
x+
−1 +

√
−3

2
y

)(
x+
−1−

√
−3

2
y

)
.

Для этого мы введём несколько новых определений и рассмотрим несколько вспомо-
гательных задач. Обозначим через ξ какой-то комплексный корень третьей степени из 1,
не равный 1.

Упражнение 2. Докажите, что ξ = −1±
√
−3

2
.

Положим Z[ξ] := {a+ bξ : a, b ∈ Z}.

Определение. Число a ∈ Z[ξ] делится на b ∈ Z[ξ] тогда и только тогда, когда существует
такое c ∈ Z[ξ], что a = bc.

Делители единицы в Z[ξ] определяются аналогично делителям единицы в Z и Z[i].

Определение. Число α ∈ Z[ξ] составное, если α = βγ, где β и γ ∈ Z[ξ] не являются
делителями единицы. Число α ∈ Z[ξ] называется простым, если α не составное и не
делитель единицы.

Задача 7. Определите деление с остатком для Z[ξ]. Используя его, сформулируйте и
докажите, основную теорему арифметики для Z[ξ].

Задача 8. Найдите все делители единицы в Z[ξ].

Квадратичные расширения
В этой секции мы введём общие квадратичные расширения, как обобщения гауссовых
чисел и чисел Эйзенштейна.

Определение. Для произвольного набора комплексных чисел a1, ..., an обозначим через
Z[a1, ..., an] множество всех комплексных чисел, получаемых из целых чисел (Z), а также
a1, ..., an сложением, вычитанием и умножением.

Аналогично определяется Q[a1, ..., an]. Мы рассматриваем такие множества Z[a1, ..., an]
как аналоги целых чисел (их элементы можно складывать, умножать и вычитать).

Фиксируем целое число d 6= 1, не делящееся на квадраты простых чисел.

Комментарий. Два важных примера: d = −3 и d = 2. Может оказаться полезным проду-
мать и проанализировать все определения этой секции сначала для этих двух примеров,
а потом для общего случая.

Упражнение 3. а) Докажите, что

Q[
√
d] = {x+ y

√
d : x, y ∈ Q} и Z[

√
d] = {x+ y

√
d : x, y ∈ Z}.

б) Докажите, что если a, b ∈ Q[
√
d] и b 6= 0, то a

b
∈ Q[
√
d].

Определение. Целыми числами в Q[
√
d] называются α ∈ Q[

√
d], которые являются кор-

нями уравнений вида x2 + px+ q, где p, q ∈ Z .

Упражнение 4. Является ли ξ целым в Q[
√
−3]? Является ли 1+i

2
целым в Q[i]?
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Положим ω =
√
d если d ≡ 2, 3 mod 4, и ω =

√
d+1
2

если d ≡ 1 mod 4.
Для Z[

√
d] единственность разложения на простые множители не всегда имеет место,

но, как мы надеемся, вы сможете доказать некоторую её модификацию. Для каждого
числа α = a + b

√
d, где a, b ∈ Q, определим сопряженное число ᾱ = a − b

√
d, норму

N(α) = αᾱ и след Tr(α) = α + ᾱ.

Упражнение 5. Докажите, что a+ b = ā+ b̄ и ab = āb̄.

Упражнение 6. а) Докажите, что α ∈ Q[
√
d] — корень многочлена x2 − Tr(α)x+N(α).

б) Докажите что α ∈ Q[
√
d] цело тогда и только тогда когда N(α) ∈ Z и Tr(α) ∈ Z.

Задача 9. Докажите, что целые числа в Q[
√
d] совпадают с Z[ω].

Делители единицы в Z[ξ] определяются аналогично делителям единицы в Z и Z[i].

Упражнение 7. Докажите, что для γ ∈ Z[ω] выполнено N(γ) = ±1 тогда и только тогда,
когда γ — делитель единицы.

Определение. Число a ∈ Z[ω] делится на b ∈ Z[ω] тогда и только тогда, когда существует
такое c ∈ Z[ω], что a = bc.

Определение. Число α ∈ Z[ω] составное, если α = βγ, где β и γ ∈ Z[ω] не являются
делителями единицы. Число α ∈ Z[ω] называется простым, если α не составное и не
делитель единицы.

Упражнение 8. Докажите, что если для числа γ ∈ Z[ω] число |N(γ)| ∈ Z просто, то γ
просто. Докажите что обратное утверждение неверно в Z[

√
3].

Упражнение 9. Докажите, что если γ ∈ Z[ω]\0 не делитель единицы, то γ равно произ-
ведению каких-то простых элементов Z[ω].

Задача 10. Проверьте, что все множители в разложении

15 = 3 · 5 = (1 +
√
−14)(1−

√
−14)

простые.

Задача 11. Определите деление с остатком для а) Z[
√
−2]; б) Z[1+

√
−7

2
]. Используя его,

сформулируйте и докажите основную теорему арифметики для а) и б).

Задача 12. Найдите все делители единицы в

а) Z[
√
−1], б) Z[

√
−d], где d ≥ 1, в) Z[1+

√
−3

2
], г*) Z[

√
2].

Задача 13. Выполнена ли основная теорема арифметики для

а) Z[
√

2], б) Z[
√
−3] , в) Z[

√
3], г) Z[

√
−5], д) Z[

√
5], е) Z[

√
10], ж) Z[1+

√
5

2
],

з) Z[1+
√
−7

2
], и) Z[1+

√
−11
2

], к*) Z[1+
√
−19
2

] ?

Задача 14. При каких комплексных ξ сумма и произведение любых двух чисел вида
a+ bξ, где a и b ∈ Z, снова имеет такой же вид?

Задача 15.* Решите в целых числах уравнения
а) 3n = k2 + 2 б) 2n = k2 + 7.
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Идеалы
В этой и последующих главах намечен подход к решению следующих трудных задач.

Задача 16. Решите в целых числах уравнения
а) x2 +5 = y3, б) x2 +2x+7 = y3 в) 5x2 +1 = y3, г) 6x2−12x+7 = y3, д) x2−6 = y3.

Определение. Непустое подмножество I множества целых чисел называется идеалом,
если оно замкнуто относительно сложения, вычитания и умножения на целые числа:

a, b ∈ I =⇒ a± b ∈ I, a ∈ I, b ∈ Z =⇒ ab ∈ I.

Познавательная минутка. Идеалы были придуманы Юлиусом Дедекиндом как фор-
мализация "идеальных чисел", придуманных Э. Куммером, как считается, при размыш-
лениях о Великой теоремы Ферма: можно говорить о том, делится или не делится данное
число на "идеальное число" вне зависимости от того каков статус этого числа. Аналогич-
ная идея стоит за определением дедекиндова сечения рациональных чисел.

Упражнение 10. а) Докажите, что всякий идеал содержит 0. б) Докажите, что если
a ∈ I, то −a ∈ I. в) Докажите, что множество чётных чисел — идеал. г) Докажите, что
множество чисел вида 2018m,m ∈ Z, — идеал.

Упражнение 11. Докажите, что пересечение идеалов — идеал.

Здесь и далее мы обозначаем через (a1, ..., an) наименьший идеал, содержащий числа
a1, ..., an ∈ Z (т.е. пересечение всех идеалов, содержащих числа a1, ..., an ∈ Z).

Задача 17. а) Пусть a, b — это два взаимнопростых числа. Докажите, что (a, b) = (1) = Z.
б) Докажите, что (a, b) = (d), где a, b ∈ Z, d есть наибольший общий делитель a, b.
в) Докажите, что любой идеал I в Z совпадает с (d) для какого-то числа d ∈ Z.

Как в предудыщем разделе, считаем, что ω =
√
d если d ≡ 2, 3 mod 4, и ω =

√
d+1
2

если d ≡ 1 mod 4. Идеал в Z[ω] определяется абсолютно точно так же, как и идеал в
Z (Z заменяется на Z[ω]). Точно так же всякий набор a1, ..., an ∈ Z[ω] определяет идеал
(a1, ..., an) в Z[ω]. В частности, любой элемент a ∈ Z[ω] определяет идеал (a).

Упражнение 12. Докажите, что (α) = (β) тогда и только когда α/β ∈ Z[ω] и β/α ∈ Z[ω]
(т.e. α/β — делитель единицы в Z[ω]).

Упражнение 13. Пусть a, x, y ∈ Z. Докажите, что x + yω ∈ (a) тогда и только тогда
когда x и y делятся на a.

Определение. Идеал, имеющий вид (a) для какого-то a ∈ Z[ω], называется главным.
Как мы видели в Задаче 17, все идеалы в Z главные.

Задача 18. Докажите, что идеал (2,
√
−14) не является главным в Z[

√
−14].

Задача 19. Докажите, что для всякого идеала I в Z[ω] существуют α, β ∈ Z[ω] такие, что

I = {xα + yβ : x, y ∈ Z}.

Определение. Для двух идеалов I, J ∈ Z[ω] положим

I + J := {i1 + i2 : i1 ∈ I1, i2 ∈ J}, Ī := {̄i : i ∈ I},

IJ := {i1j1 + ...+ ikjk : i1, ..., ik ∈ I, j1, ..., jk ∈ J}.

Упражнение 14. Посчитайте в Z[
√
−14] произведение идеалов I = (5+

√
−14, 2+

√
−14)

и J = (4 +
√
−14, 2−

√
−14).
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Упражнение 15. Проверьте равенства

(3) = p1p2, (5) = p3p4, (1 +
√
−14) = p1p3, (1−

√
−14) = p2p4,

где

p1 = (3, 1 +
√
−14), p2 = (3, 1−

√
−14), p3 = (5, 1 +

√
−14), p4 = (5, 1−

√
−14).

Упражнение 16. Опишите (20)(18), (20) + (18), (20) ∩ (18) в Z[ω] для всех допустимых
значений d (d 6= 1, d не делится на квадраты простых чисел).

Упражнение 17. Докажите, что I+J, Ī, IJ являются идеалами в Z[ω] для любых идеалов
I, J ⊂ Z[ω].

6



2 Основная теорема арифметики:
квадратичный случай

Все рассматриваемые в этой главе идеалы, являются идеалами в Z[ω] для подходящего d. В
Задаче 10 мы убедились, что однозначность разложения на множители в самом очевидном
смысле теряется для Z[

√
−14]

3 · 5 = (1 +
√
−14)(1−

√
−14).

С другой стороны, по Упражнению 15:

(3) = p1p2, (5) = p3p4, (1 +
√
−14) = p1p3, (1−

√
−14) = p2p4,

где

p1 = (3, 1 +
√
−14), p2 = (3, 1−

√
−14), p3 = (5, 1 +

√
−14), p4 = (5, 1−

√
−14)

Т.е. (15) = p1p2p3p4. Идеалы p1, p2, p3, p4 играют роль простых сомножителей, см. Зада-
чу 23, а разложение (15) = p1p2p3p4 единственно с точностью до перестановки множителей
в соответствии со следующей теоремой.

Теорема 5. Основная теорема арифметики для квадратичных расширений.
Для каждого идеала I ⊂ Z[ω] существует единственное с точностью до перестановки
множителей разложение в произведение простых идеалов

I = p1, ..., ps ⊂ Z[ω].

(Определение простого идеала идёт ниже, Определение 2.)

В Теореме 5 есть две существенные части: существование такого разложения и его
единственность. Первая доказывается в Задаче 24, вторая — в Задаче 27. В качестве при-
мера задачи, которые можно решить, используя эту теорему, мы предлагаем Задачу 16,
см. также завершающий листок про теорему Ферма.

Следствие. Для каждогоm ∈ Z[ω] существует единственное с точностью до перестановки
множителей разложение идеала (m) в произведение простых идеалов p1, ..., ps ⊂ Z[ω].

Доказательство можно разбить на цепочку утверждений, каждое из которых условно
просто. В общем и целом схема доказательства похожа на схему доказательства основной
теоремы арифметики для целых чисел.

Задача 20. Для всякого набора a1, ..., an ∈ Z[ω] докажите, что

а) (a1, ..., an)(ā1, ..., ān) = (N(ai),Tr(aiāj))1≤i,j≤n.

Подсказка: разберите сначала случай идеала, порождённого 2 элементами.

Определение. Будем говорить что идеал I делится на идеал J , если I = JH, где H —
какой-то идеал в Z[ω].

Задача 21. Для любых двух идеалов I, J в Z[ω], докажите, что I делится на J тогда и
только тогда, когда I содержится в J .
Подсказка: воспользуйтесь предыдущей задачей.

Упражнение 18. Используя Задачу 20 докажите, что, для всякого идеала I в Z[ω], су-
ществует неотрицательное целое число N(I), такое что IĪ = (N(I)).

Задача 22. Докажите, что идеал H делит I и J тогда и только тогда, когда он делит
I + J .
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Упражнение 19. Докажите что N((a)) = |N(a)| для всех a ∈ Z[ω].

Упражнение 20. Докажите что N(I)N(J) = N(IJ) для любых двух идеалов I, J .

Упражнение 21. Докажите, что если идеал I делит идеал J , то N(I) делит N(J). Верно
ли обратное?

Упражнение 22. Докажите, что N(I) = 1 тогда и только тогда, когда I = (1).

Определение. Идеал I в Z[ω] называется простым, если он делится ровно на два идеала:
себя и (1).

Упражнение 23. Докажите, что идеал I прост тогда и только тогда, когда он максима-
лен, т.е. когда единственный идеал больший его равен (1).

Два идеала называются взаимнопростыми, если I + J = (1).

Упражнение 24. Докажите, что любые два различных простых идеала взаимнопросты.

Задача 23. Проверьте, что данные идеалы просты в Z[
√
−14]:

p1 = (3, 1 +
√
−14), p2 = (3, 1−

√
−14), p3 = (5, 1 +

√
−14), p4 = (5, 1−

√
−14)

Задача 24. Докажите, что любой ненулевой идеал I в Z[ω] разлагается в произведение
простых идеалов.

Задача 25. Докажите, что если два идеала I, J в Z[ω] взаимнопросты и существует третий
идеал H такой, что I делит HJ , то I делит H.

Задача 26. а) Пусть a ∈ Z[ω]\0 и (a)I = (a)J для двух идеалов I, J ⊂ Z[ω]. Докажите,
что тогда I = J .
б) Пусть для некотороых идеалов I,H, J верно что H 6= (0) и HI = HJ . Докажите, что
тогда I = J .

Задача 27. Докажите, что разложение на простые множители из Задачи 24 единственно
с точностью до перестановки множителей.

Простые идеалы и простые числа
Задача 28. а) Докажите, что любой идеал в Z[

√
−5] либо главный, либо имеет вид ((1 +√

−5)a, 2a) для некоторого a ∈ Q[
√
−5].

б) Докажите, что любой идеал в Z[
√
−6] либо главный, либо имеет вид (

√
−6a, 2a) для

некоторого a ∈ Q[
√
−6].

Задача 29. Докажите, что любой ненулевой идеал в Z[ω] содержит ненулевое целое число.

Задача 30. Докажите, что любой простой идеал I в Z[ω] содержит единственное простое
число p ∈ Z, p > 0.

Задача 31. Докажите, что для всякого простого идеала I либо число p = N(I) простое,
либо оно квадрат простого числа p > 0.

Задача 32. Докажите, что простые числа p, определённые в двух предыдущих задачах,
совпадают.

Задача 33. Докажите, что для всякого простого числа p ∈ Z или идеал (p) ⊂ Z[ω] прост,
или он равен произведению двух (не всегда различных) сопряжённых простых идеалов.

Задача 34. Пусть Pω(x) — это приведённый квадратный трёхчлен с целыми коэффици-
ентами, для которого Pω(ω) = 0. Докажите, что в условиях предыдущей задачи первый
случай имеет место тогда и только тогда, когда уравнение Pω(x) = 0 не имеет решений по
модулю p.
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Алгебраические числа
В этой части мы бы хотим обсудить понятие алгебраического числа, а также те задачи,
которые при этом возникают. В общем и целом этот материал часто присутствует в уни-
верситетских курсах по теории чисел, но может быть усвоен и в старших классах школы.

Определение. Комплексное число α ∈ C называется алгебраическим, если оно является
корнем ненулевого многочлена с рациональными коэффициентами. Алгебраическое число
α ∈ C называется целым, если оно является корнем приведённого многочлена с целыми
коэффициентами. Множество алгебраических чисел обозначается Q̄. Множество целых
алгебраических чисел обозначается Z̄.

Задача 35. Если для рационального числа a верно, что a ∈ Z̄, то a ∈ Z.

Задача 36.* Докажите, что если a, b ∈ Q̄, то и a ± b ∈ Q̄, ab ∈ Q̄, a/b ∈ Q̄ (в последнем
случае считаем, что b 6= 0). Подсказка: попробуйте воспользоваться теоремой Виета.

Задача 37.* Пусть b — это корень уравнения anxn + ...+ a0, где a0, ..., an ∈ Q̄. Докажите,
что b ∈ Q̄.

Задача 38. а) Определите деление с остатком в множестве многочленов от одной пере-
менной с комплексными, вещественными и рациональными коэффициентами.

б) Докажите единственность разложения на простые множители в множестве много-
членов с рациональными коэффициентами.

Задача 39. (Лемма Гаусса) Пусть cg — наибольший общий делитель коэффициентов мно-
гочлена g ∈ Z[x]. Тогда для любых g1(x), g2(x) ∈ Z[x] выполнено cg1g2 = cg1cg2 .

Задача 40. Какие из конструкций и утверждений Задачи 38 применимы к многочле-
нам с целыми коэффициентами от одной переменной? К многочленам с рациональными
коэффициентами от двух переменных?

Задача 41. Пусть a — алгебраическое число. Пусть Pa(x) — приведённый ненулевой мно-
гочлен наименьшей степени с рациональными коэффициентами, для которого Pa(a) = 0.
Докажите, что если Q(a) = 0 для какого-то многочлена Q(x), то Q делится на Pa.

Задача 42.* Докажите, что если a, b ∈ Z̄, то и a± b ∈ Z̄, ab ∈ Z̄.
Подсказка: попробуйте воспользоваться теоремой Виета.

Задача 43.* Пусть a1, ...an — алгебраические числа. Докажите, что если a, b ∈ Q[a1, ..., an]
и b 6= 0, то a

b
∈ Q[a1, ..., an].

Задача 44.* Пусть a — это целое алгебраическое число. Пусть Q(x) — это приведённый
многочлен наименьшей степени с рациональными коэффициентами, для которого Q(a) =
0. Докажите, что Q(x) имеет целые коэффициенты.

Задача 45.* Пусть есть приведенный многочлен с целыми коэффициентами, такой что
все его корни по модулю равны 1. Докажите, что тогда все его корни есть корни из 1.
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3 Классы идеалов

Определение. Для алгебраических α1, . . . , αk положим Q̃ := Q[a1, ..., ak] и Z̃ := Z̄ ∩ Q̃.
Отметим, что любое подмножество в C, замкнутое относительно сложения, вычитания и
умножения называется кольцом.

Определение. Непустое подмножество в Z̃ называется идеалом, если оно замкнуто отно-
сительно сложения, вычитания и умножения на элементы Z̃.

Определение. Назовем идеалы I, J ⊆ Z̃ эквивалентными, если существуют ненулевые
α, β ∈ Z̃, такие что (α)I = (β)J . Эквивалентность идеалов будем обозначать I ∼ J .

Задача 46. Проверьте, что ∼ является отношением эквивалентности.

Определение. Классы эквивалентности идеалов будем называть классами идеалов.

Задача 47. Докажите, что число классов идеалов равно 1 тогда и только тогда, когда
все идеалы – главные.

Задача 48. Проверьте, что если I1 ∼ I2 и J1 ∼ J2, то I1J1 ∼ I2J2.

Задача 49. Опишите классы идеалов в Z[
√
−5] и Z[

√
−6]. Как в них устроено умножение

идеалов?

Задача 50. Докажите, что если I ⊆ (α), то множество (1/α)I – идеал в Z̃.

В следующей серии задач обсуждается одно из фундаментальных утверждений алгеб-
раической теории чисел. Это утверждение будет играть ключевую роль в доказательстве
общего случая основной теоремы арифметики. Само доказательство обсуждается в сле-
дующей части проекта и может сдаваться в предположении что Теорема 6 уже доказана.

Теорема 6. Число классов идеалов конечно.

Определение. Назовем набор чисел x1, ..., xn ∈ Q̃ базисом над Q, если любой элемент
a ∈ Q̃ единственным образом представляется в виде m1x1 + ...+mnxn, где m1, ...,mn ∈ Q.

Задача 51. Если α — алгебраическое, то в Q[α] существует конечный Q-базис.

Задача 52. Докажите, что в Q̃ существует конечный базис над Q.

Задача 53. Для любого алгебраического α существует такое ненулевое n ∈ Z, что nα —
целое алгебраическое число.

Задача 54. Пусть I – идеал в Z̃. Докажите, что существует конечный набор α1, . . . , αN ∈
I, такой что любое α ∈ I представимо в видеm1α1+m2α2+. . .+mNαN с целымиm1, . . . ,mN

(не обязательно единственным образом).
Подсказка: докажите, что для фиксированного базиса в Q̃ коэффициенты α ∈ I не

могут быть слишком маленькими.

Задача 55. Докажите, что существует конечный набор α1, . . . , αn ∈ I, для которого такое
представление единственно.
Подсказка: индукция по размеру базиса.

Определение. Такие наборы будем называть целым базисом идеала I.

Задача 56. Докажите, что любой целый базис I является Q-базисом Q̃.

Определение. Обозначим Z̃/I – множество классов эквивалентности элементов Z̃ по
отношению эквивалентности

z1 ≡ z2 mod I ⇐⇒ z1 − z2 ∈ I.

Элементы Z̃/I будем называть вычетами по модулю I.
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Задача 57. Проверьте, что это действительно отношение эквивалентности, и при Z̃ = Z
– определение вычета совпадает со стандартным.

Задача 58. Чему равно количество элементов в Z̃/I для квадратичных расширений?

Задача 59. Докажите, что I содержит ненулевое целое число.

Задача 60. Докажите, что число элементов в Z̃/I конечно.

Задача 61. Докажите, что существует только конечное число идеалов, содержащих дан-
ное α ∈ Z̃.

Зафиксируем целый базис α1, . . . , αn для идеала (1) = Z̃ и сопоставим каждому α ∈ Z̃
набор целых чисел (x1, . . . , xn), таких что α = x1α1 + . . .+ xnαn. Положим

||α|| = |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|.

Задача 62. Пусть {β1, ..., βm} — какой-то целый базиса идеала I. Докажите, что набор
{β1, ..., βm} является Q-базисом в Q̃.

Задача 63. Докажите, что существует такое натуральноеM1, что для любого ненулевого
β ∈ Z̃ можно выбрать целый базис β1, . . . βn идеала (β), такой что ||βi|| < M1||β|| для
всех i.

Задача 64. Докажите, что для любых α, β ∈ Z̃ , β 6= 0 существует c ∈ Z̃, такое что

||α− cβ|| < nM1||β||.

Задача 65. Докажите, что для любых α, β ∈ Z̃ , β 6= 0 существуют натуральное

m ≤ (2n2M1 + 1)n + 1 = M2

и c ∈ Z̃, такие что ||mα− cβ|| < ||β||.

Задача 66. Докажите, что для любого идеала I существует β ∈ I, такое что M2!I ⊆ (β).
В частности, M2! ∈ (1/β)M2!I.

Задача 67. Докажите, что число классов идеалов — конечно.

Основная теорема арифметики.
Общий случай
Теорема 7. Основная теорема арифметики для целых алгебраических чисел.
Пусть a1, ..., an — набор целых алгебраических чисел, такой что Z[a1, ..., an] совпадает с
подмножеством целых алгебраических чисел в Q[a1, ..., an]. Тогда для каждого идеала
I ⊂ Z[a1, ..., an] существует и единственное с точностью до перестановки множителей раз-
ложение в произведение простых идеалов

I = p1, ..., ps ⊂ Z[a1, ..., an].

В Теореме 7 есть две существенные части: существование такого разложения и его
единственность. Первая рассматривается в Задаче 73, вторая — в Задаче 78.

Задача 68. Пусть для некоторого α ∈ Q̃ выполнено αI ⊆ I. Докажите, что α ∈ Z̃.
Подсказка: в целом базисе I запишите условие того, что αI ⊆ I, и, вспомнив метод Гаус-
са решения системы линейных уравнений, постройте приведенный многочлен с целыми
коэффициентами, корнем которого является α.
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Задача 69. Пусть для некоторых идеалов I, J выполнено JI = I. Докажите, что J = (1).
Подсказка: действуйте по аналогии с предыдущей задачей.

Задача 70. Докажите, что для любого идеала I существуют натуральные m > k, такие
что Ik ∼ Im.

Задача 71. Докажите, что существует α ∈ Z̃, такое что Im−k = (α). В частности, для
всякого идеала I ⊆ Z̃ существует идеал J ⊆ Z̃ и α ∈ Z̃, такие что IJ = (α).

Задача 72. Докажите, что для любых двух идеалов I, J в Z̃ — идеал I делится на J тогда
и только тогда, когда I содержится в J .

Задача 73. Докажите, что любой идеал I ⊆ Z̃ представим в виде произведения конечного
набора простых идеалов.

Задача 74. Докажите, что если идеалы I, J взаимнопросты и JH ⊆ I, то H ⊆ I.

Задача 75. Докажите, что любые два различных простых идеала взаимно просты.

Задача 76. Докажите, что если I — простой идеал, и Im ⊆ J , то J = Ik для целого k ≤ m.

Задача 77. Докажите, что степени двух различных простых идеалов взаимно просты.

Задача 78. Докажите однозначность разложения на множители в Задаче 73.

Основная теорема арифметики и
Великая Теорема Ферма
Фиксируем простое число p > 2 и обозначим через ζp комплексный корень p-ой степени
из 1. Цель данного раздела доказать следующую теорему.

Теорема 8. Пусть целые числа x, y, z таковы что xp + yp = zp и число классов Z[ζp] не
делится на p. Тогда xyz делится на p.

Мы надеемся, что участники проекта смогут доказать Теорему 8, после того, как про-
решают идущие ниже задачи.

Упражнение 25. Докажите, что 1 + ζp + ζ2p + ..+ ζp−1p = 0.

Задача 79. Найдите приведённый многочлен с целыми коэффициентами степени p − 1,
корнем которого является 1− ζp.

Задача 80. Докажите, что все коэффициенты этого многочлена (кроме первого) делятся
на p и что этот многочлен неприводим.

Упражнение 26. Докажите, что Σp−1
i=0 aiζ

i
p = Σp−1

i=0 biζ
i
p для рациональных чисел

a0, .., ap−1, b0, ..., bp−1

если и только если
a0 − b0 = a1 − b1 = ... = ap−1 − bp−1.

Напомним что число γ называется делителем единицы, если γ и 1/γ — целые алгебра-
ические числа.

Задача 81. Докажите, что 1−ζnp
1−ζp — делитель единицы, если n не делится на p.

Задача 82. Докажите, что (1− ζp)p = (p) (равенство идеалов).
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Упражнение 27. Докажите, что если a ∈ Z[ζp] делится на p, то оно делится на 1− ζp.

Пусть числа a0, ..., ap−1 рациональны, a = a0 + ..+ ap−1ζ
p−1
p .

Задача 83. Докажите, что все коэффициенты многочлена

P (a0, ..., ap−1;x) := Πp−1
k=1(x− Σp−1

i=0 aiζ
ki
p ),

рассматриваемого как многочлен от x, также рациональны.

Напомним, что для всякого алгебраического числа a через Pa(x) обозначается приве-
дённый многочлен наименьшей степени, для которого Pa(a) = 0.

Задача 84.* Докажите, что P (a0, ..., ap−1;x) = Pa(x)d, где d — целое положительное число.

Задача 85. Если многочлен Pa(x) имеет целые коэффициенты, то для любых целых чисел
1 ≤ k ≤ p− 1, l ∈ Z, число Σp−1

i=0 aiζ
ki+l
p является целым алгебраическим.

Задача 86. Пусть многочлен Pa(x) имеет целые коэффициенты. Докажите, что тогда
p(ai − aj) ∈ Z для всех 0 ≤ i, j ≤ p− 1.

Задача 87. Докажите, что число 1/(1− ζp) не является целым алгебраическим.

Задача 88. Докажите что Z[ζp] совпадает с множеством целых алгебраических чисел
в Q[ζp].
Подсказка: постарайтесь найти применение Упражнению 27.

Задача 89. Докажите, что для любого элемента a ∈ Z[ζp] существует b ∈ Z, такое что
ap − b делится на p.

Задача 90. а) Докажите, что
√
−1 /∈ Z[ζp].

б) Пусть q 6= p, q 6= 2 простое число, а ζq — комплексный корень q-ой степени из 1. Дока-
жите, что ζq /∈ Z[ζp].
в) Пусть ζp2 — корень p2-ой степени из 1, не являющийся корнем p-ой степени из 1. Дока-
жите, что ζp2 /∈ Z[ζp].
г) Найдите все корни из 1 в Z[ζp].

Задача 91.* Докажите, что любой делитель единицы в u ∈ Z[ζp] представляется в виде
ζ ipv, где i ∈ Z, v ∈ R.

Пусть x, y, z, p как в теореме 8.

Задача 92. Докажите что идеалы (x+ ζ ipy) попарно взаимно просты при 0 ≤ i ≤ p− 1.

Задача 93. Докажите Теорему 8.
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Задача 1. (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i
(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Упражнение 1. Делители единицы имеют норму 1 и находятся пе-
ребором.

Задача 2. Докажем деление с остатком по норме N(a + bi) = (a +
bi)(a− bi) = a2 + b2 в целых гауссовых числах: если x, y ∈ Z[i] и y 6= 0, то
существуют r, t ∈ Z[i], такие что x = yr + t и N(t) < N(y).

Доказательство в алгебраической интерпретации: пусть x = a + bi и
y = c + di, тогда x/y = (a + bi)/(c + di) = (a + bi)(c − di)/(c2 + d2) =
((ac+ bd)+(bc−ad)i)/(c2 +d2) = n+mi+(k+ li)/(c2 +d2), где n,m, k, l —
целые, и |k|, |l| ≤ (c2 +d2)/2 (обычное деление с остатком ac+bd и bc−ad
на c2+d2). Значит, a+bi = (c+di)(n+mi)+(k+li)(c+di)/(c2+d2), причем
(k+ li)(c+ di)/(c2 + d2) ∈ Z[i] и N(k+ li) = k2 + l2 ≤ (c2 + d2)2/2, поэтому
N((k+ li)(c+ di)/(c2 + d2)) = N(k+ li)N(c+ di)/N(c2 + d2) ≤ N(c+ di)/2.
Значит, r = n+mi и t = (k + li)(c+ di)/(c2 + d2) — подходят.

В геометрической интерпретации это доказательство выглядит так:
множество целых гауссовых чисел, кратных y, выглядит на плоскости
комплексных чисел как квадратная решетка, натянутая на векторы y и
yi, которые имеют равную длину и ортогональны друг другу. Это решет-
ка естественным образом разбивает плоскость на квадраты со стороной,
равной длине вектора y, то есть

√
c2 + d2 =

√
N(y). В частности, вектор

x лежит в каком-то из этих квадратов, и мы можем выбрать его вер-
шину z = rb такую, что расстояние от неё до x — минимальное. Тогда
расстояния e и f от z до проекций x на стороны квадрата, прилежа-
щие к z, не больше половины стороны квадрата, и квадрат расстояния
|x − z|2 = e2 + f 2 ≤ (c2 + d2)/2 = N(y)/2, поэтому r = z/b и t = x − z —
подходят.

Из деления с остатком теперь легко доказать основную теорему ариф-
метики. Заметим, что если p — простое и x не делится на p, то применяя
к x и p алгоритм Евклида, мы получим ax + bp = 1 для каких-то a
и b. Далее, если xy делится на p, то x или y делятся на p — действи-
тельно, иначе ax + bp = 1 и cy + dp = 1 для каких-то a, b, c, d, поэтому
acxy = (1− bp)(1− dp) = 1 + p(bd− b− d) делится на p, противоречие.

Для любого z существует можно построить какое-то разложение на
простые, просто раскладывая его на сомножители, отличны от делите-
лей единицы (норма уменьшается, поэтому процесс когда-нибудь закон-
чится). Если есть два различных разложения на простые, то сначала
сократим на одинаковые простые, а потом для произвольного оставше-
гося простого p получим, что он делит произведение отличных от него
простых, что невозможно (достаточно несколько раз применить то, что
если xy делится на p, то x или y делятся на p).
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Задача 3. Заметим, что если n делится на 2, то x = 0, т.к. разность
квадратов натуральных чисел делится на их сумму, которая больше 1.
Значит, если n делится на 2, то x = 0 и y = ±1.

Если n не делится на 2, то разложим в целых гауссовых числах
x2 +1 = (x+ i)(x− i) = yn. Заметим, что 2|x, т.к. иначе x2 +1 ≡ 2 mod 4,
а yn 6≡ 2 mod 4 при n > 1. Значит, gcd(x + i, x − i) = gcd(2i, x − i) =
gcd(2i,−i) = 1, то есть x+i и x−i взаимно просты. Значит, из единствен-
ности разложения на множители, x+ i = εzn, где z ∈ Z[i], а ε — делитель
единицы в Z, то есть ε ∈ {1,−1, i,−i}. Но n не делится на 2, так что
после умножения z на делитель единицы можно считать, что x+ i = zn.
Пусть z = a+ bi, тогда i = Im zn = i(nan−1b−

(
n
3

)
an−3b3 + . . .+(−1)

n−1
2 bn).

Значит, 1 делится на b, то есть b = ±1. Заметим, что a делится на 2,
т.к. иначе z = a + bi ≡ 1 + i mod 2 , поэтому z2 ≡ (1 + i)2 ≡ 0 mod 2 и
x2 + 1 = zn ≡ 0 mod 2, но x делится на 2, противоречие. Если a = 0, то
x+ i = ±i, поэтому x = 0 и y = 1.

Если a 6= 0, то 1 ≡ (−1)
n−1
2 bn mod 4, поэтому 1 = (−1)

n−1
2 bn и 0 =(

n
n−2

)
+. . .+(−1)

n−5
2

(
n
3

)
an−5+(−1)

n−3
2 nan−3 =

(
n
2

)
+. . .+(−1)

n−5
2

(
n
n−3

)
an−5+

(−1)
n−3
2

(
n
n−1

)
an−3. Докажем, что все слагаемые в этой сумме, кроме

(
n
2

)
,

делятся на степень 2, большую, чем
(
n
2

)
— из этого очевидно следует, что

равенство невозможно. Для этого заметим, что(
n

2k

)
a2k−2 =

(
n

2

)(
n− 2

2k − 2

)
2a2k−2

(2k − 1)2k
=

(
n

2

)(
n− 2

2k − 2

)
(a/2)2k−2

2k − 1

22k−2

k

и 22k−2 > k при k ≥ 2, из чего следует предыдущее утверждение. Значит,
уравнение не имеет других решений, кроме x = 0, y = 1 при любом n ≥ 2,
и x = 0, y = −1 при четном n.

Задача 4. a) Если p = 2, то p = (1 + i)(1− i), поэтому p не простое в
гауссовых целых числах.

Если p = 4k+3, то предположим противное, т.е. p не простое гауссово
число. Тогда пусть p = q1q2 . . . qn — разложение на простые. Заметим, что
p̄ = p = q̄1 . . . q̄n, поэтому p делится на сопряженные к своим простым
делителям. Заметим, что сопряженное к простому также простое (иначе
его разложение можно снова сопрячь), и в нашем случае оно отлича-
ется от исходного (с точностью до домножения на делитель единицы).
Действительно, иначе при q = a + bi число q/q̄ = (a + bi)/(a − bi) =
((a2− b2) + 2abi)/(a2 + b2) должно быть целым гауссовым, что возможно
только в случаях a = ±b и ab = 0 (т.к. |2ab| ≤ a2 + b2). В первом слу-
чае q делится на 1 + i, поэтому pp̄ = p2 делится на (1 + i)(1 − i) = 2,
противоречие. Во втором случае можно считать, что q — натуральное (с
точностью до домножения на делитель единицы), но p простое в целых
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числах, поэтому q = p и p — простое в целых гауссовых, противоречие.
Значит, q и q̄ — различные простые (q — простой делитель p в целых

гауссовых), и p делится на оба. Значит, p делится на qq̄ = a2 + b2, и т.к. p
— простое в целых числах, то p = a2 +b2. Но как известно, простое p вида
4k + 3 нельзя представить в виде суммы двух квадратов (посмотрим на
остатки по модулю 4), противоречие.

Если p = 4k + 1, то (как известно) −1 является вычетом по модулю
p, поэтому существует натуральное n такое, что n2 + 1 = (n + i)(n − i)
делится на p. Если бы p было простым гауссовым, то n + i или n − i
делилось бы на p, что очевидно не верно. Значит, p не простое гауссово.

б) Пусть n = a2 + b2 = (a+ bi)(a− bi) и m = c2 + d2 = (c+ di)(c− di),
тогда nm = ((a+ bi)(c+di))((a− bi)(c−di)) = ((ac− bd)+(ad+ bc)i)((ac−
bd)− (ad+ bc)i)) = (ac− bd)2 + (ad+ bc)2.

в) Рассмотрим минимальное такое n, что n = x2 + y2 для целых x
и y, и при этом не удовлетворяет условию теоремы 2. Тогда n делится
на какое-то простое p = 4k + 3 в нечетной степени. Но т.к. −1 невычет
по модулю p, то из того, что x2 + y2 делится на p, следует, что x и y
делятся на p. Значит, n делится на p2 и n/p2 = (x/p)2 + (y/p)2, причем
n/p2 делится на p в нечетной степени, что противоречит минимальности
n. Значит, если натуральное n = x2 + y2, то оно удовлетворяет условию
теоремы 2.

Обратно, если n удовлетворяет условию теоремы 2, то из пункта б)
достаточно показать, что 2, простое p = 4k+1 и p2 для простого p = 4k+3
— представимы в виде суммы двух квадратов. Действительно, 2 = 12+12,
p2 = p2 + 02 для любого p, а p = 4k + 1 — составное в целых гауссовых,
поэтому делится на гауссово простое q = a + bi, причем (аналогично
пункту а)) q 6= ±1± i и ab 6= 0, поэтому p делится на qq̄ = a2 + b2. Значит,
p = a2 + b2 из простоты p в целых числах.

Задача 5. Будем считать, что n удовлетворяет условию теоремы 2
(т.е. представляется хотя бы одним способом). Тогда, как видно из реше-
ния задачи 4, для любого представления n в виде суммы x2 + y2 — мы
можем сократить на все простые вида 4k + 3, поэтому можно считать,
что n не делится на простые вида 4k + 3 (число представлений от этого
не изменится). Пусть n = 2α0pα1

1 . . . pαm
m – разложение на простые в целых

числах, тогда, как видно из решения задачи 4, его разложения в целых
гауссовых будет иметь вид n = (1 + i)α0(1 − i)α0qα1

1 (q̄1)α1 . . . qαm
m (q̄m)αm ,

где qi — простой делитель pi. Каждому представлению n в виде суммы
двух квадратов соответствует разложение n = (x + yi)(x− yi) = zz̄, где
z = x + yi определено с точность до домножения на делители единицы
и сопряжения. Количество способов составить z с точностью до дели-
телей единицы, как видно из разложения n на простые гауссовы, равно
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(α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αm + 1) (т.к. 1 + i и 1 − i — одинаковые простые).
При сопряжении z совпадает с собой (с точностью до делителя едини-
цы) тогда и только тогда, когда z делится на каждое простое в степени,
в 2 раза меньшей степени вхождения в n. Такое возможно только в том
случае, когда все α1, . . . , αm — четные, т.е. (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αm + 1) —
нечетное. Значит, окончательная формула количества представлений n
в виде суммы двух квадратов — b((α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αm + 1) + 1)/2c.

Задача 6. Докажем, что уравнение x3 +y3 +z3 = 0 с xyz 6= 0 не имеет
решений в целых числах. Предположим противное, тогда после сокраще-
ния на gcd(x, y, z) можем считать, что x, y, z взаимно просты в совокуп-
ности (а значит, и попарно). Если xyz не делится на 3, то x3, y3, z3 ≡ ±1
mod 9, поэтому x3 + y3 + z3 6≡ 0 mod 9. Значит, одно из x, y, z делится
на 3 (из взаимной простоты — ровно одно) – без ограничения общности
z делится на 3. Заменяя z на −z, получаем уравнение x3 + y3 = z3, где z
делится на 3. Далее будем работать в Z[ξ], где ξ = −1+

√
−3

2
, и обозначим

π = 1− ξ – простое число, такое что ππ̄ = −ξ2π2 = 3.
Докажем, что если для взаимно простых x, y, z ∈ Z[ξ] выполнено x3 +

y3 = uz3, где u — делитель единицы, и z делится π, то z делится на π2.
Действительно, x3 +y3 = (x+y)(x+ ξy)(x+ ξ2y) = (x+y)(x+y−πy)(x+
y+πy− ξ2π2y), поэтому из того, что x3 + y3 = uz3 делится на π, следует,
что x + y делится на π, значит, все 3 множителя в разложении делятся
на π, причем x + y 6≡ x + y − πy 6≡ x + y + πy mod π2 (т.к. y не делится
на π), и каждое число в Z[ξ] очевидно сравнимо с 0, 1 или 2 по модулю
π = 1− ξ. Значит, один из этих множителей делится на π2, поэтому uz3

делится на π4. Значит, z делится на π2.
Теперь докажем, что если для взаимно простых x, y, z ∈ Z[ξ] выпол-

нено x3 + y3 = uz3, где u – делитель единицы, z делится πk и не делит-
ся на πk+1 с k ≥ 2, то существуют взаимно простые x1, y1, z1 ∈ Z[ξ] с
x3

1 + y3
1 = u1z

3
1 , где u1 — делитель единицы, z делится πk−1 и не делится

на πk. Разложением x3 + y3 = (x + y)(x + ξy)(x + ξ2y) = (x + y)(x + y −
πy)(x + y + πy − ξ2π2y) = uz3 мы снова получаем, что все 3 множителя
в разложении делятся на π, причем ровно один из них делится на π2 (а
значит, на π3k−2). После домножения y на ξ или ξ2 можно считать, что
x+ y делится на π3k−2.

Из единственности разложения получаем, что x + y = u1π
3k−2a3 ,

x+ ξy = u2πb
3 , x+ ξ2y = u3πc

3 , где ui — делители единицы, и a, b, c не
делятся на π. Из равенства 0 = (x+ y) + ξ(x+ ξy) + ξ2(x+ ξ2y) получаем
u1π

3k−2a3 + ξu2πb
3 + ξ2u3πc

3 = 0. После сокращения уравнение можно
привести к виду b3 + u4c

3 = u5(aπk−1)3, где u4 и u5 — делители единицы.
Докажем, что u4 = ±1. Действительно, заметим, что если b = n + mξ,
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где n,m целые числа, то b3 = (n + mξ)3 ≡ n3 + m3 ≡ ±1 mod 3, т.к. b
не делится на π. Аналогично c3 ≡ ±1 mod 3, и (πk−1)3 делится на 3 из
k ≥ 2. Значит, ±1±u4 делится на 3, поэтому u4 = ±1. После замены c на
u4c получаем b3 + c3 = u5(aπk−1)3, откуда мы получаем нужные x1, y1, z1.

Теперь можно рассмотреть целочисленное решение x3 + y3 = z3 с
z, делящимся на 3, и спуском по степени вхождения π в z получить
противоречие, т.к. z делится на π2.

Упражнение 2. Имеем x3 − 1 = (x − 1)(x2 + x + 1) = 0 и решаем
квадратное уравнение.

Задача 7. Заметим, что для a = x + yi ∈ Z[ξ] стандартная норма
N(a) = x2 + y2 будет целой, т.к. a = (z +

√
−3t)/2, где z и t — одной

четности. Для ненулевого a ∈ Z[1+
√
−3

2
] числа, кратные a, образуют ре-

шетку в плоскости комплексных чисел, разбивающую её на правильные
треугольники со стороной |a|. Для любой точки в таком треугольнике
квадрат расстояния от неё до любой вершины (кроме остальных в том
случае, когда точка совпадает с вершиной) меньше |a|2 = N(a), откуда
следует деление с остатком по норме комплексных чисел (чтобы поде-
лить b на a с остатком, надо вычесть из b ближайшее к нему на ком-
плексной плоскости число вида ac). Аналогично задаче 2, отсюда мы
получаем основную теорему арифметики для Z[ξ].

Задача 8. Для делителей единицы в Z[ξ] норма должна быть 1 (т.к.
у обратного норма должна быть целой). Для a = (x +

√
−3y)/2 ∈ Z[ξ] –

N(a) = (x2 + 3y2)/4, поэтому если a — делитель единицы, то −2 ≤ x ≤ 2
и −1 ≤ y ≤ 1. Перебором получаем, что все делители единицы в Z[ξ] –
это ±1,±ξ и ±ξ2.

Упражнение 3. а) Замкнутость относительно умножения следует
из равенства (x+ y

√
d)(z + t

√
d) = (xz + dyt) + (xt+ yz)

√
d.

б) x+y
√
d

z+t
√
d

= (xz−dyt)+(yz−xt)
√
d

z2−dt2 .
Упражнение 4. ξ является целым в Q[

√
−3]. 1+i

2
не является целым

в Z[i].
Упражнение 5. Очевидно.
Упражнение 6. а) x2−Tr(α)x+N(α) = (x− α)(x− ᾱ). Подставляя

в x = α, получаем ноль.
б) Вычисление.

Задача 9. По предыдущему упражнению x+y
√
d цело в Q[

√
d] тогда

и только тогда, когда числа 2x и x2 − dy2 целы. Легко проверить, что
для элементов Z[ω] это условие выполнено.
Пусть числа 2x и x2 − dy2 целы. Если x целое, то dy2 целое, откуда y
целое и x + y

√
d ∈ Z[ω]. Если x = n/2, где n нечетно, то 4dy2 целое,
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откуда y = m/2, где m целое. При этом dm2 ≡ n2 ≡ 1 mod 4, откуда m
нечетно и d ≡ 1 mod 4. Тогда x+ y

√
d = mω + (n−m)/2 ∈ Z[ω].

Упражнение 7. Если N(γ) = ±1, то 1
γ

= ±γ̄ ∈ Z[ω].
Если 1

γ
∈ Z[ω], то 1 = N(1) = N(γ 1

γ
) = N(γ)N( 1

γ
), откуда N(γ) = ±1,

поскольку N( 1
γ
) ∈ Z.

Упражнение 8. Предположим, что γ не просто: γ = ab, a, b ∈ Z[ω],
N(a) 6= ±1, N(b) 6= ±1. Тогда |N(γ)| = |N(a)||N(b)|, откуда одно из
(натуральных) чисел |N(a)| и |N(b)| равно 1. Противоречие.
Покажем, что 5 ∈ Z[

√
3] простое, хотя N(5) = 25 – составное число.

Пусть 5 = ab, где a, b ∈ Z[
√

3], N(a) 6= ±1, N(b) 6= ±1 . Тогда N(a)N(b) =
25, откуда N(a) = ±5. Если a = x+y

√
3, то x2−3y2 = ±5. Это уравнение

не имеет решений по модулю 3.
Упражнение 9. Индукция по |N(γ)|.
Задача 10. Поскольку N(3) = 9, N(5) = 25, N(1 +

√
−14) = N(1 −√

−14) = 15, норма неотрицательна, и норма произведения равна про-
изведению норм, то достаточно показать, что не существует числа α ∈
Z[
√
−14] с N(α) = 3 или N(α) = 5. Пусть α = x + y

√
−14, где x, y —

целые. А уравнения x2 + 14y2 = 3 и x2 + 14y2 = 5 не имеют решений в
целых числах, поскольку x2 + 14y2 > 5 > 3 при y 6= 0.

Задача 11. а) Для ненулевого b ∈ Z[
√
−2] числа, кратные b, обра-

зуют решетку в плоскости комплексных чисел, разбивающую её на пря-
моугольники со сторонами |b| и

√
2|b|. Для любой точки внутри такого

прямоугольника существует вершина, для которой квадрат расстояния
от неё точки не больше (1

2
|b|)2 + (1

2

√
2|b|)2 = 3

4
|b|2 < N(b). Из этого,

аналогично случаю гауссовых чисел, мы получаем деление с остатком,
алгоритм Евклида и единственность разложения на множители.

б) Для ненулевого b ∈ Z[1+
√
−7

2
] числа, кратные b, образуют решет-

ку в плоскости комплексных чисел, разбивающую её на равнобедренные
треугольники с основанием |b| и боковыми сторонами

√
1+7

4
|b| =

√
2|b|.

Для равнобедренного треугольника с основанием y и боковыми сторо-
нами x легко получить формулу радиуса описанной окружности R =
x2/
√

4x2 − y2, и для любой точки внутри треугольника существует вер-
шина, расстояние до которой не больше R (т.к. в равнобедренном тре-
угольнике с боковыми сторонами R расстояние до одной из двух боковых
вершин не больше R). Значит, для доказательства деления с остатком до-
статочно проверить, что в нашем равнобедренном треугольнике R < |b|.
Действительно, x =

√
2|b|, y = |b|, R = 2|b|2/(

√
7)|b| = (2/

√
7)|b| < |b|.

Далее аналогично получаем основную теорему арифметики.
Задача 12. а,б) Заметим, что норма N(a +

√
−db) = a2 + db2 для

делителя единицы должна быть равна 1, поэтому при d > 1 получаем
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b = 0, значит a = ±1, т.е. все делители единицы — это ±1. Если же d = 1,
то −1 ≤ a, b ≤ 1, откуда перебором получаем, что все делители единицы
— это ±1 и ±i.

в) Задача 8.
г) Докажем, что все делители единицы имеют вид ±(1 +

√
2)n для

всех целых n. Т.к. (1 +
√

2)(1 −
√

2) = −1, то все такие числа — дели-
тели единицы. Предположим, что существует какой-то другой делитель
единицы a + b

√
2. После домножения на −1 и сопряжения можно счи-

тать, что a, b > 0 (если ab = 0, то a = ±1 и b = 0 из a2 − 2b2 = ±1).
Рассмотрим минимальный такой делитель единицы a+ b

√
2 (с a, b ≥ 0 и

a + b
√

2 6= ±(1 +
√

2)n). Тогда (a + b
√

2)(
√

2 − 1) = (2b − a) + (a − b)
√

2.
Докажем, что a > b и 2b > a. Действительно, заметим, что если b = 1,
то a2 = 2 ± 1, откуда a = 1 и a + b

√
2 = 1 +

√
2, противоречие. Значит,

b > 1, поэтому a2 = 2b2± 1 > b2, откуда a > b. Если a = 1, то 2b2 = 1± 1,
откуда b = 1 и a + b

√
2 = 1 +

√
2, противоречие. Значит, a > 1, поэтому

(2b)2 = 2(a2 ± 1) > a2, откуда 2b > a.
Отсюда получаем 0 < 2b − a < a и 0 < a − b < b, поэтому (2b − a) +

(a− b)
√

2 < a+ b
√

2, что противоречит минимальности a+ b
√

2. Значит,
все делители единицы имеют вид ±(1 +

√
2)n.

Задача 13. а,в) Будем доказывать деление с остатком по норме
N(a + b

√
D) = |a2 − Db2|, где D = 2 или 3. Пусть x = a + b

√
D и

y = c + d
√
D, тогда x/y = (a + b

√
D)/(c + d

√
D) = (a + b

√
D)(c −

d
√
D)/(c2 −Dd2) = ((ac−Dbd) + (bc− ad)

√
D)/(c2 −Dd2) = n+m

√
D +

(k + l
√
D)/(c2 − Dd2), где n,m, k, l – целые, и |k|, |l| ≤ |(c2 − Dd2)|/2

(обычное деление с остатком ac − Dbd и bc − ad на c2 − Dd2). Значит,
a+b
√
D = (c+d

√
D)(n+m

√
D)+(k+ l

√
D)(c+d

√
D)/(c2−Dd2), причем

(k + l
√
D)(c + d

√
D)/(c2 − Dd2) ∈ Z[

√
D] и N(k + l

√
D) = |k2 − Dl2| ≤

(3/4)(c2 − Dd2)2, поэтому N((k + l
√
D)(c + d

√
D)/(c2 − Dd2)) = N(k +

l
√
D)N(c+d

√
D)/N(c2−Dd2) ≤ (3/4)N(c+d

√
D) < N(c+d

√
D), из чего

следует деление с остатком. Отсюда аналогично предыдущим случаям
следует основная теорема арифметики.

б) Заметим, что 4 = 2 ·2 = (1+
√
−3)(1−

√
−3), причем N(2) = N(1+√

−3) = N(1−
√
−3) = 4. Докажем, что 2, 1+

√
−3 и 1−

√
−3 — простые в

Z[
√
−3]. Для этого достаточно заметить, что N(a+ b

√
−3) = a2 + 3b2 6= 2

при целых a и b. Значит, 2, 1 +
√
−3 и 1 −

√
−3 не представимы в виде

произведения двух чисел с неединичной нормой, поэтому они простые.
Значит, разложение 4 на простые в Z[

√
−3] — не единственно.

г) Заметим, что 9 = 3 ·3 = (2 +
√
−5)(2−

√
−5), причем N(3) = N(2 +√

−5) = N(2−
√
−5) = 9. Аналогично получаем, что 3 6= N(a+ b

√
−5) =

a2 + 5b2, все числа в разложении 9 — простые, поэтому разложение не
единственно.

7



д) Заметим, что 4 = 2 · 2 = (
√

5 + 1)(
√

5− 1), причем N(2) = N(
√

5 +
1) = N(

√
5 − 1) = 4. Так как N(a + b

√
5) = a2 − 5b2 ≡ ±1 mod 5, то

±2 6= N(a+ b
√

5). Значит, все числа в разложении 4 — простые, поэтому
разложение не единственно.

е) Заметим, что 9 = 3 · 3 = (
√

10 + 1)(
√

10 − 1), причем N(3) =
N(
√

10 + 1) = N(
√

10 − 1) = 9. Так как N(a + b
√

10) = a2 − 10b2 ≡ ±1
mod 5, то±3 6= N(a+b

√
10). Значит, все числа в разложении 9 — простые,

поэтому разложение не единственно.
ж) Аналогично пунктам а,в) нам достаточно показать, что если |a|, |b| ≤

1/2, то |N(a+ bω)| < 1, где ω = 1+
√

5
2

. Действительно, a+ bω = ((2a+ b) +

b
√

5)/2, поэтому |N(a+bω)| = |((2a+b)2−5b2)/4| = |a2+ab−b2| ≤ 3/4 < 1.
з) Задача 11б.
и) Абсолютно аналогично случаю Z[1+

√
−7

2
] получаем R = 3√

11
|b| < |b|,

из чего следует деление с остатком и основная теорема арифметики.
к) Для Z[1+

√
−19

2
] деление с остатком не выполняется, причем не толь-

ко по стандартной норме, но и по любой (можете попробовать строго до-
казать это, рассмотрев число, не являющееся делителем единицы, с наи-
меньшей нормой). Будем доказывать более слабое утверждение — что в
Z[1+

√
−19

2
] все идеалы главные (см. следующую часть). Для ненулевого

идеала I рассмотрим его элемент y с наименьшей (стандартной) нормой.
Докажем, что для любого x ∈ I мы можем поделить с остатком x или 2x
на y. Аналогично с пунктами а,в,ж) ω = 1+

√
−19

2
, x = a+ bω и y = c+ dω,

тогда x/y = (a+bω)/(c+dω) = n1 +m1ω+(z1 + t1ω)), где n,m — целые, а
|z1|, |t1| ≤ 1/2; аналогично 2x/y = n2+m2ω+(z2+t2ω)) с |z2|, |t2| ≤ 1/2. За-
метим, что одно из |t1| и |t2| не больше 1/3 (будем считать, что |ti| ≤ 1/3).
Тогда |N(zi + tiω)| = |z2

i + ziti + 5t2i | ≤ 1/4 + 1/6 + 5/9 = 35/36 < 1, отку-
да следует деление с остатком (попробуйте доказать это утверждение в
геометрической интерпретации).

Предположим, что I 6= (y), т.е. существует x ∈ I, не делящееся на y.
Тогда 2x делится на y, поэтому 2x = (a + bω)y для целых a и b. Значит,
существует z ∈ I, не делящееся на y, для которого 2z = (c + dω)y, где
c = 0 или −1, а d равно 0 или 1 (поделим на 2y). Заметим, что d 6= 0,
т.к. иначе N(z) = N(−y/2) < N(y). Значит, 2z = ±1+

√
−19

2
y, поэтому

∓1+
√
−19

2
z + 3y = y/2 ∈ I, но N(y/2) < N(y), противоречие. Значит,

I = (y), т.е. все идеалы главные.
Теперь для доказательства основной теоремы арифметики достаточ-

но доказать, что если x не делится на простое p, то ax + bp = 1 для
каких-то a и b. Действительно, рассмотрим идеал (x, p), который равен
(z) для какого-то z. Значит, p делится на z, поэтому z равен pξ или ξ, где
ξ — делитель единицы. В первом случае получаем, что x делится на p,
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противоречие. Во втором случае получаем, что 1 ∈ (z) = (x, p), поэтому
1 = ax+ bp для каких-то a и b. Далее доказательство основной теоремы
арифметики повторяет задачу 2.

Задача 14. Для этого необходимо и достаточно, чтобы ξ2 = aξ + b
для целых a и b, то есть ξ является корнем приведенного квадратного
многочлена с целыми коэффициентами.

Задача 15. а) Если n четно, то 2 = (3n/2 + k)(3n/2− k), где 3n/2 + k и
3n/2−k имеют одинаковую четность, противоречие. Значит, n не делится
на 2.

Разложив обе части на множители в Z[
√
−2], получим (1+

√
−2)n(1−√

−2)n = (k+
√
−2)(k−

√
−2). Легко проверить, что k+

√
−2 и k−

√
−2

взаимно просты (т.к. 3n не делится на 2), и 1 ±
√
−2 — различные про-

стые. Отсюда из выполнения основной теоремы арифметики для Z[
√
−2]

получаем, что (1 +
√
−2)n = ±k ±

√
−2. Если (1 +

√
−2)n = ±k −

√
−2,

то по модулю 1−
√
−2 получаем (1 +

√
−2)n ≡ 2n ≡ ±k−

√
−2 ≡ ±k− 1,

поэтому 2n + 1 ≡ ±k. Но n нечетно, поэтому 2n + 1 делится на 3 =
(1 +

√
−2)(1−

√
−2), поэтому и k делится на 3, что очевидно неверно.

Значит, (1 +
√
−2)n = ±k +

√
−2, и приравнивая коэффициент при√

−2, получаем

1 =

(
n

1

)
− 2

(
n

3

)
+ 4

(
n

5

)
− . . .± 2(n−1)/2.

При n = 1 – k = ±1, при n = 3 — k = ±5. Докажем, что при n ≥ 5
решений нет. Перепишем последнюю формулу:

0 = −(n+ 1)(n− 1)(n− 3)

3
+ 4

(
n

5

)
− 8

(
n

7

)
+ . . .± 2(n−1)/2.

Теперь, аналогично задаче 3, докажем, (n+1)(n−1)(n−3)
3

и 2k
(

n
2k+1

)
при

k > 2 делятся на степень двойки большую, чем 4
(
n
5

)
, из чего будет сле-

довать противоречие. Для (n+1)(n−1)(n−3)
3

это очевидно, т.к. n на делится
на 2 и 4

(
n
5

)
= n(n−1)(n−2)(n−3)(n−4)

30
. Перепишем второй тип слагаемых:

2k
(

n

2k + 1

)
= 4

(
n

5

)(
n− 5

2k − 4

)
15 ∗ 2k−1

(2k − 3)(2k − 1)(2k + 1)(k − 1)k
.

Осталось заметить, что 2k−1 > k > k−1 при k > 2, поэтому 2k−1/(k(k−1))
делится на 2, из чего следует наше утверждение.

б) Если n четно, то 7 = (2n/2 +k)(2n/2−k), поэтому 2n/2 = 4 и k = ±3,
т.е. n = 4, k = ±3 – единственное решение при четном n. Далее считаем
n нечетным.
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Разложив обе части уравнения 2n−2 = (k2 + 7)/4 на множители в
Z[1+

√
−7

2
], получаем

((1 +
√
−7)/2)n−2((1−

√
−7)/2)n−2 = ((k +

√
−7)/2)((k −

√
−7)/2),

где (1 +
√
−7)/2 и (1 −

√
−7)/2 — различные простые, (k +

√
−7)/2 и

(k −
√
−7)/2 – взаимно просты. Обозначим m = n − 2, тогда из вы-

полнения основной теоремы арифметики для Z[1+
√
−7

2
] получаем, что

((1+
√
−7)/2)m = (±k±

√
−7)/2. Еслиm = 1, то n = 3 и k = ±1. Докажем,

что если m > 1, то ((1+
√
−7)/2)m = (±k−

√
−7)/2. Действительно, ина-

че ((1+
√
−7)/2)m−((1−

√
−7)/2)m =

√
−7, и по модулю (−3−

√
−7)/2 =

((1−
√
−7)/2)2 получаем, что ((1+

√
−7)/2)m−((1−

√
−7)/2)m ≡ (−1)m ≡

−1 ≡
√
−7, поэтому 1 +

√
−7 = ((1 +

√
−7)/2)2(1 −

√
−7)/2) делится на

((1−
√
−7)/2)2, противоречие.

Значит, ((1+
√
−7)/2)m = (±k−

√
−7)/2, и приравнивая коэффициен-

ты при
√
−7 по модулю 7, получаем −2m−1 ≡ m mod 7. Т.к. 2 является

вычетом по модулю 7, то m ≡ 3, 5, 6 mod 7, при этом m ≡ 0, 2, 1 mod 3
соответственно. Значит, m ≡ 3, 5, 13 mod 21, при этом m = 3, 5, 13 под-
ходят — им соответствуют решения n = 5, k = ±5 ; n = 7, k = ±11 ;
n = 15, k = ±181. Докажем, что это все решения.

Предположим противное, тогда m ≡ m0 mod 21, где m0 = 3, 5 или
13, и m > m0. Пусть r = m − m0 делится на 7α и не делится на 7α+1.
Тогда по модулю 7α+1 получаем

(1 +
√
−7)r = 1 + r

√
−7 + . . .+ (

√
−7)l

(
r

l

)
+ . . .+ (

√
−7)r ≡ 1 + r

√
−7,

т.к. l! делится на 7 в степени, меньшей l/6 = l/7 + l/49 + . . .. Также
2r ≡ (8)r/3 ≡ 1 mod 7α+1. Значит,

((1+
√
−7)/2)m = ((1+

√
−7)/2)m0((1+

√
−7)/2)r ≡ ((k0−

√
−7)/2)(1+r

√
−7) ≡

≡ ((k0 + 7r) + (k0r − 1)
√
−7)/2 ≡ (k −

√
−7)/2 mod 7α+1,

поэтому k0r делится на 7α+1. Но тогда k0 делится на 7, противоречие
(т.к. иначе 2n делится на 7). Значит, других решений нет.

Задача 16. Мы будем использовать задачи 27 и 28.
а) В Z[

√
−5] имеется разложение (x+

√
−5)(x−

√
−5) = y3. Т.е. произведе-

ние идеалов (x+
√
−5) и (x−

√
−5) является кубом идеала (y). Если идеа-

лы (x+
√
−5) и (x−

√
−5) не взаимно просты, то они имеют общий простой

делитель I. Тогда идеал, порожденный 2
√
−5 = (x +

√
−5)− (x−

√
−5)

делит I. Разложим (2
√
−5) = (2, 1 +

√
−5)2(

√
−5). Т.е. I = (2, 1 +

√
−5)
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или I = (
√
−5). В первом случае x нечетно, откуда x2 +5 = y3 делится на

2, но не делится на 4, противоречие. Во втором случае x делится на 5, от-
куда x2 +5 = y3 делится на 5, но не делится на 25, противоречие. Значит,
идеалы (x+

√
−5) и (x−

√
−5) взаимно просты и каждый из них является

кубом некоторого идеала. Используя задачу 28 нетрудно проверить, что
куб неглавного идеала будет неглавным, откуда (x+

√
−5) — куб главно-

го идеала. Т.е. (x+
√
−5) = (a+ b

√
−5)3, поскольку делители единицы в

Z[
√
−5] имеют вид ±1 и являются кубами. Раскрывая скобки и прирав-

нивая коэффициенты при
√
−5 получаем (3a2 − 5b2)b = 3a2b − 5b3 = 1.

Отсюда b = ±1. Легко видеть, что оба случая невозможны. Следователь-
но, уравнение не имеет решений.

б) Заменяя x на z − 1 получаем уравнение z2 + 6 = y3. Решений нет,
доказательство аналогично пункту а).

в) Разложим 5x2+1 = (1+x
√
−5)(1−x

√
−5) = y3. Аналогично пункту

а) x четно и идеалы (1+x
√
−5) и (1−x

√
−5) взаимно просты. Тогда (1+

x
√
−5) = (a + b

√
−5)3. Раскрывая скобки и приравнивая вещественные

части получаем a(a2−15b2) = a3−15ab2 = 1. Если a = 1, то b = 0, откуда
x = 0, y = 1. Случай a = −1 невозможен. Т.е. x = 0, y = 1.

г) Заменяя x на z − 1 получаем уравнение 6z2 + 1 = y3. Решение
единственно: x = 0, y = 1, доказательство аналогично пункту в).

д) Приведем решение, не использующее идеалы. Похожие решения
есть и для пунктов а,б).
Прибавим 8 и разложим на множители: x2 + 2 = (y + 2)(y2 − 2y + 4).
Рассмотрев остатки по модулю 4 получим, что x нечетно, откуда x2 +
2 ≡ 3 mod 8. Используем, что −2 является квадратичным невычетом
по модулю простого p тогда и только тогда, когда p ≡ 1 или 3 mod 8
(это следует, например, из квадратичного закона взаимности). Тогда все
простые делители x2 + 2 имеют вид 8k + 1 или 8k + 3, т.е. все делители
x2 + 2 = (y + 2)(y2 − 2y + 4) дают остатки 1 или 3 при делении на 8. Т.к.
y + 2 дает остаток 1 или 3 по модулю 8, то y дает остаток ±1. Из этих
двух случаев (y2− 2y+ 4) дает остаток 1 или 3 только если y ≡ 1 mod 8.
Отсюда x2 + 2 = y3 + 8 ≡ 1 mod 8. Противоречие.

Упражнение 10. Очевидно.
Упражнение 11. Если a, b ∈ I ∩ J , то a + b ∈ I, т.к. a, b ∈ I; анало-

гично a+ b ∈ J . Отсюда a+ b ∈ I ∩ J .
Если a ∈ I ∩ J, b ∈ Z, то ab ∈ I ∩ J по аналогичной причине.

Задача 17. а,б) Следует из линейного представления НОД.
в) Пусть d — наименьшее натуральное число в идеале I (если такого

нет, то I = (0)). Если I 6= (d), то I содержит число a, не делящееся на d.
Остаток от деления a на d лежит в I и меньше d. Противоречие.

Упражнение 12. Заметим, что (α) состоит из чисел вида αx, где
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x ∈ Z[ω], а также (α) ⊂ (β)⇔ α ∈ (β)⇔ α/β ∈ Z[ω]. Имеем

(α) = (β)⇔ α ∈ (β) и β ∈ (α)⇔ α/β ∈ Z[ω] и β/α ∈ Z[ω]⇔ α/β – делитель единицы

Упражнение 13. Очевидно.
Задача 18. Заметим, что (2,

√
−14) = {x + y

√
−14 | x четно, y ∈

Z} (проверьте!) Отсюда имеем, что, 1 6∈ (2,
√
−14)) и (2,

√
−14) 6= (2).

Предположим, что (2,
√
−14) = (α). Тогда 2 = αx, x ∈ Z[

√
−14], откуда

4 = N(2) = N(α)N(x).
Если N(α) = 1, то 1 = αᾱ ∈ (α), т.е. (1) ∈ (α) = (2,

√
−14), противоречие.

N(α) 6= 2, т.к. уравнение x2 +14y2 = 2 не имеет решений в целых числах.
Если N(α) = 4, то N(

√
−14) = 14 не делится на N(α), т.е.

√
−14 6∈ (α).

Задача 19. Пусть α — наименьшее натуральное число в I, β =
a + bω — число с наименьшим положительным коэффициентом b при
ω. Несложно проверить, что I = (α, β).

Упражнения 14-15. Вычисления, не приводим.
Упражнение 16. Из упражнения 13 достаточно найти ответ в Z:

(360), (2), (180).
Упражнение 17. Вычисления, мы приведем доказательство для I+

J . Если a, b ∈ I + J , то a = i1 + j1, b = i2 + j2, где i1, i2 ∈ I, j1, j2 ∈ J .
Тогда a+ b = (i1 + i2) + (j1 + j2) ∈ I + J , т.к. i1 + i2 ∈ I, j1 + j2 ∈ J .
Для c ∈ Z[ω] имеем ac = (i1 + j1)c = i1c+ j1c ∈ I + J , т.к. i1c ∈ I, j1c ∈ J .

Задача 20. Поскольку N(ai) и Tr(aiāj) — целые числа, то имеем
(N(ai),Tr(aiāj))1≤i,j≤n = (a), где a = НОД(N(ai),Tr(aiāj)). Заметим, что
N(ai) и Tr(aiāj) делятся на a. Т.к. N(ai) = aiāi и Tr(aiāj) = aiāj + aj āi,
то

(a) = (N(ai),Tr(aiāj))1≤i,j≤n ⊂ (a1, ..., an)(ā1, ..., ān)

Достаточно доказать, что aiāj ∈ (a) для всех 1 ≤ i, j ≤ n, т.е. что aiāj/a
— целое алгебраическое. По упражнению 6 достаточно показать, что его
норма и след целые. N(aiāj/a) =

aiājaj āi
a2

=
N(ai)N(aj)

a2
целое, т.к. N(ai) и

N(aj) делятся на a. Tr(aiāj/a) = Tr(aiāj)/a целое, т.к. Tr(aiāj) делится
на a.

Задача 21. Если I делится на J , то I = JH ⊂ J .
Пусть I ⊂ J . По задаче 20 (которая применима, т.к. J = (α, β) по задаче
19) имеем JJ̄ = (a), т.е. IJ̄ ⊂ JJ̄ = (a). Тогда все элементы IJ̄ делятся
на a, откуда H = IJ̄/a = {x/a | x ∈ IJ̄} — идеал. Получаем JH =
(IJ̄/a)J = (IJ̄J)/a = (I(a))/a = I, т.е. I делится на J .

Упражнение 18. Доказано в решении задачи 20.
Задача 22. По задаче 21 достаточно доказать, что

I ⊂ H и J ⊂ H ⇔ I + J ⊂ H
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Из левого следует правое, поскольку H замкнут относительно сложения;
из правого левое — поскольку I, J ⊂ I + J .

Упражнение 19. (a)(a) = (aā) = (N(a)) = (|N(a)|) и |N(a)| ≥ 0, т.е.
N((a)) = |N(a)|.

Упражнение 20. Т.к. N(I)N(J) ≥ 0, то достаточно показать, что
(N(I)N(J)) = IJIJ . Но (N(I)N(J)) = (N(I))(N(J)) = IĪJJ̄ = IJIJ .

Упражнение 21. Если J = IH, то N(J) = N(I)N(H) по упражне-
нию 20, откуда N(I) делит N(J).

Упражнение 22. Если I = (1), то (N(I)) = IĪ = (1), т.е. N(I) = 1.
Если N(I) = 1, то 1 ∈ IĪ ⊂ I, т.е. I = (1).

Упражнение 23. Идеал I прост ⇔ любой идеал, делящий I, совпа-
дает либо с I, либо с (1) ⇔ (по задаче 21) любой идеал, содержащий I,
совпадает либо с I, либо с (1) ⇔ идеал I максимален.

Упражнение 24. Пусть p1, p2 — различные простые идеалы. По
упражнению 23 ни один из них не содержится в другом. Тогда p1 + p2

— идеал, содержащий каждый из них и не совпадающий ни с одним из
них. По упражнению 23 получаем p1 + p2 = (1).

Задача 23. Заметим, что если N(I) — простое число, то I — простой
идеал (по упражнениям 21 и 22) и вычислим нормы: N(p1) = N(p2) = 3,
N(p3) = N(p4) = 5.

Задача 24. Используем индукцию по N(I) и упражнение 20.
Задача 25. По задаче 21 мы знаем, что JH ⊂ I и хотим доказать

что H ⊂ I. Пусть h ∈ H. Т.к. I + J = (1), то найдутся i ∈ I, J ∈ J , что
i + j = 1. Тогда jh ∈ JH ⊂ I и по определению идеала ih ∈ I. Значит,
h = jh+ ih ∈ I, что и требовалось.

Задача 26. Пункт а) очевиден.
б) HI = HJ ⇒ (N(H))I = HH̄I = HH̄J = (N(H))J . Теперь применим
пункт а) для a = N(H).

Задача 27. Предположим, что какой-то идеал имеет два различных
разложения на простые идеалы. Если какой-то простой идеал встреча-
ется в обоих разложениях, то на него по предыдущей задаче можно
сократить. Будем сокращать, пока не получим два разложения идеа-
ла p1...pn = I = q1...qn на простые идеалы, такое что все qi отличны от
p1. Тогда p1 делит q1...qn−1qn; p1 и qn взаимно просты по упражнению
24. По задаче 25 p1 делит q1...qn−1. Используем индукцию и получаем
противоречие.

Задача 28. а) Пусть I ⊂ Z[
√
−5] — идеал, x ∈ I — элемент с мини-

мальной ненулевой нормой. Числа, кратные x, образуют на комплексной
плоскости решетку из прямоугольников со сторонами 1 и

√
5. Если I не

содержит других чисел, то I главный. Пусть y ∈ I, причем y не делится

13



на x. После параллельного переноса на число, кратное x, можно считать,
что y лежит в прямоугольнике с вершинами 0, x, (1 +

√
−5)x,

√
−5x.

Мнимая часть y/x лежит между 0 и
√

5. Если она меньше
√

3/2 или
больше

√
5−
√

3/2, то расстояние от y до одной из вершин прямоуголь-
ника меньше |x|, что невозможно. Поэтому

√
3

2
≤ Im y

x
≤
√

5−
√

3
2
. Значит,√

5−
√

3
2
<
√

3 ≤ 2 Im y
x
≤ 2
√

5−
√

3 <
√

5+
√

3
2
. Отсюда следует, что рассто-

яние от 2y до одного из чисел
√
−5x, (1 +

√
−5)x, (2 +

√
−5)x меньше |x|,

т.е. должно равняться нулю. Значит, y равняется
√
−5x/2, (1+

√
−5)x/2,

либо (2+
√
−5)x/2. В первом и третьем случае −5x/2 ∈ I, откуда x/2 ∈ I,

что невозможно. То есть y = (1 +
√
−5)x/2 и I = ((1 +

√
−5)a, 2a), где

a = x/2.
б) Взяв x и y аналогично пункту а) получим, что y равняется

√
−6x/2,

(1+
√
−6)x/2, либо (2+

√
−6)x/2. Во втором случае

√
−6(1+

√
−6)x/2 =√

−6x/2 − 3x ∈ I, откуда
√
−6x/2 ∈ I, откуда x/2 = (1 +

√
−6)x/2 −√

−6x/2 ∈ I, что невозможно. В первом и третьем случае получаем I =
(
√
−6a, 2a), где a = x/2.
Задача 29. Пусть 0 6= a ∈ I. Тогда 0 6= aā ∈ I ∩ Z.
Задача 30. Пусть p — минимальное натуральное число в I, которое

существует по предыдущей задаче. Если p = ab, где a, b натуральные, то
(a)(b) = (ab) содержится в I, т.е. по задаче 21 (a)(b) делится на I, но (a)
и (b) не делятся на I. Противоречие.

Задача 31. Возьмем p из предыдущей задачи. (p) ⊂ I, т.е. по задаче
21 (p) делится на I, откуда N((p)) = p2 делится на N(I). По упражнению
22 N(I) 6= 1, откуда N(I) равняется p или p2.

Задача 32. Следует из решения предыдущей задачи.
Задача 33. Если идеал (p) ⊂ Z[ω] не прост, то (p) = IJ , где I, J

отличны от (1). тогда N(I)N(J) = N((p)) = p2, т.е. N(I) = p, откуда
IĪ = (N(I)) = (p), что и требовалось.

Задача 34. Предположим, что 0 ≤ a < p является решением урав-
нения Pω(a) ≡ 0 mod p. Заметим, что Pω(a) = (a− ω)(a− ω̄) делится на
p. Тогда (p, a− ω)(p, a− ω) = (p2, p(a− ω), p(a− ω̄, (a− ω)(a− ω̄)) ⊂ (p),
откуда (p) 6= (p, a− ω) 6= (1), при этом (p, a− ω) содержит (p), т.е. делит
(p). Значит, (p) не прост.
В обратную сторону, если (p) не прост, то (p) = IĪ, причем p ∈ I. Т.к.
p ∈ I, то pω ∈ I. Т.к. I 6= (p), то I содежит элемент x + yω, в кото-
ром y не делится на p. Применяя алгоритм Евклида к y и p, получим,
что I содержит элемент b + ω для некоторого b ∈ Z. Тогда для a = −b
имеем a − ω ∈ I. Из решения задачи 19 следует, что I = (p, a − ω). Т.к.
(p, a − ω)(p, a− ω) = (p), то Pω(a) = (a − ω)(a − ω̄) делится на p, т.е. a
является решением уравнения Pω(a) ≡ 0 mod p.
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Задача 35. Предположим противное, то есть существуют рацио-
нальное a = p/q, где q > 1 и gcd(p, q) = 1, и приведённый многочлен
P (x) = xn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 с целыми коэффициентами такой,
что P (a) = 0. Тогда qnP (a) = pn + an−1p

n−1q + . . . + a1pq
n−1 + a0q

n =
pn + q(an−1p

n−1 + . . .+ a1pq
n−2 + a0q

n−1) = 0, значит, pn делится на q. Но
gcd(p, q) = 1, противоречие.

Задача 36. Пусть a, b ∈ Q̄, тогда существуют приведённые много-
члены P (x), Q(x) с рациональными коэффициентами такие, что P (a) =
Q(b) = 0. Пусть P (x) = (x−α1)(x−α2) . . . (x−αn) и Q(x) = (x− β1)(x−
β2) . . . (x − βm), где α1, α2 . . . αn и β1, β2 . . . βm – корни P (x) и Q(x) соот-
ветственно, причем a = α1 и b = β1. Тогда коэффициентами P (x) и Q(x)
будут (с точностью до знака) элементарные симметрические многочлены
от α1, α2 . . . αn и β1, β2 . . . βm соответственно. Докажем, что a+ b ∈ Q̄. За-
метим, что a+ b является корнем многочлена R(x) =

∏
1≤i≤n
1≤j≤m

(x− αi − βj),

коэффициенты которого есть многочлены от α1 . . . αn, β1 . . . βm с раци-
ональными коэффициентами. Из того, что для любых 1 ≤ i, j ≤ n при
перестановке αi и αj многочлен R(x, α1, . . . , βm) сохраняется, следует, что
коэффициенты R(x) – многочлены от β1 . . . βm, коэффициенты которых
есть симметрические многочлены от α1 . . . αn с рациональными коэффи-
циентами.

Из основной теоремы о симметрических многочленах и того, что эле-
ментарные симметрические многочлены от α1, α2 . . . αn — рациональные
коэффициенты P (x), следует, что коэффициенты R(x) — многочлены от
β1 . . . βm с рациональными коэффициентами. Повторяя последнее рас-
суждение для β1 . . . βm, получаем, что коэффициенты R(x) — симмет-
рические многочлены от β1 . . . βm с рациональными коэффициентами,
и, как следует из теоремы и рациональности элементарных симметри-
ческих многочленов от β1 . . . βm, они рациональны. Значит, R(x) имеет
рациональные коэффициенты и корень a+ b, поэтому a+ b ∈ Q̄.

Доказательство ab ∈ Q̄ дословно повторяет доказательство для a+b с
заменой R(x) на

∏
1≤i≤n
1≤j≤m

(x−αiβj). Осталось заметить, что −b и 1/b являют-

ся корнями многочленов Q(−x) и xmQ(1/x) с рациональными коэффици-
ентами соответственно, поэтому a− b = a+ (−b) ∈ Q̄ и a/b = a(1/b) ∈ Q̄.

Задача 37. Будем считать an 6= 0. Пусть ai — корень приведённо-
го многочлена рациональными коэффициентами Pi(x) =

∏
1≤j≤ni

(x − αij),

причем ai = αi1 и все αnj 6= 0 (иначе поделим Pn(x) на x в максималь-
ной возможной степени). Рассмотрим все наборы J = (j0, j1, . . . , jn) из
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n+ 1 натурального числа с 1 ≤ jk ≤ nk, и многочлен R(x) =
∏
J

(αnjnx
n +

αn−1jn−1x
n−1 + . . . α1j1x+α0j0). Тогда R(x) делится на anxn+ . . . a1x+a0, и,

следовательно, R(b) = 0. Теперь, аналогично решению задачи 36, заме-
тим, что из того, что многочлен R(x) сохраняется при перестановках αki
и αkj, следует, что коэффициенты R(x) – многочлены от αij, 0 ≤ i ≤ n,
0 ≤ j ≤ ni с рациональными коэффициентами, причем для любого i —
они симметрические от αij , 1 ≤ j ≤ ni.

Теперь индукцией по k ≤ n + 1 покажем, что коэффициенты R(x)
— многочлены от αij, 0 ≤ i ≤ n − k, 0 ≤ j ≤ ni с рациональными
коэффициентами, причем для 0 ≤ i ≤ n − k — они симметрические от
αij , 1 ≤ j ≤ ni. База k = 0 — указана выше, переход от k к k + 1 при
k ≤ n — по предположению индукции коэффициенты R(x) – многочлены
от αij, 0 ≤ i < n − k, 1 ≤ j ≤ ni с коэффициентами – симметрическими
многочленами с рациональными коэффициентами от αn−kj, 1 ≤ j ≤ nn−k,
причем для 0 ≤ i < n − k — они симметрические от αij , 1 ≤ j ≤ ni.
Из теоремы 1 и рациональности коэффициентов Pn−k(x) следует, что
коэффициенты коэффициентов R(x) как многочленов от αij, 0 ≤ i < n−
k, 1 ≤ j ≤ ni — рациональны. Значит, коэффициенты R(x) – многочлены
от αij, 0 ≤ i ≤ n− k − 1, 1 ≤ j ≤ ni с рациональными коэффициентами,
причем для 0 ≤ i ≤ n − k − 1 — они симметрические от αij , 1 ≤ j ≤ ni
— переход доказан.

При k = n + 1 получаем, что коэффициенты R(x) рациональны, и
R(x) 6= 0, т.к. все αnj 6= 0. Значит, b является корнем ненулевого много-
члена с рациональными коэффициентами, поэтому b ∈ Q̄.

Задача 38. а) Для нормы N(P ) = deg(P ) делением с остатком будет
обычное деление многочленов столбиком.

б) В данном случае делителями единицы будут ненулевые рацио-
нальные числа, а простыми — неприводимые непостоянные многочлены.
Какое-то разложение на простые можно получить делением многочлена
на простые меньшей степени (пока это возможно). Предположим, что у
какого-то многочлена R есть два различных (с точностью до домноже-
ния на единицы) разложения на простые R = P1P2 . . . Pn = Q1Q2 . . . Qm.
Сократив на одинаковые (с точностью до домножения на делители еди-
ницы) простые в разложениях, получим, что для какого-то Pi выполне-
но Pi|Q′1Q′2 . . . Q′k, где Q′1Q′2 . . . Q′k — оставшиеся простые в правой части.
Пусть α — корень Pi, тогда Q′1(α)Q′2(α) . . . Q′k(α) = 0, значит Q′j(α) = 0
для какого-то j. Но тогда Pi и Q′i делятся на минимальный многочлен
для α, неприводимы и различны (с точностью до домножения на дели-
тели единицы), противоречие. Значит, разложение единственно.

Задача 39. Для многочлена P (x) с рациональными коэффициентами
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определим его содержание CP как положительное рациональное число,
такое, что все коэффициенты многочлена P (x)/CP целые, и их наиболь-
ший общий делитель равен 1. Такое число существует, т.к. P (x) можно
сначала умножить на наименьшее общее кратное знаменателей всех его
коэффициентов, а потом поделить на наибольший общий делитель всех
коэффициентов — тогда у получившегося многочлена будут целые коэф-
фициенты с наибольшим общим делителем, равным 1. При этом полу-
чившийся многочлен перестает иметь целые коэффициенты при умноже-
нии на нецелое рациональное число x/y (т.к. если y делится на простое
p, то существует коэффициент ai, не делящийся на p, поэтому ai(x/y)
не будет целым), и перестает иметь тривиальный наибольший общий де-
литель всех коэффициентов при умножении на целое число, не равное
±1. Из этого следует, что такое CP единственно, поэтому оно корректно
определено.

Как видно из определения, достаточно доказать, что если P и Q
имеют целые коэффициенты с тривиальным наибольшим общим дели-
телем (то есть CP = CQ = 1), то их произведение PQ обладает тем же
свойством (CPQ = 1). Предположим противное, тогда существует про-
стое p, делящее все коэффициенты PQ. Пусть P (x) = anx

n + . . . a0 и
Q(x) = bmx

m + . . . b0, и пусть k и r — наименьшие неотрицательные це-
лые числа, такие, что ak и br не делятся на p (такие k и r существуют,
иначе p делит все коэффициенты P (x) или Q(x)). Тогда коэффициент
при xk+r у PQ равен сумме a0bk+r + a1bk+r−1 + . . . + akbr + . . . + ak+rb0,
все слагаемые которой, кроме akbr, делятся на p из минимальности k и
r. Значит, этот коэффициент у PQ не делится на p, противоречие.

Задача 40. Деление с остатком в многочленах с целыми коэффи-
циентами по степени уже не работает (x не делится с остатком на 2x),
но верна единственность разложения — из задачи 38 следует, что любые
два разложения на простые в целых числах отличаются домножением
на рациональные. Все наибольшие общие делители непостоянных много-
членов разложения равны 1, значит по лемме Гаусса многочлены в двух
разложениях совпадают с точностью ±1, поэтому разложения одинако-
вы.

Как мы видели, из наличия деления с остатком следует, что любой
идеал главный. В множестве многочленов от переменной x с целыми
коэффициентами имеется не главный идеал (2, x), а в множестве много-
членов от двух переменных x, y имеется не главный идеал (x, y).

Задача 41. Поделив с остатком Q(x) на Pa(x), мы получим Q(x) =
R(x)Pa(x)+T (x), где R(x) и T (x) — многочлены с рациональными коэф-
фициентами, причем deg(T ) < deg(Pa), поэтому T (a) 6= 0 при T (x) 6= 0.
Но подставив x = a, получим Q(a) = 0 = R(a)Pa(a)+T (a) = T (a), значит
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T (x) = 0 и Q(x) = R(x)Pa(x), поэтому Q(x) делится на Pa(x).
Задача 42. Доказательство повторяет доказательство задачи 36 с

учетом того, что симметрический многочлен с целыми коэффициентами
представляется как многочлен с целыми коэффициентами от элементар-
ных симметрических.

Задача 43. Достаточно доказать, что 1
b
∈ Q[a1, ..., an]. Как следует

из задачи 36, b — алгебраическое. Пусть P (x) = cnx
n+ . . .+c1x+c0 — ми-

нимальный приведенный многочлен с рациональными коэффициентами
для b, тогда c0 6= 0 минимальности, поэтому 1

b
= − cn

c0
bn−1 − . . . − c1

c0
∈

Q[a1, ..., an].
Задача 44. Пусть a является корнем приведённого многочлена P (x) с

целыми коэффициентами, по задаче 41 имеем P (x) = R(x)Q(x), где R(x)
— приведённый многочлен с рациональными коэффициентами (т.к. P и
Q — приведённые). Заметим, что CP = 1, т.к. он приведённый с целыми
коэффициентами, и 1/CQ и 1/CR — натуральные, т.к. они приведённые.
По лемме Гаусса (1/CQ)(1/CR) = 1, поэтому CQ = CR = 1, значит Q(x)
имеет целые коэффициенты.

Также можно было заметить, что коэффициенты Q(x) — многочлены
от корней P (x) с целыми коэффициентами, поэтому они целые алгебра-
ические. Но т.к. Q(x) имеет рациональные коэффициенты, то по задаче
35 — они целые.

Задача 45. Пусть α1, . . . , αn — корни многочлена P (x) = (x−α1)(x−
α2) . . . (x− αn) с целыми коэффициентами, причем |α1| = . . . = |αn| = 1.
Тогда заметим, что Pk(x) = (x− αk1)(x− αk2) . . . (x− αkn) также имеет це-
лые коэффициенты (т.к. они являются симметрическими многочленами
от α1, . . . , αn с целыми коэффициентами), и его корни по модулю равны 1.
Заметим, что по теореме Виета коэффициент Pk(x) при xn−m не превос-
ходит по модулю

(
n
m

)
. Значит, наборы коэффициентов Pk(x) принимают

конечное число значений, поэтому какой-то из этих наборов встречается
бесконечное число раз при натуральных k. Из единственности разложе-
ния многочлена на линейные множители в комплексных числах следует,
что для бесконечного числа k набор {αk1, . . . , αkn} равен какому-то набору
{β1, . . . , βn} с точностью до перестановки. Значит, для каких-то различ-
ных k1 и k2 — αk1i = αk2i для всех i (из конечности числа перестановок),
поэтому αk1−k2i = 1 для всех i. Значит, все корни P (x) — корни из 1, ч.т.д.

Задача 46. Достаточно проверить транзитивность — пусть A ∼ B
и B ∼ C, тогда (a)A = (b)B и (d)B = (c)C, поэтому (ad)A = (bc)C и
A ∼ C.

Задача 47. Если все идеалы главные, то для любых двух идеалов (α)
и (β) — (β)(α) = (α)(β), поэтому (α) ∼ (β), т.е. все идеалы эквивалентны.
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Обратно, если число классов равно 1, то любой идеал I эквивалентен
(1), поэтому (α) = I(β). Значит, α = iβ для какого-то i ∈ I, поэтому
I = (α/β) = (i), т.е. все идеалы главные.

Задача 48. Если (a)I1 = (b)I2 и (c)J1 = (d)J2, то (ac)I1J1 = (bd)I2J2,
поэтому I1J1 ∼ I2J2.

Задача 49. По задаче 28 в обоих случаях есть 2 различных класса
— (a) и ((1 +

√
−5)a, 2a) в Z[

√
−5], и (a) и (

√
−6a, 2a) в Z[

√
−6] (для

таких a, что это идеал). Обозначим главные идеалы — 0-ым классом,
а оставшийся класс — 1-ым. Тогда произведение 0-ых — 0-ой, произ-
ведение 0-ого на 1-ого — 1-ый, а произведение 1-ых — 0-ой, т.к. ((1 +√
−5)a, 2a)((1 +

√
−5)b, 2b) = ((−4 + 2

√
−5)ab, (2 + 2

√
−5)ab, 4ab) = (2ab)

и (
√
−6a, 2a)(

√
−6b, 2b) = (−6ab, 2

√
−6ab, 4ab) = (2ab). Значит, умноже-

ние классов устроено так же, как сложение по модулю 2.
Задача 50. Это множество лежит в Z̃, замкнуто относительно сло-

жения и умножения на Z̃ (т.к. I — идеал), поэтому (1/α)I — идеал.
Задача 51. Пусть Pα(x) — минимальный приведенный многочлен

для α степени n, тогда набор 1, α, α2, . . . , αn−1 является базисом в Q[α],
т.к. любой многочлен сравним с многочленом степени меньше n по мо-
дулю P (x), и если два различных многочлена от α степени меньше n
равны, то P (x) — не минимальный.

Задача 52. Аналогично, пусть Pi(x) — минимальный приведенный
многочлен для αi степени ni, тогда набор одночленов αr11 α

r2
2 . . . αrkk , где

0 ≤ ri < ni — позволяет представить любой элемент Q̃ в виде суммы эле-
ментов набора с рациональными коэффициентами. Предположим, что
какой-то элемент Q̃ можно представить таким образом двумя различ-
ными способами. Тогда из равенства этих сумм следует, что какой-то
элемент набора можно выразить в виде суммы остальных (с рациональ-
ными коэффициентами) — выкинем этот элемент из набора. Будем про-
должать эту операцию, пока возможно — элементов в наборе конечное
число, поэтому этот процесс закончится, и мы получим набор, для ко-
торого любой элемент Q̃ единственным образом представляется в виде
суммы элементов набора с рациональными коэффициентами. Значит, мы
получили базис Q̃ над Q.

Задача 53. Пусть α является корнем многочлена с целыми коэффи-
циентами P (x) = amx

m + . . . + a0 (возьмем минимальный многочлен и
умножим на НОК знаменателей всех коэффициентов). Тогда am−1

m P (x) =
(amx)m + am−1(amx)m−1 + . . .+ a1a

m−2
m (amx) + a0a

m−1
m , поэтому число amα

является корнем многочлена с целыми коэффициентами.
Задача 54. Для начала заметим, что для любого α ∈ Q̃ существу-

ет целое ненулевое n, такое что nα ∈ I. Действительно, пусть β ∈ I,

19



β 6= 0, тогда для β/α существует такое n, что nα/β ∈ Z̃, значит nα =

(nα/β)β ∈ I. Отсюда следует, что взяв произвольный базис Q̃ над Q
и умножив его элементы на натуральные числа, мы сможем получить
базис, элементы которого лежат в I. Возьмем такой базис β1, . . . , βn, то-
гда каждый элемент α ∈ I единственным образом записывается в виде
α = x1β1 + . . . + xnβn, где x1, . . . , xn - рациональные (набор (x1, . . . , xn)
будем называть координатами α).

Для каждого α ∈ I рассмотрим набор его координат по модулю 1,
то есть ({x1}, {x2}, . . . , {xn}), являющийся координатами α − bx1cβ1 −
bx2cβ2 − . . . − bxncβn ∈ I. Как видно из определения, все такие наборы
лежат в единичном кубе размерности n. Если таких различных наборов
конечное число, то возьмем соответствующие им α1, . . . , αm ∈ I, тогда
набор β1, . . . , βn, α1, . . . , αm — удовлетворяет утверждению задачи.

Предположим, что таких различных наборов бесконечно много. Тогда
существует α ∈ I со сколь угодно маленькими по модулю всеми коорди-
натами. Действительно, для любого натурального N разобьем единич-
ный куб на Nn меньших кубов со стороной 1/N . Из бесконечности числа
различных наборов — в каком-то меньшем кубе найдутся 2 различных
набора (x1, . . . , xn) и (y1, . . . , yn), тогда (y1 − x1, . . . , yn − xn) — коорди-
наты какого-то α ∈ I, причем |yi − xi| ≤ 1/N для всех i. Но N можно
выбрать сколь угодно большим (т.е. 1/N — сколь угодно маленьким), из
чего следует наше утверждение.

Осталось доказать, что у α ∈ I не могут все координаты быть сколь
угодно малыми по модулю. Пусть Pi(x) – минимальный приведенный
многочлен с целыми коэффициентами для βi, и βi1, βi2, . . . , βini

– его кор-
ни. Рассмотрим все наборы J = (j1, . . . , jn) из n+ 1 натурального числа
с 1 ≤ jk ≤ nk, и многочлен R(t, x1, . . . , xn) =

∏
J

(t − (x1β1j1 + x2β2j2 +

. . . + xnβnjn)). Этот многочлен сохраняется при перестановках βij и βik,
поэтому (аналогично с решением задачи 6) он имеет целые коэффици-
енты. Рассмотрим ненулевое α ∈ I и подставим в R(t, x1, . . . , xn) его
координаты — получим приведенный многочлен Rα(t) с рациональны-
ми коэффициентами с корнем α. Значит, Rα(t) делится на минимальный
приведенный многочлен Qα(t) с целыми коэффициентами. В частности,
произведение каких-то x1β1j1 +x2β2j2 + . . .+xnβnjn с точностью до знака
совпадает со свободным членом Qα(t), т.е. равно целому ненулевому чис-
лу. Пусть ε = 1/(nmaxi,j(|βij|)), тогда если |xi| < ε для всех i, то для всех
J — |x1β1j1 +x2β2j2 + . . .+xnβnjn| < 1, поэтому и модуль их произведения
< 1. Но он должен быть целым ненулевым, противоречие.

Значит, все координаты α не могут быть по модулю меньше ε, поэтому
различных наборов конечное число. Как мы уже показали, в этом случае
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выполняется утверждение задачи. Задача решена.
Задача 55. Зафиксируем базис γ1, . . . , γn вQ[α], и рассмотрим α1, . . . , αN

из предыдущей задачи. Тогда координаты элементов I в нашем базисе
порождаются коэффициентами α1, . . . , αN (т.е. их конечными суммами).
Рассмотрим первые координаты всех элементов I — они порождаются
первыми координатами α1, . . . , αN , поэтому они имеют вид q1r для фик-
сированного рационального q1 и всех целых r (применим алгоритм Ев-
клида к первым координатам α1, . . . , αN). Возьмем какой-то β1 ∈ I с
первой координатой q1 (если q1 = 0, о возьмем β1 = 0), и вычтем из
элементов I (различные) числа kβ1 с целым k так, чтобы все первые ко-
ординаты стали равны 0. Потом применим эту операцию ко второй ко-
ординате, и так далее. В конце мы получим набор β1, . . . , βn, ненулевые
элементы которого удовлетворяют условию задачи: любое α ∈ I можно
представить в нужном виде, т.к. мы можем последовательно вычитать
из α числа kiβi с целыми ki так, чтобы обнулялись i-ые координаты, и
в конце получим 0. При этом такое представление единственно, иначе
для каких-то целых ki – k1β1 + . . . + klβl = 0 , причем не все kiβi равны
0. Пусть krβr — ненулевое слагаемое с минимальным r, тогда r-ая коор-
дината у krβr не равна 0, а у всех остальных слагаемых — нулевая по
построению βi, противоречие.

Задача 56. Это сразу следует из первого утверждения в решении
задачи 54 и того, что для элементов целого базиса α1, . . . , αn не суще-
ствуют целых ki таких, что k1α1 + . . .+ knα = 0, причем не все ki равны
0.

Задача 57. Очевидно.
Задача 58. Можно показать, что искомое количество равно N(I).
Задача 59. Применим первое утверждение в решении задачи 54 к

α = 1.
Задача 60. Пусть целое m ∈ I, и α1, . . . , αn — целый базис Z̃. Тогда

элементы Z̃/I имеют представителей среди k1α1 + . . .+knα , где 0 ≤ ki <

m, т.к. mαi ∈ I. Значит, Z̃/I — конечное множество.
Задача 61. Любой идеал I, содержащий (α), полностью определяет-

ся элементами Z̃/(α), которые содержаться в I (если I содержит одного
представителя, то он содержит весь класс эквивалентности). Т.к. Z̃/(α)
конечно, то и множество его подмножеств конечно, поэтому таких идеа-
лов — конечное число.

Задача 62. Из задачи 56 следует, что вектора элементов целого ба-
зиса I являются базисом рационального n-мерного пространства над Q.

Задача 63. Возьмем M1 = maxi,j(‖αiαj‖) + 1 и βi = αiβ. Тогда если
β = x1α1 + . . . + xnαn, то ‖βi‖ = ‖x1α1αi + . . . + xnαnαi‖ ≤ ‖x1α1αi‖ +
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. . .+ ‖xnαnαi‖ < M1(x1 + . . .+ xn) = M1‖β‖, ч.т.д.
Задача 64. Из задачи 56 следует, что для βi из предыдущей задачи

существуют и единственны такие рациональные xi, что α = x1β1 + . . .+
xnβn. Возьмем такое c ∈ Z̃, что cβ = bx1cβ1+. . .+bxncβn, тогда ‖α−cβ‖ =
‖{x1}β1 + . . .+ {xn}βn‖ < ‖β1‖+ . . .+ ‖βn‖ < nM1‖β‖, ч.т.д.

Задача 65. Для каждого натурального k ≤ M2 рассмотрим α′k =
kα − ckβ такое, что ‖α′k‖ < nM1‖β‖. Векторы всех α′k лежат в кубе с
центром в 0 и со стороной 2nM1‖β‖. Разобьем его на (2n(n+1)M1)n кубов
со стороной ‖β‖/(n + 1), тогда среди M2 = (2n(n + 1)M1)n + 1 векторов
α′k какие-то α′k и α′r, k 6= r, лежат в одном кубе со стороной ‖β‖/(n+ 1).
Значит, ‖α′k − α′r‖ ≤ ‖β‖n/(n+ 1) < ‖β‖, но α′k − α′r = (k − r)α− cβ, где
|k − r| < M2. Значит, m = |k − r| подходит.

Задача 66. Выберем β как ненулевой элемент I с минимальным ‖β‖.
Тогда для любого α ∈ I существует m ≤ M2 и c ∈ Z̃ такие, что ‖mα −
cβ‖ < ‖β‖. Но mα − cβ ∈ I, поэтому mα = cβ. Значит, для любого
α ∈ I существует c ∈ Z̃ такое, что M2!α = cβ, поэтому M2!I ⊆ (β).
Следовательно, (1/β)M2!I — идеал, и M2 = (1/β)M2!β ∈ (1/β)M2!I.

Задача 67. По задаче 61 — идеалов, содержащих M2!, конечное чис-
ло, и каждый идеал I по предыдущей задаче эквивалентен одному из
них, т.к. (M !)I = (β)((1/β)M2!I). Значит, классов эквивалентности иде-
алов — конечное число.

Задача 68. Пусть β1, . . . , βn — целый базис I, тогда если αI ⊆ I, то
αβi = ai1β1 +ai2β2 + . . .+ainβn для всех i, где все aij — целые. Перепишем
эти уравнения как

ai1β1 + ai2β2 + . . .+ ai,i−1βi−1 + (ai,i − α)βi + ai,i+1βi+1 . . .+ ainβn = 0,

и получим систему однородных линейных уравнений на переменные β1, . . . , βn.
Запишем её коэффициенты в виде матрицы

a11 − α a12 . . . a1n

a21 a22 − α . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann − α


Те из вас, кто знаком с понятием определителя, могут сразу заметить,
что определитель этой матрицы — это приведенный многочлен от α с
целыми коэффициентами, и при этом определитель равен 0 ввиду нали-
чия ненулевого решения (β1, . . . , βn). Из этого мы сразу получаем, что α
— целое алгебраическое. Но так как (возможно) не все из вас знакомы
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с определителем, то мы проведем несколько более громоздкое рассуж-
дение, использую метод Гаусса решения системы линейных уравнений,
или просто метод последовательного исключения переменных. На самом
деле, оно будет довольно близко к доказательству одного из основных
свойств определителя (что система имеет нетривиальное решение тогда
и только тогда, когда определитель равен 0), поэтому принципиально от
предыдущего оно ничем не отличается.

Предположим, что α — не целое алгебраическое, т.е. любой ненуле-
вой приведенный многочлен с целыми коэффициентами от α не равен
0. Как известно и очевидно, множество решений системы уравнений не
изменится, если мы умножим одно уравнение на ненулевую константу
или вычтем из одного уравнения другое, умноженное на константу.

Давайте исключим переменную β1 из всех уравнений, кроме первого
— по предположению a11 − α 6= 0, поэтому мы можем умножить все
остальные уравнения на a11 − α, а потом вычесть из i-ого уравнения
1-ое, умноженное на ai1. Коэффициенты новой системы будут иметь вид


a11 − α a12 . . . a1n

0 (a22 − α)(a11 − α)− a21a12 . . . a2n(a11 − α)− a21a1n
...

... . . . ...
0 an2(a11 − α)− an1a12 . . . (ann − α)(a11 − α)− an1a1n


Теперь можно исключить переменную β2 из всех уравнений, кроме

первого и второго — по предположению коэффициент при β2 во втором
уравнении (a22 − α)(a11 − α)− a21a12 6= 0, поэтому мы можем умножить
все уравнения после 2-ого на (a22−α)(a11−α)−a21a12, а потом вычесть из
i-ого, i > 2 уравнения 2-ое, умноженное на старый (до последнего умно-
жения) коэффициент i-ого уравнения при β2. Покажем по индукции, что
мы и дальше сможем по очереди исключать переменные.

Предположим, что для натурального 1 ≤ k ≤ n – при 1 ≤ i ≤ k, мы
уже исключили i-ую переменную из уравнений с номером, большим i,
и коэффициенты уравнений являются многочленами с целыми коэффи-
циентами от α, причем коэффициенты уравнений с номером i > k при
βi – степени 2k, степени остальных коэффициентов уравнений с номером
i > k строго меньше 2k, и все коэффициенты i-ых уравнений при βi — с
точностью до знака приведенные многочлены:
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P11(α) P12(α) . . .
0 P22(α) . . .
...

... . . .
0 0 . . . Pk,k(α) Pk,k+1(α) Pk,k+2(α) . . . Pk,n(α)
0 0 . . . 0 Pk+1,k+1(α) Pk+1,k+2(α) . . . Pk+1,n(α)
0 0 . . . 0 Pk+2,k+1(α) Pk+2,k+2(α) . . . Pk+2,n(α)
...

... . . .
...

...
... . . . ...

0 0 . . . 0 Pn,k+1(α) Pn,k+2(α) . . . Pn,n(α)


,

где deg(Pii) = 2k при i > k, и deg(Pij) < 2k при i, j > k и i 6= j,
причем Pii — приведенный с точностью до знака. Рассмотрим уравнения
с номерами i > k от βi с i > k:

Pk+1,k+1(α) Pk+1,k+2(α) . . . Pk+1,n(α)
Pk+2,k+1(α) Pk+2,k+2(α) . . . Pk+2,n(α)

...
... . . . ...

Pn,k+1(α) Pn,k+2(α) . . . Pn,n(α)


Для краткости обозначимQij = Pk+i,k+j(α). По предположениюQ11 6=

0, поэтому мы можем умножить все уравнения после 1-ого на Q11, а
потом вычесть из i-ого, i > 1 уравнения 1-ое, умноженное на старый (до
последнего умножения) коэффициент i-ого уравнения при βk+1:


Q11 Q12 . . . Q1,n−k
0 Q22Q11 −Q21Q12 . . . Q2,n−kQ11 −Q21Q1,n−k
...

... . . . ...
0 Qn−k,2Q11 −Qn−k,1Q12 . . . Qn−k,n−kQ11 −Qn−k,1Q1,n−k


Тогда deg(QiiQ11 − Qi,1Q1,i) = 2k+1, он приведенный с точностью до

знака, и deg(QijQ11 − Qi,1Q1,j) < 2k+1 при i 6= j. Мы исключили βk+1 из
уравнений с номером i > k+1 с сохранением условий на коэффициенты,
тем самым переход индукции доказан (база k = 0).

Подставляя k = n, получим систему уравнений на β1, . . . , βn, послед-
нее уравнение которой имеет вид Pn,n(α)βn = 0, где Pn,n – приведенный
многочлен с целыми коэффициентами. Значит, Pn,n(α) 6= 0 и βn 6= 0,
противоречие. Значит, α — целое алгебраическое, ч.т.д.

Задача 69. Пусть α1, . . . , αn — целый базис I, тогда если JI = I,
то для каждого i существуют такие βi1, . . . , βin ∈ J , что αi = βi1α1 +
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. . . + βinαn. Тем самым мы получаем систему линейных уравнений на
α1, . . . , αn с коэффициентами

β11 − 1 β12 . . . β1n

β21 β22 − 1 . . . β2n
...

... . . . ...
βn1 βn2 . . . βnn − 1


Заметим, что ситуация аналогична с предыдущей задачей — целые

числа заменены на идеал J , а α — на 1. Аналогично с предыдущей за-
дачей мы можем доказать, что 1 — корень приведенного многочленами
с коэффициентами в J , из чего будет следовать, что 1 ∈ J , поэтому
J = (1).

Задача 70. Очевидно следует из конечности числа классов идеалов.
Задача 71. По предыдущей задаче (α)Ik = (β)Im для каких-то нену-

левых α и β. Деля на β, получаем (α/β)Ik = Im, и т.к. Im ⊆ Ik, то
(α/β)Ik ⊆ Ik. По задаче 68 получаем, что γ = α/β ∈ Z̃, т.е. (γ)Ik =
Im = IkIm−k. Для любого α ∈ Im−k получаем (α)Ik ⊆ (γ)Ik, значит
(α/γ)Ik ⊆ Ik, и по задаче 68 α/γ ∈ Z̃, т.е. все элементы Im−k делятся на
γ. Поэтому (1/γ)Im−k — идеал, и Ik = (1/γ)Im−kIk. Значит, по задаче 69
мы получаем (1/γ)Im−k = (1), поэтому Im−k = (γ).

В частности, для J = Im−k−1 — IJ = (γ).
Задача 72. Если I делится на J , то I = JH для какого-то идеала H,

поэтому I ⊆ J .
Обратно, если I ⊆ J , то возьмем по предыдущей задаче такой идеал

J ′, что JJ ′ = (α) для ненулевого α. Тогда IJ ′ ⊆ JJ ′ = (α), поэтому
H = (1/α)IJ ′ – идеал, и I = (1/α)JJ ′I = JH. Значит, I делится на J .

Задача 73. Для ненулевого идеала I обозначим N(I) = |Z̃/I| — ко-
личество элементов в Z̃/I. Если I ⊂ J , то N(I) > N(J), т.к. классы
эквивалентности Z̃/J являются объединением каких-то классов эквива-
лентности Z̃/I, причем класс J содержит больше одного класса Z̃/I, т.к.
I 6= J .

Для ненулевого идеала I найдем какой-то его простой делитель, про-
должая по индукции цепочку вложенных собственных идеалов I ⊂ I1 ⊂
I2 ⊂ . . . — т.к. N(Ik) уменьшается, то в какой-то момент мы не сможем
её продолжить, тогда последний член в цепочке будет простым идеалом
P1 (т.к. он не содержится в других собственных идеалах). По предыду-
щей задаче I = P1H для какого-то идеала H, причем N(H) < N(I).
Аналогично для H получаем H = P2R, т.е. I = P1P2R с N(R) < N(H).
Продолжая эту операцию, пока можем (т.е. N > 1), мы получаем разло-
жение I = P1P2 . . . Pn на простые идеалы.
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Задачи 74 - 78. Аналогично задачам 25 – 27.
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Generalizations of the fundamental theorem of arithmetic

Vera Bulankina, Ivan Frolov, Timofei Zaitsev,
Aleksei Petukhov, Ruslan Salimov∗

Introduction
The goal of this project is to generalize the fundamental theorem of arithmetic from integers to some
more ”advanced” objects. For solving the problems of the project, it is possible to team up with other
participants.

The fundamental theorem of arithmetic (Theorem 1 below, see also Theorems 4, 5, 7) is useful
for finding integer solutions of various polynomial equations, i.e. Diophantine equations. For example
they are useful in some proofs of Fermat’s theorem on sum of two squares (Theorem 2) and Fermat’s
Last Theorem (Theorem 3) for n = 3. You can try to prove them right now, but most probably
it is better to return to them after the relevant sections of the project. Also you will see that the
uniqueness of the prime factorization does not always hold for analogs of integers.

In the second part of the project we consider the version of the fundamental theorem of arithmetic
which works for numbers of the form a + b

√
d, where d is a fixed integer and a, b are any integer

variables (to do this, we need a concept of ideal). This technique will be applied to Diophantine
equations.

In the third part we will discuss a more general statement on arbitrary algebraic numbers.
Finally, there is an additional list of problems in which we will try to apply the general theory

to Fermat’s Last Theorem. We will discuss the so-called first case of the Fermat’s Last Theorem for
the regular prime numbers. Using similar ideas one can prove the second case of the Fermat’s Last
Theorem for any n, which is divisible by a regular prime number p. All prime number up to 37 are
regular, see books of M. Postinkov or J. Milne or Wikipedia.

We would like to mention that Andrew Wiles general proof of the Fermat’s Last Theorem is based
on essentially different methods and ideas.

We have have used books of K. Ireland and M. Rosen, J. Milne, M. Postnikov, L. Washington,
notes of K. Conrad andWikipedia to prepare the project. We also added a few references [SS, Go, ZSS]
that may be of interest to the reader who wants to learn more about this subject.

Theorem 1. The fundamental theorem of arithmetic.
Every integer n > 1 is a product n = p1 · . . . · pk of prime numbers p1, . . . , pk. Moreover, this
presentation is unique, up to an order of the factors.

Theorem 2. Fermat’s theorem on sum of two squares.
An integer n > 0 can be expressed as a sum of two squares if and only if all prime numbers of the
form 4k + 3 participate the prime decomposition of n even number of times.

Theorem 3. Fermat’s Last Theorem.
The equation xn + yn = zn has no solution in positive integers x, y and z for n > 2.

∗We also wish to thank Mikhail Skopenkov, Ilya Bogdanov and Keith Conrad for a variety of useful comments on
this project.
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1 Gaussian integers
In this part of the project we want to discuss Gaussian integers. This is a generalization of integers
which uses

√
−1. If you can’t solve some of the problems from this section, then try to solve problems

from other sections of the project and come back here later.

Definition. Gaussian integers is the set of complex numbers of the form a + bi, where a, b ∈ Z,
i =
√
−1. We denote the set of Gaussian integers by Z[i].

Problem 1. Prove that the sum of any two Gaussian integers (and the product of any two Gaussian
integers) is a Gaussian integer.

To proceed with the unique factorization for Gaussian integers we need a more exact formulation
of the fundamental theorem of arithmetic. Strictly speaking, a straightforward analog of the statement
of Theorem 1 is not literally correct even for integers: 2 ·3 = 6 = (−2) ·(−3). For the new formulation
we need few more definitions.

Definition. We say that an element z ∈ Z[i] is invertible if there is b ∈ Z[i] such that ab = 1. The
invertible elements of Z are defined in the same way.

Exercise 1. Prove that the invertible elements in integers are 1 and −1. Prove that the invertible
elements in Gaussian integers are 1, −1 and also i,−i.

Definition. A Gaussian integer is called prime, if for any it’s factorization into two factors strictly
one of these factors is an invertible element.

Definition. Two factorizations into prime numbers are the same if they have the same number of
factors and if we can change the order of factors in such a way that the ratio of the corresponding
prime factors is an invertible element. For example 7 · 3, (−3) · (−7) and (−7i) · (3i) are the same
factorizations of 21 in Gaussian integers.

Our immediate goal is to prove and to discuss the following theorem.

Theorem 4. The fundamental theorem of arithmetic for the Gaussian integers.
Any two factorizations of a Gaussian integer into prime numbers are the same.

Problem 2.* Define a division-with-remainder for Z[i]. Use it to prove Theorem 4.
Hint: use magnitude of complex numbers and graphical (Gaussian) interpretation of complex numbers.

Problem 3. Find all integer solutions of the equation x2 + 1 = yn.

Problem 4. a) Let p ∈ Z be prime. Prove that p is a prime Gaussian integer if and only if p+ 1 is
divisible by 4.

b) If n,m ∈ Z can be expressed as a sum of two squares, then mn can be expressed as a sum of
two squares.

c) Prove Fermat’s theorem on sum of two squares (Theorem 2).

Problem 5. Let n be an integer. Count the number of ways in which n can be decomposed into the
sum of squares? Hint: try to use the prime factorization of n.
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Eisenstein integers
The goal of this section is to solve of the following problem.

Problem 6.* Prove Theorem 3 for n = 3 using the following formula

x3 + y3 = (x+ y)

(
x+
−1 +

√
−3

2
y

)(
x+
−1−

√
−3

2
y

)
.

Let’s introduce several definitions and consider several ancillary problems to achieve this goal.
Denote by ξ a cubic root of unity such that ξ 6= 1.

Exercise 2. Prove that ξ = −1±
√
−3

2
.

Put Z[ξ] := {a+ bξ : a, b ∈ Z}. Such numbers are called Eisenstein integers.

Definition. An Eisenstein integer α ∈ Z[ξ] is divisible by β ∈ Z[ξ] if and only if there is γ ∈ Z[ξ]
such that α = βγ.

The invertible elements of Z[ξ] are defined similarly to the invertible elements of Z and of Z[i].

Definition. An Eisenstein integer α ∈ Z[ξ] is composite if α = βγ where β and γ ∈ Z[ξ] aren’t
invertible. An nonzero Eisenstein integer α ∈ Z[ξ] is prime, if α is neither composite nor invertible.

Problem 7. Find out all invertible elements of Z[ξ].

Problem 8. Define a division-with-remainder procedure for Z[ξ]. Use it to formulate and to prove
the fundamental theorem of arithmetic for Z[ξ].

Quadratic fields
In this section we consider quadratic fields. They generalise Gaussian integers and Eisenstein integers.

Definition. For complex numbers a1, . . . , an let Z[a1, . . . , an] denote the smallest subset of C containing
Z and a1, . . . , an which is closed under addition, subtraction and multiplication.

Define Q[a1, . . . , an] similarly (replace Z by Q). The sets Z[a1, . . . , an] play an analogous role in
Q[a1, . . . , an] as the ordinary integers do in Q. (Their elements can be added and multiplied).

Fix a square-free integer d 6= 1.

Remark. There are two main examples for d: d = −3 and d = 2. It can be useful to first check all
problems of this section for these values of d, and then proceed to the general case.

Exercise 3. a) Prove that

Q[
√
d] = {x+ y

√
d : x, y ∈ Q} and Z[

√
d] = {x+ y

√
d : x, y ∈ Z}.

b) Prove that if a, b ∈ Q[
√
d] and b 6= 0, then a

b
∈ Q[
√
d].

Definition. Integers in Q[
√
d] are numbers α ∈ Q[

√
d], satisfying α2 + pα + q = 0 with p, q ∈ Z.

Exercise 4. Is ξ an integer in Q[
√
−3]? Is 1+i

2
an integer in Q[i]?

Set ω =
√
d when d ≡ 2, 3 mod 4, and ω =

√
d+1
2

when d ≡ 1 mod 4.
The unique factorization into prime numbers can fail for Z[ω], but there are several valid modifications

of it. Further we will discuss one of them. For any α = a+b
√
d, where a, b ∈ Q, we define its conjugate

α = a− b
√
d, its norm N(α) = αα and its trace Tr(α) = α + α.
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Exercise 5. Prove that a+ b = a+ b and ab = ab.

Exercise 6. a) Prove that α ∈ Q[
√
d] is a root of the polynomial x2 − Tr(α)x+N(α).

b) Prove that α ∈ Q[
√
d] is an integer in Q[

√
d] if and only if N(α) ∈ Z and Tr(α) ∈ Z.

Problem 9. Prove that the set of integers in Q[
√
d] coincides with Z[ω].

The invertible elements of Z[ω] are defined similarly to the invertible elements of Z and Z[i].

Exercise 7. Prove that γ ∈ Z[ω] satisfies N(γ) = ±1 if and only if γ is invertible.

Definition. A number α ∈ Z[ω] is divisible by β ∈ Z[ω] if there exists γ ∈ Z[ω] such that α = βγ.

Definition. A nonzero number α ∈ Z[ω] is composite if α = βγ, where β and γ ∈ Z[ω] are not
invertible. A number α ∈ Z[ω] is prime if α is neither composite nor invertible.

Exercise 8. For γ ∈ Z[ω] prove that if |N(γ)| ∈ Z is prime then γ is prime in Z[w]. Show that the
converse is false in Z[

√
3].

Exercise 9. Prove that if γ ∈ Z[ω] is not invertible, then γ is a product of primes in Z[ω].

Problem 10. Prove that all factors in the following decomposition of 15 in Z[
√
−14] are prime.

15 = 3 · 5 = (1 +
√
−14)(1−

√
−14)

Problem 11. Define a version of Euclidean algorithm for a) Z[
√
−2]; b) Z[1+

√
−7

2
]. Use it to prove

the unique factorization in Z[
√
−2] and Z[1+

√
−7

2
].

Problem 12. Find all invertible elements of

a) Z[
√
−1], b) Z[

√
−d] with d ≥ 2, c) Z[1+

√
−3

2
], d*) Z[

√
2].

Problem 13. Does unique factorization hold in

a) Z[
√

2], b) Z[
√
−3], c) Z[

√
3], d) Z[

√
−5], e) Z[

√
5], f) Z[

√
10], g) Z[1+

√
5

2
],

h) Z[1+
√
−7

2
], i) Z[1+

√
−11
2

], j*) Z[1+
√
−19
2

] ?

Problem 14. For which complex numbers ξ the sum and the product of any numbers of the form
a+ bξ with a, b ∈ Z have the same form?

Problem 15.* Find all positive integer solutions of
a) 3n = k2 + 2 b) 2n = k2 + 7.
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Ideals
In the following sections we give an approach to the following problems.
Problem 16. Find all integer solutions of
a) x2 + 5 = y3, b) x2 + 2x+ 7 = y3 c) 5x2 + 1 = y3, d) 6x2 − 12x+ 7 = y3, e*) x2 − 6 = y3.
Definition. A nonempty subset I ∈ Z is called an ideal if it is closed under addition, subtraction
and multiplication by integers:

a, b ∈ I =⇒ a± b ∈ I, a ∈ I, b ∈ Z =⇒ ab ∈ I.
Remark. The notion of ideal was invented by Richard Dedekind as a replacement for the ideal
numbers of Ernst Kummer (these numbers turn out to be useful to solve some cases Fermat’s last
theorem). One can check whether or not a given number is divisible by an ideal number even if this
ideal number is not well defined. A similar idea is behind the definition of Dedekind cut of rational
numbers.
Exercise 10. a) Prove that any ideal contains 0. b) Prove that a ∈ I implies −a ∈ I. c) Prove that
the set of all even integers form an ideal in Z. d) Prove that the set {2018m : m ∈ Z} is an ideal in
Z.
Exercise 11. Prove that the intersection of several ideals is an ideal.

We denote by (a1, . . . , an) the smallest ideal (intersection of all ideals) containing a1, . . . , an ∈ Z.
Problem 17. a) Let a, b be relatively prime numbers. Prove that (a, b) = (1) = Z.

b) Prove that (a, b) = (g), where a, b ∈ Z and g is the greatest common divisor of a, b.
c) Prove that every ideal I 6= {0} in Z is (g) for some g ∈ Z.

As in the previous section we set ω =
√
d when d ≡ 2, 3 mod 4, and ω =

√
d+1
2

when d ≡ 1 mod 4.
An ideal in Z[ω] is defined similarly to Z (Z is replaced by Z[ω]). Similarly, numbers α1, . . . , αn ∈ Z[ω]
define an ideal (α1, . . . , αn) in Z[ω]. In particular, every element α ∈ Z[ω] defines the ideal (α).
Exercise 12. Prove that for nonzero α and β in Z[w] (α) = (β) if and only if α/β, β/α ∈ Z[ω] (i.e.
α/β is invertible in Z[ω]).
Exercise 13. Let a, x, y ∈ Z. Prove that x+ yω ∈ (a) if and only if a | x and a | y.
Definition. An ideal of the form (α) for some α ∈ Z[ω] is called principal. As we have seen in
Problem 17, all ideals in Z are principal.
Problem 18. Show that (2,

√
−14) is not a principal ideal in Z[

√
−14].

Problem 19. Prove that, for each ideal I in Z[ω], there exist α, β ∈ Z[ω] such that

I = {xα + yβ : x, y ∈ Z}.
Definition. For two ideals I, J ∈ Z[ω] we set

I + J := {i1 + i2 : i1 ∈ I1, i2 ∈ J}, I := {i : i ∈ I},
IJ := {i1j1 + · · ·+ ikjk : i1, . . . , ik ∈ I, j1, . . . , jk ∈ J}.

Exercise 14. In Z[
√
−14] compute the product of ideals I = (5 +

√
−14, 2 +

√
−14) and J =

(4 +
√
−14, 2−

√
−14).

Exercise 15. Show that

(3) = p1p2, (5) = p3p4, (1 +
√
−14) = p1p3, (1−

√
−14) = p2p4,

where

p1 = (3, 1 +
√
−14), p2 = (3, 1−

√
−14) , p3 = (5, 1 +

√
−14), p4 = (5, 1−

√
−14).

Exercise 16. Compute (20)(18), (20) + (18), (20) ∩ (18) in Z[ω] for all d.
Exercise 17. Prove that I + J, I, IJ are ideals in Z[ω] for all ideals I, J ⊂ Z[ω].
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2 Unique factorization:
quadratic fields

In Problem 10 we saw that the straightforward version of the unique factorization fails for Z[
√
−14]:

3 · 5 = (1 +
√
−14)(1−

√
−14).

On the other hand, by Exercise 15,

(3) = p1p2, (5) = p3p4, (1 +
√
−14) = p1p3, (1−

√
−14) = p2p4,

where

p1 = (3, 1 +
√
−14), p2 = (3, 1−

√
−14), p3 = (5, 1 +

√
−14), p4 = (5, 1−

√
−14),

i.e. (15) = p1p2p3p4. The ideals p1, p2, p3, p4 are a replacement of prime numbers, see Problem 23, and
the factorization (15) = p1p2p3p4 is unique up to the order of the factors, as the following theorem
shows.

Theorem 5. Fundamental theorem of arithmetic for quadratic fields.
For every ideal I ⊂ Z[ω] that is not (0) or (1) there exists a factorization of I as a product of prime
ideals into prime ideals

I = p1 · · · ps ⊂ Z[ω].

This factorization is unique up to an order of the factors.

Theorem 5 has two parts: existence of the factorization and its uniqueness. The former is proved
in Problem 24 and the latter in Problem 27. As an example, this theorem can be used to solve
Problem 16. See also the section on Fermat’s Last Theorem.

Corollary. For every m ∈ Z[ω] that is not 0 or invertible there exists a factorization of the ideal
(m) into a product of prime ideals p1, . . . , ps ⊂ Z[ω], unique up to the order of the factors.

The proof is divided into the following problems.

Problem 20. For every a1, . . . , an ∈ Z[ω] prove that

(a1, . . . , an)(a1, . . . , an) = (N(ai),Tr(aiaj))1≤i,j≤n.

Hint: consider the case of an ideal generated by two elements.

Definition. We say that an ideal I is divisible by an ideal J if there exists an ideal H in Z[ω] such
that I = JH.

Problem 21. For any two ideals I, J in Z[ω] prove that I is divisible by J if and only if I is contained
in J .
Hint: use the previous problem.

Exercise 18. Use Problem 20 to prove that, for every nonzero ideal I ⊂ Z[ω], there exists a positive
integer N(I) such that II = (N(I)).

Problem 22. Prove that an ideal H divides I and J if and only if it divides I + J .

Exercise 19. Prove that N((a)) = |N(a)| for every nonzero a ∈ Z[ω].

Exercise 20. Prove that N(I)N(J) = N(IJ) for all nonzero ideals I, J in Z[w].

Exercise 21. Prove that if an ideal I divides an ideal J , than N(I) divides N(J).
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Exercise 22. Prove that N(I) = 1 if and only if I = (1).

An ideal I in Z[ω] is called prime if it is not (1) and it is divisible by exactly two ideals: itself
and (1).

Exercise 23. Prove that an ideal I is prime if and only if it is maximal, i.e. the only bigger ideal
is (1).

Two ideals I, J are called relatively prime if I + J = (1).

Exercise 24. Prove that any two distinct prime ideals are relatively prime.

Problem 23. Show that the following ideals are prime in Z[
√
−14]:

p1 = (3, 1 +
√
−14), p2 = (3, 1−

√
−14), p3 = (5, 1 +

√
−14), p4 = (5, 1−

√
−14).

Problem 24. Prove that every nonzero ideal I in Z[ω] besides (1) equals the product of several
prime ideals.

Problem 25. Prove that if ideals I, J in Z[ω] are relatively prime and I divides HJ for an ideal H,
then I divides H.

Problem 26. a) Suppose that a ∈ Z[ω]\{0} and (a)I = (a)J for ideals I, J ⊂ Z[ω]. Prove that
I = J .
b) Suppose that ideals I,H, J satisfy H 6= (0) and HI = HJ . Prove that I = J .

Problem 27. Prove that the factorization in Problem 24 is unique up to the order of the factors.

Prime ideals and prime numbers
Problem 28. a) Prove, that every ideal in Z[

√
−5] either is principal or equals ((1 +

√
−5)a, 2a) for

some a ∈ Q[
√
−5].

b) Prove that every ideal in Z[
√
−6] either is principal or equals (

√
−6a, 2a) for some a ∈ Q[

√
−6].

Problem 29. Prove that every nonzero ideal in Z[ω] contains a positive integer.

Problem 30. Prove that every prime ideal I in Z[ω] contains a unique prime number p ∈ Z, p > 0.

Problem 31. Suppose I is a prime ideal. Prove that N(I) equals either p or p2 for some prime
number p ∈ Z.

Problem 32. Prove that prime numbers p in two previous problems coincide.

Problem 33. Prove that for any prime number p ∈ Z the ideal (p) ⊂ Z[ω] either is prime or equals
to a product of two (not nessesarily distinct) conjugate prime ideals.

Problem 34. Let Pω(x) be monic quadratic polynomial with integer coefficients such that Pω(ω) = 0.
In assumptions of previous problem prove that former case takes place if and only if the equation
Pω(x) = 0 do not have solutions modulo p.
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Algebraic numbers
In this section we wish to discuss algebraic numbers together with techniques and problems arising
from this notion.

The content of this section is present (as a general rule) in number theory courses of university
level, but we believe that this content can be managed by advanced high school students as well.

Definition. A complex number α ∈ C is called algebraic if it is a root of a nonzero polynomial with
rational coefficients. An algebraic number α ∈ C is an algebraic integer if it is a root of a monic
polynomial with integer coefficients. We denote the set of algebraic numbers by Q. We denote the
set of algebraic integers by Z.

Problem 35. Pick a ∈ Q. Show that if a ∈ Z then a ∈ Z.

Problem 36.* Pick α, β ∈ Q. Show that α± β ∈ Q, αβ ∈ Q, α/β ∈ Q (in the latter case we assume
that b 6= 0). Hint: use Vieta’s formulas.

Problem 37.* Let β be a root of αnxn + · · ·+ α0 where α0, . . . , αn ∈ Q. Show that b ∈ Q.

Problem 38. a) Define a division-with-remainder procedure for the set of polynomials (in one
variable) with coefficients in real numbers, complex numbers and rational numbers.

b) Prove that the unique factorization property holds for the set of polynomials (in one variable)
with rational coefficients.

Problem 39. Gauss’s lemma for polynomials
Let cg be the greatest common divisor of the coefficients of g(x) ∈ Z[x]. Show that, for all nonzero
g1(x), g2(x) ∈ Z[x], we have cg1g2 = cg1cg2 .

Problem 40. Can the constructions and the statements of Problem 38 be applied to the set of
polynomials with integer coefficients? What about the set of polynomials in two variables with
complex coefficients?

Problem 41. Pick an algebraic number α. Let Pα(x) be a monic irreducible polynomial of the least
degree such that Pα(α) = 0. Prove that if Q(α) = 0 for a polynomial Q(x) then Pα divides Q.

Problem 42.* Pick α, β ∈ Z. Show that α± β ∈ Z, αβ ∈ Z. Hint: use Vieta’s formulas.

Problem 43.* Let α1, . . . , αn be algebraic numbers. Show that if α, β ∈ Q[α1, . . . , αn] and β 6= 0
then α

β
∈ Q[α1, . . . , αn].

Problem 44.* Pick an algebraic integer α. Let Q(x) be a monic irreducible polynomial with rational
coefficients of minimal degree such that Q(α) = 0. Prove that the coeffecients of Q(x) are integers.

Problem 45.* Let f(x) be a monic polynomial with integer coefficients such that the absolute values
of all roots of f(x) in C are 1. Show that all roots of f(x) are roots of unity.
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3 Ideal classes
Definition. Let α1, . . . , αk be algebraic numbers. Set Q̃ := Q[α1, . . . , αk] and Z̃ := Z∩ Q̃. Note that
subsets of C which are closed under addition, subtraction and multiplication are called rings.

Definition. A nonempty subset I of Z̃ is called ideal if it is closed under addition, subtraction and
multiplication by the elements of Z̃.

Definition. We say that two nonzero ideals I, J ⊆ Z̃ are equivalent (I ∼ J) if there exist nonzero
α, β ∈ Z̃ such that (α)I = (β)J .

Problem 46. Check that ∼ is an equivalence relation.

Definition. The equivalence classes of ideals are called ideal classes of Z̃.

Problem 47. Show that the number of ideal classes in Z̃ equals 1 if and only if all ideals in Z̃ are
principal.

Problem 48. Let I1, I2, J1, J2 be nonzero ideals in Z̃ such that I1 ∼ I2 and J1 ∼ J2. Show that
I1J1 ∼ I2J2.

Problem 49. Describe the ideal classes of Z[
√
−5] and Z[

√
−6]. Can you say anything about the

multiplication of these classes?

Problem 50. Let I be a nonzero ideal in Z̃ and pick α ∈ Z̃. If I ⊆ (α) then the set (1/α)I is an
ideal of Z̃.

In the rest of this section we will discuss one the most fundamental statements of Algebraic
Number Theory. This statement will play a key role in our proof of a version of the fundamental
theorem of arithmetic. The latter proof will be discussed in the subsequent section under the
assumption that Theorem 6 is already proven.

Theorem 6. The number of ideal classes in Z̃ is finite.

Definition. Consider x1, . . . , xn ∈ Q̃. We say that {x1, . . . , xn} is a Q-basis of Q̃ if every element
α ∈ Q̃ can be expressed uniqely in the form

m1x1 + · · ·+mnxn

where m1, . . . ,mn ∈ Q.

Problem 51. Pick an algebraic number α. Show that Q[α] has a finite Q-basis.

Problem 52. Show that Q̃ has a finite Q-basis.

Problem 53. Pick an algebraic number α. Show that there exists a nonzero n ∈ Z such that nα is
an algebraic integer.

Problem 54. Let I ⊂ Z̃ be a nonzero ideal. Show that there exists a finite set α1, . . . , αN ∈ I such
that every α ∈ I equals m1α1 +m2α2 + . . .+mNαN where m1, . . . ,mN ∈ Z (such m1, . . . ,mN need
not be unique).

Hint: show that, for a fixed Q-basis of Q̃, the coefficients α ∈ I can’t be too small.

Problem 55. Prove that there exists α1, . . . , αn ∈ I as in Problem 54 such that the respective
representation is unique. Hint: use induction on the size of basis.

Definition. We say that {α1, . . . , αn} ⊂ I is an integer basis of I if they satisfy the conditions of
Problem 55.
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Problem 56. Prove that an integer Q-basis of I is a Q-basis of Q̃.

Definition. Denote by Z̃/I the equivalence classes of the elements of Z̃ with respect to the equivalence
relation

z1 ≡ z2 mod I ⇐⇒ z1 − z2 ∈ I.

The respective equivalence classes Z̃/I are called residue classes modulo I.

Problem 57. Check that residue classes define equivalence classes and that if Z̃ = Z the notion of
residue class coincides with congruence classes in modular ariphmetic.

Problem 58. What is the number of elements of Z̃/I for quadratic extensions?

Problem 59. Prove that every I 6= {0} contains a nonzero integer.

Problem 60. Prove that the number of elements of Z̃/I is finite.

Problem 61. Pick α ∈ Z̃\{0}. Prove that there are only finitely many ideals I such that α ∈ I.

Fix an integer basis {α1, . . . , αn of (1) = Z̃}. We attach to every α ∈ Z̃ the sequence of integers
(x1, . . . , xn) such that α = x1α1 + . . .+ xnαn.

Definition. We say that such a sequence (x1, . . . , xn) is a vector. Set ||α|| = |x1|+ |x2|+ . . .+ |xn|.

Problem 62. Prove that there exists M1 > 0 such that, for every β ∈ Z̃\{0} there exists an integer
basis {β1, . . . βn of the ideal (β)} such that ||βi|| < M1||β|| for all i.

Problem 63. Fix α, β ∈ Z̃, β 6= 0. Show that there exists c ∈ Z̃ such that ||α− cβ|| < nM1||β||.

Problem 64. Fix α, β ∈ Z̃, β 6= 0. Prove that there exists a positive integer m ≤ (2n2M1 +1)n+1 =

M2 and a nonzero c ∈ Z̃ such that ||mα− cβ|| < ||β||.

Problem 65. Pick a nonzero ideal I ⊂ Z̃. Show that there exists β ∈ I such that M2!I ⊆ (β). In
particular, M2! ∈ (1/β)M2!I.

Problem 66. Prove that the number of ideal classes in Z̃ is finite.

Fundamental Theorem of Arithmetic
The general case
Theorem 7. The Fundamental Theorem of Arithmetic for algebraic integers.
Let a1, . . . , an be a collection of algebraic integers such that Z[a1, . . . , an] coincides with the integers
of Q[a1, . . . , an]. Then, for every nonzero ideal I ⊂ Z[a1, . . . , an], there exists a unique (up to a
permutation of the factors) decomposition of I into the product of prime ideals

I = p1 · · · ps ⊂ Z[a1, . . . , an].

The proof of Theorem 7 splits into two parts: existence of a decomposition and uniqueness of
the decomposition. The first part will be solved in Problem 71; the second part will be solved in
Problem 76.

Problem 67. Consider α ∈ Q̃ such that αI ⊆ I. Show that α ∈ Z̃.
Hint: use an integer basis of I to reformulate the conditions of the theorem. Then use Gauss’s method
of solving linear equations to construct a monic polynomial f(x) with integer coefficients such that
α is a root of f(x).
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Problem 68. Let I, J ⊂ Z̃ be nonzdero ideals such that JI = I. Show that J = (1). Hint: use ideas
of the proof of Problem 67.

Problem 69. a) Let I ⊂ Z̃ be a nonzero ideal. Show that there are positive integers m > k such
that Ik ∼ Im.

b) Prove that there exists α ∈ Z̃ such that Im−k = (α).
c) Show that for every nonzero ideal I ⊆ Z̃ there exist a nonzero ideal J ⊆ Z̃ and nonzero α ∈ Z̃

such that IJ = (α).

Problem 70. Let I, J ⊂ Z̃ be nonzero ideals. Show that J divides I if and only if I is contained in
J .

Problem 71. Show that every nonzero ideal I ⊆ Z̃ is a product of finitely many prime ideals in Z̃.

Problem 72. Let I, J,H be nonzero ideals in Z̃ such that I and J are relatively prime. Show that
if JH ⊆ I then H ⊆ I.

Problem 73. Let p1, p2 ⊂ Z̃ be prime ideals and p1 6= p2. Show that p1 and p2 are relatively prime.

Problem 74. Let I, J ⊂ Z̃ such that I is prime. Show that if Im ⊆ J then J = Ik for some k ≤ m.

Problem 75. Show that any two powers of two relatively prime ideals are relatively prime.

Problem 76. Prove that the prime ideal factorisation of I in Problem 71 is unique up to a
permutation of the factors.

Fundamental Theorem of Arithmetic and
Fermat’s Last Theorem
Fix p > 2 and denote by ζp a complex pth root of unity with ζp 6= 1. The goal of this part of the
project is to prove the following theorem.

Theorem 8. Assume nonzero integers x, y, z satisfy xp + yp = zp and the number of ideal classes of
Z[ζp] is not divisible by p. Then p divides xyz.

We hope that the participants of the project can prove Theorem 8 if they solve the following
problems.

Exercise 25. Prove that 1 + ζp + ζ2p + · · ·+ ζp−1p = 0.

Problem 77. a) Provide a monic polynomial f of degree p − 1 with integer coefficients such that
1− ζp is a root of f .
b) Show that p divides all the coefficients of this polynomial (except the first one).
c) Prove that f is irreducible in Q[x].

Exercise 26. Consider rational numbers a0, . . . , ap−1, b0, . . . , bp−1. Show that

Σp−1
i=0 aiζ

i
p = Σp−1

i=0 biζ
i
p

if and only if
a0 − b0 = a1 − b1 = · · · = ap−1 − bp−1.

We say that γ ∈ Z is invertible if γ, 1/γ ∈ Z.

Problem 78. Prove that 1−ζnp
1−ζp is invertible if p - n.
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Problem 79. Prove the following equalities of ideals (1− ζp)p = (p).

Exercise 27. Consider α ∈ Z[ζp]. Show that if p | α then (1− ζp) | α.

Let α0, . . . , α = α0 + · · ·+ αp−1ζ
p−1
p .

Problem 80. Prove that all coefficients of the following polynomial are rational:

P (a0, . . . , ap−1;x) := Πp−1
k=1(x− Σp−1

i=0 aiζ
ki
p ).

Recall that Pα(x) denotes the monic polynomial of minimal degree with coefficients in R such
that Pα(α) = 0.

Problem 81.* Prove that P (a0, . . . , ap−1;x) = Pa(x)d for some positive integer d.

Problem 82. Assume Pα(x) has integer coefficients. Then for 1 ≤ k ≤ p − 1 and l ∈ Z, the sum
Σp−1
i=0αiζ

ki+l
p is an algebraic integer.

Problem 83. Assume Pα(x) has integer coefficients. Prove that p(ai−aj) ∈ Z for all 0 ≤ i, j ≤ p−1.

Problem 84. Show that 1/(1− ζp) is not an algebraic integer.

Problem 85. Prove that Z[ζp] coincides with the set of algebraic integers of Q[ζp].
Hint: use Exercise 27.

Problem 86. Show that there exists b ∈ Z such that p | (αp − b).

Problem 87. a) Prove that
√
−1 /∈ Z[ζp].

b) Consider an odd prime q 6= p. Denote by ζq a qth root of unity with q 6= 1. Show that ζq /∈ Z[ζp].
c) Denote by ζp2 a root of unity of degree p2 with ζpp2 6= 1. Show that ζp2 /∈ Z[ζp].
d) Find all roots of unity in Z[ζp].

Problem 88.* Prove that for every invertible element u ∈ Z[ζp], there exist i ∈ Z and v ∈ R such
that u = ζ ipv.

Let x, y, z, p be as in Theorem 8.

Problem 89. Show that ideals (x+ ζ ipy), for 0 ≤ i ≤ p− 1, are relatively prime to each other.

Problem 90. Prove Theorem 8.
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Замечательные точки многоугольников
А.Заславский, О.Заславский, П.Кожевников, Б.Френкин1

Был замысел хорош на диво,
Но рока не перехитришь.
Распорядился он глумливо,
И от горы родилась мышь.

А.Великий

Хорошо известно, что каждый треугольник обладает множеством более или
менее интересных свойств. Например, количество так называемых замечатель-
ных точек в энциклопедии [1] уже перевалило за 10000. Эти точки определяют
ряд прямых окружностей и других связанных с треугольником объектов. Цель
проекта (мечта идиота) — найти аналоги этих объектов в произвольном мно-
гоугольнике. Разумеется, реализована она будет в очень малой степени, зато у
участников Конференции останется значительный простор для собственных ис-
следований.

1 Центры тяжести многоугольников
Центром тяжести треугольника принято называть точку M пересечения его

медиан. Действительно, если расположить в вершинах треугольника равные
массы, то их центр тяжести M0 совпадет с M . В этой же точке находится центр
тяжести M2 треугольника, вырезанного, например, из картона. Однако, для
треугольника, сделанного из проволоки, центром тяжести будет другая точка,
обозначим ее M1. Найти ее можно, воспользовавшись следующим общим свой-
ством центров тяжести.

Основное свойство. Пусть фигура F является объединением двух непе-
ресекающихся фигур F ′ и F ′′. Тогда центр тяжести M фигуры F лежит на
отрезке M ′M ′′, где M ′, M ′′ — центры тяжести F ′, F ′′, причем отношение от-
резков MM ′/MM ′′ равно отношению m2/m1 масс F ′′ и F ′. При этом, если в
качестве фигур F ′, F ′′ рассматриваются ломаные, то масса фигуры равна ее
длине, а для плоских фигур массы равны их площадям.

Строгие определения центров тяжести приведены в приложении.
1.1. Найдите центр тяжести M1 проволочного треугольника.
1.2. Докажите, что точка M1, точка пересечения медиан M0 и центр I впи-

санной окружности ABC лежат на одной прямой (прямая Нагеля), причем
M0 делит отрезок IM1 в отношении 2 : 1.

1.3. Докажите, что M1 — радикальный центр трех вневписанных окружно-
стей ABC, т.е. касательные, проведенные из M1 к этим окружностям равны.

1Авторы благодарят Д.Крекова за помощь в подготовке проекта
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1.4. Докажите, что каждая из прямых A0M1, B0M1, C0M1, где A0, B0, C0 —
середины сторон BC, CA, AB соответственно, делит периметр треугольника
ABC пополам.

Итак для треугольника можно определить два центра тяжести M0 и M1,
между которыми существует определенная связь. У произвольного многоуголь-
ника может существовать уже три центра тяжести: центр тяжести M0 его вер-
шин, центр тяжести M1 периметра и центр тяжести M2 сплошного многоуголь-
ника (для треугольника M2 = M0).

1.5. Для четырехугольника ABCD найдите точки M0 и M2.
1.6. Докажите, что M0 лежит на отрезке LM2, где L — точка пересечения

диагоналей четырехугольника, и делит его в отношении 3 : 1.
1.7. Для четырехугольника ABCD найдите точку M1.
Похоже, что в общем случае точка M1 не обладает никакими интересными

свойствами. Но, если в четырехугольник ABCD можно вписать окружность,
то ситуация меняется.

1.8.
a) Докажите, что M2 лежит на отрезке IM1, где I центр вписанной окруж-

ности, и делит его в отношении 2 : 1.
b) Докажите, что это свойство верно для любого описанного многоугольни-

ка.
1.9. Докажите, что в любом четырехугольнике точка M0 является серединой

отрезка M1W , где W — середина IL.
Будем теперь рассматривать четырехугольник, который является не только

описанным, но и вписанным. По теореме Понселе можно, зафиксировав опи-
санную и вписанную окружности, "вращать" четырехугольник между ними.

1.10. Какие кривые описывают при этом центры тяжести?

Приложение. Определение центров тяжести
Сдавать решения приведенных здесь упражнений необязательно, но за каж-

дое сданное решение участник получает бонус — право рассказать решение од-
ной из задач проекта устно.

Определение 0. Материальной точкой называется пара (X,m), где X —
точка плоскости, а m — положительное число ("масса" точки).

Определение 1. Центром масс материальных точек (X1,m1), . . . , (Xn,mn)
называется такая точка M , что

m1
⃗MX1 + · · ·+mn

⃗MXn = 0⃗.

Упражнение 1. Докажите существование и единственность центра масс.
Упражнение 2. Докажите, что для любой точки O

vecOM =
m1

⃗OX1 + · · ·+mn
⃗OXn

m1 + · · ·+mn

.
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Упражнение 3. Докажите, что центр масс материальных точек (A,m1) и
(B,m2) лежит на отрезке AB и делит его в отношении m2 : m1.

Упражнение 4. Докажите, что центром масс материальных точек (A, 1),
(B, 1), (C, 1) является точка пересечения медиан треугольника ABC.

Упражнение 5. Докажите, что центр масс материальных точек (X1,m1),. . . ,
(Xn,mn), (Xn+1,mn+1) совпадает с центром масс материальных точек (M,m1+
· · · +mn), (Xn+1,mn+1), где M — центр масс материальных точек (X1,m1),. . . ,
(Xn,mn).

Определение 2. Центром масс n отрезков, каждые два из которых име-
ют не более одной общей точки называется центр масс материальных точек
(M1, l1), . . . , (Mn, ln), где Mi — середина i-го отрезка, а li — его длина.

Определение 3. Пусть фигура F является объединением n треугольников,
никакие два из которых не имеют общих внутренних точек. Центром масс
фигуры F называется центр масс материальных точек (M1, S1), . . . , (Mn, Sn),
где Mi — точка пересечения медиан i-го треугольника, а Si — его площадь.

Упражнение 6. Докажите, что при любом разбиении многоугольника на
треугольники центром масс объединения этих треугольников будет одна и та
же точка (эта точка называется центром масс многоугольника).

Упражнение 7∗. Пусть прямые AB и CD пересекаются в точке E, а прямые
AD и BC — в точке F . Докажите, что середины отрезков AC, BD и EF лежат
на одной прямой (прямая Гаусса четырехугольника ABCD).

В проекте под центром тяжести M0 многоугольника A1 . . . An подразумева-
ется центр масс материальных точек (A1, 1), . . . , (An, 1), под центром тяжести
M1 — центр масс отрезков A1A2, . . . , An−1An, AnA1, под центром тяжести M2 —
центр масс многоугольника.
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2 Прямые Эйлера и Нагеля
Известно, что в любом треугольнике центр описанной окружности O, центр

тяжести M0 и ортоцентр H лежат на одной прямой, которая называется пря-
мой Эйлера, причем M0 делит отрезок OH в отношении 1 : 2. Также, если A1,
B1, C1 — точки касания вписанной окружности со сторонами BC, CA, AB, а
точки A2, B2, C2 симметричны A1, B1, C1 относительно середин соответствую-
щих сторон (в этих точках стороны касаются соответствующих вневписанных
окружностей), то прямые AA2, BB2, CC2 пересекаются в одной точке N , кото-
рая называется точкой Нагеля. При этом M0 лежит на отрезке IN и делит
его в отношении 1 : 2. Отметим также, что каждая из прямых AA2, BB2, CC2

делит периметр треугольника пополам. Наша цель — найти аналоги прямой
Эйлера для вписанного многоугольника и прямой Нагеля для описанного.

2.1. (А.Мякишев, II Олимпиада им. И.Ф.Шарыгина) Пусть четырехугольник
ABCD вписан в окружность с центром O; Ha, Hb, Hc, Hd — ортоцентры тре-
угольников BCD, CDA, DAB, ABC соответственно; H — точка пересечения
прямых HaHc и HbHd. Докажите, что центр тяжести M2 лежит на отрезке OH
и делит его в отношении 1 : 2.

2.2. (А.Мякишев, II Олимпиада им. И.Ф.Шарыгина) Пусть четырехугольник
ABCD описан около окружности с центром I; точки T , U , V , W симметрич-
ны точкам касания окружности со сторонами AB, BC, CD, DA относительно
середин этих сторон.

a) Докажите, что каждая из прямых TV и UW делит периметр четырех-
угольника пополам.

b) Пусть N — точка пересечения прямых TV и UW . Докажите, что M2

лежит на отрезке IN и делит его в отношении 1 : 2.
Другой подход к определению прямой Эйлера предложил И.Романов [4].
Определим ортоцентр вписанного n-угольника A1 . . . An по индукции. Пусть

H1, . . . , Hn — ортоцентры (n − 1)-угольников A2 . . . An,. . . ,A1 . . . An−1 соответ-
ственно.

2.3. Докажите, что прямые A1H1, . . . , AnHn пересекаются в одной точке.
2.4. Назовем полученную в предыдущей задаче точку H ортоцентром n-

угольника. Докажите, что центр тяжести M0 лежит на отрезке OH и делит его
в отношении (n− 2) : 2.

2.5. Пусть ABCD — произвольный четырехугольник.
Рассматриваем два обобщения ортоцентра:
H∗ — центр параллелограмма, образованного ортоцентрами треугольников

ABL, BCL, CDL, DAL.
H∗∗ = HaHc ∩HbHd, где, как обычно, Ha — ортоцентр треугольника BCD,

и т.д..
Далее обобщаем O как O∗∗ = OaOc∩ObOd, где Oa — центр описанной окруж-

ности треугольника BCD, и т.д.. (иначе говоря, O∗∗ — пересечение серединных
перпендикуляров к AC и BD).

Докажите, что
a) M0 — середина O∗∗H∗;
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b) (Я. Ганин, А. Мякишев) M2 лежит на отрезке O∗∗H∗∗ и делит его в отно-
шении 1 : 2.

c) H∗ — середина LH∗∗.

3 Квазицентры описанной и вписанной окружно-
стей

В этой части мы попытаемся для произвольного четырехугольника опре-
делить точки O, I, обладающие свойствами центров описанной и вписанной
окружностей. Разумеется, для вписанного (описанного) четырехугольника точ-
ка O (I) должна совпадать с центром описанной (вписанной) окружности.

3.1. Докажите, что для любого вписанно-описанного четырехугольника ABCD
центры O, I и точка пересечения диагоналей L лежат на одной прямой.

3.2. Пусть диагонали четырехугольника PQRS пересекаются в точке I; точ-
ки A, B, C, D — проекции I на PQ, QR, RS, SP соответственно. Докажите,
что

a) четырехугольник ABCD описанный тогда и только тогда, когда четырех-
угольник PQRS вписанный;

b) если четырехугольник ABCD описанный, то I — центр его вписанной
окружности;

Пусть прямые IA, IB, IC, ID пересекают RS, SP , PQ, QR соответственно
в точках A′, B′, C ′, D′.

3.3. Докажите, что
a) четырехугольник ABCD вписанный тогда и только тогда, когда PR ⊥

QS;
b) если PR ⊥ QS, то A′B′C ′D′ — прямоугольник и точки A, B, C, D, A′, B′,

C ′, D′ лежат на одной окружности.
3.4. Восстановите четырехугольник PQRS по точкам A, B, C, D, если из-

вестно, что точка I лежит внутри четырехугольника ABCD.
Определение. Назовем квазицентром вписанной окружности выпук-

лого четырехугольника ABCD построенную в предыдущей задаче точку I, а
квазицентром описанной окружности точку O пересечения прямых A′C ′

и B′D′. (Будем считать, что I лежит внутри ABCD)
3.5. Докажите, что квазицентры O, I и точка пересечения диагоналей L

лежат на одной прямой.
3.6. Для вписанно-описанного четырехугольника выразите радиусы описан-

ной и вписанной окружностей через длины отрезков OI и OL.
Последняя задача позволяет определить для произвольного четырехуголь-

ника квазивписанную и квазиописанную окружности. Пока неизвестно, обла-
дают ли эти окружности какими-либо интересными свойствами.

Опишем другой подход к определению квазицентров.
3.7. Пусть Ia, Ib, Ic — центры вневписанных окружностей треугольника

ABC; J — центр описанной окружности треугольника IaIbIc. Докажите, что
O — середина отрезка IJ .
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3.8. Докажите, что для произвольного четырехугольника биссектрисы его
внутренних углов образуют вписанный четырехугольник и биссектрисы внеш-
них углов также образуют вписанный четырехугольник.

Обозначим центры окружностей четырехугольников, образованных биссек-
трисам внутренних и внешних углов через I и J соответственно.

3.9. (VII Олимпиада им. И.Ф.Шарыгина) Докажите, что для четырехуголь-
ника, вписанного в окружность с центром O точки I и J симметричны относи-
тельно O.

Теперь в качестве квазицентров вписанной и описанной окружностей можно
взять точку I и середину O отрезка IJ соответственно. К сожалению, опреде-
ленная таким образом прямая OI может не проходить через точку пересечения
диагоналей L.

Еще один подход к определению квазицентра описанной окружности пред-
ложен в [6].

3.10. Пусть прямые AB и CD пересекаются в точке X, AD и BC — в точке
Y , AC и BD — в точке Z; MX — точка Микеля прямых AD, BC, AC и BD,
MY — точка Микеля прямых AB, BD, AC и BD, MZ — точка Микеля прямых
AD, BC, AB и CD. Докажите, что

a) прямые XMX , YMY и ZMZ пересекаются в одной точке;
b) если точки A, B, C, D лежат на одной окружности, то эти прямые пере-

секаются в ее центре.
Соответственно полученную в последней задаче точку также можно считать

квазицентром описанной окружности.

4 Дополнительные задачи
4.1. Пусть ABCD — четырехугольник, не имеющий параллельных сторон, опи-
санный около окружности с центром I. Точки X, Y , Z, T — точки касания
окружности со сторонами AB, BC, CD, DA соответственно. Как всегда, L =
AC ∩ BD (а также L = XZ ∩ Y T ). X ′ симметрична X относительно середины
MAB стороны AB; Y ′, Z ′, T ′ определяются аналогично. N = X ′Z ′∩Y ′T ′ — точка
Нагеля.

Докажите, что условие M0 = I эквивалентно следующим условиям:
a) AX + CZ = BY +DT ;
b) XZ ∥ X ′Z ′ (или XZ ∥ MABMCD);
c) X ′, Z ′ и BC ∩ AD лежат на одной прямой;
d) L, I,N лежат на одной прямой;
e) (А. Заславский, М. Исаев, Д. Цветов, Всероссийская олимпиада 2005 г.)

IA · IC = IB · ID.
4.2. (А.Мякишев) Треугольники ABC и A′B′C ′ называются ортологичны-

ми, если перпендикуляры, опущенные из A′, B′, C ′ соответственно на BC, CA,
AB, пересекаются в одной точке. Четырехугольники ABCD и A′B′C ′D′ назы-
ваются ортологичными, если ортологичны треугольники ABC и A′B′C ′, BCD
и B′C ′D′, CDA и C ′D′A′, DAB и D′A′B′. Пусть четырехугольники ABCD и
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A′B′C ′D′ ортологичны, диагонали AC и BD пересекаются в точке L, A′C ′ и
B′D′ — в точке L′. Докажите, что AL : LC = A′L′ : L′C ′ и BL : LD = B′L′ : L′D′

(т.е. ортологичные четырехугольники аффинно эквивалентны).
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Замечательные точки многоугольников
Решения

1 Центры тяжести многоугольников
1.1. Ответ. Центр окружности, вписанной в треугольник A0B0C0.
Доказательство. Так как точки A0, B0, C0 являются серединами отрез-

ков BC, CA, AB, поместим в них массы, равные длинам этих отрезков. Тогда
центром тяжести масс в точках A0, B0 будет точка, делящая отрезок A0B0 в
отношении AC : BC = A0C0 : B0C0, т.е. основание биссектрисы треугольника
A0B0C0. Следовательно, центр тяжести всех трех масс лежит на этой биссектри-
се. Аналогично получаем, что он лежит и на других биссектрисах треугольника
A0B0C0 и, значит, совпадает с центром вписанной в этот треугольник окруж-
ности (рис.1).

Рис. 1

1.2. Следует из предыдущей задачи и гомотетичности треугольников ABC,
A0B0C0 относительно I.
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1.3. Пусть вневписанные окружности, касающиеся сторон AC и BC, каса-
ются продолжений стороны AB в точках X, Y . Тогда BX = AY = p (полупе-
риметр треугольника) и, значит, C0X = C0Y . Кроме того, линия центров этих
окружностей перпендикулярна биссектрисе угла C, а значит, и параллельной
ей прямой C0M1. Таким образом, M1 лежит на радикальной оси этих окружно-
стей. Аналогично получаем, что M1 лежит на радикальной оси любой другой
пары вневписанных окружностей.

1.4. Пусть, например, C0M1 пересекает сторону AC в точке X. Из преды-
дущей задачи следует, что X делит пополам отрезок между точками касания
прямой AC с вневписанными окружностями, касающимися сторон AC и BC
(рис.2). Поскольку расстояния от этих точек до вершины A равны соответ-
ственно p− c и p, то AX = p− c/2 и AX + AC0 = p.

Рис. 2

1.5. Ответ. M0 — центр параллелограмма PQRS, где P , Q, R, S — середины
сторон AB, BC, CD, DA. M2 — точка пересечения прямой l1, соединяющей
центры тяжести треугольников ABC и ADC, с прямой l2, соединяющей центры
тяжести треугольников ABD и BCD.
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1.6. Пусть U , V — середины диагоналей AC и BD, L — точка их пересе-
чения. Центр тяжести треугольника ABC лежит на его медиане BU и делит
ее в отношении 2 : 1. Аналогично центр тяжести треугольника ACD лежит на
DU и делит ее в том же отношении. Прямая l1, проходящая через эти центры,
параллельна диагонали BD и пересекает диагональ AC в точке, которая делит
отрезок UL в отношении 1 : 2. Аналогично M2 лежит на прямой, параллель-
ной AC и делящей отрезок V L в отношении 1 : 2. Отметим, что если провести
прямые, параллельные AC и BD, через M0, то они разделят отрезки UL и V L
пополам. Отсюда вытекает утверждение задачи (рис.3).

Рис. 3

1.7. Так как P и Q — центры тяжести отрезков AB и BC, центр тяжести
X1 объединения этих отрезков лежит на PQ и PX1/QX1 = BC/AB. Построить
эту точку можно следующим образом: проведем биссектрису BB′ треугольника
BPQ и найдем точку, симметричную B′ относительно середины отрезка PQ.
Аналогично строятся центры тяжести X2, Y1, Y2 ломаных CDA, DAB, BCD.
M1 — это точка пересечения прямых X1X2 и Y1Y2 (рис.4).
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Рис. 4

1.8.
a) Центры тяжести (сплошных) треугольников IAB, IBC, ICD, IDA, где

I — центр вписанной окружности, делят их медианы IP , IQ, IR, IS в от-
ношении 2 : 1, т.е. образованный ими четырехугольник гомотетичен PQRS с
центром I и коэффициентом 2

3
. Так как площади треугольников IAB, IBC,

ICD, IDA относятся так же, как соответствующие стороны ABCD, M1 при
этой гомотетии переходит в M2.

b) Доказательство аналогично.
1.9. Следует из двух предыдущих задач и теоремы о центрах трех гомотетий.
1.10. Указание. Точка M0 — середина отрезка между серединами диаго-

налей четырехугольника. Используя тот факт, что прямая Гаусса описанного
четырехугольника проходит через центр вписанной окружности, нетрудно вы-
вести, что траектория M0 — окружность. Теперь, применив соответствующие
гомотетии, получаем, что и траектории двух других центров — окружности
(рис.5).
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Рис. 5
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2 Прямые Эйлера и Нагеля
2.1. Пусть Ma и Ha — соответственно центроид (точка M2) и ортоцентр

треугольника BCD. Центроиды и ортоцентры остальных трех треугольников
обозначим аналогично. Все треугольники имеют общую описанную окружность
с центром в O. Рассмотрев прямые Эйлера этих треугольников, заметим, что
четырехугольник MaMbMcMd переходит в четырехугольник HaHbHcHd при го-
мотетии с центром в O и коэффициентом 3. Соответственно, точки пересечения
диагоналей этих четырехугольников переходят друг в друга.

2.2.
a) Из определения следует, что AT +DV = BC, BT + CV = AD, т.е. TA+

AD +DV = V C + CB +BT .
b) Пусть a, b, c, d — длины касательных к вписанной окружности из вершин

A, B, C, D. Очевидно, что, если поместить в A, B, C, D массы a, b, c, d,
то центром тяжести полученной системы будет точка N , а, если поместить в
вершины массы 2a+b+d, 2b+a+c, 2c+b+d, 2d+c+a, то — точка M1. Осталось
показать, что I — центр тяжести масс b+ d, a+ c, b+ d, a+ c и воспользоваться
утверждением задачи 1.8.

Точка I удовлетворяет соотношению SIAB − SIBC + SICD − SIDA = 0. Этому
же соотношению удовлетворяют середины U и V диагоналей четырехугольни-
ка. Следовательно, эти три точки лежат на одной прямой (это утверждение
называется теоремой Монжа). Пусть теперь X, Y — точки касания вписанной
окружности со сторонами BC и AD. Тогда прямая XY образует равные углы
с этими сторонами и по теореме Брианшона проходит через точку L пересе-
чения диагоналей. Применив теорему синусов к треугольникам LXB и LY D,
получим, что BL/DL = b/d. Аналогично, AL/CL = a/c. Отсюда и из соотноше-
ний SUBC/SUAD = BL/DL, SV BC/SV AD = CL/AL, SIBC/SIAD = (b + c)/(a + d)
вытекает, что I делит отрезок AC в отношении (a+ c)/(b+ d), что и требуется.

2.3. Указание. Примените индукцию.
2.4. Указание. Примените индукцию.
2.5. a) Пусть MAC , MBD — середины диагоналей AC, BD. Очевидно, что

O∗∗MAC ⊥ AC и O∗∗MBD ⊥ BD. С другой стороны H∗MAC ⊥ BD и H∗MBD ⊥
AC, потому что H∗ — центр параллелограмма, стороны которого перпендику-
лярны диагоналям четырехугольника и проходят через его вершины. Следо-
вательно, H∗MACO

∗∗MBD — параллелограмм, откуда и следует утверждение
задачи.

b) Указание. Воспользуйтесь утверждением задачи 4.2.
c) Очевидно следует из двух предыдущих пунктов.

3 Квазицентры описанной и вписанной окружно-
стей

3.1. Воспользуемся следующим утверждением.
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Лемма. Пусть точка P лежит внутри окружности с центром O. Два пер-
пендикулярных луча с началом P пересекают окружность в точках X, Y . Тогда
геометрическим местом точек пересечения касательных к окружности в X и Y
будет окружность с центром, лежащим на OP .

Доказательство. Пусть Z — четвертая вершина прямоугольника PXZY .
Так как OP 2 + OZ2 = OX2 + OY 2, Z описывает окружность с центром O.
Значит, середина отрезка XY описывает окружность, центром которой явля-
ется середина OP , и инверсная к ней точка пересечения касательных также
описывает окружность.

Теперь утверждение задачи следует из того факта, что прямые, соединя-
ющие точки касания противоположных сторон четырехугольника с вписанной
окружностью, перпендикулярны и проходят через точку пересечения его диа-
гоналей.

3.2. Так как четырехугольники IAQB, IBRC вписанные, то ̸ IBA = ̸ IQA,
̸ IBC = ̸ IRC, откуда следуют оба утверждения.

3.3. Доказательство аналогично предыдущей задаче.
3.4. Будем считать, что лучи PQ и SR пересекаются в точке X. Тогда

̸ PXS = ̸ PIS − ̸ IPA − ̸ CSI. Из вписанности четырехугольников IAPD,
ICSD получаем, что ̸ IPA + ̸ CSI = ̸ CDA. Кроме того, ̸ PIS = ̸ RIQ =
(̸ PAD + ̸ DCS + ̸ RCB + ̸ BAQ)/2 = (̸ ABC + ̸ CDA)/2. Следовательно,
̸ AIC = π − ̸ PXS = π − (̸ ABC − ̸ CDA)/2 (рис.6). Найдя аналогично угол
BID мы сможем построить точку I как точку пересечения соответствующих
дуг окружностей, а затем и четырехугольник PQRS.
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Рис. 6

3.5. Указание. Примените центральную проекцию, переводящую точки P ,
Q, R, S в вершины параллелограмма.

3.6. Ответ. R2 = OL·OI2

2OI−OL
, r2 = (R2−OI2)2

2(R2+OI2)
.

Указание. По теореме Понселе достаточно рассмотреть четырехугольник,
одна из диагоналей которого является диаметром описанной окружности.

3.7. Указание. Докажите, что отрезки IaJ , IbJ , IcJ перпендикулярны соот-
ветствующим сторонам треугольника ABC.

3.8. Доказывается непосредственным вычислением углов.
3.9. Пусть биссектрисы углов A и B пересекаются в точке K, B и C — в

точке L, C и D — в точке M , D и A — в точке N (рис.9.4). Тогда прямая KM —
биссектриса угла между AD и BC. Обозначив этот угол через ϕ, по теореме
о внешнем угле получаем, что ̸ LKM = ̸ B/2 − ϕ/2 = (π − ̸ A)/2 = ̸ C/2 и,
значит, ̸ LIM = ̸ C. С другой стороны, перпендикуляры из L на BC и из M
на CD образуют с ML углы, равные (π − ̸ C)/2, т.е. треугольник, образован-
ный этими перпендикулярами и ML, — равнобедренный с углом при вершине,
равным углу C. Поэтому вершина этого треугольника совпадает с I. Таким об-
разом, перпендикуляры, опущенные из вершин четырехугольника KLMN на
соответствующие стороны ABCD, проходят через I (рис.7). Аналогично полу-
чаем, что перпендикуляры из вершин четырехугольника, образованного внеш-
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ними биссектрисами, проходят через J .

A

BC

D

K

L

M

N

I

Рис. 7

Пусть теперь K ′ — точка пересечения биссектрис внешних углов A и B. Так
как четырехугольник AKBK ′ вписан в окружность с диаметром KK ′, то про-
екции K и K ′ на AB симметричны относительно середины AB. Отсюда и из
утверждения, доказанного выше, следует, что проекции I и J на каждую из
сторон ABCD симметричны относительно середины этой стороны, что равно-
сильно утверждению задачи.

3.10. См. [6].
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Remarkable points of polygons
А.Zaslavsky, B.Frenkin, P.Kozhevnikov, O.Zaslavsky1

It is well-known that any triangle has many various, more or less remarkable
points. For instance, the number of so-called triangle centers in the encyclopedia
[1] has already exceeded 10000. These points define various lines, circles and other
objects related to the triangle. The aim of this project (our pipe dream) is to
find analogues of these objects in an arbitrary polygon. Of course, it will be realized
in the least, but on the other hand the participants of the Conference will have a
large scope for their own research.

1 Barycenters of polygons
The centroid of a triangle is the point M of concurrence of its medians. Indeed, if

we place equal weights in the vertices of a triangle, their barycenter M0 will coincide
with M . The same point is the barycenter M2 of a triangle cut out from cardboard
for example. However the barycenter of a triangle made of wire differs from these
points. Denote it by M1. It can be determined using the following general property
of barycenters.

The main property. Suppose some figure F is a disjoint union of figures F ′

and F ′′. Then the barycenter M of F lies on the segment M ′M ′′, where M ′, M ′′ are
the barycenters of F ′ and F ′′ respectively. Moreover, the ratio MM ′/MM ′′ equals
the ratio m2/m1 of masses of F ′′ and F ′. Here, if the figures F ′ and F ′′ are piecewise
linear curves, then the weight of a figure is proportional to its length, and for plane
figures the weights are proportional to their areas.

1.1. Find the barycenter M1 of a triangle made of wire.
1.2. Prove that the point M1, the point M0 of concurrence of medians and the

incenter I of ABC are collinear (the Nagel line), moreover M0 divides IM1 in the
ratio 2 : 1.

1.3. Prove that M1 is the radical center of three excircles of ABC, i.e., the
segments of tangents from M1 to these circles are equal.

1.4. Prove that each of the lines A0M1, B0M1, C0M1, where A0, B0, C0 are the
middle points of the segments BC, CA, AB respectively, bisects the perimeter of
ABC.

So, for any triangle we can define two barycenters M0 and M1, and they are
somehow connected to each other. An arbitrary polygon can have three barycenters:
the barycenter M0 of its vertices, the barycenter M1 of the union of its sides and the
barycenter M2 of the whole polygon (in the degenerate case of a triangle we have
M2 = M0).

1.5. Determine points M0 and M2 for a quadrilateral ABCD.
1.6. Prove that M0 lies on the segment LM2, where L is the intersection point

of the diagonals of the quadrilateral, and M0 divides LM2 in the ratio 3 : 1.
1The authors are grateful to D.Krekov for the help in the preparing of the project
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1.7. Determine point M1 for a quadrilateral ABCD.
It seems that generally the point M1 has no remarkable properties. However for

a circumscribed ABCD the situation is different.
1.8.
a) Show that M2 lies on the segment IM1, where I is the incenter, and divides

it in the ratio 2 : 1.
b) Show that the same is true for any circumscribed polygon.
1.9. Show that in any quadrilateral, M0 is the midpoint of the segment M1W ,

where W is the midpoint of IL.
Now consider a quadrilateral which is not only circumscribed, but inscribed as

well. Poncelet theorem then asserts that one can fix the incircle and the circumcircle
and "rotate" the quadrilateral between them.

1.10. What is the locus of each barycenter of the quadrilateral?

Appendix. Definition of barycenters
It is not obligatory to deliver the solutions of exercises given here, but each

delivered solution gives a bonus to the participant, namely the right to tell the
solution of one problem of the project orally.

Definition 0. Material point is a pair (X,m), where X is a point of the plane,
and m is a positive number ("the mass" of the point).

Definition 1. The mass center of material points (X1,m1), . . . , (Xn,mn) is
the point M such that

m1
−−−→
MX1 + · · ·+mn

−−−→
MXn =

−→
0 .

Exercise 1. Prove that there exists a unique mass center.
Exercise 2. Prove that for any point O

−−→
OM =

m1
−−→
OX1 + · · ·+mn

−−→
OXn

m1 + · · ·+mn

.

Exercise 3. Prove that the mass center of material points (A,m1) and (B,m2)
lies on the segment AB and dissects it in the ratio m2 : m1.

Exercise 4. Prove that the mass center of material points (A, 1), (B, 1), (C, 1)
coincides with the centroid of triangle ABC.

Exercise 5. Prove that the mass center of material points (X1,m1),. . . , (Xn,mn),
(Xn+1,mn+1) coincides with the mass center of material points (M,m1 + · · ·+mn),
(Xn+1,mn+1), where M is the mass center of (X1,m1),. . . , (Xn,mn).

Definition 2. The mass center of n segments having at most one common
point pairwise is the mass center of material points (M1, l1), . . . , (Mn, ln), where Mi

is the midpoint of i-th segment, and li is its length.
Definition 3. Let F be the union of n triangles having no common inner

points pairwise. The mass center of F is the mass center of material points
(M1, S1), . . . , (Mn, Sn), where Mi is the centroid of i-th triangle, and Si is its area.
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Exercise 6. Prove that for any division of a polygon into triangles, the mass
center of the union of these triangles is the same point (called the mass center of
the polygon).

Exercise 7∗. Let lines AB and CD meet at point E, and lines AD and BC
meet at point F . Prove that the midpoints of segments AC, BD and EF are on a
line (the Gauss line of quadrilateral ABCD).

In this project the barycenter M0 of a polygon A1 . . . An denotes the mass center
of material points (A1, 1), . . . , (An, 1), the barycenter M1 denotes the mass center of
segments A1A2, . . . , An−1An, AnA1, and the barycenter M2 denotes the mass center
of the polygon.
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2 Euler and Nagel lines
It is well known that in any triangle the circumcenter O, the centroid M0 and

the orthocenter H lie on a line, which is called Euler line. Moreover M0 divides the
segment OH in the ratio 1 : 2. Furthermore let A1, B1, C1 be the points of tangency
of the incircle with the sides BC, CA, AB respectively, and the points A2, B2, C2

are symmetric to A1, B1, C1 with respect to the midpoints of the corresponding sides
(these are the points of tangency of the sides with the corresponding excircles). Then
the lines AA2, BB2, CC2 concur at the point N which is called Nagel point. One
can show that M0 lies on the segment IN and divides it in the ratio 1 : 2. Also note
that each of the lines AA2, BB2, CC2 divides the perimeter of the triangle in two
equal parts. Our goal is to find analogues of the Euler line for an inscribed polygon
and the Nagel line for a circumscribed one.

2.1. (A. Myakishev, II Sharygin olimpiad) Let ABCD be an inscribed quadrilateral
and O be its circumcenter. Let Ha, Hb, Hc, Hd be the orthocenters of triangles BCD,
CDA, DAB, ABC respectively, and H be the intersection point of the lines HaHc

and HbHd. Show that the barycenter M2 lies on the segment OH and divides it in
the ratio 1 : 2.

2.2. (A. Myakishev, II Sharygin olympiad) Let ABCD be a circumscribed
quadrilateral, and I be its incenter. Let T , U , V , W be the points which are
symmetric to the points of tangency of the incircle with the sides AB, BC, CD,
DA respectively with respect to their midpoints.

a) Show that any of lines TV and UW divides the perimeter of the quadrilateral
into two equal parts.

b) Let N be the point of intersection of lines TV and UW . Prove that M2 lies
on the segment IN and divides it in the ratio 1 : 2.

Another approach to the definition of the Euler line was proposed by I.Romanov
[4].

Define the orthocenter of an inscribed n-gon A1 . . . An inductively. Let H1, . . . , Hn

be the orthocenters of (n− 1)-gons A2 . . . An,. . . ,A1 . . . An−1 respectively.
2.3. Prove that the lines A1H1, . . . , AnHn are concurrent.
2.4. Let us call the corresponding intersection point H the orthocenter of the

n-gon. Show that the barycenter M0 lies on the segment OH and divides it in the
ratio (n− 2) : 2.

2.5. Let ABCD be an arbitrary quadrilateral.
Consider two generalizations of the orthocenter:
H∗ is the center of the parallelogram formed by the orthocenters of triangles

ABL, BCL, CDL, DAL;
H∗∗ = HaHc∩HbHd, where as usual Ha is the orthocenter of triangle BCD, and

so on.
Furthermore we generalize O as O∗∗ = OaOc∩ObOd where Oa is the circumcenter

of triangle BCD, and so on (in other words, O∗∗ is the intersection of perpendicular
bisectors to AC and BD).

Prove that
a) M0 is the midpoint of O∗∗H∗;

4



b) (Ya. Ganin, A. Myakishev) M2 lies on the segment O∗∗H∗∗ and divides it as
1 : 2;

c) H∗ is the midpoint of LH∗∗.

3 Quasi-centers of the circumcircle and the incircle
In this section we will try to define the points O and I for an arbitrary quadrilateral,

which have the properties similar to those of the circumcenter and the incenter. Of
course, for an inscribed (resp. circumscribed) quadrilateral the point O (resp. I)
should coincide with the center of the circumcircle (resp. the incircle).

3.1. Show that for any quadrilateral ABCD which is both inscribed and circumscribed,
the centers O, I and the intersection point L of diagonals are collinear.

3.2. Let I be the intersection point of the diagonals of a quadrilateral PQRS.
Denote the projections of I to PQ, QR, RS, SP by A, B, C, D respectively. Show
that

a) the quadrilateral ABCD is circumscribed iff the quadrilateral PQRS is inscribed;
b) if the quadrilateral ABCD is circumscribed then I is its incenter.
Let A′, B′, C ′, D′ be the intersection points of lines IA, IB, IC, ID with RS,

SP , PQ, QR respectively.
3.3. Prove that
a) the quadrilateral ABCD is inscribed iff PR ⊥ QS;
b) if PR ⊥ QS, then A′B′C ′D′ is a rectangle and the points A, B, C, D, A′, B′,

C ′, D′ are concyclic.
3.4. Construct a quadrilateral PQRS by the points A, B, C, D if it is known

that I lies inside ABCD.
Definition. Define the quasi-incenter of a convex quadrilateral ABCD to be

the point I constructed in the previous problem, and the quasi-circumcenter to
be the intersection point O of the lines A′C ′ and B′D′. (We assume that I lies inside
ABCD)

3.5. Show that the quasi-centers O, I and the intersection point L of the diagonals
are collinear.

3.6. For a quadrilateral which is both inscribed and circumscribed express the
circumradius and the inradius in terms of lengths of the segments OI and OL.

The last problem enables us to define the quasi-incircle and the quasi-circumcircle
for an arbitrary quadrilateral. Up to date it is unknown whether these circles have
any interesting properties.

Now let us describe another approach to defining quasi-centers.
3.7. Let Ia, Ib, Ic be the excenters of the triangle ABC, and J be the circumcenter

of IaIbIc. Prove that O is the midpoint of the segment IJ .
3.8. Prove that for an arbitrary quadrilateral, its internal angle bisectors form

an inscribed quadrilateral, and so do the external angle bisectors.
Denote by I and J the circumcenters of the quadrilaterals formed by the internal

angle bisectors and the external angle bisectors of ABCD respectively.
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3.9. (VII Sharygin olimpiad) Show that for an inscribed quadrilateral with circumcenter
O, the points I and J are symmetric with respect to O.

Now we can take I and the midpoint O of the segment IJ to be the quasi-incenter
and the quasi-circumcenter. Unfortunately, with this definition the intersection point
L of the diagonals can be not contained in the line OI.

One more approach to defining the quasi-circumcenter is proposed in [6].
3.10. Let X be the intersection point of lines AB and CD, Y be the intersection

point of AD and BC, Z be the intersection point of AC and BD. Let MX be the
Miquel point of lines AD, BC, AC and BD, MY be the Miquel point of AB, BD,
AC и BD, and MZ be the Miquel point of AD, BC, AB и CD. Prove that

a) the lines XMX , YMY and ZMZ are concurrent;
b) if the points A, B, C, D are concyclic then these lines intersect at the

circumcenter of ABCD.
The obtained point can also be considered as a quasi-circumcenter.

4 Additional problems
4.1. Let ABCD be a quadrilateral without parallel sidelines circumscribed around
a circle centered at I. The sides AB, BC, CD, DA touche the incircle at points X,
Y , Z, T respectively. As usually L = AC ∩BD (also L = XZ ∩Y T ). Let X ′ be the
reflection of X about the midpoint MAB of side AB; Y ′, Z ′, T ′ are defined similarly;
N = X ′Z ′ ∩ Y ′T ′ is the Nagel point.

Prove that the condition M0 = I is equivalent to each of the following conditions:
a) AX + CZ = BY +DT ;
b) XZ ∥ X ′Z ′ (или XZ ∥ MABMCD);
c) X ′, Z ′ and BC ∩ AD are collinear;
d) L, I,N a collinear;
e) (A.Zaslavsky, M.Isaev, D.Tsvetov, All-Russian olympiad 2005 г.) IA · IC =

IB · ID.
4.2. (A.Myakishev) Triangles ABC and A′B′C ′ are called ortologic, if the

perpendiculars from A′, B′, C ′ to BC, CA, AB respectively concur. Quadrilaterals
ABCD and A′B′C ′D′ are called ortologic, if the triangles ABC and A′B′C ′, BCD
and B′C ′D′, CDA and C ′D′A′, DAB and D′A′B′ are ortologic. Let ABCD and
A′B′C ′D′ be ortologic, AC and BD meet at L, A′C ′ and B′D′ meet at L′. Prove
that AL : LC = A′L′ : L′C ′ and BL : LD = B′L′ : L′D′ (i.e. ortologic quadrilaterals
are affine equivalent).
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Remarkable points of polygons
Solutions

1 Barycenters of polygons
1.1. Answer. The incenter of the triangle A0B0C0.
Proof. Note that the points A0, B0, C0 are the midpoints of the segments BC,

CA, AB, so let us place the weights equal to the lengths of these segments in this
points. Then the barycenter of the weights in the points A0 and B0 is the point,
which divides the segment A0B0 in the ratio AC : BC = A0C0 : B0C0, i.e. the base
of the angle bisector in A0B0C0, therefore the barycenter of all three weights lies
on this bisector. Analogously, we deduce that it lies on the other angle bisectors of
A0B0C0 too, hence it coincides with, its incenter (fig.1).

Fig. 1

1.2. It follows from the previous problem and the fact that the triangles ABC
and A0B0C0 are homothetic with the center at I.

1.3. Denote by X and Y the points of tangency of excircles, which are tangent
to the segments AC and BC, with the line AB. We have BX = AY = p (where p

1



is the semiperimeter of the triangle), hence C0X = C0Y . Moreover, the line passing
through the centers of these circles is orthogonal to the angle bisector of C, hence,
it is also orthogonal to the line C0M1. THus we obtain that M1 lies on the radical
axis of these teo circles. Arguing in the same way we deduce that M1 lies on the
radical axis of any pair of the three excircles.

1.4. Let X be the intersection of C0M1 with the segment AC. It follows from
the previous problem that X is the midpoint of the segment with the ends at the
tangency points of the line AC with the excircles, which are tangent to the segments
AC and BC (fig.2). As the distances from these points to A are equal to p− c and
p respectively, we obtain that AX = p− c/2 and AX + AC0 = p.

Fig. 2

1.5. Answer. M0 is the center of the parallelogram PQRS, where P , Q, R,
Sare the midpoints of AB, BC, CD, DA. M2is the intersection point of the line l1,
passing through the centroids of ABC and ADC, and the line l2, passing through
the centroids of ABD and BCD.

1.6. Let U , V be the midpoints of the diagonals AC and BD respectively and L
be their intersection point. The centroid of ABC lies on its median BU and divides

2



it in the ratio 2 : 1. Analogously, the centroid of ACD lies on DU and divides it in
the same ratio. The line l1, passing through these centroids, is parallel to BD and
it intersects AC at the point, which divides the segment UL in the ratio 1 : 2. In
the same way we obtain that M2 lies on the line, which is parallel to AC and which
divides the segment V L in the ratio 1 : 2. Note that the lines passing through M0

parallel to AC and BD pass through the midpoints of the segments UL and V L
respectively. The assertion of the problem now follows straightforwardly (fig.3).

Fig. 3

1.7. As P and Q are the barycenters of the segments AB and BC, we obtain
that the barycenter X1 of their union lies on PQ and PX1/QX1 = BC/AB. This
point mat be constructed in the following way: construct the angle bisector BB′ of
the triangle BPQ and take a point, which is symmetric to B′ with respect to the
midpoint of PQ. Analogously one can construct the barycenters X2, Y1, Y2 of the
piecewise linear curves CDA, DAB, BCD. Then M1is the intersection point of the
lines X1X2 and Y1Y2 (fig.4).

3



Fig. 4

1.8.
a) Let I be the incenter. The centroids of the (solid) triangles IAB, IBC, ICD,

IDA divide their medians IP , IQ, IR, IS in the ratio 2 : 1, i.e. the quadrilateral,
which is formed by them, is homothetical to PQRS with the center in I and the
coefficient 2

3
. As the ratio of the areas of IAB, IBC, ICD, IDA is the same as the

ratio of the corresponding sides of ABCD, this homothety maps M1 to M2.
b) The proof is analogous to the previous one.
1.9. It follows from the previous problems and the theorem about three homothety

centers.
1.10. Hint. M0 is the midpoint of the segment, formed by the midpoints of

the diagonals of the quadrilateral. Note that the Gauss line of the circumscribed
quadrilateral contains its incenter. This fact implies that the locus of M0 is a circle.
Now one can use the corresponding homotheties to deduce that the loci of two other
centers are also circles (fig.5).
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Fig. 5
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2 Euler and Nagel points
2.1. Let Ma and Ha be the centroid (the point M2) and the orthocenter of

BCD respectively. Denote the centroids and the orthocenters of the other triangles
analogously. All there triangle share a common circumcircle, whose center is O.
By considering the Euler lines of these triangles, we note that the quadrilateral
MaMbMcMd is mapped to the quadrilateral HaHbHcHd under the homothety with
the center in O and the coefficient 3, so the intersection points of the corresponding
diagonals are mapped to each other analogously.

2.2.
a) It follows from the definition that AT + DV = BC, BT + CV = AD, i.e.

TA+ AD +DV = V C + CB +BT .
b) Let a, b, c, d be the length of tangent segments to the incircle from the vertices

A, B, C, D. It is clear that if one places the weights a, b, c, d into the points A, B,
C, D respectively, then the barycenter of the obtained system is the point N , and if
one places the weights 2a+ b+d, 2b+a+ c, 2c+ b+d, 2d+ c+a into those vertices,
then the barycenter is the point M1. It remains to show that I is the barycenter of
the weights b+ d, a+ c, b+ d, a+ c and apply the assertion of problem 1.8..

The point I satisfies SIAB − SIBC + SICD − SIDA = 0. The same property holds
for the midpoints U and V of the diagonals of the quadrilateral, therefore these
points are concurrent (this fact is called the Monge theorem). Now let X and Y be
the tangency points of the incircle with the sides BC and AD respectively. Then
the angles formed by the line XY and these sides are equal and also XY passes
through the intersection point of the diagonals L by Brianchon’s theorem. Applying
the laws of sines to the triangles LXB and LY D, we obtain that BL/DL = b/d.
Similarly, AL/CL = a/c. These identities and the equalities SUBC/SUAD = BL/DL,
SV BC/SV AD = CL/AL, SIBC/SIAD = (b+c)/(a+d) imply that I divides the segment
AC in the ratio (a+ c)/(b+ d), QED.

2.3. Hint. Use induction.
2.4. Hint. Use induction.
2.5. a) Let MAC , MBD be the midpoints of diagonals AC, BD. It is clear that

O∗∗MAC ⊥ AC and O∗∗MBD ⊥ BD. On the other hand H∗MAC ⊥ BD and
H∗MBD ⊥ AC because H∗ is the center of the parallelogram having the sidelines
perpendicular to the diagonals of the given quadrilateral and passing through its
vertices. Hence H∗MACO

∗∗MBD is a parallelogram which yields the required assertion.
b) Hint. Use the assertion of problem 4.2.
c) Clearly follows from two previous assertions.

3 Quasi-centres of the circumcircle and the incircle
3.1. We use the following fact.
Lemma. Suppose the point P lies inside the circle with the center at O. Denote

by X and Y the intersection points of the circle with two orthogonal half-lines with
the initial point at P . Then the locus of the intersection points of the tangent lines
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to the circle at X и Y is a circle with the center, lying on OP .
Proof. Let Zbe the fourth vertex of the rectangle PXZY . We have OP 2+OZ2 =

OX2 +OY 2, thus the locus of Z is the circle with the center at O. Hence the locus
of the midpoint of the segment XY is a circle with the center at the midpoint of
OP , so the locus of the intersection of the tangent lines, which is inverse to it, is
also a circle.

Now the assertion follows from the fact that the lines, passing through the
tangency points of the opposite sides of the quadrilateral with the incircle, are
orthogonal and they both pass through the intersection point of its diagonals.

3.2. As the quadrilaterals IAQB and IBRC are inscribed, we have ̸ IBA =
̸ IQA, ̸ IBC = ̸ IRC, which imply both assertions.

3.3. The proof is similar to the previous problem.
3.4. Suppose that the half-lines PQ and SR intersect at X. Then we have

̸ PXS = ̸ PIS− ̸ IPA− ̸ CSI. The quadrilaterals IAPD and ICSD are inscribed,
thus we obtain that ̸ IPA+ ̸ CSI = ̸ CDA. Besides, ̸ PIS = ̸ RIQ = ( ̸ PAD +
̸ DCS+ ̸ RCB+ ̸ BAQ)/2 = (̸ ABC+ ̸ CDA)/2. Therefore, ̸ AIC = π− ̸ PXS =
π − (̸ ABC − ̸ CDA)/2. Arguing in the same way we can find the angle BID and
thus to construct I as the intersection point of the corresponding arcs of the circles,
and then we are able to construct the quadrilateral (fig.6).
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Fig. 6

3.5. Hint. Apply the central projection, which maps the points P , Q, R, S to
the vertices of a parallelogram.

3.6. Answer. R2 = OL·OI2

2OI−OL
, r2 = (R2−OI2)2

2(R2+OI2)
.

Hint. It follows from Poncelet theorem that it is enough to consider the quadrilateral
having a diameter of the circumcircle as one of the diagonals.

3.7. Hint. Prove that the segments IaJ , IbJ , IcJ are orthogonal to the corresponding
sides of the triangle ABC.

3.8. One can prove this by a direct computation of angles.
3.9. Let the angle bisectors of A and B intersect at K, the angle bisectors of

B and C — at L, the angle bisectors of C and D — at M , the angle bisectors
of D and A — at N (pic.9.4). Then the line KM is the bisector of the angle,
formed by AD and BC. Denote this angle by ϕ, exterior angle theorem implies that
̸ LKM = ̸ B/2 − ϕ/2 = (π − ̸ A)/2 = ̸ C/2,hence ̸ LIM = ̸ C. On the other
side, the line through L orthogonal to BC and the line through M orthogonal to
CD form with ML the angles, equal to (π − ̸ C)/2, i.e. the triangle, formed by
these lines and ML is isosceles and its vertex angle is equal to C. Thus its vertex
coincides with I. Therefore the lines through the vertices of KLMN orthogonal to
the respective sides of ABCD pass through I (fig.7). Similarly we obtain that the
perpendiculars from the vertices of the quadrilateral formed by the exterior angle
bisectors pass through J .

A

BC

D

K

L

M

N

I

Fig. 7

Now let K ′be the intersection points of the exterior bisectors of A and B. As the
quadrilateral AKBK ′ is inscribed in a circle with the diameter KK ′, we obtain that
the projections of K and K ′ to AB are symmetric with respect to the midpoint of
AB. From this assertion and the one, proved above, it follows that the projections of
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I and J to each of the sides of ABCD are symmetric with respect to the midpoints
of the corresponding sides, which is equivalent to the assertion of the problem.

3.10. See [6].

Список литературы
[1] http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html.

[2] Ф.Ивлев. Центры тяжести многоугольников. Доклад на ММКШ. 2008.
https://www.mccme.ru/circles/oim/mmks/notes.htm

[3] A.Akopyan. Some remarks on the circumcenter of mass.
https://arxiv.org/pdf/1512.08655.pdf

[4] И.Романов. Прямая Эйлера n-угольника. Доклад на ММКШ. 2017.
https://www.mccme.ru/circles/oim/mmks/works2017/ignatov2.pdf

[5] А.Заславский. Диагонально-перпендикулярное отображение четырех-
угольников. Квант. 1998. №4.

[6] M.Rolnek, Le Anh Dung. The Miquel Points, Pseudocircumcenter, and Euler-
Poncelet Point of a Complete Quadrilateral. Forum Geometricorum V.14
(2014). https://personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/sol/FG201413.pdf.

9



 



Âîêðóã òåîðåìû Êýëè

Çàäà÷ó ïðåäñòàâëÿþò Áóðñèàí Î., Êîõàñü Ä., Êîõàñü Ê.

Âåðñèÿ 0.99

Ýòîò ïðîåêò ïîñâÿùåí òåîðåìå Êýëè î ÷èñëå äåðåâüåâ. Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô áåç öèêëîâ. Òåîðåìà
óòâåðæäàåò, ÷òî ÷èñëî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè ðàâíî nn−2. Èçâåñòíî ìíîãî äîêàçàòåëüñòâ
ýòîé òåîðåìû, íàøåé öåëüþ áóäåò ïîçíàêîìèòüñÿ ñ íåêîòîðûìè èç íèõ è èçó÷èòü ïðèëîæåíèÿ ðàçëè÷íûõ
ïîäõîäîâ ê ýòîé òåîðåìå.

Â êàæäîì ïðîåêòå åñòü äîâîëüíî ñëîæíûå çàäà÷è. Ïî ïðàâèëàì êîíôåðåíöèè çàäà÷è ìîæíî ðåøàòü,
îáúåäèíèâøèñü â êîìàíäû; çàäà÷è ðàçíûõ ïðîåêòîâ ìîæíî ðåøàòü â ñîñòàâå ðàçíûõ êîìàíä. Ìû ñîâåòóåì
âàì íàéòè ïîïóò÷èêîâ, ñ êîòîðûìè âàì áûëî áû èíòåðåñíî ïðîâîäèòü èññëåäîâàíèÿ, îïèñàííûå â ýòîì
ïðîåêòå.

Çàäà÷è äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà

Â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ãðàôû ñ ¾îáåçëè÷åííûìè¿ âåðøèíàìè � íàïðèìåð, âåð-
øèíû � ýòî êàêèå-òî ãîðîäà, à ðåáðà � äîðîãè ìåæäó íèìè, èëè âåðøèíû � ýòî ëþäè (îáû÷íî áåçûìÿííûå),
à ðåáðà � ýòî çíàêîìñòâà è ò.ï. Â çàäà÷àõ î ïåðå÷èñëåíèè ãðàôîâ ïðèíÿòà äðóãàÿ òî÷êà çðåíèÿ � âñå âåðøè-
íû ãðàôà äîëæíû áûòü ¾èíäèâèäóàëüíû¿. ×òîáû íå áûëî äèññîíàíñà â òåðìèíîëîãèè, ìû ââåäåì ïîíÿòèå
¾ïîìå÷åííûé ãðàô¿.

Ïóñòü [n] = {1, 2, . . . , n}. Äåðåâî (èëè âîîáùå ïðîèçâîëüíûé ãðàô) íà n âåðøèíàõ, âåðøèíû êîòîðîãî
ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n, íàçûâàåòñÿ ïîìå÷åííûì äåðåâîì (ñîîòâåòñòâåííî ïîìå÷åííûì ãðàôîì).
×òîáû ïîñòðîèòü ïîìå÷åííîå äåðåâî, ìîæíî âçÿòü äåðåâî è ðàññòàâèòü â åãî âåðøèíàõ ÷èñëà, èëè íàîáîðîò:
ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî [n] � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, è ìû ðèñóåì ãðàô-äåðåâî, ñîåäèíÿÿ ýòè
âåðøèíû ðåáðàìè. Ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ îáîçíà÷èì ÷åðåç Tn.

Äâà (íåïîìå÷åííûõ) ãðàôà G1 èG2 ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V1 è V2 íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè (èëè, ïîïðî-
ñòó ãîâîðÿ, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : V1 → V2,
÷òî âåðøèíû A, B ∈ V1 ñîåäèíåíû ðåáðîì â G1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(A) è f(B) ñîåäèíåíû ðåáðîì
â G2. Íàïðèìåð, ëþáîå äåðåâî ñ ÷åòûðüìÿ âåðøèíàìè èçîìîðôíî ëèáî äåðåâó ¾êóðèíàÿ ëàïà¿, ëèáî äåðåâó
¾ïóòü äëèíû òðè¿. Â ñëó÷àå, êîãäà G1 è G2 � ïîìå÷åííûå ãðàôû, V1 = V2 = [n] è â êà÷åñòâå f â ýòîì
îïðåäåëåíèè áåðóò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàçäåëå ¾Çàäà÷è äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà¿ òåîðåìà Êýëè íå
äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ. Â ôîðìóëèðîâêàõ çàäà÷ ÷åðåç Tn îáîçíà÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ
íà n âåðøèíàõ, è âîïðîñ î íàõîæäåíèè ýòîé âåëè÷èíû íå ñòàâèòñÿ. Íóìåðàöèÿ çàäà÷ äàíà â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïîñëåäóþùèìè ðàçäåëàìè.

1.1. Ãðàô íàçûâàåòñÿ óíèöèêëè÷åñêèì, åñëè îí ñâÿçíûé è ñîäåðæèò ðîâíî îäèí öèêë. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñî 100 âåðøèíàìè áîëüøå, ÷åì ïîìå÷åííûõ óíèöèêëè÷åñêèõ
ãðàôîâ ñ 98 âåðøèíàìè.

1.2. Ïîñòðîéòå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì, êîòîðîå ñîñòîèò èç
âñåâîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà [n] â ñåáÿ, è ìíîæåñòâîì ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà
n âåðøèíàõ, â êîòîðûõ îäíà âåðøèíà ñíàáæåíà êðàñíîé ìåòêîé è îäíà � ñèíåé ìåòêîé
(ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî îáå ìåòêè ïîñòàâëåíû âîçëå îäíîé è òîé æå âåðøèíû).

1.3. Ñóùåñòâóåò nn−1 ðàçëè÷íûõ îòîáðàæåíèé èç ìíîæåñòâà [n− 1] â [n]. Äîêàæèòå òîæäå-
ñòâî

n∑
j=1

Cj−1
n−1(n− j)n−jTj = nn−1,

ðàçáèâ ìíîæåñòâî ýòèõ îòîáðàæåíèé íà n ÷àñòåé òàê, ÷òîáû j-å ñëàãàåìîå îêàçàëîñü ðàâíî
êîëè÷åñòâó îòîáðàæåíèé â j-é ÷àñòè.
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Âîêðóã òåîðåìû Êýëè Âåðñèÿ 0.99 2

3.1. Äåðåâî ñ n âåðøèíàìè, ðåáðà êîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n− 1, íàçûâà-
åòñÿ ðåáåðíî ïîìå÷åííûì. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò 4 ðàçëè÷íûõ ðåáåðíî ïîìå÷åííûõ äåðåâà
íà 4 âåðøèíàõ � ñì. ðèñ. 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè n > 3 êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ðåáåðíî ïîìå-
÷åííûõ äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ ðàâíî 1

n
Tn.

2
3

4 2 3 4 1 3 2 2 1 3

Ðèñ. 1. Ðåáåðíî ïîìå÷åííûå êóðëàïà è ïóòè äëèíû 3

Åñëè ìû âûäåëèëè â äåðåâå (ïîìå÷åííîì èëè íåò) îäíó èç âåðøèí, òî áóäåì íàçûâàòü òàêîå äåðåâî
êîðíåâûì, à ñàìó îòìå÷åííóþ âåðøèíó áóäåì íàçûâàòü êîðíåì. Åñëè æå íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
íè îäíà èç âåðøèí íàìè íå âûäåëåíà, áóäåì íàçûâàòü òàêîå äåðåâî ñâîáîäíûì. Ëèñòîì äåðåâà íàçûâàåòñÿ
âåðøèíà ñòåïåíè 1, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà äåðåâî êîðíåâîå è êîðåíü èìååò ñòåïåíü 1, â ýòîì ñëó÷àå
êîðåíü ëèñòîì íå ñ÷èòàåòñÿ. Ëåñ � ýòî ãðàô, â êîòîðîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fk
n ìíîæåñòâî ëåñîâ íà ìíîæåñòâå âåðøèí [n], ñîñòîÿùèõ èç k êîðíåâûõ äåðåâüåâ

ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , k, ïðè÷åì òàêèõ, ó êîòîðûõ âåðøèíà n íàõîäèòñÿ â äåðåâå ñ êîðíåì 1 (ðèñ. 2).

1 2 3

4 5

1 2 3

45

1 2 3

45

1 2 3

4

5

1 2 3

4

5

Ðèñ. 2. Ìíîæåñòâî ëåñîâ F3
5 . Ìû îðèåíòèðîâàëè ðåáðà ¾îò ïåðèôåðèè ê êîðíþ¿

Ìíîæåñòâà ìû îáîçíà÷àåì ¾ðóêîïèñíûìè¿ áóêâàìè. ×èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà îáîçíà÷àåòñÿ òîé æå
áóêâîé â êóðñèâíîì íà÷åðòàíèè. Òàê ÷èñëî â ìíîæåñòâå Fk

n áóäåì îáîçíà÷àòü F k
n .

1.4. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 2 6 k 6 n− 1 âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

F k−1
n = nF k

n .

1.5. Ïóñòü V1 = [r], V2 = {r + 1, . . . , r + s}, V = V1 ∪ V2 = [r + s]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fkr,s
ìíîæåñòâî ëåñîâ, ñîñòîÿùèõ èç k êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V ñ êîðíÿìè 1,
2, . . . , k, ó êîòîðûõ âåðøèíà r + 1 íàõîäèòñÿ â äåðåâå ñ êîðíåì 1, à ó êàæäîãî ðåáðà îäíà
âåðøèíà èç ìíîæåñòâà V1, à äðóãàÿ � èç ìíîæåñòâà V2. Ïðèäóìàéòå ðåêóðñèþ (ïî k) äëÿ
âåëè÷èíû F k

r,s

Âäîëü óëèöû ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì ðàñïîëîæåíî n ìåñò äëÿ ïàðêîâêè àâòîìîáèëÿ. Íà óëèöó
âúåçæàþò ïîñëåäîâàòåëüíî n àâòîìîáèëåé ñ íîìåðàìè îò 1 äî n â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàæäûé âîäèòåëü
åäåò ê ñâîåìó ëþáèìîìó ìåñòó ïàðêîâêè è, åñëè îíî íå çàíÿòî, ïðèïàðêîâûâàåòñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
îí åäåò äàëüøå äî ïåðâîãî ñâîáîäíîãî ìåñòà è ïðèïàðêîâûâàåòñÿ òàì, åñëè æå âñå ìåñòà äàëüøå çàíÿòû,
îí óåçæàåò (íàñîâñåì). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðåäïî÷òåíèé íàçîâåì ñïèñîê a1, a2, . . . , an ëþáèìûõ ìåñò
ïàðêîâêè ïåðâîãî, âòîðîãî, . . . , n-ãî âîäèòåëÿ.

4.1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò (n+ 1)n−1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèé, äëÿ êîòîðûõ
âñå âîäèòåëè ñóìåþò ïðèïàðêîâàòüñÿ.

4.2. Äîêàæèòå, ÷òî óñïåõ èëè íåóñïåõ ïàðêîâêè íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà,
â êîòîðîì ïðèáûâàþò ìàøèíû.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ëåæèò â ñòîðîíå îò íàøåãî ñþæåòà. Íî îíà ïîçâîëÿåò ïîíÿòü, êàêèå çàòðóäíåíèÿ
ìîãóò âîçíèêíóòü, åñëè ìû ñòàíåì ïåðå÷èñëÿòü íåïîìå÷åííûå äåðåâüÿ.

3.2. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ (ò. å. íåèçîìîðôíûõ äðóã äðóãó) íåïîìå÷åííûõ
äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè ìåíüøå 4n.
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1 Ðåêóðñèè, òîæäåñòâà, áèåêöèè

1.6. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé (èíòåðïðåòèðóÿ ÷èñëà Ti êàê êî-

ëè÷åñòâà äåðåâüåâ), ÷òî ïðè n > 1 a) Tn =
n

2

n−2∑
k=0

Ck
n−2Tk+1Tn−k−1;

b) Ñâåäèòå ýòó ôîðìóëó, à òàêæå ôîðìóëû èç çàäà÷ 1.3 è 5.1 a) äðóã ê äðóãó àëãåáðàè-
÷åñêè.

1.7. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T (n, k) ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè,
â êîòîðûõ êîðåíü � âåðøèíà 1 � èìååò ñòåïåíü k. Äîêàæèòå, ÷òî

(n− 1)(k − 1)T (n, k) = (n− k)T (n, k − 1).

¾Òðåóãîëüíûì äåðåâîì¿ íàçîâåì ãðàô, îïðåäåëåÿìûé ïî èíäóêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñàìîå ìàëåíü-
êîå òðåóãîëüíîå äåðåâî âîïðåêè ñâîåìó íàçâàíèþ � ýòî ïîëíûé ãðàô íà äâóõ âåðøèíàõ. Åñëè óæå çàäàíî
êàêîå-íèáóäü òðåóãîëüíîå äåðåâî, ìû ìîæåì âçÿòü ëþáîå ðåáðî AB â íåì, âçÿòü íîâóþ âåðøèíó C è äîáà-
âèòü ê äåðåâó âåðøèíó C è ðåáðà AC, BC. Ïîìå÷åííûì òðåóãîëüíûì äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü òðåóãîëüíîå
äåðåâî, ó êîòîðîãî âåðøèíû ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî n.

Ðèñ. 3. Íåïîìå÷åííûå òðåóãîëüíûå äåðåâüÿ íà 2, 3, 4, 5 è 6 âåðøèíàõ.

Íàïðèìåð, äëÿ n = 5 èìååòñÿ 2 íåïîìå÷åííûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâà (ðèñ. 3) è 70 ïîìå÷åííûõ.
Åñëè íåêîòîðîå ðåáðî òðåóãîëüíîãî äåðåâà âûäåëåíî, òî òàêîå äåðåâî áóäåì íàçûâàòü ¾êîðíåâûì¿.

1.8. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆(n, k) ÷èñëî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ íà n âåð-
øèíàõ, ó êîòîðûõ êîðíåâîå ðåáðî ïðèíàäëåæèò k òðåóãîëüíèêàì. Ïðèäóìàéòå ðåêóðñèþ
(ïî k) äëÿ âåëè÷èíû ∆(n, k).

2 Êîä Ïðþôåðà

Êîä Ïðþôåðà ñîïîñòàâëÿåò äåðåâó c çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Êîä Ïðþôåðà äåðåâà c äâóìÿ âåðøèíàìè � ïóñòîå ñëîâî. Åñëè êîëè÷åñòâî âåðøèí äå-
ðåâà T áîëüøå äâóõ, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç v ëèñò ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì, à ÷åðåç u âåðøèíó, ñìåæíóþ ñ v.
Òîãäà êîä Ïðþôåðà äåðåâà T ïîëó÷àåòñÿ èç êîäà Ïðþôåðà äåðåâà T − v ïðèïèñûâàíèåì ñëåâà âåðøèíû u.

Ïðîâåðüòå, ÷òî Âû óìååòå ðåøàòü çàäà÷ó 2.1, è çàðåãèñòðèðóéòå ïëþñèê ó æþðè.

2.1. a) Íàéäèòå êîä Ïðþôåðà äåðåâà ñ âåðøèíàìè 1, 2, . . . , 10 è ð¼áðàìè (8,9), (8,4), (4,10),
(10,3), (3,5), (10,6), (10,1), (1,7), (1,2).

b) Âîññòàíîâèòå äåðåâî ïî êîäó Ïðþôåðà 1, 1, 2, 5, 4, 2, 7.
c) Äîêàæèòå, ÷òî êîä Ïðþôåðà îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ìíîæåñòâîì äåðåâüåâ ñ äàííûìè n âåðøèíàìè è ìíîæåñòâîì ñëîâ äëèíû n − 2 èç ýòèõ
âåðøèí.

d) Äîêàæèòå, ÷òî â êîäå Ïðþôåðà âåðøèíà ñòåïåíè d âñòðå÷àåòñÿ d− 1 ðàç.

2.2. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè, ó êîòîðûõ
âåðøèíà n ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì (è òåì ñàìûì îíà íå êîðåíü)?

2.3. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n > 10 âåðøèíàìè, ó êîòîðûõ
ñòåïåíü âåðøèíû 1 ðàâíà 10?

2.4. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ óíèöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ ñ n âåðøèíàìè, èìåþùèõ
öèêë äëèíû k.
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2.5. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(n, k) ÷èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà, ïî îïðåäåëåíèþ îíî ðàâíî
êîëè÷åñòâó ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà [n] íà k íåïóñòûõ ÷àñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ïî-

ìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè, ðîâíî r èç êîòîðûõ � ëèñòüÿ, ðàâíî
n!

r!
S(n− 2, n− r).

2.6. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ(k1, k2, . . . , kn) ÷èñëî ïîìå÷åííûõ ñâîáîäíûõ äåðåâüåâ c n âåðøèíàìè,

ó êîòîðûõ ñòåïåíü i-é âåðøèíû ðàâíà ki + 1. Äîêàæèòå, ÷òî τ(k1, k2, . . . , kn) =
(n− 2)!

k1!k2! . . . kn!
.

3 Ðåçóëüòàòû

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ìîæíî ñäàâàòü íåñêîëüêî ðåøåíèé, åñëè îíè ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ.

3.3. Âûâåäèòå òåîðåìó Êýëè èç çàäà÷: a) 1.4, b) 1.6, c) 1.7, d) 2.6.

3.4. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ëåñîâ, ñ âåðøèíàìè â ìíîæåñòâå [n], ñîñòîÿùèõ èç k êîðíå-
âûõ äåðåâüåâ, ðàâíî Ck−1

n−1n
n−k.

3.5. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ëåñîâ, ñ âåðøèíàìè â ìíîæåñòâå [n], ñîñòîÿùèõ èç äâóõ
íåêîðíåâûõ äåðåâüåâ, ðàâíî 1

2
nn−4(n− 1)(n− 6).

3.6. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ïîëíîì äâóäîëüíîì ïîìå÷åííîì ãðàôå
Kr,s ñ äîëÿìè V1 = [r] è V2 = {r + 1, . . . , r + s} ðàâíî rs−1sr−1.
3.7. Ïóñòü ∆n � ÷èñëî ïîìå÷åííûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè, Λn � ÷èñëî
êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè è êîðíåâûì ðåáðîì 1�2.

a) Äîêàæèòå, ÷òî Λn = (2n− 3)n−3. b) Íàéäèòå ∆n.

Ïóñòü â ðÿä ðàñïîëîæåíî n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ. Öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà � ýòî ïåðåñòàíîâêà, ïå-
ðåìåùàþùàÿ ïðåäìåòû ïî íåêîòîðîìó öèêëó: îäèí ïðåäìåò ñòàâèòñÿ íà ìåñòî äðóãîãî, ýòîò äðóãîé � íà
ìåñòî òðåòüåãî, è ò. ä., ïîñëåäíèé ñòàâèòñÿ íà ìåñòî ïåðâîãî. Òðàíñïîçèöèÿ (ij) � ýòî ïåðåñòàíîâêà, ìåíÿ-
þùàÿ ìåñòàìè ïðåäìåòû íà i-ì è j-ì ìåñòå. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî [n] ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âåðøèí
íåêîòîðîãî ãðàôà, òî òðàíñïîçèöèþ (ij) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó i ñ âåð-
øèíîé j.

Ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ïåðåñòàíîâîê s1, s2, . . . , sn−1 îïðåäåëÿåò ïåðåñòàíîâêó, êîòî-
ðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýòèõ ïåðåñòàíîâîê è îáîçíà÷àåòñÿ s1s2 . . . sn−1. Ïðîèçâåäåíèÿ, îòëè÷àþùèåñÿ
ïîðÿäêîì ñîìíîæèòåëåé, ìû ñ÷èòàåì ðàçëè÷íûìè. Íàïðèìåð, åñëè ïåðåñòàíîâêà s � ýòî òðàíñïîçèöèÿ, ìå-
íÿþùàÿ ìåñòàìè ïðåäìåòû íà ïåðâîì è âòîðîì ìåñòå, à ïåðåñòàíîâêà t � ýòî òðàíñïîçèöèÿ, ìåíÿþùàÿ
ìåñòàìè ïðåäìåòû íà òðåòüåì è ÷åòâåðòîì ìåñòå, òî ïðîèçâåäåíèÿ st è ts îïðåäåëÿþò îäíó è òó æå ïåðå-
ñòàíîâêó ïðåäìåòîâ, è ïðè ýòîì ñ÷èòàþòñÿ ðàçíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè.

3.8. a) Â ðÿä ðàñïîëîæåíî n ïðåäìåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî ðåçóëüòàò ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû-
ïîëíåíèÿ òðàíñïîçèöèé s1, s2, . . . , sn−1 ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàô, â êîòîðîì ìíîæåñòâî âåðøèí � ýòî [n], à ìíîæåñòâî ðåáåð � ýòî
s1, s2, . . . , sn−1, ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì.

b) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ, êîòîðûì öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ìíîæåñòâà
[n] ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå n− 1 òðàíñïîçèöèé, ðàâíî Tn.
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4 Ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè

Âäîëü óëèöû ñ îäíîñòîðîííèì äâèæåíèåì ðàñïîëîæåíî n ìåñò äëÿ ïàðêîâêè àâòîìîáèëÿ. Íà óëèöó
âúåçæàþò ïîñëåäîâàòåëüíî n àâòîìîáèëåé ñ íîìåðàìè îò 1 äî n â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Êàæäûé âîäèòåëü
åäåò ê ñâîåìó ëþáèìîìó ìåñòó ïàðêîâêè è, åñëè îíî íå çàíÿòî, ïðèïàðêîâûâàåòñÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí
åäåò äàëüøå äî ïåðâîãî ñâîáîäíîãî ìåñòà è ïðèïàðêîâûâàåòñÿ òàì, åñëè æå âñå ìåñòà äàëüøå çàíÿòû, îí
óåçæàåò (íàñîâñåì). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäïî÷òåíèé, äëÿ êîòîðîé âñå âîäèòåëè ñóìåëè ïðèïàðêîâàòüñÿ,
íàçûâàåòñÿ ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé. Ìíîæåñòâî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç Pn.

4.3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèè (a1, a2, . . . , an), äëÿ êîòîðûõ ñîñåäíèå âîäè-
òåëè èìåþò ðàçíûå ïðåäïî÷òåíèÿ, ò. å. ak 6= ak+1 ïðè k = 1, . . . , n− 1?

4.4. Äîïóñòèì, ÷òî íà óëèöó, ãäå ðàñïîëîæåíî n ìåñò äëÿ ïàðêîâêè, âúåçæàþò ëèøü m < n
ìàøèí. Ñêîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèé, äëÿ êîòîðûõ
âñå âîäèòåëè ñóìåþò ïðèïàðêîâàòüñÿ?

4.5.Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ðîâíî k âîäèòåëåé (1 6 k 6 n)
ïðåäïî÷èòàþò ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå, ðàâíî Ck−1

n−1n
n−k.

4.6. Äëÿ êàæäîé ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè a = (a1, a2, . . . , an) îïðåäåëèì ðàçíîñòíóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü c(a) = (c1, c2, . . . , cn−1) ïî ïðàâèëó

ci = ai+1 − ai (mod n+ 1).

Ñîïîñòàâèì ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè a ïîìå÷åííîå äåðåâî t(a) ñ n + 1 âåðøèíàìè, êîòîðîå
çàäàåòñÿ êîäîì Ïðþôåðà c(a).

Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííîå ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó Pn è Tn+1.

4.7. Äîêàæèòå, ÷òî (n+ 1)n−1 =
∑

06kn61
06kn−1+kn62

06kn−2+kn−1+kn63
...

06k2+k3+...+kn−1+kn6n−1

n!

(n− k2 − k3 − . . .− kn)!k2!k3! . . . kn!
.

4.8. Áóäåì íàçûâàòü ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ a = (a1, . . . , an) íàäåæíîé, åñëè ïðè âñåõ j,
1 6 j 6 n− 1, ïî êðàéíåé ìåðå j + 1 âîäèòåëåé ïðåäïî÷èòàþò ïðèïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâûõ j
ìåñòàõ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî íàäåæíûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé äëÿ ïàðêîâêè äëèíû n
ðàâíî (n− 1)n−1.

4.9. Äîêàæèòå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé ñ ïàð-

êîâî÷íûìè ôóíêöèÿìè: Pn+1 =
n∑
k=0

Ck
n+1Pk(n− k)n−k.



Âîêðóã òåîðåìû Êýëè Âåðñèÿ 0.99 6

5 Èíâåðñèè íà äåðåâüÿõ è íåóäîáñòâà ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé

5.1. Äîêàæèòå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ðàññóæäåíèé:

a) Tn =
n−2∑
k=0

Ck
n−2(k + 1)Tk+1Tn−k−1; b) Pn+1 =

n∑
k=0

Ck
n(k + 1)PkPn−k;

Âîçüìåì ïîìå÷åííîå äåðåâî T ñ n + 1 âåðøèíîé. Âåðøèíó n + 1 íàçíà÷èì êîðíåì è ââåäåì íà ðåáðàõ
äåðåâà íàïðàâëåíèå îò ïåðèôåðèè ê êîðíþ. Ìû ¾ñ÷èòàåì ïðàâèëüíûì¿, êîãäà ìåòêè âåðøèí ðàñòóò ïðè
ïðèáëèæåíèè ê êîðíþ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåðøèíû i è j îáðàçóþò èíâåðñèþ, 1 6 i < j 6 n, åñëè âåðøèíà
i ëåæèò íà ïóòè, âåäóùåì îò âåðøèíû j ê êîðíþ. Ïåðåáåðåì âñå ïàðû âåðøèí è îáîçíà÷èì ÷åðåç inv(T )
ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èíâåðñèé â äåðåâå T . Ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû inv(T ) ðàâíî
n(n−1)

2 , îíî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà T � ýòî ïóòü èç n çâåíüåâ è íóìåðàöèåé âåðøèí n+ 1, 1, 2, . . . , n.

Ïóñòü a = (a1, a2, . . . , an) � ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ïàðêîâêè ïåðâûé âîäèòåëü ïðè-
ïàðêîâàëñÿ íà p1-ì ìåñòå, âòîðîé � íà p2-ì ìåñòå è ò. ä. Íàçîâåì âåëè÷èíó

D(a) =

n∑
i=1

(pi − ai) =
n(n+ 1)

2
−

n∑
i=1

ai.

íåóäîáñòâîì ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè a. Ñàìîå áîëüøîå íåóäîáñòâî èìååò ôóíêöèÿ (1, 1, . . . , 1), îíî ðàâíî
n(n−1)

2 .

Ò å î ð åì à. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ïðè âñåõ k, 0 6 k 6 n(n−1)
2 , êîëè÷åñòâî

êîðíåâûõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà n + 1 âåðøèíå ñ êîðíåì n + 1, èìåþùèõ k èíâåðñèé, ðàâíî êîëè÷åñòâó
ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé ñ íåóäîáñòâîì k íà óëèöå ñ n ïàðêîâî÷íûìè ìåñòàìè.

Ââåäåì ìíîãî÷ëåíû Fn(x) è Hn(x), ¾íóìåðóþùèå¿ èíâåðñèè è íåóäîáñòâà:

F0(x) = 1, Fn(x) =
∑

T∈Tn+1

xinv(T ); H0(x) = 1, Hn(x) =
∑
a∈Pn

xD(a),

Áóäåì íàçûâàòü èõ íóìåðàòîð èíâåðñèé è íóìåðàòîð íåóäîáñòâ.

5.2. Ïóñòü T ∗ � ìíîæåñòâî ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ íà n + 3 âåðøèíàõ, ó êîòîðûõ
êîðåíü èìååò ñòåïåíü 2 è ïîìå÷åí ÷èñëîì n + 3, à äâà ñûíà êîðíåâîé âåðøèíû ïîìå÷åíû
÷èñëàìè n+ 1 è n+ 2. Âûðàçèòå íóìåðàòîð èíâåðñèé ìíîæåñòâà T ∗

F ∗n(x) =
∑
T∈T ∗

xinv(T )

÷åðåç ìíîãî÷ëåíû Fi(x).

5.3. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Fn(x) è Hn(x) óäîâëåòâîðÿþò ïðè n > 0 îäèíàêîâûì ðå-
êóððåíòíûì ñîîòíîøåíÿì

Fn+1(x) =
n∑
k=0

Ck
n(xk + xk−1 + . . .+ 1)Fk(x)Fn−k(x). (a)

Hn+1(x) =
n∑
k=0

Ck
n(xk + xk−1 + . . .+ 1)Hk(x)Hn−k(x). (b)

Òåîðåìà îá èíâåðñèÿõ è íåóäîáñòâàõ ñðàçó ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ äâóõ çàäà÷. Íî, âîçìîæíî, âû ñìî-
æåòå ïðåäëîæèòü áèåêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî.

5.4. Äîêàæèòå òåîðåìó îá èíâåðñèÿõ è íåóäîáñòâàõ, ïîñòðîèâ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè Tn+1 è Pn, ïðè êîòîðîì äåðåâó ñ j èíâåðñèÿìè ñòàâèòñÿ â ñî-
îòâåòñòâèå ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñ íåóäîáñòâîì j.
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6 Ïîñëå ïðîìåæóòî÷íîãî ôèíèøà

Ïîìå÷åííûì ïëîñêèì äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü êîðíåâîå ïîìå÷åííîå äåðåâî, ó êîòîðîãî ñûíîâüÿ ëþáîé
âåðøèíû ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pk

n ìíîæåñòâî ëåñîâ, ñîñòîÿùèõ èç k ïîìå÷åííûõ ïëîñêèõ
äåðåâüåâ íà ìíîæåñòâå [n] ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , k, ó êîòîðûõ âåðøèíà n íàõîäèòñÿ â äåðåâå ñ êîðíåì 1.

1.9. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 2 6 k 6 n− 1 âûïîëíÿåòñÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

P k−1
n = (2n− k)P k

n .

3.9. Ïóñòü n è k � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, 2 6 k 6 n. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ
íà [n], ó êîòîðûõ ïåðâàÿ è âòîðàÿ âåðøèíû ñîåäèíåíû ïóòåì äëèíû k − 1.

3.10. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ ëåñîâ â ïîëíîì äâóäîëüíîì ïîìå÷åííîì ãðàôå
Kr,s, ñîñòîÿùèõ èç k + ` êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , k è r + 1, r + 2, . . . , r + `,
ðàâíî (r`+ sk − k`)rs−`−1sr−k−1.
3.11. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â ïîëíîì òðåõäîëüíîì ïîìå÷åííîì ãðà-
ôå Kr,s,t ñ äîëÿìè V1 = [r], V2 = {r + 1, . . . , r + s} è V3 = {r + s + 1, . . . , r + s + t} ðàâíî
(r + s+ t)(r + s)t−1(s+ t)r−1(t+ r)s−1.

3.12. ×åìó ðàâíî êîëè÷åñòâî ïëîñêèõ ïîìå÷åííûõ êîðíåâûõ äåðåâüåâ íà n+ 1 âåðøèíå?

Òåòðàýäðàëüíîå äåðåâî îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè àíàëîãè÷íî òðåóãîëüíîìó. Ïðîñòåéøåå òåòðàýäðàëü-
íîå äåðåâî (âûðîæäåííîå) � ýòî òðåóãîëüíèê (ïîëíûé ãðàô íà òðåõ âåðøèíàõ), ñëåäóþùåå ïî ñëîæíîñòè �
òåòðàýäð (ïîëíûé ãðàô íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ). Åñëè óæå çàäàíî òåòðàýäðàëüíîå äåðåâî, ìû ìîæåì äîáàâèòü
ê íåìó íîâóþ âåðøèíó, âçÿâ ëþáóþ òðåóãîëüíóþ ãðàíü ëþáîãî èç òåòðàýäðîâ è ïîñòðîèâ íà ýòîé ãðàíè êàê
íà îñíîâàíèè òåòðàýäð ñ íîâîé âåðøèíîé (ðèñ. 4). Ôîðìàëüíî ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû äîáàâèëè ê ãðàôó îäíó
íîâóþ âåðøèíó è òðè íîâûõ ðåáðà (è, åñëè õîòèòå, òðè íîâûå òðåóãîëüíûå ãðàíè). Çàìåòèì, ÷òî â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå òåòðàýäðû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ïîäîáíî òîìó êàê â òðåóãîëüíûõ äåðåâüÿõ, èçîáðàæàåìûõ
íà ïëîñêîñòè, ìîãëè ïåðåñåêàòüñÿ òðåóãîëüíèêè.

3.13. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïîìå÷åííûõ òåòðàýäðàëüíûõ äåðåâüåâ ñ n âåðøèíàìè?

4.10. Äîêàæèòå, ÷òî (n−1)n−1 =
∑

06kn−161
06kn−2+kn−162

06kn−3+kn−2+kn−163
...

06k2+k3+...+kn−2+kn−16n−2

n!

(n− k2 − k3 − . . .− kn−1)!k2!k3! . . . kn−1!
.

4.11. Äîêàæèòå, ÷òî nn =
∑

06k161
06k1+k262

06k1+k2+k363
...

06k1+k2+...+kn−16n−1

n!

k1!k2! . . . kn−1!
.

1

2

3

7

1

2

3

7 4

1

2

3

7 4

5

1

2

3

7 4

5

6

Ðèñ. 4. Ïîñòðîåíèå òåòðàýäðàëüíîãî äåðåâà. Ê îñíîâíîìó òðåóãîëüíèêó (1, 2, 3) ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿ-
þòñÿ âåðøèíû 7, 4, 5, 6
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Ðåøåíèÿ

1 Ðåêóðñèè, òîæäåñòâà, áèåêöèè

1.1. Ìû âçÿëè ýòó çàäà÷ó â [3]. Îòìåòèì íà öèêëå âåðøèíó A ñ íàèáîëüøåé ìåòêîé è òó èç
äâóõ ñîñåäíèõ ñ íåé ïî öèêëó âåðøèí B, ãäå ìåòêà êðóïíåå. Óáåðåì èç äåðåâà ðåáðî AB,
ïîäâåñèì ê A ëèñò ñ ìåòêîé 99, è ê B � ëèñò ñ ìåòêîé 100. Ìû ïîñòðîèëè èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà óíèöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ â ìíîæåñòâî äåðåâüåâ.

1.2. Ðåøåíèå 1. Ñì. [6, çàäà÷à 8.5] èëè [1] (ãëàâà 26, ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî). Ðàññìîòðèì
ïóòü, âåäóùèé èç ñèíåé âåðøèíû â êðàñíóþ. Îí çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A ⊂ [n]. Íà âåðøèíàõ ýòîãî ïóòè ðàñòóò äåðåâüÿ. Ñàìó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ïåðåñòàíîâêó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A. Çàäàäèì ýòó
ïåðåñòàíîâêó ñ ïîìîùüþ öèêëîâ (íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà A). Ìû ïîëó÷èëè íàáîð öèêëîâ,
ïðè÷åì íà êàæäîé âåðøèíå êàæäîãî öèêëà ðàñòåò äåðåâî.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà [n] â ñåáÿ çàäàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì:
èç âåðøèíû i ðèñóåì ñòðåëêó â âåðøèíó f(i) (ðàçðåøåíû ïåòëè). Ó ýòîãî ãðàôà âñå âåðøèíû
èìåþò èñõîäÿùóþ ñòåïåíü 1, ïîýòîìó îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå öèêëîâ, ïðè÷åì
íà êàæäîé âåðøèíå öèêëà ðàñòåò äåðåâî (òî÷íåå, íàîáîðîò: äåðåâî ¾âëèâàåòñÿ¿ â êàæäóþ
âåðøèíó öèêëà).

Ýòî è åñòü òðåáóåìàÿ áèåêöèÿ.

Ðåøåíèå 2. Îòîáðàæåíèå èç [n] â [n] çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç n ÷èñåë. Âîçüìåì
äåðåâî èç óñëîâèÿ çàäà÷è è âûïèøåì åãî êîä Ïðþôåðà (n− 2 ÷èñëà), ïîñëå ÷åãî âûïèøåì
íîìåð êðàñíîé, à çàòåì íîìåð ñèíåé âåðøèíû. Ïîëó÷èëàñü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n ÷èñåë.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî áèåêöèÿ.

1.3. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [17, ï. 3.9]. Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïîäñ÷èòûâàåò âñåâîç-
ìîæíûå îòîáðàæåíèÿ èç [n − 1] â [n]. Ëþáîå òàêîå îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü èçîáðàæåíî
â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ: èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò îäíî ðåáðî,
ïîêàçûâàþùåå, êóäà îòîáðàæàåòñÿ ýòà âåðøèíà. Ó âåðøèíû n ìîãóò áûòü òîëüêî âõîäÿùèå
ðåáðà, è êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè âåðøèíû n � ýòî äåðåâî, â êîòîðîì âñå ñòðåëêè ¾ïîêàçû-
âàþò â ñòîðîíó n¿. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïåðå÷èñëÿåò òàêèå ãðàôû, êëàññèôèöèðóÿ èõ ïî
âèäó äåðåâà, ñîäåðæàùåãî âåðøèíó n.

1.4. [14, Òåîðåìà 2.1]. Íà êîðíåâîì äåðåâå çàäàíî íàïðàâëåíèå îò êîðíÿ ê ïåðèôåðèè. Ïî-
ñòðîèì îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà Fk−1n â Fkn . Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ëåñ ñ k−1 äåðåâîì, íàéäåì
â íåì âåðøèíó k, îòëîìàåì åå è âñå, ÷òî íà íåé ðàñòåò, è ïîñàäèì â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî
êîðíåâîãî äåðåâà. Êàê ïðàâèëî ïîëó÷èòñÿ äåðåâî èç Fkn çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ñëó÷àÿ: åñëè
ìû îòëîìàëè âåòêó îò ïåðâîãî äåðåâà è âåðøèíà n íàõîäèòñÿ íà îòëîìàííîé âåòêå. Â ýòîì
ñëó÷àå ñäåëàåì êîððåêöèþ: ïîìåíÿåì ìåòêè 1 è k ìåñòàìè.

Ïîñìîòðèì, ñêîëüêî ïðîîáðàçîâ èìååò ïðè òàêîì îòîáðàæåíèè ïðîèçâîëüíûé ëåñ èç Fkn .
×òîáû ïîñòðîèòü ïðîîáðàç ëåñà, íóæíî âçÿòü â íåì k-å äåðåâî è ïðèöåïèòü â êà÷åñòâå âåòêè
ê ëþáîé âåðøèíå ïåðâîãî, âòîðîãî, . . . , (k − 1)-ãî äåðåâà � ýòî åñëè ìû ïîäðàçóìåâàåì,
÷òî íå áûëî êîððåêöèè. À äëÿ ïðîîáðàçîâ ñ êîððåêöèåé íóæíî ïåðâîå äåðåâî â êà÷åñòâå
âåòêè ïðèöåïèòü ê ëþáîé âåðøèíå k-ãî äåðåâà è ïîìåíÿòü ìåòêè 1 è k. Èòîãî, êàæäàÿ
èç n âåðøèí èìåþùåãîñÿ ãðàôà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ (óíèêàëüíîãî)
ïðîîáðàçà. Òàêèì îáðàçîì, F k−1

n = nF k
n .

1.5. Îòâ å ò: F k−1
r,s = sF k

r,s ïðè 2 6 k 6 r. [14, Ñëåäñòâèå 3.1]. Ðåêóðñèÿ ñòðîèòñÿ òàê æå,
êàê â çàäà÷å 1.4. Ïîñêîëüêó âåðøèíà ñ íîìåðîì k ëåæèò â ìíîæåñòâå V1, ïðè ïîñòðîåíèè
îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîääåðåâî ñ êîðíåì k ìîæåò áûòü ïîäâåøåíî ê s âåðøèíàì.

1.6. a) Ýòî ðåçóëüòàò èç [18]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç En êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ñ âåðøè-
íàìè íà [n], ñîäåðæàùèõ îïðåäåëåííîå ðåáðî, íàïðèìåð, ðåáðî 1�2. Ïîäñ÷èòûâàÿ âñå ðåáðà
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âî âñåõ äåðåâüÿõ, ïðèõîäèì ê òîæäåñòâó

n(n− 1)

2
En = (n− 1)Tn.

Òàêèì îáðàçîì, Tn = 1
2
nEn. Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè En, äîñòàòî÷íî âûáðàòü, ñêîëüêî âåðøèí

ñîäåðæèò äåðåâî, âèñÿùåå íà âåðøèíå 1, à ñêîëüêî íà âåðøèíå 2, è êàêèå èìåííî ýòî äåðåâüÿ.

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó Tn = n
2

n−2∑
k=0

Ck
n−2Tk+1Tn−k−1.

b) Òîæäåñòâî èç ýòîé çàäà÷è âûâîäèòñÿ èç òîæäåñòâà çàäà÷è 5.1 a) ñ ïîìîùüþ ¾õðåñòî-
ìàòèéíîãî ìåòîäà Ãàóññà¿: íóæíî ñëîæèòü äâà ýêçåìïëÿðà ñóììû èç çàäà÷è 5.1 a), ïîìåíÿòü
â îäíîì èç íèõ èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k íà n− 2− k è ñëîæèòü ýòè ñóììû ïî÷ëåííî.

Âûâåäåì òîæäåñòâî çàäà÷è 1.3 èç òîæäåñòâà 5.1 a), äëÿ ýòîãî çàïèøåì îòäåëüíî ñëàãàå-
ìîå äëÿ j = n, à â îñòàâøåéñÿ ñóììå ââåäåì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k, ãäå j = k + 1:

nn−2 +
n−2∑
k=0

Ck
n−1(k + 1)k+1(n− k − 1)n−k−1 = nn−1.

Ïåðåíåñåì ñëàãàåìîå nn−2 â ïðàâóþ ÷àñòü, à â ëåâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì áèíîìèàëüíûé
êîýôôèöèåíò ïî ôîðìóëå Ck

n−1(n− k − 1) = (n− 1)Ck
n−2:

n−2∑
k=0

(n− 1)Ck
n−2(n− k − 1)(k + 1)k+1(n− k − 1)n−k−3 = nn−2(n− 1).

Ñîêðàòèâ íà (n − 1), ïîëó÷àåì ôîðìóëó èç çàäà÷è 5.1 a) ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû èíäåêñà
ñóììèðîâàíèÿ.

1.7. [4] Ïóñòü A ∈ T (n, k−1) � îäíî èç äåðåâüåâ, v � ëþáàÿ èç åãî n−k âåðøèí, íåñìåæíûõ
ñ âåðøèíîé 1. Çàìåíèì ðåáðî, âåäóùåå èç âåðøèíû v ê ïðåäêó, íà ðåáðî, âåäóùåå â êîðåíü.
Ïîëó÷åííîå äåðåâî îáîçíà÷èì B (î÷åâèäíî B ∈ T (n, k)), à ïàðó äåðåâüåâ (A,B) íàçîâåì
ñâÿçêîé.

Ïîäñ÷èòàåì äâóìÿ ñïîñîáàìè êîëè÷åñòâî ñâÿçîê. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëî ñâÿçîê ðàâíî
(n−k)T (n, k−1), ïîñêîëüêó ñâÿçêà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äåðåâîì A è âåðøèíîé v, äåðåâî
ìîæíî âûáðàòü T (n, k− 1) ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî âåðøèíà v âûáèðàåòñÿ (n− k) ñïîñîáàìè.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñâÿçêó ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ìû âûáåðåì T (n, k) ñïîñîáàìè äåðåâî B,
ïîñëå ÷åãî óäàëèì îäíî èç ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç êîðíÿ, è îáðàçîâàâøóþñÿ ¾îòëîìàííóþ
âåòêó¿ ñîåäèíèì ñ ëþáîé íåêîðíåâîé âåðøèíîé îñòàâøåãîñÿ äåðåâà � âñåãî ïîëó÷èòñÿ

(n− 1− n1) + (n− 1− n2) + . . .+ (n− 1− nk) = (n− 1)(k − 1)

âàðèàíòîâ, çäåñü ÷åðåç ni îáîçíà÷åíî ÷èñëî âåðøèí â ¾îòëîìàííîé âåòêå¿, îáðàçîâàâøåéñÿ
ïðè óäàëåíèè i-ãî ðåáðà, âûõîäÿùåãî èç êîðíÿ. Èòîãî (n−1)(k−1)T (n, k) âàðèàíòîâ. Çíà÷èò,
(n− 1)(k − 1)T (n, k) = (n− k)T (n, k − 1).

1.8. Îòâ å ò: (n− k − 2)∆(n, k) = k(2n− 4)∆(n, k + 1). Ýòî óòâåðæäåíèå èç [9].
Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíîãî äåðåâà, îïèñàííîå â îïðåäåëåíèè, ìîæíî íà÷è-

íàòü ñ ëþáîãî ðåáðà: âîçüìåì ëþáîå ðåáðî, äîáàâèì ê íåìó òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå åãî
ñîäåðæàò, ïîòîì äîáàâèì òðåóãîëüíèêè, ïðèìûêàþùèå ê óæå ïîñòðîåííûì ðåáðàì è ò. ä.
Áîëåå òîãî, ïóñòü íà÷àëüíîå ðåáðî ôèêñèðîâàíî, à ïðè äîáàâëåíèè ê äåðåâó î÷åðåäíîé
âåðøèíû C, ìû ðèñóåì íà ðåáðàõ CA, CB ñòðåëêè, âûõîäÿùèå èç âåðøèíû C. Òîãäà îðè-
åíòèðîâàííûé ãðàô, èçîáðàæàþùèé òðåóãîëüíîå äåðåâî, íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì
äîáàâëÿëèñü âåðøèíû!

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíîå äåðåâî G, ó êîòîðîãî êîðíåâîå ðåáðî uv ïðèíàäëåæèò k òðå-
óãîëüíèêàì, îáîçíà÷èì èõ uvw1, uvw2, . . . , uvwk, è ïîñòðîèì ïî íåìó äåðåâî ñ k + 1 òðå-
óãîëüíèêàìè (ðèñ. 5). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó w, íå ñîâïàäàþùóþ íè ñ îäíîé èç
âåðøèí wi, è ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíîå òðåóãîëüíîå ïîääåðåâî, ñîäåðæàùåå âåðøèíû u, v
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Ðèñ. 5. Ñëåâà äåðåâî ñ k òðåóãîëüíèêàìè íà êîðíåâîì ðåáðå uv, ñïðàâà ñ k + 1 òðåóãîëüíèêàìè (k = 1).
Ìèíèìàëüíîå äåðåâî, ñîäåðæàùåå âåðøèíû w, u è v, çàêðàøåíî ñåðûì öâåòîì. Îò êàæäîé âåðøèíû, êðîìå
âåðøèí u è v, âåäóò äâå ñòðåëêè ê ðåáðó, íà êîòîðîå áûë ïîâåøåí òðåóãîëüíèê, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé
âåðøèíå

è w. Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè èç âåðøèíû w â ýòîì ïîääåðåâå âûõîäÿò äâà ðåáðà. Óáåðåì
ýòè ðåáðà è âìåñòî íèõ ïðîâåäåì ðåáðà wu è wv. Â ðåçóëüòàòå ó êîðíåâîãî ðåáðà ïîÿâèòñÿ
åùå îäèí òðåóãîëüíèê. ×àñòè äåðåâà G, êîòîðûå âèñåëè íà óáðàííûõ ðåáðàõ, ïåðåâåñèì íà
íîâûå ðåáðà wu è wv. (Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ äåéñòâèé ìîãëî ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ìû óáðàëè
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå w ñ u èëè v, è òóò æå äîáàâèëè åãî ñíîâà.) Âûáðàòü âåðøèíó w ìîæ-
íî n − k − 2 ñïîñîáàìè, ïîýòîìó ìû èìååì (n − k − 2)∆(n, k) âàðèàíòîâ âûïîëíåíèÿ ýòîé
êîíñòðóêöèè.

Òåïåðü îïèøåì îáðàòíóþ îïåðàöèþ: ïî äåðåâó, ó êîòîðîãî êîðíåâîå ðåáðî uv ïðèíàäëå-
æèò k + 1 òðåóãîëüíèêàì, ïîñòðîèì äåðåâî, ó êîòîðîãî êîðíåâîå ðåáðî uv ïðèíàäëåæèò k
òðåóãîëüíèêàì. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì îäíó èç k + 1 âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîð-
íåì, ïóñòü ýòî áóäåò âåðøèíà w, è ¾ïåðåñàäèì¿ òðåóãîëüíèê uvw ñ ðåáðà uv íà êàêîå-íèáóäü
äðóãîå ðåáðî ab. Ýòî äåëàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü G1 è G2 � òðåóãîëüíûå ïîääåðå-
âüÿ, ðàñòóùèå íà ðåáðàõ wu è wv. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ab, íå ëåæàùåå â G1 ∪ G2

(è íå ñîâïàäàþùåå ñ uv), è çàìåíèì ðåáðà wu è wv íà ðåáðà wa è wb. Ïðè ýòîì ïîääåðåâüÿ
G1 è G2, âèñåâøèå íà ðåáðàõ wu è wv, ïåðåâåñèì íà ðåáðà wa è wb ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîäñ÷èòàåì, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü âûïîëíåíà òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ. Â êà-
÷åñòâå ab ìîæåò âûáèðàòüñÿ ëþáîå èç 2n − 4 íåêîðíåâûõ ðåáåð, ïðè÷åì, åñëè ðåáðî ab
ïðèíàäëåæèò òðåóãîëüíîìó ïîääåðåâó, âèñÿùåìó íà êîðíåâîì òðåóãîëüíèêå uvw′, òî â êà-
÷åñòâå òðåóãîëüíèêà uvw, êîòîðûé ìû ïåðåâåøèâàåì íà ýòî ðåáðî, ìîæíî âçÿòü ëþáîé èç
k êîðíåâûõ òðåóãîëüíèêîâ uvw, ãäå w 6= w′. Èòîãî k(2n− 4)∆(n, k + 1) ñïîñîáîâ.

1.9. [14, Ñëåäñòâèå 4.1]. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü òàêóþ æå ðåêóðñèþ, êàê â çàäà÷å 1.4. Íà ýòîò
ðàç ìåñò, êóäà ìîæíî ïîäâåñèòü ïîääåðåâî ñ êîðíåì k, áîëüøå. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû îíî
ðàâíî ÷èñëó åå ïîòîìêîâ ïëþñ îäèí. Ñóììàðíî ïî âñåì âåðøèíàì ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëî âñåõ
ðåáåð ïëþñ ÷èñëî âñåõ âåðøèí. À ÷èñëî ðåáåð â ëåñó èç k äåðåâüåâ ðàâíî n− k.

1.10. Îòâ å ò: P r−1
n,p = (p + 1)P r

n+1,p+1. [14, Òåîðåìà 4.3]. Ðåêóðñèÿ ïî÷òè êàê â çàäà÷å 1.4.
Â êà÷åñòâå r-ãî äåðåâà áåðåì ïîääåðåâî ñ êîðíåì â âåðøèíå r. Íà òî ìåñòî, ãäå áûëà âåðøè-
íà r, ïîäâåñèì ëèñò. Çàìåòèì, ÷òî åñëè áû ìû ýòîãî íå ñäåëàëè, òî ïðîíóìåðîâàííûé ïðåäîê
âåðøèíû r ìîã îêàçàòüñÿ ëèñòîì, åñëè ó íåãî íå áûëî áîëüøå ïîòîìêîâ. ×èñëî ëèñòüåâ è
îáùåå ÷èñëî âåðøèí n óâåëè÷èëèñü íà 1. Åñëè òåïåðü âåðøèíà n − p îêàçàëàñü â äåðåâå
ñ êîðíåì r, ïåðåñòàâèì ìåòêè 1 è r. Îáðàòíî, óáèðàåì ëþáîé èç p + 1 ëèñòüåâ è âìåñòî
íåãî ïîäâåøèâàåì äåðåâî ñ êîðíåì r åñëè ëèñò íàõîäèòñÿ â äðóãîì äåðåâå èëè ïîäâåøèâàåì
äåðåâî ñ êîðíåì 1 è ïåðåñòàâëÿåì ìåòêè 1 è r, åñëè ëèñò íàõîäèòñÿ â r-ì äåðåâå.
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2 Êîä Ïðþôåðà

2.1. Ýòà çàäà÷à 2.2.4 èç êíèæêè [3] � óïðàæíåíèå íà ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé êîä Ïðþôåðà.

2.2. Îòâ å ò: (n− 1)n−1.
Êîä Ïðþôåðà íåêîðíåâîãî äåðåâà, ó êîòîðîãî âåðøèíà n ÿâëÿåòñÿ ëèñòîì, íå ñîäåð-

æèò ñèìâîëà ¾n¿. Ïîòîìó èìååòñÿ (n− 1)n−2 òàêèõ êîäîâ. Âûáîð êîðíÿ óâåëè÷èâàåò ÷èñëî
âàðèàíòîâ â (n− 1) ðàç.

2.3. Îòâ å ò: C9
n−2(n− 1)n−11. Ïîòîìó ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî êîëè÷åñòâó çàïîëíåíèé n ÿ÷ååê

n− 2 ðàçëè÷íûìè ïðåäìåòàìè, äëÿ êîòîðûõ ïåðâàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò 9 ïðåäìåòîâ.

2.4. Îòâ å ò: 1
2
(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)nn−k.

Äåéñòâèòåëüíî, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü öèêë ðàâíî n(n−1)(n−2)...(n−k+1)
2k

� âûáèðà-
åì ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðâóþ, âòîðóþ è ò. ä. âåðøèíû öèêëà, ïîñëå ÷åãî ó÷òåì, ÷òî íàì íå
âàæíî, êîòîðàÿ âåðøèíà â öèêëå ÷èñëèòñÿ ïåðâîé è êàêîâî íàïðàâëåíèå öèêëà. Îñòàëîñü
ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî óíèöèêëè÷åñêèõ ãðàôîâ, ñîäåðæàùèõ öèêë (n, n− 1, . . . , n− k + 1).
Óáåðåì ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå n è n − k + 1. Êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ êîäîâ Ïðþôåðà äëÿ
ïîëó÷èâøåãîñÿ äåðåâà ðàâíî knn−1−k.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå n − k øàãîâ âûïèñûâàíèÿ êîäà Ïðþôåðà íàøåãî äåðåâà îò íåãî
îñòàíåòñÿ êàê ðàç ïóòü n, n− 1, . . . , n− k + 1. Ïåðâûå n− k − 1 ýëåìåíòîâ êîäà Ïðþôåðà
ïðîèçâîëüíû, (n − k)-é ýëåìåíò � ýòî ÷èñëî îò n − k + 1 äî n, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû
äåòåðìèíèðîâàíû.

Ìû âçÿëè ýòó çàäà÷ó â [3].

2.5. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [5]. Åñëè ïðèñìîòðåòüñÿ, îíî åñòü è â [7]. Â ñâåòå êîäà
Ïðþôåðà, êàæåòñÿ, ýòî ïî÷òè òàâòîëîãèÿ.

2.6. [7]. Ïî àëãîðèòìó Ïðþôåðà êàæäîìó òàêîìó äåðåâó âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
êîä Ïðþôåðà � îäíî÷ëåí xi1xi2 . . . xin−2 , êîòîðûé ïîñëå ¾óïðîùåíèÿ¿ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

xk11 x
k2
2 . . . xknn (ãäå k1 + k2 + . . .+ kn = n− 2). Òàêèì îáðàçîì êîëè÷åñòâî ðàçíûõ êîäîâ ðàâíî

ïîëèíîìèàëüíîìó êîýôôèöèåíòó (n−2)!
k1!k2!...kn!

.
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3 Ðåçóëüòàòû

3.1. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [17]. Äëÿ êàæäîãî äåðåâà ñ ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè
íàçíà÷èì âåðøèíó n êîðíåì, òåì ñàìûì ìû çàäàäèì íàïðàâëåíèå îò êîðíÿ è, êàê ñëåä-
ñòâèå, îòíîøåíèå ¾ïðåäîê�ïîòîìîê¿. Òåïåðü êàæäîìó ïîìå÷åííîìó äåðåâó ñ n âåðøèíàìè
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðåáåðíî ïîìå÷åííîå äåðåâî ñ n âåðøèíàìè. Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì íà
êàæäîì ðåáðå ij, ãäå i ïîòîìîê j, ìåòêó i.

Ïîëó÷åííîå ðåáåðíî ïîìå÷åííîå äåðåâî ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ðàçìåòêó âåð-
øèí, åñëè ìû óêàæåì, êîòîðàÿ èç âåðøèí áûëà êîðíåì è ïðèñâîèì åé ìåòêó n. Òàêèì
îáðàçîì, êàæäîå ðåáåðíî ïîìå÷åííîå äåðåâî ìîãëî ïîëó÷èòüñÿ ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè èç n
ðàçëè÷íûõ âåðøèííî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ.

3.2.Ìû âçÿëè ýòó çàäà÷ó â [3]. Áóäåì ñ÷èòàòü ÷èñëî êîðíåâûõ äåðåâüåâ. Íàðèñóåì äåðåâî íà
ïëîñêîñòè, ó êàæäîãî ðåáðà çàäàäèì íàïðàâëåíèå îò êîðíÿ. Òåïåðü ñîïîñòàâèì äåðåâó êîä:
íà÷èíàÿ îò êîðíÿ, áóäåì îáõîäèòü äåðåâî, êàê áóäòî ýòî ñèñòåìà ñòåí íà ïëîñêîñòè. Êîãäà
äâèæåìñÿ ïî ñòðåëêå � ïèøåì 1, à ïðîòèâ � 0. Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 2n−2 íóëåé
è åäèíèö. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò íå áîëåå îäíîãî
äåðåâà.

3.3. a) Òåîðåìà Êýëè ñðàçó ñëåäóåò èç çàäà÷è 1.4 è ðàâåíñòâà F n−1
n = 1.

c) À òàêæå èç çàäà÷è 1.7 è ðàâåíñòâà T (n, k) = Ck−1
n−2(n − 1)n−k−1. Äåéñòâèòåëüíî, êîëè-

÷åñòâî ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ ðàâíî ñóììå

n−1∑
k=1

T (n, k) =
n−1∑
k=1

Ck−1
n−2(n− 1)n−k−1 =

n−2∑
k=0

Ck
n−2(n− 1)n−2−k = ((n− 1) + 1)n−2.

b) ×òî êàñàåòñÿ çàäà÷è 1.6, òåîðåìà Êýëè âûâîäèòñÿ èç íåå â [18] ñ ïîìîùüþ ïðîèç-
âîäÿùèõ ôóíêöèé è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ Ëàãðàíæà. Íî, âîçìîæíî, åñòü è ýëåìåíòàðíûé
ìåòîä.

d) Èç çàäà÷è 2.6 òåîðåìà Êýëè âûâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñóììèðîâàíèÿ â äóõå ïîëèíîìè-
àëüíîé òåîðåìû [7]: ∑

k1+k2+...+kn=n−2
ki>0

(n− 2)!

k1!k2! . . . kn!
= nn−2.

3.4. [14, Ñëåäñòâèå 2.3]. Ñóùåñòâóåò âñåãî îäèí ëåñ ñ n−1 äåðåâüÿìè. Ïðèìåíÿÿ ðåêóðñèâíîå
ðàâåíñòâî F k−1

n = nF k
n èç çàäà÷è 1.4 íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷èì, ÷òî F k

n = nn−k−1. ×èñëî ëåñîâ,
â êîòîðûõ âåðøèíà ñ íîìåðîì n ñîäåðæèòñÿ íå â ïåðâîì, à â ëþáîì äðóãîì ôèêñèðîâàííîì
äåðåâå, ðàâíî F k

n . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ëåñîâ áåç óñëîâèÿ íà âåðøèíó n ðàâíî knn−k−1.
×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü êîðíè äëÿ k äåðåâüåâ ðàâíî Ck

n, îòñþäà èñêîìîå êîëè÷åñòâî ëåñîâ
ðàâíî Ck

nkn
n−k−1 = Ck−1

n−1n
n−k.

3.5. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [17, ï. 4.3].

3.6. Ðåøåíè å 1. [14, Ñëåäñòâèå 3.1]. Áóäåì ïîäñ÷èòûâàòü íå òîëüêî ÷èñëî äåðåâüåâ, íî
è ÷èñëî ëåñîâ (ó êîòîðûõ âåðøèíà r + 1 íàõîäèòñÿ â äåðåâå ñ êîðíåì 1). Âîñïîëüçóåìñÿ
ðåêóðñèâíîé ôîðìóëîé èç çàäà÷è 1.5:

F k−1
r,s = sF k

r,s ïðè 2 6 k 6 r.

Ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé, ñâåäåì âïîðîñ ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà ëåñîâ ñ r äåðåâüÿìè. Ýòî ÷èñëî
ëåñîâ ðàâíî F r

r,s = rs−1, òàê êàê ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü ñðåäè r êîðíåé ïðåäêîâ äëÿ s − 1
âåðøèí ðàâíî rs−1.

Ð åø å í è å 2 (êîä Ïðþôåðà). Êîä Ïðþôåðà òàêîãî òàêîãî äåðåâà ñîäåðæèò r−1 ïðåäêîâ
îäíîé äîëè è s−1 ïðåäêîâ äðóãîé äîëè, òàê êàê â êîíöå âñåãäà îñòàþòñÿ äâå âåðøèíû ðàçíûõ
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äîëåé. Êàæäûé èç r− 1 ïðåäêîâ ìîæåò áûòü âûáðàí s ñïîñîáàìè è àíàëîãè÷íî, êàæäûé èç
s− 1 ïðåäêîâ ìîæåò áûòü âûáðàí r ñïîñîáàìè.

3.7. a) Ð åø å í è å 1. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è âçÿòî â [9], ãäå îíî äîêàçàíî ïÿòüþ ñïîñîáàìè.
Ìû ïðèâîäèì òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî èç [9].

Âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóðñèåé èç ðåøåíèÿ 1.8 è òåì, ÷òî ∆(n, k) = 1 ïðè k = n−2. Ïîëó÷àåì

∆(n, k) = (2n− 4)
k

n− 2− k
∆(n, k+ 1) = (2n− 4)2

k(k + 1)

(n− 2− k)(n− 2− (k + 1))
∆(n, k+ 2) =

= . . . = (2n− 4)n−2−k
k(k + 1) . . . (n− 3)

(n− 2− k)(n− 2− (k + 1)) · · · 1
∆(n, n− 2) =

= (2n− 4)n−2−k
(n− 3)!

(k − 1)!(n− 3− (k − 1))!
∆(n, n− 2) = (2n− 4)n−2−kCk−1

n−3.

Ñóììèðóÿ ïî âñåì âîçìîæíûì k è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà, âû÷èñëÿåì

êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ:
n−2∑
k=1

Ck−1
n−3(2n− 4)n−k−2 = (2n− 3)n−3.

Ð åø å í è å 2 (êîä Ïðþôåðà). Çàêîäèðóåì ïîìå÷åííîå êîðíåâîå òðåóãîëüíîå äåðåâî êî-
äîì, àíàëîãè÷íûì êîäó Ïðþôåðà.

Ïîñòðîåíèå êîäà ïî äåðåâó. Ïóñòü äàíî òðåóãîëüíîå ïîìå÷åííîå êîðíåâîå äåðåâî ñ êîð-
íåâûì ðåáðîì 1�2. Ñíà÷àëà ïî çàäàííîé ðàçìåòêå âåðøèí äåðåâà îïðåäåëèì ñïåöèàëüíóþ
ðàçìåòêó ðåáåð. Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì íà ðåáðàõ ñòðåëêè, êàê ýòî îïèñàíî â íà÷àëå ðåøåíèÿ
çàäà÷è 3.7. Òîãäà èç êàæäîé âåðøèíû, íå ïðèíàäëåæàùåé êîðíåâîìó ðåáðó, âûõîäèò äâå
ñòðåëêè. Åñëè âåðøèíà èìååò ìåòêó x, òî ïîìåòèì âûõîäÿùèå èç íåå ðåáðà xa è xb, ãäå xa
âåäåò â âåðøèíó ñ ìåíüøåé ìåòêîé, à xb � ñ áîëüøåé. Êîðíåâîå ðåáðî áóäåì îáîçíà÷àòü 1�2.
Òàêèì îáðàçîì, íàøå äåðåâî ñîäåðæèò 2n− 3 ðåáðà c ¾óíèôèöèðîâàííûìè¿ íàçâàíèÿìè:

12, 3a, 3b, 4a, 4b, . . . , na, nb.

Çàïèøåì êîä, ïîëüçóÿñü íîâûìè íàçâàíèÿìè ðåáåð. Ëèñòüÿìè òðåóãîëüíîãî äåðåâà áó-
äåì íàçûâàòü âåðøèíû ñòåïåíè 2. Íà êàæäîì øàãå ñìîòðèì íà âñå âåðøèíû, ÿâëÿþùèåñÿ
ëèñòüÿìè òåêóùåãî òðåóãîëüíîãî äåðåâà, âûáèðàåì èç íèõ âåðøèíó ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì,
îòðûâàåì åå îò äåðåâà è çàïèñûâàåì íàçâàíèå åå ðåáðà-ïðåäêà. Íà ïîñëåäíåì øàãå îòðûâàåì
âåðøèíó ñ îñòàâøèìñÿ íîìåðîì îò êîðíåâîãî ðåáðà 1�2, åãî ìîæíî íå çàïèñûâàòü.

Âîññòàíîâëåíèå äåðåâà ïî êîäó. Ëèñòüÿìè äåðåâà ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû ñ íîìåðîì x, åñëè
îáà ðåáðà xa è xb íå ñîäåðæàòñÿ â êîäå, òàêæå ëèñòüÿìè íå ìîãóò áûòü âåðøèíû 1 è 2.
Âûïèøåì òàêèå íîìåðà âåðøèí. Â ýòîì ñïèñêå âåðøèíà ñ íàèáîëüøèì íîìåðîì áûëà îòî-
ðâàíà ïåðâîé, çíà÷èò, ïåðâîå ðåáðî â êîäå � ýòî åå ðåáðî-ïðåäîê. Çàïèñûâàåì, êàêîå ðåáðî
ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîì äëÿ ýòîé âåðøèíû, óáåðåì åå èç ñïèñêà ëèñòüåâ, à ðåáðî èç êîäà. Ïîñëå
óäàëåíèÿ ðåáðà èç êîäà, ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íîâûå âåðøèíû, êîòîðûå òåïåðü ñëåäóåò ñ÷èòàòü
ëèñòüÿìè, äîáàâèì èõ â ñïèñîê ëèñòüåâ. Ñíîâà íàéäåì â ýòîì ñïèñêå âåðøèíó ñ íàèáîëüøèì
íîìåðîì è ò. ä.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ýòîãî àëãîðèòìà, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí ñ èõ
ðåáðàìè-ïðåäêàìè. Â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî äåðåâà òðåóãîëüíîå òðóäíî âîññòàíîâèòü, ïðî-
ñìàòðèâàÿ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ íà÷àëà, òàê êàê íåèçâåñòåí îäèí èç íîìåðîâ âåðøèí
ðåáðà xa èëè xb. Çàòî, íà÷èíàÿ ñ õâîñòà, ýòî äåëàåòñÿ ëåãêî. Ðèñóåì êîðíåâîå ðåáðî 1�2.
Ïåðâîé ê íåìó áûëà ïðèñîåäèíåíà âåðøèíà, êîòîðîé íåò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà ñëåäó-
þùåì øàãå ïðèñîåäèíÿåòñÿ âåðøèíà y ê ðåáðó xa èëè xb, à ýòè ðåáðà óæå íàðèñîâàíû,
ñëåäîâàòåëüíî, èçâåñòíû îáå èõ âåðøèíû.

Ïî÷åìó â ñïèñêå âñåãäà èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí ëèñò? Â òåêóùåì êîäå n− 3− k ïîçèöèè,
ãäå k � ÷èñëî óæå ðàññìîòðåííûõ ïîçèöèé. À ÷èñëî âåðøèí, ìîãóùèõ îêàçàòüñÿ ëèñòüÿìè,
ðàâíî n − 2 − k (ñëàãàåìîå 2 ïðèñóòñòâóåò, òàê êàê âåðøèíû 1 è 2 íå ëèñòüÿ), òî åñòü
âñåãäà íà åäèíèöó áîëüøå. Äàæå åñëè íà âñåõ ïîçèöèÿõ êîäà ñòîÿò ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçëè÷íûì âåðøèíàì, â ñïèñêå ëèñòüåâ åñòü îäèí ýëåìåíò.
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Ðèñ. 6. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êîäà òðåóãîëüíîãî äåðåâà (7b)(12)(8a)(7b)(8a)(4a).

Êîä ñîäåðæèò n− 3 ïîçèöèè. Âñåãî ðåáåð 2n− 3. Íà êàæäîé ïîçèöèè ìîæåò áûòü ëþáîå
ðåáðî. Çíà÷èò, ÷èñëî òàêèõ êîäîâ ðàâíî (2n−3)n−3. Ïîñêîëüêó êàæäîìó êîäó ñîîòâåòñòâóåò
ðîâíî îäíî äåðåâî, à ïî êàæäîìó äåðåâó ñòðîèòñÿ êîä, êîðíåâûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ
ñòîëüêî æå.

Ïðèì å ð. Ïóñòü èìååòñÿ 8 âåðøèí è êîä Ïðþôåðà (7b, 1�2, 8a, 7b, 8a, 4a).

Íîìåð øàãà Òåêóùèé êîä Ñïèñîê ëèñòüåâ Ïîäâåøåííàÿ âåðøèíà
1 (7b, 1�2, 8a, 7b, 8a, 4a) 3, 5, 6, 9 9
2 (1�2, 8a, 7b, 8a, 4a) 3, 5, 6 6
3 (8a, 7b, 8a, 4a) 3, 5 5
4 (7b, 8a, 4a) 3 3
5 (8a, 4a) 7 7
6 (4a) 8 8

Íå ïåðå÷èñëåíà âåðøèíà 4, çíà÷èò, îíà áûëà ïîäâåøåíà ê ðåáðó 1�2 ïåðâîé. Íàðèñóåì
òðåóãîëüíèê íà âåðøèíàõ 1, 2, 4. Äàëåå áûëè ïîäâåøåíû âåðøèíû 8, 7, 3, 5, 6, 9 ê ðåáðàì
4a, 8a, 7b, 8a, 1�2, 7b ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäâåøèâàåì âåðøèíó 8 ê ðåáðó 4a (ò. å. ê ðåáðó 2�4)
è ò. ä. Ïîëó÷èâøååñÿ òðåóãîëüíîå äåðåâî ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.

b) Òàê êàê âûäåëåííîå ðåáðî òðåóãîëüíîãî äåðåâà ìîæåò áûòü ïîìå÷åíî ëþáîé ïàðîé
ìåòîê, à íå òîëüêî 1�2, à ëþáîå èç 2n − 3 ðåáåð â òðåóãîëüíîì äåðåâå ìîæíî íàçíà÷èòü
êîðíåì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

C2
nΛn = (2n− 3)∆n.

3.8. Ýòîò ðåçóëüòàò J. D�enes ìû ïðèâîäèì ïî êíèãå [11] (ëåììà 3.15 è òåîðåìà 3.16).
a) Åñëè ãðàô, èçîáðàæàþùèé òðàíñïîçèöèè, íåñâÿçåí, òî ïåðåñòàíîâêà íå ñìîæåò ïåðå-

íåñòè ïðåäìåò, îòíåñåííûé ê îäíîé èç êîìïîíåíò, íà ìåñòî ïðåäìåòà èç äðóãîé êîìïîíåíòû.
Òàêèì îáðàçîì, ãðàô ñâÿçåí è â íåì n− 1 ðåáðî. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî äåðåâî.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé, ïîñòðîåííîå ïî ïðîèçâîëüíîìó ïî-
ìå÷åííîìó äåðåâó, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà åãî âåðøèí. Ýòî óòâåð-
æäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ñîìíîæèòåëåé. Áàçà n = 1 òðèâèàëüíà.
Äîêàæåì ïåðåõîä. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâåäåíèå s1s2 . . . sn−1. Ïðè óäàëåíèè ðåáðà, ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìíîæèòåëþ sn−1, äåðåâî ðàñïàäåòñÿ íà äâå êîìïîíåíòû. Îñòàâøååñÿ ïðîèçâå-
äåíèå s1s2 . . . sn−2 ïåðåñòàâëÿåò ïî öèêëó ýëåìåíòû â êàæäîé èç êîìïîíåíò. Äîáàâëåíèå
ìíîæèòåëÿ sn−1 îáúåäèíÿåò ýòè äâà öèêëà â îäèí (ñì. ðèñ).e

e e
e e
e e
e e

sn−1 l

-

--
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�

6
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b) Çàôèêñèðóåì ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå � áóäåì çàäàâàòü ïåðåñòàíîâêó äâóñòðî÷íîé
äèàãðàììîé. Çàïèñü

(
1 2 ... n
a1 a2 ... an

)
îáîçíà÷àåò ïåðåñòàíîâêó, êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò ïåðâûé

ïðåäìåò íà ìåñòî a1, âòîðîé ïðåäìåò � íà ìåñòî a2 è ò. ä. Òîãäà, íàïðèìåð, C =
(
1 2 ... n−1 n
2 3 ... n 1

)
ýòî îäíà èç öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ñòîëáöû äèàãðàììû, çàäàþùåé
ïåðåñòàíîâêó, ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü. Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî îáðàòíàÿ ïåðåñòàíîâêà çàäàåòñÿ äèà-
ãðàììîé, êîòîðàÿ ïîëó÷àòñÿ èç äèàãðàììû èñõîäíîé ïåðåñòàíîâêè ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê.

Ïîñòðîèì áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâîì ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ è è ìíîæå-
ñòâîì ðàçëîæåíèé ïåðåñòàíîâêè C â ïðîèçâåäåíèå n− 1 òðàíñïîçèöèé.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîìå÷åííîå äåðåâî T . Ñíà÷àëà ïîñòðîèì ïî ýòîìó äåðåâó âñïîìî-
ãàòåëüíîå ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé. Äëÿ ýòîãî íàçíà÷èì âåðøèíó 1 êîðíåì è çàôèêñè-
ðóåì íà ðåáðàõ íàïðàâëåíèå ê êîðíþ. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû i îáîçíà÷èì âûõîäÿùåå èç íåå
ðåáðî ÷åðåç si è òåì æå ñèìâîëîì áóäåì îáîçíà÷àòü òðàíñïîçèöèþ ÷èñåë íà êîíöàõ ðåáðà.
Ðàññìîòðèì öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòàíîâêó S = s2 . . . sn (îíà öèêëè÷åñêàÿ ïî ïóíêòó à)) Çàïè-
øåì S â êà÷åñòâå äèàãðàììû: S =

(
1 a2 ... an
a2 a3 ... 1

)
è ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó F =

(
1 2 ... n
1 a2 ... an

)
.

Çàìåòèì, ÷òî
FSF−1 = C,

ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ k ïðåäìåò, ñòîÿùèé íà k-ì ìåñòå, ïåðåìåùàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðåñòà-
íîâêè F íà ak-å ìåñòî, ïîòîì S ïåðåñòàâëÿåò åãî íà ak+1 ìåñòî, è íàêîíåö, ïåðåñòàíîâêà
F−1 îòïðàâëÿåò ýòîò ïðåäìåò íà (k + 1)-å ìåñòî.

Ðàññìîòðèì íàáîð òðàíñïîçèöèé ui = FsiF
−1 (â òîì, ÷òî ïåðåñòàíîâêè ui ÿâëÿþòñÿ

òðàíñïîçèöèÿìè, ÷èòàòåëü ìîæåò ëåãêî óáåäèòüñÿ ñàì). Òîãäà

u2 . . . un = Fs2F
−1Fs3F

−1 . . . FsnF
−1 = Fs2s3 . . . snF

−1 = FSF−1 = C.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñîïîñòàâèëè ïðîèçâîëüíîìó äåðåâó íàáîð òðàíñïîçèöèé ui, ïðîèçâåäå-
íèå êîòîðûõ ðàâíî ïåðåñòàíîâêå C:

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî äàííîå ñîïîñòàâëåíèå � áèåêöèÿ, ïîêàæåì, êàê ìîæíî âîññòàíàâèòü
äåðåâî ïî ïðîèçâåäåíèþ òðàíñïîçèöèé ui.

Ïóñòü äàíî ïðîèçâåäåíèå u2 . . . un, ïðè÷åì ïóñòü ýòîò íàáîð òðàíñïîçèöèé ñîîòâåòñòâóåò
íåêîòîðîìó äåðåâó T̃ , áóäåì ñ÷èòàòü âåðøèíó 1 åãî êîðíåì. Ïðåäïîëîæèì íà ñåêóíäî÷êó,
÷òî íàì èçâåñòíà ïåðåñòàíîâêà F . Òîãäà ìû çíàåì, ÷òî F−1uiF = si (è êñòàòè, F (1) = 1, ò. å.
ïåðåñòàíîâêà ñîõðàíÿåò ìåòêó êîðíÿ). Òàêèì îáðàçîì, åñëè òðàíñïîçèöèÿ si ìåíÿåò ìåñòàìè
i è j, òî òðàíñïîçèöèÿ ui ìåíÿåò ìåñòàìè F−1(i) è F−1(j). Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè ê ìåòêàì

âåðøèí äåðåâà T ïðèìåíèòü ïåðåñòàíîâêó F−1, ïîëó÷èòñÿ â òî÷íîñòè äåðåâî T̃ !
Ïîñêîëüêó äåðåâî T̃ íàì èçâåñòíî, îñòàëîñü âîññòàíîâèòü ïåðåñòàíîâêó F . Ïî ïîñòðîå-

íèþ êîðåíü äåðåâà T̃ â 1. Çàôèêñèðîâàâ íàïðàâëåíèå ê êîðíþ, ìû äëÿ êàæäîãî i ñ ëåãêîñòüþ
íàéäåì â äåðåâå T̃ ðåáðî ui, ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî â äåðåâå T âûõîäèò èç âåðøè-
íû i, ñëåäîâàòåëüíî, F−1(i) ðàâíî íîìåðó âåðøèíû, èç êîòîðîé âûõîäèò ðåáðî ui.

3.9. Îòâåò: knn−k−1(n− 2)(n− 3) . . . (n− k).
Àíàëîãè÷íî 2.4. Ñóùåñòâóåò (n− 2)(n− 3) . . . (n− k) ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü ïóòü èç ïåðâîé

âåðøèíû âî âòîðóþ. Êîëè÷åñòâî êîäîâ Ïðþôåðà äëÿ äåðåâà, ñîäåðæàùåãî òàêîé ïóòü, ðàâíî
knn−k−1. Ìû âçÿëè ýòî óòâåðæäåíèå â [5, çàäà÷à 5.93].

3.10. Â [17, ï. 3.5] ýòî óòâåðæäåíèå ñîâåòóþò äîêàçûâàòü ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèè, ìû âîñïîëü-
çóåìñÿ ðåêóðñèåé èç çàäà÷è 1.5.

Êàê è â çàäà÷å 3.6, èñïîëüçóÿ ðåêóðñèþ èç 1.5, íàõîäèì, ÷òî

F q
a,b = bF q+1

a,b = · · · = ba−qF a
a,b = ba−qab−1,

ãäå F q
a,b � ÷èñëî äâóäîëüíûõ ëåñîâ ñ äîëÿìè ïî a è b âåðøèí, ñîñòîÿùèõ èç q (ãäå q 6 a)

êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , q èç ïåðâîé äîëè, ó êîòîðûõ âåðøèíà a+1 íàõîäèòñÿ
â äåðåâå ñ êîðíåì 1. Åñëè ìû óìíîæèì ýòî çíà÷åíèå íà ÷èñëî êîðíåé q, òî ïîëó÷èì ÷èñëî
ëåñîâ áåç óñëîâèÿ íà òî, ãäå íàõîäèòñÿ âåðøèíà a+ 1.
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Êðîìå ýòèõ ñîîáðàæåíèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ áèíîìèàëüíûå òîæäåñòâà

r−k∑
γ=0

Cγ
r−kx

γyr−k−γ = (x+ y)r−k è
r−k∑
γ=0

Cγ
r−kγx

γyr−k−γ = (r − k)x(x+ y)r−k−1,

Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Âûáåðåì â ïåðâîé äîëå γ âåðøèí, êîòîðûå áóäóò ïîäâå-
øåíû â êà÷åñòâå ñûíîâåé ê ` êîðíÿì âòîðîé äîëè. Ïîäâåñèòü γ âåðøèí ê ` êîðíÿì ìîæíî
γ` ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî óäàëèì ` êîðíåé âòîðîé äîëè, à âûáðàííûå âåðøèíû íàçíà÷èì
êîðíÿìè. Ó íàñ ïîëó÷èòñÿ äâóäîëüíûé ëåñ ñ äîëÿìè ïî r è s− ` âåðøèí, êîòîðûé ñîñòîèò
èç k + γ êîðíåâûõ äåðåâüåâ ñ êîðíÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè ïåðâîé äîëå. Êîëè÷åñòâî òàêèõ
ëåñîâ ðàâíî (k + γ)F k+γ

r,s−`. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå çíà÷åíèå ðàâíî

r−k∑
γ=0

Cγ
r−k`

γ(γ + k)F k+γ
r,s−` =

r−k∑
γ=0

Cγ
r−k`

γ(k + γ)(s− `)r−k−γrs−`−1 =

= krs−`−1
r−k∑
γ=0

Cγ
r−k`

γ(s− `)r−k−γ + rs−`−1
r−k∑
γ=0

Cγ
r−kγ`

γ(s− `)r−k−γ =

= rs−`−1(ksr−k + (r − k)`sr−k−1) = rs−`−1sr−k−1(ks+ r`− k`).

3.11. [14, Ñëåäñòâèå 3.3]. Ïóñòü V1 = [r], V2 = {r+ 1, . . . , r+ s}, V3 = {r+ s+ 1, . . . , r+ s+ t}
è V = V1∪V2∪V3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F k

r,s,t êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ òðåõäîëüíûõ ëåñîâ íà ìíîæå-
ñòâå âåðøèí V , ñîñòîÿùèõ èç k äåðåâüåâ ñ êîðíÿìè 1, 2, . . . , k, â êîòîðûõ âåðøèíà ñ íîìåðîì
r + 1 ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì âåðøèíû 1, è ÷åðåç F̄ k

r,s,t êîëè÷åñòâî êîðíåâûõ òðåõäîëüíûõ ëåñîâ
íà ìíîæåñòâå âåðøèí V ñ êîðíÿìè 2, 3, . . . , k+ 1, â êîòîðûõ âåðøèíà ñ íîìåðîì 1 ÿâëÿåòñÿ
ïîòîìêîì âåðøèíû r + 1. Íàñ èíòåðåñóåò êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ, ò. å. F 1

r,s,t.

F 1
r,s,t =

(2)
(s+ t)r−1F r

r,s,t =
(3)

(s+ t)r−1F̄ r
r,s,t =

(4)

=
(4)

(s+ t)r−1(r + t)s−1F̄ r+s−1
r,s,t =

(5)
(s+ t)r−1(r + s+ t)(r + s)t−1.

(2) àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.5 ïðè 2 6 k 6 r ïîëó÷àåì ðåêóðñèâíóþ ôîðìóëó

F k−1
r,s,t = (s+ t)F k

r,s,t

è, ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé íåñêîëüêî ðàç, ïåðåõîäèì ê ëåñó ñ r äåðåâüÿìè;
(3) èñïîëüçóåì ðàâåíñòâî F r

r,s,t = F̄ r
r,s,t (ëåñà â ýòèõ ìíîæåñòâàõ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âû-

áîðîì êîðíÿ äëÿ äåðåâà, ñîäåðæàùåãî âåðøèíó 1);
(4) ïðè r + 1 6 k 6 r + s− 1 ïîëó÷àåì ðåêóðñèâíóþ ôîðìóëó

F̄ k−1
r,s,t = (r + t)F̄ k

r,s,t

ñíîâà àíàëîãè÷íî çàäà÷å 1.5 è ïåðåõîäèì ê ëåñó ñ r + s − 1 äåðåâüÿìè; Ïåðåõîä îò ëåñîâ ñ
êîðíÿìè 1, 2, . . . , r ê ëåñàì ñ êîðíÿìè 2, 3, . . . , r+1 îáóñëîâëåí òåì, ÷òî â ýòîì ðåêóðñèâíîì
ðàâåíñòâå âåðøèíà ñ íîìåðîì k äîëæíà ëåæàòü âî âòîðîé äîëå.

(5) ÷èñëî ëåñîâ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì äåðåâüåâ ëåãêî ñ÷èòàåòñÿ:

F̄ r+s−1
r,s,t = (r + s)t + t(r + s)t−1,

â ïåðâîì ñëàãàåìîì âåðøèíà ñ íîìåðîì 1 ÿâëÿåòñÿ ñûíîì âåðøèíû ñ íîìåðîì r+1, à îñòàâ-
øèåñÿ t âåðøèí òðåòüåé äîëå ìîæíî ñîåäèíèòü ñ ëþáûìè r + s âåðøèí äðóãèõ äîëåé, âî
âòîðîì ñëàãàåìîì âåðøèíà ñ íîìåðîì 1 ÿâëÿåòñÿ ñûíîì íåêîòîðîé âåðøèíû èç òðåòüåé
äîëè, à îñòàâøèåñÿ t− 1 âåðøèí àíàëîãè÷íî ðàñïðåäåëÿþòñÿ ïî r + s ìåñòàì.
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3.12. Îòâ å ò: (2n)!/n!. Òåì ñàìûì êîëè÷åñòâî ïëîñêèõ ïîìå÷åííûõ íåêîðíåâûõ äåðåâüåâ
íà n+ 1 âåðøèíå ðàâíî ÷èñëó Êàòàëàíà 1

n+1
Cn

2n. [14, Ñëåäñòâèå 4.2].

3.13. Îòâ å ò: C3
n(3n− 8)n−5 èç [17] (ðåøåíèå òàì íå ïðèâîäèòñÿ).

a) ×èñëî êîðíåâûõ òåòðàýäðàëüíûõ äåðåâüåâ ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíî ñ ïîìîùüþ êîäèðî-
âàíèÿ, àíàëîãè÷íî ÷èñëó êîðíåâûõ òðåóãîëüíûõ äåðåâüåâ.

Ïîñòðîåíèå êîäà ïî äåðåâó. Âûáåðåì êîðíåâîé òðåóãîëüíèê, íàïðèìåð, òðåóãîëüíèê
(1, 2, 3). Ýëåìåíòàìè êîäîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäóò òðåóãîëüíèêè � ãðàíè òåòðàýäðîâ.
Ïóñòü âåðøèíà x áûëà ïîäâåøåíà ê ãðàíè ñ íîìåðàìè âåðøèí a, b è c, ãäå a < b < c, áóäåì
íàçûâàòü ýòó ãðàíü ïðåäêîì âåðøèíû x. Îáîçíà÷èì ãðàíü (x, a, b) ÷åðåç xα, (x, a, c) ÷åðåç
xβ, (x, b, c) ÷åðåç xγ. Òàêèì îáðàçîì, ãðàíè òåòðàýäðà ïîëó÷èëè îáîçíà÷åíèÿ xα, xβ, xγ, ãäå
x = 4, . . . , n, à êîðíåâóþ êðàíü ìû îáîçíà÷èì (1, 2, 3). Âñåãî ãðàíåé 3n− 8. Íàçîâåì ëèñòîì
òåòðàýäðàëüíîãî äåðåâà âåðøèíó ñòåïåíè 3. Íà êàæäîì øàãå îòðûâàåì ëèñò ñ íàèáîëüøèì
íîìåðîì è çàïèñûâàåì åãî ãðàíü-ïðåäêà. Êîãäà îñòàåòñÿ ïîñëåäíèé òåòðàýäð (4 âåðøèíû),
ìû îñòàíàâëèâàåìñÿ.

Ïîñòðîåíèå äåðåâà ïî êîäó. Ëèñòüÿìè ÿâëÿþòñÿ âåðøèíû òåòðàýäàëüíîãî äåðåâà ñ òà-
êèìè íîìåðàìè x ∈ {4, . . . , n}, äëÿ êîòîðûõ òåêóùèé êîä íå ñîäåðæèò íè îäíîé èç ãðàíåé
xα, xβ, xγ.

Ï ð èì å ð. Ïóñòü èìååòñÿ 7 âåðøèí è êîä Ïðþôåðà (4β, (1, 2, 3), 7α).

Íîìåð øàãà Òåêóùèé êîä Ñïèñîê ëèñòüåâ Ïîäâåøåííàÿ âåðøèíà
1 (4β, (1, 2, 3), 7α) 6, 5 6
2 ((1, 2, 3), 7α) 5, 4 5
3 (7α) 4 4
4 () 7 7

×èòàåì ñïèñîê ïîäâåøåííûõ âåðøèí â îáðàòíîì ïîðÿäêå è ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâà-
òåëüíî áûëè ïîäâåøåíû âåðøèíû 7 ê ãðàíè (1, 2, 3), 4 ê ãðàíè 7α = (7, 1, 2), 5 ê ãðàíè
(1, 2, 3), 6 ê ãðàíè 4β = (4, 1, 7).

Ïîëó÷èâøååñÿ òåòðàýäðàëüíîå äåðåâî ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.
Êîä ñîäåðæèò n− 4 ãðàíè. Çíà÷èò, âñåãî âîçìîæíûõ êîäîâ (3n− 8)n−4.

b) Òàê êàê âûäåëåííîå ðåáðî òåòðàýäðàëüíîãî äåðåâà ìîæåò áûòü ïîìå÷åíî ëþáîé òðîé-
êîé ìåòîê, à íå òîëüêî 1, 2, 3, à ëþáîé èç 5n − 8 òðåóãîëüíèêîâ â òåòðàýäðàëüíîì äåðåâå
ìîæíî íàçíà÷èòü êîðíåì, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

C3
nΛn = (3n− 8)∆n.
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4 Ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè

4.1. Ýòà çíàìåíèòàÿ çàäà÷à ïîñòàâëåíà â [15].
Óâåëè÷èì ñòîÿíêó, äîáàâèâ (n + 1)-å ìåñòî äëÿ ïàðêîâêè, è çàìêíåì óëèöó â öèêë òàê,

÷òîáû ñ (n+ 1)-ãî ìåñòà îíà âåëà îáðàòíî ê ïåðâîìó. Òåïåðü èìååòñÿ ðîâíî (n+ 1)n ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèÿ (êàæäûé èç n âîäèòåëåé íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ìîæåò ïðåä-
ïî÷èòàòü îäíî èç n+ 1 ìåñò). Ïðèåçæàÿ íà êðóãîâóþ ñòîÿíêó ïî îïèñàííîìó ïðàâèëó, âñå n
âîäèòåëåé ñìîãóò ïðèïàðêîâàòüñÿ ïðè ëþáûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ, ïðè÷åì îäíî ìåñòî ïàðêîâêè
îñòàíåòñÿ ñâîáîäíûì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäïî÷òåíèé óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ èñõîä-
íîé çàäà÷è òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñâîáîäíûì îñòàåòñÿ (n+ 1)-å ìåñòî. Äåéñòâèòåëüíî,
òî, ÷òî (n+ 1)-å ìåñòî îñòàåòñÿ ñâîáîäíûì, îçíà÷àåò, ÷òî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ëþáèìûì íè äëÿ
êîãî èç âîäèòåëåé, è íèêòî èç âîäèòåëåé íå ïðîåçæàåò ìèìî íåãî â ïîèñêàõ ïàðêîâêè (èíà-
÷å îí ïðèïàðêîâàëñÿ áû òàì, à íå ïðîåõàë ìèìî). Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî çàêðûòü (n+ 1)-å
ìåñòî ïàðêîâêè è ïðèëåãàþùèé ó÷àñòîê äîðîãè (òî åñòü âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å), íå
íàðóøàÿ ïðîöåññà ïîèñêà ïàðêîâîê.

Ðàçîáüåì âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäïî÷òåíèé êðóãîâîé ñòîÿíêè íà (n+1)n−1 ãðóïï
ïî n+1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â êàæäîé: â îäíó ãðóïïó ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (a1, . . . , an)
îòíåñåì òå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç íåå öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì íîìåðîâ ìåñò ïàðêîâêè, ò. å.
(a1 + 1, . . . , an + 1), (a1 + 2, . . . , an + 2), . . . , (a1 + n, . . . , an + n) (ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n+ 1).
Â êàæäîé ãðóïïå èìååòñÿ ðîâíî îäíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäïî÷òåíèé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
òðåáîâàíèþ èñõîäíîé çàäà÷è, à èìåííî, òà, â êîòîðîé ñâîáîäíîìó ìåñòó ñîîòâåòñòâóåò íîìåð
n+ 1. Çíà÷èò, èñêîìîå ÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíî ÷èñëó ãðóïï, ò. å. (n+ 1)n−1.

4.2. Áîëåå-ìåíåå ÿñíî, ÷òî ïðîèñõîäèò, åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâà ñîñåäíèõ àâòîìîáèëÿ.

4.3. Îòâ å ò: nn−1.
Äåéñòâóÿ êàê è â çàäà÷å 4.1, ïîëó÷àåì, ÷òî íà ðàñøèðåííîé ïàðêîâî÷íîé óëèöå êî-

ëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèÿ ðàâíî (n + 1)nn−1, ïîñêîëüêó
ó ïåðâîãî âîäèòåëÿ ìîæåò áûòü n + 1 ëþáèìîå ìåñòî, à ó âñåõ îñòàëüíûõ � ïî n. Ïðè
ýòîì â êàæäîé ãðóïïå èç n+ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, îòëè÷àþùèõñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì,
ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ìû âçÿëè ýòó çàäà÷ó èç êíèãè [12].

4.4. Îòâ å ò: (n+ 1−m)(n+ 1)m−1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Ð åø å í è å 1. Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ ïàðêîâî÷íóþ óëèöó, êàê â çàäà÷å 4.1. Äëÿ m

âîäèòåëåé ñóùåñòâóåò (n + 1)m âñåâîçìîæíûõ ¾ðàñøèðåííûõ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåä-
ïî÷òåíèé íà ýòîé óëèöå. Ðàçîáüåì èõ íà ãðóïïû ïî (n + 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êàê â çà-
äà÷å 4.1, ïîëó÷èòñÿ (n+ 1)m−1 ãðóïï. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïàðêîâêè (n+ 1)-å ìåñòî îêàçàëîñü
ñâîáîäíî, òî íèêòî èç âîäèòåëåé íå ëþáèò (n+1)-å ìåñòî è ðàñøèðåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íà ñàìîì äåëå ÿâëÿåòñÿ ïàðêîâî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëÿ èñõîäíîé óëèöû. Î÷åâèäíî,
êàæäàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò â òî÷íîñòè n+ 1−m ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëÿ êîòîðûõ (n+ 1)-å
ìåñòî îêàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâ-
íî (n+ 1−m)(n+ 1)m−1.

Ð åø å í è å 2 èç êíèãè [2, çàäà÷à 96.54].
Äëÿ êàæäîãî öåëîãî m, 0 6 m 6 n, îáîçíà÷èì ÷åðåç N(n,m) êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé ïðåäïî÷òåíèÿ äëÿ m âîäèòåëåé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óñïåøíîé ïàðêîâêå (â ÷àñòíîñòè,
N(n, 0) = 1). Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî N(n,m) = (n + 1 −m)(n + 1)m−1 ïðè âñåõ m.
Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Ïåðåõîä îò n − 1 ê n. Ïóñòü k âîäèòåëåé ëþáÿò ìåñòà ïàðêîâêè, îòëè÷íûå îò ïåðâîãî,
à m− k ëþáÿò ïåðâîå ìåñòî (0 6 k 6 m). Ýòè k âîäèòåëåé ìîãóò áûòü âûáðàíû Ck

m ñïîñî-
áàìè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè çàäàííûõ ïðåäïî÷òåíèÿõ óñïåõ èëè íåóñïåõ ïàðêîâêè
âîäèòåëåé íå çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå îíè ïðèåçæàþò. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî m − k âîäèòåëåé, êîòîðûå ëþáÿò ïåðâîå ìåñòî ïàðêîâêè, ïðèåçæàþò ñàìûìè ïîñëåä-
íèìè. Ýòè m − k âîäèòåëåé çàâåäîìî ñóìåþò ïðèïàðêîâàòüñÿ � îíè çàéìóò ïåðâûå m − k
ñâîáîäíûõ ìåñò, îñòàâøèõñÿ ïîñëå ïåðâûõ k âîäèòåëåé. Çíà÷èò, óñïåõ èëè íåóñïåõ ïàðêîâ-
êè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïðåäïî÷òåíèÿìè ïåðâûõ k âîäèòåëåé ñðåäè îòâåäåííûõ èì n − 1
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ìåñò. Çíà÷èò, ïðè çàäàííîì âûáîðå ýòèõ k âîäèòåëåé èìååòñÿ ðîâíî N(n − 1, k) óäà÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèé. Òàêèì îáðàçîì,

N(n, k) =
m∑
k=0

Ck
m ·N(n− 1, k) . (1)

Ïîäñòàâèì èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå è ïðåîáðàçóåì:

N(n, k) =
m∑
k=0

Ck
m(n− k)nk−1 =

m∑
k=0

Ck
mn

k −
m∑
k=1

k · Ck
mn

k−1 =
m∑
k=0

Ck
mn

k −
m∑
k=1

m · Ck−1
m−1n

k−1 =

=
m∑
k=0

Ck
mn

k −m ·
m∑
k=0

Ck
m−1n

k = (n+ 1)m −m · (n+ 1)m−1 = (n+ 1−m) · (n+ 1)m−1 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü òðèâèàëüíàÿ ôîðìóëà k · Ck
m = m · Ck−1

m−1 è áèíîì
Íüþòîíà äëÿ ðàçëîæåíèÿ (n+ 1)m è (n+ 1)m−1 ïî ñòåïåíÿì n.

4.5. Ïóñòü b1, b2, . . . , bn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäïî÷òåíèé, âûïèñàííàÿ â ïîðÿäêå íåóáû-
âàíèÿ. Òîãäà b1 = b2 = . . . = bk = 1, 2 6 bk+1 6 bk+2 6 . . . . Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïðåäïî÷òåíèé bk+1, bk+2, . . . , bn ïîçâîëÿåò n − k âîäèòåëÿì ïðèïàðêîâàòüñÿ íà óëèöå, ãäå
èìååòñÿ n − 1 ïàðêîâî÷íîå ìåñòî (ýòî ìåñòà ñî 2-ãî ïî n-å). ×èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ïîäñ÷èòàíî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å è ðàâíî k · nn−k−1. Êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ âûáðàòü
ñðåäè n ÷åëîâåê k æåëàþùèõ ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå ðàâíî Ck

n. Òàêèì îáðàçîì, îá-
ùåå ÷èñëî ïàêîâî÷íûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ k ÷åëîâåê õîòåëè áû ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì
ìåñòå, ðàâíî Ck

n · k · nn−k−1 = Ck−1
n−1n

n−k.
¾Äëÿ ïðîâåðêè¿ ïðîñóììèðóåì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ ïî k:

n∑
k=1

Ck−1
n−1n

n−k = (n+ 1)n−1

(ôîðìóëà áèíîìà). Ïîëó÷èëîñü ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé. Âîò è õîðîøî.

Êàê âèäèì, ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé â ýòîé çàäà÷å òàêîå æå, êàê êîëè÷åñòâî ëåñîâ
íà ìíîæåñòâîå [n], ñîñòîÿùèõ èç k êîðíåâûõ äåðåâüåâ (çàäà÷à 3.4).

Ïðèâåäåì áèåêöèþ èç [13], äàþùóþ êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà. Ïóñòü
äàíî äåðåâî íà n+ 1 âåðøèíå ñ êîðíåì 0. Ïîñòðîèì ïî íåìó î÷åðåäü ïîèñêà â øèðèíó. Ñíà-
÷àëà äîáàâèì â î÷åðåäü êîðåíü äåðåâà. Äàëåå íà êàæäîì øàãå âûíèìàåì ïåðâóþ â î÷åðåäè
âåðøèíó è äîáàâëÿåì â êîíåö î÷åðåäè âñåõ åå ñûíîâåé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ.
È òàê äàëåå, ïîêà î÷åðåäü íå îïóñòååò. Ïóñòü Ai � ýòî ìíîæåñòâî âåðøèí, äîáàâëåííûõ â
î÷åðåäü íà i-òîì øàãå (ýòî âñå ñûíîâüÿ íåêîòîðîé âåðøèíû), ai � ÷èñëî ýëåìåíòîâ Ai. Åñëè
íà øàãå i íè÷åãî íå äîáàâèëè, òî ìíîæåñòâî Ai ïóñòî. Ïîñêîëüêó äåðåâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
ãðàôîì íà n + 1 âåðøèíå, òî î÷åðåäü ïîèñêà â ãëóáèíó äëÿ íåãî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí
ýëåìåíò, ïîêà íå áóäåò âûíóòà n + 1 âåðøèíà, è îïóñòååò, êîãäà âåðøèíû çàêîí÷àòñÿ, òî
åñòü ai óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

a1 > 1

a1 + a2 − 1 > 1

. . .

a1 + a2 + . . .+ ak − k > 1

a1 + a2 + . . .+ an+1 = n

Îïðåäåëèì ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Ai áó-
äóò íîìåðàìè ìàøèí, êîòîðûå õîòÿò ïðèïàðêîâàòüñÿ íà ìåñòå i. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïî-
ñòðîåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé ìåæäó ïàðêîâî÷íûìè ôóíêöèÿìè äëÿ n ìàøèí
è äåðåâüÿìè íà n+ 1 âåðøèíå.
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4.6. Äîñòàòî÷íî îïèñàòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå, ò. å. ïðàâèëî, ïîçâîëÿþùåå ïî ïðîèçâîëüíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c = (c1, c2, . . . , cn−1), ãäå âñå ci ñóòü îñòàòêè ïî ìîäóëþ n+ 1, ïîñòðîèòü
ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ a = (a1, . . . , an), äëÿ êîòîðîé c ÿâëÿåòñÿ ðàçíîñòíîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ. Ýòî ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è 4.1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôèêñèðîâàíû âñå ðàçíîñòè ci = ai+1 − ai (mod n + 1), ñóùåñòâóåò
ðîâíî n+1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïðåäïî÷òåíèé äëÿ êðóãîâîé ñòîÿíêè c òàêèìè ðàçíîñòÿìè.
Â ðåøåíèè 4.1 èìåííî ýòè (n+1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáúåäèíåíû â îäíó ãðóïïó è äîêàçàíî,
÷òî â ýòîé ãðóïïå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî îäíà ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ. Î÷åâèäíî, îíà-òî íàì è
íóæíà.

4.7. Ïðèâåäåííàÿ ñóììà ïîäñ÷èòûâàåò âñåâîçìîæíûå ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëü-
íî, ÷òîáû çàäàòü ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ, ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãî ïàðêîâî÷íîãî ìåñòà i âûáå-
ðåì ÷èñëî ki, ïîêàçûâàþùåå, ñêîëüêî ÷åëîâåê ëþáèò ïàðêîâàòüñÿ íà ýòîì ìåñòå. Íåîòðèöà-
òåëüíûå ÷èñëà ki äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì:

kn 6 1, òàê êàê ïðè íàëè÷èè äâóõ æåëàþùèõ ïàðêîâàòüñÿ íà ïîñëåäíåì ìåñòå ïàðêîâêà
íåâîçìîæíà;

kn−1 + kn 6 2, òàê êàê ïðè íàëè÷èè òðåõ æåëàþùèõ ïàðêîâàòüñÿ íà äâóõ ïîñëåäíèõ
ìåñòàõ ïàðêîâêà íå ñîñòîèòñÿ;

è ò. ä. äî íåðàâåíñòâà k2 + . . .+ kn−1 + kn 6 n− 1.
Ïîñëå òîãî êàê ÷èñëà k2, k3, . . . , kn âûáðàíû, ïîëîæèì k1 = n − k2 − k3 − . . . − kn è

íàçíà÷èì ïîñëåäíèõ k1 ÷åëîâåê æåëàþùèìè ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ïîñòðîåííûé íàáîð ÷èñåë ðåàëèçóåòñÿ êàê ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî çàäà÷å 4.2 ïîðÿäîê, â êîòîðîì ïðèáûâàþò àâòîìîáèëè, íàì íåâàæåí.
Çàïóñêàÿ íà ïàðêîâêó, ñíà÷àëà òåõ, êòî õî÷åò ïàðêîâàòüñÿ íà n-ì ìåñòå, ïîòîì íà (n− 1)-ì
è ò. ä., ìû ïðåêðàñíåíüêî âñåõ ïðèïàðêóåì.

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðåàëèçîâàòü âûáðàííûå êîëè÷åñòâà ïåðñî-
íàëüíî ðàâíî ñòîÿùåìó â ñóììå ïîëèíîìèàëüíîìó êîýôôèöèåíòó.

4.8. Ðåøåíèå 1 (èç êíèãè [8, çàäà÷à 5.49.f]). Ïóñòü ri � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè a, ðàâíûõ i, â ÷àñòíîñòè, rn = 0. Îïðåäåëåíèå íàäåæíîé ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè ýêâèâà-
ëåíòíî óñëîâèÿì:

1) âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè r1 − 1, r2 − 1, . . . , rn−1 − 1 ïîëîæèòåëüíû;

2)
n−1∑
i=1

(ri − 1) = 1.

Ë åììà. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé öåëî÷èñëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ñóììîé 1 ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííàÿ öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà, ó êîòîðîé âñå ÷àñòè÷íûå ñóììû ïîëîæèòåëüíû.

Î÷åâèäíî, â íàäåæíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåäïî÷òåíèé âñå ai � ýòî ÷èñëà îò 1 äî
n− 1. Åñëè ìû âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ÷èñåë èç [n− 1]n, òî îïðåäåëåííûå ýòèì íàáî-
ðàì ÷�èñëà ri óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 2), íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1).
Îäíàêî ïî ëåììå ó ýòîãî íàáîðà ÷èñåë ñóùåñòâóåò, è ïðè òîì òîëüêî îäíà, öèêëè÷åñêàÿ
ïåðåñòàíîâêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïåðâîìó óñëîâèþ!

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî íàäåæíûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé â n− 1 ðàç ìåíüøå ÷èñëà
ýëåìåíòîâ â [n− 1]n.

Ðåøåíèå 2 (ïðÿìîëèíåéíûé ïîäñ÷åò). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ íàäåæíóþ ïàðêîâî÷-
íóþ ôóíêöèþ, ïóñòü äëÿ íåå k âîäèòåëåé õîòÿò ïðèïàðêîâàòüñÿ íà 1 ìåñòå (2 6 k 6 n).
Äàäèì îäíîìó èç íèõ êðàñíóþ êåïêó è óäàëèì. Ïðåäïî÷òåíèÿ îñòàâøèõñÿ îáðàçóþò îáû÷-
íóþ ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ íà äîðîãå ñ n − 1 ïàðêîâî÷íûì ìåñòîì è k − 1 æåëàþùèì
ïðèïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ,
ãäå k âîäèòåëåé õîòÿò ïðèïàðêîâàòüñÿ íà 1 ìåñòå, íóæíî âûáðàòü âîäèòåëÿ â êåïêå (n ñïî-
ñîáîâ) íàçíà÷èòü ïðåäïî÷òåíèÿ îñòàâøèìñÿ (ïî çàäà÷å 4.5 ýòî ìîæíî ñäåëàòü (n−1)n−kCk−2

n−2
ñïîñîáàìè). Ïðàâäà, ïîëó÷èòñÿ íå ïðîñòî ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ, à ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ,
íàäåëÿþùàÿ îäîãî èç k ïðåòåíäåíòîâ íà ïåðâîå ìåñòî êåïêîé. Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî èñêîìûõ

ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé âûðàæàåòñÿ ñóììîé
n∑
k=2

n
k
· (n − 1)n−kCk−2

n−2. Íàì îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü
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òîæäåñòâî
n∑
k=2

n

k
· (n− 1)n−kCk−2

n−2 = (n− 1)n−1.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü: çàìåíèì èíäåêñ ñóììèðîâàíèÿ k íà i = n−k, âîñïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî n

n−i · C
i
n−2(n− 1) = (n− 1− i)Ci

n ïîñëå ÷åãî ðàçîáüåì êàæäîå ñëàãàåìîå íà äâå ÷àñòè:

n∑
k=2

n

k
· (n− 1)n−kCk−2

n−2 =
n−2∑
i=0

n

n− i
· Ci

n−2(n− 1)i =
n−2∑
i=0

(n− 1− i) · Ci
n(n− 1)i−1 =

=
n−2∑
i=0

Ci
n(n− 1)i −

n−2∑
i=0

Ci
n · i(n− 1)i−1.

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ïåðâàÿ ñóììà ïî ôîðìóëå áèíîìà ðàâíà

nn − Cn
n(n− 1)n − Cn−1

n (n− 1)n−1. (2)

Äëÿ âòîðîé ñóììû îòáðîñèì íóëåâîå ñëàãàåìîå, ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ci
n · i = nCi−1

n−1,
è òîãäà îíà òîæå ñ÷èòàåòñÿ ñ ïîìîùüþ áèíîìà:

n−2∑
i=0

Ci
n · i(n− 1)i−1 = n

n−2∑
i=1

Ci−1
n−1(n− 1)i−1 = n

(
nn−1 − Cn−1

n−1(n− 1)n−1 − Cn−2
n−1(n− 1)n−2

)
. (3)

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòü âûðàæåíèé (2) è (3) ðàâíà (n− 1)n−1.

4.9. Ïóñòü b1, b2, . . . , bn+1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ ëþáèìûõ ìåñò, âûïèñàííàÿ â ïî-
ðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîò ôàêò, ÷òî âñå ñóìåþò ïðèïàðêîâàòüñÿ, îçíà÷àåò âûïîëíåíèå íåðà-
âåíñòâ b1 6 1 (ñëåäîâàòåëüíî, b1 = 1), b2 6 2, . . . , bn+1 6 n+ 1.

Âûáåðåì íàèáîëüøåå k, 0 6 k 6 n, äëÿ êîòîðîãî bk+1 = k + 1. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïðåäïî÷òåíèé b1, . . . , bk ÿâëÿåòñÿ ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé äëÿ óëèöû ñ k ïàðêîâêàìè,
à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bk+1 − k, bk+2 − k, . . . , bn+1 − k � íàäåæíàÿ ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ
äëÿ óëèöû ñ n + 1 − k ïàðêîâêàìè. (Íàäåæíîñòü ñëåäóåò èç ìàêñèìàëüíîñòè k.) Âåðíî è
îáðàòíîå: âûáîð ïàðêîâî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè b1, . . . , bk è íàäåæíîé ïàðêîâî÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè bk+1 − k, bk+2 − k, . . . , bn+1 − k ïîçâîëÿåò çàäàòü ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ
äëÿ âñå óëèöû.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíóþ ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ íà óëèöå ñ n+ 1
ïàðêîâêîé, íóæíî âûáðàòü ëþáîå k, âûáðàòü Ck

n+1 ïðîèçâîëüíûõ k âîäèòåëåé, íàçíà÷èòü
äëÿ èõ ïðåäïî÷òåíèé îäíó èç Pk ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé, à äëÿ îñòàëüíûõ n+1−k âîäèòåëåé
â êà÷åñòâå ïðåïî÷òåíèé íàçíà÷èòü îäíó èç (n−k)n−k íàäåæíûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé. Ýòî
è åñòü êîìáèíàòîðíîå èñòîëêîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëû.

4.10. Àíàëîãè÷íî çàäà÷å 4.7 ôîðìóëà ïîäñ÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî íàäåæíûõ ïàðêîâî÷íûõ
ôóíêöèé íà ïàðêîâêå äëèíû n.

4.11. Â [10] ýòà ôîðìóëà äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ íåïðîñòîé áèåêöèè ñ ïîìå÷åííûìè äåðåâüÿìè.
Ìû äîêàæåì åå, ïîëüçóÿñü ñõîäñòâîì ñ ïðåäûäóùèìè çàäà÷àìè.

Íàçîâåì ìîäåðíèçèðîâàííîé ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé ëþáóþ ïàðêîâî÷íóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (a1, . . . , an), â êîòîðîé äîïîëíèòåëüíî ïðîíóìåðîâàíû âñå ýëåìåíòû, ðàâíûå 1.
Íàïðèìåð, (1

1
, 2, 1

2
, 3, 3) è (1

2
, 2, 1

1
, 3, 3) � äâå ðàçëè÷íûå ìîäåðíèçèðîâàííûå ïàðêîâî÷íûå

ôóíêöèè (äëÿ n = 5). Êîëè÷åñòâî ìîäåðíèçèðîâàííûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé íà ïàðêîâêå
äëèíû n îáîçíà÷èì N∗(n).

Ðàññóæäàÿ êàê â çàäà÷å 4.7, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñóììà ïîäñ÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî ìîäåð-
íèçèðîâàííûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî N∗(n) = nn.

Ðàññìîòðèì ìîäåðíèçèðîâàííûå ïàðêîâî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êîòîðûõ k ÷åëîâåê
ëþáÿò ÍÅ ïåðâîå ìåñòî, à n − k ïðåäïî÷èòàþò ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâîì ìåñòå. Ïîëüçóÿñü
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îáîçíà÷åíèÿìè è ðàññóæäåíèÿìè çàäà÷è 4.4, çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ðàâíî n!

k!
N(n− 1, k). È òîãäà ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ìîäåðíèçèðîâàííûõ ïàðêîâî÷íûõ

ôóíêöèé çàäàåòñÿ ôîðìóëîé, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (1):

N∗(n) =
n∑
k=0

n!

k!
·N(n− 1, k) =

n∑
k=0

n!

k!
· (n− k)nk−1.

Ýòî òåëåñêîïè÷åñêàÿ ñóììà, îíà ðàâíà nn.
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5 Èíâåðñèè íà äåðåâüÿõ è íåóäîáñòâà ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé

5.1. Îáà óòâåðæäåíèÿ íàâåÿíû [16].
a) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîìå÷åííîå äåðåâî íà n âåðøèíàõ. Ïóñòü n�u � ýòî ïåðâîå

ðåáðî íà ïóòè èç âåðøèíû n â âåðøèíó 1 (âîçìîæíî, u = 1). Óäàëèì ýòî ðåáðî, äåðåâî
ðàñïàäåòñÿ íà äâà äåðåâà An è A1. Ïðè ýòîì â äåðåâå A1 åñòåñòâåííûì îáðàçîì âûäåëåíà
âåðøèíà u, ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî äåðåâî êîðíåâîå. Ïóñòü äåðåâî A1 èìååò k + 1
âåðøèíó, 0 6 k 6 n − 2. Òîãäà äåðåâî An èìååò n − k − 1 âåðøèí. Î÷åâèäíî, ïîìå÷åííûé
ëåñ (An, A1) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ èñõîäíûì ïîìå÷åííûì äåðåâîì íà n âåðøèíàõ.

Ïîêàæåì, êàê óñòðîåíî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ êàæäîãî k, 0 6 k 6 n − 2, âûáåðåì
âåðøèíû äëÿ äåðåâà A1. Ïîñêîëüêó âåðøèíà 1 äîëæíà íàõîäèòüñÿ â äåðåâå A1, à âåðøè-
íà n � â äåðåâå An, äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü k âåðøèí ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [n],
êðîìå 1 è n; ýòî ìîæíî ñäåëàòü Ck

n−2 ñïîñîáàìè. Îñòàëüíûå n−k−1 âåðøèí áóäóò ïðèíàäëå-
æàòü äåðåâó An. Äàëåå ïîñòðîèì ñàìè äåðåâüÿ A1 è An � ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñîîòâåòñòâåííî
(k + 1)Tk+1 è Tn−k−1 ñïîñîáàìè. Íàêîíåö, íàì íóæíî ¾ñêðåïèòü¿ äåðåâüÿ, äëÿ ýòîãî íóæíî
ïðîâåñòè ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó n ñ ëþáîé êîðíåì äåðåâà A1. Ìû ïîëó÷èëè êîìáè-
íàòîðíîå èñòîëêîâàíèå k-ãî ñëàãàåìîãî èç ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî òîæäåñòâà:
îíî ðàâíî êîëè÷åñòâó îñòîâíûõ ëåñîâ íà ìíîæåñòâå [n], ñîñòîÿùèõ ðîâíî èç äâóõ äåðåâüåâ,
òàêèõ ÷òî îäíî äåðåâî ñîäåðæèò âåðøèíó n è êðîìå íåå åùå k äðóãèõ âåðøèí, à äðóãîå
äåðåâî � êîðíåâîå è ñîäåðæèò âåðøèíó 1.

b) Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ a = (a1, a2, . . . , an+1) äëÿ óëèöû ñ
n+ 1 ïàðêîâî÷íûì ìåñòîì. Ïóñòü âîäèòåëè âúåõàëè íà óëèöó â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ íîìå-
ðîâ è ïîñëåäíåìó èç íèõ äîñòàëîñü ìåñòî k. Çàôèêñèðóåì ïðåäïî÷òåíèÿ ïåðâûõ n âîäèòåëåé
è ïîïûòàåìñÿ óâåëè÷èòü ïðåäïî÷òåíèå ïîñëåäíåãî âîäèòåëÿ, íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, ò. å.
ïîäáåðåì ìàêñèìàëüíîå an+1, äëÿ êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an+1) îñòàåòñÿ
ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé. Î÷åâèäíî, ýòèì ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ an+1 = k, ïðè-
÷åì íèêòî èç îñòàëüíûõ âîäèòåëåé íå ïðåòåíäîâàë íà k-å ìåñòî, à òàêæå íèêòî èç òåõ, êòî
íå ñìîã ïðèïàðêîâàòüñÿ íà ëþáèìîì ìåñòå, íå ïðîåçæàë ìèìî k-ãî ìåñòà. Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ðîâíî k − 1 ÷åëîâåê ïðåäïî÷èòàëè ïàðêîâàòüñÿ íà ìåñòàõ ñ 1-ãî (k − 1)-å è ðîâíî
n+ 1− k ÷åëîâåê ïðåäïî÷èòàëè ïàðêîâàòüñÿ íà ìåñòàõ ñ (k + 1)�ãî ïî (n+ 1)-å. Ïîëîæèì,
ã = (a1, a2, . . . , an, k) è áóäåì íàçûâàòü ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêðóïíåíèåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè a.

ßñíî, ÷òî ïðè ëþáîì ` 6 k ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an, `) ÿâëÿåòñÿ ïàðêîâî÷íîé
ôóíêöèåé, è èç êàæäîé èç ýòèõ k ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé (è òîëüêî èç íèõ) ïðè óêðóïíåíèè
ïîëó÷àåòñÿ ôóíöèÿ ã.

Êàê æå íàì çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ã? Ïîñëåäíèé âîäèòåëü âûäåëåí èçíà÷àëüíî.
Íóæíî âûáðàòü k − 1 âîäèòåëÿ, êîòîðûå áóäóò ïàðêîâàòüñÿ íà ïåðâûõ k − 1 ìåñòàõ (Ck−1

n

âàðèàíòîâ) è íàçíà÷èòü èì ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ (Pk−1 âàðèàíòîâ). Äàëåå íóæíî çàäàòü
ïàðêîâî÷íóþ ôóíêöèþ äëÿ òåõ, êòî ïàðêóåòñÿ íà ìåñòàõ ïîñëå k-ãî (Pn−(k−1) âàðèàíòîâ).
Èòàê, äëÿ âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ã èìååòñÿ Ck−1

n Pk−1Pn−(k−1) âàðèàíòîâ. Âñïîìèíàÿ,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ã ÿâëÿåòñÿ óêðóïíåíèåì k ðàçëè÷íûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé, çà-
êëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé Pn+1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Pn+1 =
n+1∑
k=1

Ck−1
n kPk−1Pn−(k−1)

5.2. Îòâåò: F ∗n(x) =
n∑
k=0

Ck
nFk(x)Fn−k(x).

5.3. Îáà óòâåðæäåíèÿ âçÿòû èç [16]. Ýòè ðåêóðñèè óòî÷íÿþò ðåêóðñèè èç çàäà÷è 5.1.
a) Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè âåëè÷èíû inv(T ) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòêè âåðøèí � ýòî

ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Êðîìå òîãî, çàôèêñèðóåì ïðàâèëî, ÷òî êîðåíü íå èñïîëüçóåòñÿ
ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà èíâåðñèé äåðåâà, è òîãäà ñîâåðøåííî íåâàæíî, êàêîé ìåòêîé îí ïîìå÷åí.
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Äàäèì ïîëåçíîå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü äàíî ïîìå÷åííîå êîðíåâîå äåðåâî T íà ìíîæåñòâå
[`] è ôèêñèðîâàíî ìíîæåñòâî ÷èñåë S = {s1, s2, . . . , s`}. Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç
` êîðíåâûõ äåðåâüåâ T1, T2, . . . , T`, âåðøèíû êîòîðûõ ïîìå÷åíû ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà S.
Äåðåâî Ti ïîëó÷àåòñÿ èç äåðåâà T ñ ïîìîùüþ çàìåíû åãî ìåòîê íà ìåòêè èç ìíîæåñòâà S
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êîðåíü äåðåâà T âìåñòî èìåþùåéñÿ òàì ìåòêè ñòàâèòñÿ ìåòêà si.
Îñòàëüíûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà S óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîçðàñòàíèþ è ðàññòàâëÿþòñÿ â
íåêîðíåâûõ âåðøèíàõ äåðåâà T òàê, ¾êàê ýòî ñäåëàíî â äåðåâå T¿: ñàìàÿ ìàëåíüêàÿ ìåòêà
ñòàâèòñÿ â âåðøèíó 1, ñëåäóþùàÿ ïî âåëè÷èíå ìåòêà ñòàâèòñÿ â âåðøèíó 2 è ò. ä. Î÷åâèäíî,
êîëè÷åñòâî èíâåðñèé ó âñåõ äåðåâüåâ ýòîãî ñåìåéñòâà îäèíàêîâî. Áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî
äåðåâüåâ èç ýòîãî ñåìåéñòâà ðàâíîèíâåðñíûìè äðóã äðóãó.

Âåðíåìñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è. Äîïîëíèì ðàññóæäåíèÿ ðåøåíèÿ 5.1 a) ïîäñ÷åòîì èíâåðñèé.
×òîáû íå ìåíÿòü îáîçíà÷åíèé, äîêàæåì òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå, âçÿâ âìåñòî ïàðàìåòðà
n çíà÷åíèå n − 2 (íàïîìíèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Fn ñòðîèòñÿ ïî ìíîæåñòâó äåðåâüåâ ñ n + 1
âåðøèíàìè):

Fn−1(x) =
n−2∑
k=0

Ck
n−2(x

k + xk−1 + . . .+ 1)Fk(x)Fn−k−2(x).

Èòàê, â ðåøåíèè 5.1 a) âñåâîçìîæíûå ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îä-
íîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ëåñàìè (An, A1). ×òîáû çàäàòü ëåñ (An, A1), íóæíî âûáðàòü k
âåðøèí äëÿ äåðåâà A1 ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà [n], êðîìå 1 è n, (ïîëó÷àåòñÿ Ck

n−2
âàðèàíòîâ, îñòàëüíûå n−k−1 âåðøèí àâòîìàòè÷åñêè ïîïàäóò â äåðåâî An) è ïîñòðîèòü ñà-
ìè äåðåâüÿ A1 è An, ïðè ýòîì äåðåâî A1 êîðíåâîå. Äàëåå ìû ¾ñêðåïëÿåì¿ äåðåâüÿ, ïðîâîäÿ
ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå âåðøèíó n ñ êîðíåì äåðåâà A1.

×òîáû ïîäñ÷èòûâàòü èíâåðñèè, çàôèêñèðóåì äåðåâüÿ An è A1 è ñãðóïïèðóåì â îäèí êëà-
ñòåð k+1 ëåñîâ âèäà (An, A), ãäå A ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî êîðíåâûõ äåðåâüåâ, ðàâíîèíâåðñíûõ
äåðåâó A1. ×èñëî èíâåðñèé â îáðàçîâàâøåìñÿ äåðåâå T ∈ Tn ðàâíî inv(An) + inv(A) + δA,
ãäå ïîïðàâêà δA ðàâíà ÷èñëó èíâåðñèé, êîòîðûå îáðàçóåò â äåðåâå T êîðíåâàÿ âåðøèíà
äåðåâà A c äðóãèìè âåðøèíàìè äåðåâà A (áóäó÷è êîðíåì äåðåâà A, îíà íå ó÷àñòâîâàëà
â ïîäñ÷åòå âåëè÷èíû inv(A), à ïîñëå ñêðåïëåíèÿ äåðåâüåâ ó÷àñòâóåò). Êàê ìû îòìå÷àëè,
inv(A) = inv(A1) äëÿ âñåõ äåðåâüåâ A, ðàâíîèíâåðñíûõ äåðåâó A1. ×òî æå êàñàåòñÿ ïîïðàâ-
êè δA, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îíà ïî îäíîìó ðàçó ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . , k, êîãäà A
ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ äåðåâüåâ, ðàâíîèíâåðñíûõ äåðåâó A1.

Êàæäûé ëåñ (An, A) èç íàøåãî êëàñòåðà îïðåäåëÿåò ñëàãàåìûå xinv(An), xinv(A) â íóìå-
ðàòîðàõ Fn−k−2(x), Fk(x). Ïîêàçàòåëü èõ ïðîèçâåäåíèÿ xinv(An)+inv(A) ðàâåí ÷èñëó èíâåðñèé
â îáðàçîâàâøåìñÿ ãðàôå áåç ó÷åòà ïîïðàâêè. Ïåðåáèðàÿ âñå äåðåâüÿ, ðàâíîèíâåðñíûå A1,
ïîëó÷àåì ïðîèçâåäåíèå (xk + xk−1 + . . . + 1)xinv(An)+inv(A), êîòîðîå äàåò ñóììó îäíî÷ëåíîâ,
ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ðàâíóþ ñëàãàåìûì íóìåðàòîðà Fn−1(x) äëÿ äåðåâüåâ, ïîðîæ-
äåííûì íàøèì êëàñòåðîì. Ñóììèðóÿ ïî âñåì êëàñòåðàì, ïîëó÷åì òðåáóåìóþ ôîðìóëó.

b) Äîïîëíèì ðàññóæäåíèÿ ðåøåíèÿ 5.1 b) ïîäñ÷åòîì íåóäîáñòâ. Â ýòîì ðåøåíèè ìíîæå-
ñòâî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé ðàçáèòî íà êëàñòåðû. Â îäèí êëàñòåð ñ ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé
a = (a1, a2, . . . , an+1) âõîäÿò ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè (a1, a2, . . . , an, i), ãäå 1 6 i 6 k, à ÷å-
ðåç k îáîçíà÷åíî ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå ïðåäïî÷òåíèå (n + 1)-ãî âîäèòåëÿ, ïðè êîòîðîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (a1, a2, . . . , an, k) âñå åùå îñòàåòñÿ ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ âñåâîçìîæíûõ ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé ñ çàäàííûì ïàðàìåòðîì k ìû
ïåðåáèðàåì âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè a′ äëÿ òåõ, êòî ïàðêóåòñÿ íà ïåðâûõ k − 1 ìåñòàõ, è
âñåâîçìîæíûå ôóíêöèè a′′ äëÿ òåõ, êòî ïàðêóåòñÿ íà ïîñëåäíèõ n − (k − 1) ìåñòàõ. Ïîç-
âîëÿÿ íåêîòîðóþ âîëüíîñòü ðå÷è, ñêàæåì, ÷òî íåóäîáñòâî ýòèõ ïàðêîâî÷íûõ âûðèàíòîâ
ðàâíî D(a′) è D(a′′), à íà ÿçûêå íóìåðàòîðîâ � xD(a′) è xD(a′′). ×òî æå êàñàåòñÿ (n + 1)-ãî
÷åëîâåêà, êîòîðûé ïî íàøåìó ïëàíó ïàðêóåòñÿ íà k-ì ìåñòå, òî åãî âêëàä â îáùåå íåóäîá-
ñòâî ïðèíèìàåò äëÿ ôóíêöèé èç íàøåãî êëàñòåðà ïî îäíîìó ðàçó çíà÷åíèÿ 0, 1, . . . , k − 1.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíîå íåóäîáñòâî ïàðêîâî÷íûõ ôóíêöèé èç îäíîãî êëàñòåðà çàïèñûâà-
åòñÿ âûðàæåíèåì (xk−1 + xk−2 + . . .+ 1)xD(a′)xD(a′′). Ñóììèðóÿ ïî âñåì êëàñòåðàì, ïîëó÷àåì
òðåáóåìóþ ôîðìóëó.
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5.4. Òðåáóåìàÿ áèåêöèÿ êîðîòêî îïèñàíà â [19]. Ñëåäóþùóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïðè-
âíîñèò â ýòè ðàññóæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûå ïîäðîáíîñòè, íàì ëþáåçíî ñîîáùèë È.Áîãäàíîâ.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïîìå÷åííîå äåðåâî T ñ n + 1 âåðøèíîé áåç èíâåðñèé. Êàê
îáû÷íî, ìû ñ÷èòàåì âåðøèíó n+1 êîðíåì, ââîäÿ òåì ñàìûì îòíîøåíèå ¾ïðåäîê�ïîòîìîê¿.
Ïðèïèøåì ê êàæäîé âåðøèíå, êðîìå êîðíÿ, öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå
÷èñëà å¼ ïîòîìêîâ (èñêëþ÷àÿ å¼ ñàìó); ýòî ÷èñëî áóäåì íàçûâàòü ïëîõîñòüþ âåðøèíû. Ïî-
ëó÷åííûé îáúåêò (ïîìå÷åííîå äåðåâî ñ ïðèïèñàííûìè ïëîõîñòÿìè) íàçîâ¼ì îñíàù¼ííûì
äåðåâîì (èëè êðàòêî î-äåðåâîì), à ìíîæåñòâî âñåõ îñíàù¼ííûõ äåðåâüåâ ñ n + 1 âåðøè-
íîé îáîçíà÷èì ÷åðåç En+1. Ñóììó âñåõ ïëîõîñòåé âåðøèí î-äåðåâà E íàçîâ¼ì ïëîõîñòüþ
î-äåðåâà è îáîçíà÷èì bad(E).

Òðåáóåìàÿ áèåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöåé äâóõ áèåêöèé, îïèñàííûõ íèæå.

(i): Áèåêöèÿ ìåæäó En+1 è Tn+1. Òîëüêî â ðàìêàõ ïîñòðîåíèÿ ýòîé áèåêöèè ìû áóäåì
ðàçëè÷àòü âåðøèíó äåðåâà è ÷èñëî, êîòîðûì îíà ïîìå÷åíà (ò. å. ïîìåòêó âåðøèíû). Ýòî
ïîëåçíî, èáî â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ áèåêöèè ïîìåòêè áóäóò ïåðåñòàâëÿòüñÿ.

Íàçîâ¼ì èíâåðñíîñòüþ âåðøèíû ïîìå÷åííîãî äåðåâà êîëè÷åñòâî å¼ ïîòîìêîâ, ÷èñëà â
êîòîðûõ áîëüøå, ÷åì ÷èñëî â ñàìîé âåðøèíå. ßñíî, ÷òî êîëè÷åñòâî èíâåðñèé â äåðåâå ðàâíî
ñóììå èíâåðñíîñòåé åãî âåðøèí.

Ìû óñòðîèì áèåêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî î-äåðåâó E ∈ En+1 ìû ïîñòðîèì äåðåâî
T ∈ Tn+1 òàêîå, ÷òî

(a) T è E ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è òîìó æå íåïîìå÷åííîìó äåðåâó, è èõ êîðíè ñîâïàäàþò;

(b) ïëîõîñòü ëþáîé âåðøèíû â E ðàâíà å¼ èíâåðñíîñòè â T .

Êàê ñëåäñòâèå, bad(E) = inv(T ).
Äëÿ ýòîãî â î-äåðåâå E íàäî ïåðåñòàâèòü ïîìåòêè âåðøèí. Ìû áóäåì äåëàòü ýòî ¾ñâåðõó

âíèç¿, îáðàáîòàâ ñíà÷àëà âñåõ ñûíîâåé êîðíÿ, çàòåì âñåõ èõ ñûíîâåé è ò. ä. Ïóñòü v �
î÷åðåäíàÿ âåðøèíà, êîòîðóþ íàäî îáðàáîòàòü, i � å¼ ïëîõîñòü â î-äåðåâå, à a1>a2> . . . >
ak � òåêóùèå ïîìåòêè å¼ è âñåõ å¼ ïîòîìêîâ â óáûâàþùåì ïîðÿäêå (òîãäà a1 � ïîìåòêà
â v, è k > i). Ïåðåñòàâèì ìåòêè a1, . . . , ai+1 òàê: ïîñòàâèì ai+1 â v, à aj+1 çàìåíèì íà aj
ïðè âñåõ j = 1, 2, . . . , i. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî èíâåðñíîñòü v ñòàëà ðàâíà i, íèêàêèå äâà
ïîòîìêà v èíâåðñèè íå îáðàçóþò, è èíâåðñíîñòè îñòàëüíûõ âåðøèí íå ïîìåíÿëèñü (èáî íå
ïîìåíÿëèñü ìíîæåñòâà èõ ïîòîìêîâ). Çíà÷èò, îáðàáîòàâ òàêèì îáðàçîì âñå âåðøèíû, ìû
ïîëó÷èì äåðåâî T ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.

Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàí ïðèìåð äåéñòâèÿ ýòîãî àëãîðèòìà (èíäåêñû óêàçûâàþò ïëî-
õîñòè âåðøèí).
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Ðèñ. 7. Ïîñòðîåíèå T ïî E (è íàîáîðîò)

×òîáû ïîñòðîèòü îáðàòíîå îòîáðàæåíèå èç Tn+1 â En+1, çàìåòèì, ÷òî ïëîõîñòè âåðøèí â
E ðàññòàâëÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ (b). Ïåðåñòàíîâêà æå ïîìåòîê ñòðîèòñÿ
ïîõîæèì îáðàçîì ñíèçó ââåðõ. Êîãäà îáðàáàòûâàåòñÿ âåðøèíà v, íèêàêèå äâà å¼ ïîòîìêà íå
îáðàçóþò èíâåðñèè. Ïóñòü a1 > . . . > ak � ïîìåòêè å¼ è å¼ ïîòîìêîâ, ïðè÷¼ì â v ñòîèò ai+1.
Òîãäà äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü ìåòêè ïî öèêëó a1 → ai+1 → ai → . . . → a1. Â ðåçóëüòàòå
ýòîãî ïðîöåññà ïîëó÷èòñÿ òðåáóåìîå î-äåðåâî.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ âçàèìíî îáðàòíû.

(ii): Áèåêöèÿ ìåæäó Pn è En+1. Ïóñòü a = (a1, . . . , an) � ïàðêîâî÷íàÿ ôóíêöèÿ, à
p1, . . . , pn � íîìåðà ìåñò, íà êîòîðûõ ïðèïàðêîâàëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå âîäèòåëè; òîãäà
p = (p1, . . . , pn) � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, . . . , n. Íàçîâ¼ì íåóäîáñòâîì i-ãî âîäèòåëÿ âåëè-
÷èíó pi − ai; ñóììàðíîå íåóäîáñòâî âñåõ âîäèòåëåé åñòü íåóäîáñòâî ôóíêöèè a.

Ìû óñòðîèì áèåêöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî ôóíêöèè a ìû ïîñòðîèì î-äåðåâî E ∈ En+1

òàêîå, ÷òî

(ñ) ïëîõîñòü âåðøèíû ñ ïîìåòêîé k ðàâíà íåóäîáñòâó âîäèòåëÿ k.

Êàê ñëåäñòâèå, bad(E) = D(a), à çíà÷èò, êîìïîçèöèÿ äâóõ íàøèõ áèåêöèé � òðåáóåìàÿ.
Îñòàëîñü, ñîáñòâåííî, ïðåäúÿâèòü âòîðóþ áèåêöèþ. Ìû íà÷í¼ì ñ áîëåå ïðîñòîé áèåê-

öèè � ìåæäó ïåðåñòàíîâêàìè p = (p1, . . . , pn) è ïîìå÷åííûìè äåðåâüÿìè T ∈ Tn+1 áåç
èíâåðñèé. Çàòåì ìû ïðîäîëæèì ýòó áèåêöèþ íà ïàðêîâî÷íûå ôóíêöèè è îñíàù¼ííûå äå-
ðåâüÿ.

Øàã 1. Ñîïîñòàâëåíèå ïåðåñòàíîâîê äåðåâüÿì áåç èíâåðñèé. Ïîëîæèì pn+1 = n + 1 è
ðàññìîòðèì ÷èñëà 1, 2, . . . , n+1 êàê âåðøèíû ñòðîÿùåãîñÿ äåðåâà; íàçîâ¼ì ÷èñëî pi ìåñòîì
âåðøèíû i. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû i 6 n íàéä¼ì íàèìåíüøåå èç ìåñò pj ïðè j > i, êîòîðîå
áîëüøå pi, è ñîåäèíèì i ñ j. Ìû ïîëó÷èì ñâÿçíûé ãðàô (âñå âåðøèíû ñîåäèíåíû ïóò¼ì ñ
n + 1) ñ n ð¼áðàìè, ò. å. äåðåâî T . (Ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî äåðåâà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü
ñåáå ¾ñïðàâà íàëåâî¿: ìû ïî î÷åðåäè ðàññìàòðèâàåì âåðøèíû n, n−1, . . . , 1 è ïîäñîåäèíÿåì
èõ ê ïîëó÷àþùåìóñÿ ñïðàâà äåðåâó ñîãëàñíî ïðàâèëó.)

Èññëåäóåì ïîëó÷åííîå äåðåâî. ßñíî, ÷òî â îïèñàííîé âûøå ñèòóàöèè i � ñûí j. Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó j 6 n. Äëÿ ëþáîãî ïîòîìêà k âåðøèíû j âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà k <
j è pk < pj (â ÷àñòíîñòè, â äåðåâå íåò èíâåðñèé). Ïóñòü s > j � âåðøèíà, äëÿ êîòîðîé ps < pj,
è ps ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå (åñëè òàêîãî íåò, ïîëîæèì ps = 0). Òîãäà, ðàññìîòðåâ ïðîöåññ
ïîëó÷åíèÿ äåðåâà ñïðàâà íàëåâî, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

(d) ìåñòà âñåõ ïîòîìêîâ âåðøèíû j áîëüøå ps è ìåíüøå pj,

è íàîáîðîò � âñå âåðøèíû ñ òàêèìè ìåñòàìè ÿâëÿþòñÿ ïîòîìêàìè j (èáî îíè ïðèñîåäèíÿ-
þòñÿ ëèáî ê j, ëèáî ê å¼ ïîòîìêàì).

Ñâîéñòâà (c) è (d) ïîçâîëÿþò ïî äåðåâó T âîññòàíîâèòü ïåðåñòàíîâêó p, äåéñòâóÿ îïÿòü
æå ñïðàâà íàëåâî. Íà÷í¼ì ñ âåðøèíû n; ñîãëàñíî (d), ìåñòà å¼ è å¼ ïîòîìêîâ â òî÷íîñòè
ñîñòàâëÿþò ÷èñëî îò 1 äî pn; ïîýòîìó pn åñòü ÷èñëî å¼ ïîòîìêîâ. Äàëåå äåéñòâóåì àíàëî-
ãè÷íî: ðàññìàòðèâàÿ î÷åðåäíóþ âåðøèíó j, ÿâëÿþùóþñÿ ñûíîì íåêîòîðîé âåðøèíû k, ìû
çíàåì, ÷òî pj äîëæíî ëåæàòü ìåæäó ps è pk, ãäå ps � íàèáîëüøåå óæå îïðåäåë¼ííîå ìåñòî,
ìåíüøåå pk. Çíà÷èò, åñëè ó j ðîâíî d ïîòîìêîâ, òî îíè áóäóò èìåòü ìåñòà ps + 1, . . . , ps + d,
à ñàìî pj ðàâíî ps + d+ 1. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàíîâêà (pi) âîññòàíîâëåíà.

Íà ðèñóíêå íèæå ïîêàçàíà ðàáîòà îáîèõ àëãîðèòìîâ. Îêîëî âåðøèí äåðåâà ñïðàâà óêà-
çàíû âîññòàíàâëèâàåìûå çíà÷åíèÿ pi, à òàêæå îïðåäåëÿåìûé äèàïàçîí ìåñò èõ ïîòîìêîâ.
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←→

Ðèñ. 8. Ïîñòðîåíèå T ïî p (è íàîáîðîò)
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Òåïåðü íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ äåéñòâèòåëüíî âçàèìíî îáðàòíû.
Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå T 7→ p ñòðîèëîñü òàê, ÷òîáû âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ïåðåñòà-
íîâêó, åñëè T áûëî ïî íåé ïîñòðîåíî. Íàîáîðîò, ïóñòü ìû ïîñòðîèëè p ïî T . Âûáåðåì ëþáîå
i 6 n, ÿâëÿþùååñÿ ñûíîì k â äåðåâå T . Ïóñòü j > i � òà âåðøèíà, ê êîòîðîé i ïîäñîåäèíèòñÿ
â îáðàòíîé ïðîöåäóðå. Òîãäà pi < pj 6 pk, òî åñòü j � ïîòîìîê k èëè ñàìà k. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ p, âñå ïîòîìêè k, ëåæàùèå ìåæäó i è k, ïîëó÷àëè ìåñòà, ìåíüøèå pi.
Çíà÷èò, j = k, è ïî ïåðåñòàíîâêå p âîññòàíàâëèâàåòñÿ èìåííî T .

Øàã 2: Îñíàùåíèå. Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü òðåáóåìóþ áèåêöèþ. Ïóñòü a � ïàðêî-
âî÷íàÿ ôóíêöèÿ, à p � ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïåðåñòàíîâêà. Òîãäà ïî p ìîæíî ïîñòðîèòü
ïîìå÷åííîå äåðåâî T è îñíàñòèòü åãî ñîãëàñíî (c), ñîïîñòàâèâ âåðøèíå j ïëîõîñòü pj − aj.
Ñîãëàñíî (d), ÷èñëî ïîòîìêîâ j ðàâíî pj−ps−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà ìàøèíà j ïîïàëà
íà ìåñòî pj, ìåñòî ps áûëî ñâîáîäíûì; çíà÷èò, aj > ps, òàê ÷òî pj − aj 6 pj − ps − 1, ò. å.
ïëîõîñòü âåðøèíû j íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà å¼ ïîòîìêîâ. Èòîãî, ìû ïîëó÷èëè î-äåðåâî E.
Íàîáîðîò, ïî î-äåðåâó E (òî÷íåå, ïî ïîäëåæàùåìó ïîìå÷åííîìó äåðåâó T ) ìîæíî âîññòà-
íîâèòü ïåðåñòàíîâêó p, à ïî íåé � ôóíêöèþ a, îïÿòü æå ñîãëàñíî (c). ßñíî, ÷òî åñëè ïî
a ïññòðîèòü E, òî ïî E âîññòàíîâèòñÿ èìåííî ôóíêöèÿ a. Îñòàëîñü ïîíÿòü, ÷òî, íàîáî-
ðîò, åñëè ïî ïðîèçâîëüíîìó E ∈ En+1 ïîñòðîèòü ôóíêöèþ a, òî ïî íåé îáðàòíî ïîñòðîèòñÿ
äåðåâî E.
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←→

Ðèñ. 9. Îñíàùåíèå äåðåâà

Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ôóíêöèÿ a � ïàðêîâî÷íàÿ. Ïîñêîëüêó ai 6 pi, à
(pi) � ïåðåñòàíîâêà, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ai > 0. Ýòî ïðîñòî: åñëè ó âåðøèíû
i åñòü d ïîòîìêîâ, âñå îíè èìåþò íîìåðà, ìåíüøèå pi; çíà÷èò, pi áîëüøå, ÷åì d � è, êàê
ñëåäñòâèå, ÷åì ïëîõîñòü âåðøèíû j. Îòñþäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè ïî î-äåðåâó E ïîëó÷åíû ïåðåñòàíîâêà p = (pi) è ïàðêî-
âî÷íàÿ ôóíêöèÿ a, òî, äåéñòâóÿ ïî ýòîé ïàðêîâî÷íîé ôóíêöèè, âîäèòåëè îáðàçóþò ðîâíî
ïåðåñòàíîâêó p. Äëÿ íà÷àëà âñïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî (d) ìåñòà pj âñåõ ïîòîìêîâ j âåðøèíû
i è å¼ ñàìîé îáðàçóþò ìíîæåñòâî Aj = {pi − d, . . . , pj − 1, pj}, ãäå d � ÷èñëî ïîòîìêîâ j.
Çíà÷èò, aj ∈ Aj.

Òåïåðü íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âîäèòåëü i ïîïàä¼ò íà ìåñòî pi, èíäóêöèåé ïî i. Ïðè i = 1
ýòî âåðíî, èáî 1 � ëèñò íàøåãî äåðåâà, òî åñòü p1 = a1. Ïóñòü âñå âîäèòåëè j < i ïîïàëè
íà ïðåäïèñàííûå ìåñòà. Â ÷àñòíîñòè, ïîïàëè íà ñâîè ìåñòà âñå ïîòîìêè i; çíà÷èò, âñå ìåñòà
pi−d, . . . , pi−1 óæå çàíÿòû, à pi � ñâîáîäíî. Òàê êàê ai ∈ Ai, îòñþäà è ñëåäóåò, ÷òî âîäèòåëü
i ïðèïàðêóåòñÿ íà pi. Äîêàçàòåëüñòâî îêîí÷åíî.
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Around Cayley's theorem

Bursian O., Kokhas D., Kokhas K.

This project is related with Cayley's theorem about tree counting. Tree is a connected graph without cycles.
The theorem states that the number of labelled trees with n vertices is equal to nn−2. There exist many proofs
of this theorem, our goal is to introduce some of them and to investigate applications of di�erent approaches to
the theorem.

There are rather di�cult problems in each project. By the rules of the Summer conference it is allowed to
come together in teams for problems solving; you may join in di�erent teams for di�erent projects. We recommend
you to �nd companions, and make cooperative investigations of this project.

First acquaintance with labelled trees

In olympiad problems usually graphs with �unnamed� vertices are used. For example, vertices are some towns
and edges are roads between them, or vertices are persons (without names) and edges are acquaintances etc.
Another point of view is taken in problems about graph counting: all graph vertices should be �individual�. To
exclude terminology issues we de�ne a �labelled graph�.

Let [n] = {1, 2, . . . , n}. A tree (or an arbitrary graph as well) with n vertices which are enumerated by
numbers from 1 to n, is called a labelled tree (accordingly, a labelled graph). To construct a labelled tree we can
take a tree and number its vertices, or contrariwise: we can consider the set [n] as a set of vertices and draw a tree
by connecting these vertices by edges. The set of all labelled trees with n vertices is denoted by Tn.

Two (unlabelled) graphs G1 and G2 with vertex sets V1 and V2 are called isomorphic (or, speaking plainly,
are the same) if there exists a one-to-one mapping f : V1 → V2 such that vertices A, B ∈ V1 are connected by an
edge in G1 if and only if f(A) and f(B) are connected by an edge in G2. For example, any tree with four vertices
is isomorphic to either the tree �Chicken's feet� or the tree �Path of length three�. In case when G1 and G2 both
are labelled trees, V1 = V2 = [n], the identity plays the role of f .

We assume that Cayley's theorem should not be used in solutions of problems from section �First acquaintance
with labelled trees�. The symbol Tn in problem statements denotes the number of labelled trees with n vertices,
and the question of �nding this value is not stated. Problem numbering is given according to the topics of the
next sections.

1.1. A graph is called unicyclic if it is connected and contains exactly one cycle. Prove that the
number of labelled trees with 100 vertices is greater than the number of labelled unicyclic graphs
with 98 vertices.

1.2. Construct a bijection between the set of all mappings from [n] to itself and the set of labelled
trees with n vertices containing one vertex marked with red stamp and one vertex marked with
blue stamp (it may happens that both stamps mark the same vertex).

1.3. There exist nn−1 di�erent mappings from the set [n− 1] to [n]. Prove the identity

n∑
j=1

(
n− 1

j − 1

)
(n− j)n−jTj = nn−1,

by partitioning the set of these mappings into n parts in such a way that j-th term in the sum
be equal to the number of mappings in j-th part.

3.1. A tree with n vertices and edges enumerated by numbers from 1 to n− 1, is called an edge

labelled tree. For example, there exist 4 di�erent edge labelled trees with 4 vertices � see �g. 1.
Prove that for n ≥ 3 the number of di�erent edge labelled trees with n vertices is equal to 1

n
Tn.

1
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2
3

4 2 3 4 1 3 2 2 1 3

Figure 1. Edge labelled chicken's feet and paths of length 3

If we singled out one of the vertices in a tree (labelled or not) then we call such a tree rooted and the vertex
that has been singled out is called a root. If we need to emphasize that none of the vertices is singled out then we
call such a tree free. A leaf of a tree is a vertex of degree 1, except for the case when the tree is rooted and the
root has degree 1, in this case the root is not considered as a leaf. A forest is a graph in which each connected
component is a tree.

The set of forests on vertex set [n] consisting of k rooted trees with roots 1, 2, . . . , k, such that vertex n is in
the tree with root 1 is denoted by Fk

n (�g. 2).

1 2 3

4 5

1 2 3

45

1 2 3

45

1 2 3

4

5

1 2 3

4

5

Figure 2. Set of forests F3
5 . We orient each edge towards the root.

We denote sets by �handwritten� letters. Number of set elements is denoted by the same letter in italic font.
For example, the number of elements of set Fk

n we denote by F k
n .

1.4. Prove the recurrent relation for 2 ≤ k ≤ n− 1:

F k−1
n = nF k

n .

1.5. Let V1 = [r], V2 = {r + 1, . . . , r + s}, V = V1 ∪ V2 = [r + s]. Denote by Fk
r,s the set of

forests consisting of k rooted trees on vertex set V with roots 1, 2, . . . , k, such that vertex r+ 1
is in the tree with root 1, and each edge connects vertex from V1 with vertex from V2. Find the
recurrence relation (by k) for the numbers F k

r,s.

There are n parking spaces available along a one-way street and each of n drivers numbered from 1 to n has
a preferred parking space. The drivers arrive consecutively in increasing order of their numbers. Each driver goes
to his preferred parking place and parks on that place if it's not occupied; otherwise he goes farther to �rst free
space and parks there, if all the spaces are occupied he goes away forever. By a preference sequence we call a list
a1, a2, . . . , an of preferred parking places of the �rst, second, . . . , n-th driver.

4.1. Prove that the number of preference sequences in which everyone will �nd a parking space
is (n+ 1)n−1.

4.2. Prove that success or unsuccess of the parking process does not depend on the order in
which the cars arrive.

The next problem is out of the mainstream of our project. But it gives a possibility to understand what
troubles arise in counting of unlabelled trees.

3.2. Prove that the number of di�erent (that is nonisomorphic to each other) unlabelled trees
with n vertices is less than 4n.
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1 Recursions, identities, bijections

1.6. Prove by combinatorial reasoning (interpreting numbers Ti as numbers of trees), that for
n > 1

a) Tn =
n

2

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
Tk+1Tn−k−1;

b) Reduce this formula and also the formulas from problems 1.3 and 5.1 a) to each other
algebraically.

1.7. Denote by T (n, k) the set of labelled rooted trees with n vertices in which the root is
labelled by 1 and has degree k. Prove that

(n− 1)(k − 1)T (n, k) = (n− k)T (n, k − 1).

A �triangle tree� is a graph de�ned by induction in the following way. The smallest triangle tree is a complete
graph with two vertices (in contrast with its name). If some triangle tree is already given we can take its arbitrary
edge AB, take new vertex C and add vertex C and edges AC, BC to the tree. By a labelled triangle tree we call
a triangle tree with vertices numbered from 1 to n.

Figure 3. Unlabelled triangle trees on 2, 3, 4, 5 and 6 vertices

For example, for n = 5 there exist 2 unlabelled and 70 labelled triangle trees (�g. 3).
If some edge of a triangle tree is singled out then we call such tree �rooted�.

1.8. Denote by ∆(n, k) the number of rooted labelled triangle trees with n vertices such that its
rooted edge belongs to k triangles. Find recursion (by k) for the numbers ∆(n, k).

2 Pr�ufer code

Pr�ufer code corresponds a tree with numbered vertices to the sequence of its vertices in the following way.
Pr�ufer code of a tree with two vertices is an empty word. If the number of vertices of a tree T is more than 2
then denote by v a leaf with smallest number, and by u the vertex adjacent to v. Then Pr�ufer code of tree T is
obtained from Pr�ufer code of tree T − v by appending the vertex u (to the left).

Check that you know how to solve problem 2.1 and come to jury to register your plus.

2.1. a) Find Pr�ufer code of tree with vertices 1, 2, . . . , 10 and edges (8,9), (8,4), (4,10), (10,3),
(3,5), (10,6), (10,1), (1,7), (1,2).

b) Reconstruct tree by the Pr�ufer code 1, 1, 2, 5, 4, 2, 7.
c) Prove that Pr�ufer code de�nes one-to-one correspondence between the set of trees on the

given set of n vertices and the set of words of length n− 2 with �letters� from this set.
d) Prove that a vertex of degree d occurs d− 1 times in the Pr�ufer code.

2.2. What is the number of rooted labelled trees with n vertices in which vertex n is a leaf (and
hence it is not root)?

2.3. What is the number of free labelled trees with n > 10 vertices in which the degree of vertex 1
is equal to 10?

2.4. Find the number of labelled unicyclic graphs with n vertices having a cycle of length k.

2.5. Denote by S(n, k) Stirling number of the second kind, by de�nition it is equal to the number
of ways to partition set [n] into k nonempty parts. Prove that the number of labelled trees on n

vertices with exactly r leafs is equal to
n!

r!
S(n− 2, n− r).
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2.6. Denote by τ(k1, k2, . . . , kn) the number of free labelled trees with n vertices such that the

degree of i-th vertex is ki + 1. Prove that τ(k1, k2, . . . , kn) =
(n− 2)!

k1!k2! . . . kn!
.

3 Results

You can submit several solutions of the next problems if they are quite di�erent.

3.3. Deduce Cayley's theorem from problems: a) 1.4, b) 1.6, c) 1.7, d) 2.6.

3.4. Prove that the number of forests with vertices from set [n] consisting of k rooted trees is
equal to

(
n−1
k−1

)
nn−k.

3.5. Prove that the number of forests with vertices from set [n] consisting of two free trees is
equal to 1

2
nn−4(n− 1)(n− 6).

3.6. Prove that the number of spanning trees of complete bipartite labelled graph Kr,s with
parts V1 = [r] and V2 = {r + 1, . . . , r + s} is equal to rs−1sr−1.
3.7. Let ∆n be the number of labelled triangle trees with n vertices, Λn be the number of rooted
labelled triangle trees with n vertices and rooted edge 1�2.

a) Prove that Λn = (2n− 3)n−3.
b) Find ∆n.

Let n di�erent objects are arranged in the row. A cyclic permutation is a permutation that moves all the
objects along some cycle: it puts the �rst object on the place of the second one, puts the second one on the
place of the third one and so on, the last object is put on the place of the �rst one. A transposition (ij) is
a permutation that changes objects on the i-th è j-th place. If we consider [n] as set of vertices of some graph
then the transposition (ij) can be interpreted as an edge connecting vertex i with vertex j.

The result of consecutive applying of permutations s1, s2, . . . , sn−1 is a permutation that is called a product

of these permutations and is denoted by s1s2 . . . sn−1. We consider the products that di�er by the order of factors
as di�erent. For example, if permutation s is a transposition changing objects on the �rst and second places,
permutation t is a transposition changing objects on the third and fourth places, then the products st and ts
determine the same permutations but we consider them as di�erent products.

3.8. a) n objects are arranged in the row. Prove that the result of consecutive applying of
transpositions s1, s2, . . . , sn−1 is a cyclic permutation if and only if the graph with vertex set [n]
and edge set s1, s2, . . . , sn−1 is a tree.

b) Prove that the number of ways in which a cyclic permutation of set [n] can be represented
as a product of n− 1 transpositions is Tn.
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4 Parking functions

There are n parking spaces available along a one-way street and each of n drivers numbered from 1 to n has
a preferred parking space. The drivers arrive consecutively in increasing order of their numbers. Each driver
goes to his preferred parking place and parks on that place if it's not occupied; otherwise he goes farther to �rst
free space and parks there, if all the spaces are occupied he goes away forever. A preference sequence for which
everyone �nds a parking space is called a parking function. The set of parking functions is denoted by Pn.

4.3. Find the number of parking functions (a1, a2, . . . , an) such that any two consecutive drivers
have di�erent preferences that is ak 6= ak+1 for k = 1, . . . , n− 1?

4.4. Let only m < n cars enter the street with n parking spaces. How many preference sequences
exist such that all the drivers �nd a parking space?

4.5. Prove that the number of parking functions such that exactly k drivers (1 ≤ k ≤ n) prefer
to park in the �rst place is equal to

(
n−1
k−1

)
nn−k.

4.6. For each parking function a = (a1, a2, . . . , an) de�ne the sequence of di�erences c(a) =
(c1, c2, . . . , cn−1) by the rule

ci = ai+1 − ai (mod n+ 1).

Let the parking function a correspond to the labelled tree t(a) with n + 1 vertices that is given
by Pr�ufer code c(a).

Prove that this correspondence is a bijection between Pn and Tn+1.

4.7. Prove that (n+ 1)n−1 =
∑

0≤kn≤1
0≤kn−1+kn≤2

0≤kn−2+kn−1+kn≤3
...

0≤k2+k3+...+kn−1+kn≤n−1

n!

(n− k2 − k3 − . . .− kn)!k2!k3! . . . kn!
.

4.8. We call a parking function a = (a1, . . . , an) sure if at least j + 1 drivers prefer park in the
�rst j places for all j, 1 ≤ j ≤ n − 1. Prove that the number of sure parking functions in the
street with n parking spaces is equal to (n− 1)n−1.

4.9. Prove by combinatorial arguments the recurrent relation: Pn+1 =
n∑

k=0

(
n+ 1

k

)
Pk(n−k)n−k.
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5 Inversions on trees and de�ciencies of parking functions

5.1. Prove the recurrent relation by combinatorial arguments:

a) Tn =
n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(k + 1)Tk+1Tn−k−1; b) Pn+1 =

n∑
k=0

(
n

k

)
(k + 1)PkPn−k;

Consider a labelled tree T with n+ 1 vertices. Assign vertex n+ 1 to be a root and de�ne directions on the
tree edges towards the root. We �accept as correct� that the vertex labels increase when we move towards the
root. We say that vertices i and j form inversion, 1 ≤ i < j ≤ n, if vertex i lies on the path from vertex j to
the root. Check all pairs of vertices and denote by inv(T ) the total number of inversions in tree T . A maximum

value of inv(T ) is equal to n(n−1)
2 , it is achieved when T is a path of n edges whose vertices are labelled as n+ 1,

1, 2, . . . , n.

Let a = (a1, a2, . . . , an) be a parking function. Let �rst driver parked in p1-th place, the second driver parked
in p2-th place etc. We call the value

D(a) =

n∑
i=1

(pi − ai) =
n(n− 1)

2
−

n∑
i=1

ai.

the de�ciency of parking function a. Function (1, 1, . . . , 1) has the largest possible de�ciency, it is equal to n(n−1)
2 .

T h e o r em. Let n be arbitrary natural number. Then for all k, 0 ≤ k ≤ n(n−1)
2 , the number of rooted

labelled trees on n + 1 vertices with root n + 1 having k inversions is equal to the number of parking functions
with de�ciency k in the street with n parking spaces.

Introduce polynomials Fn(x) and Hn(x) that �number� inversions and de�ciencies:

F0(x) = 1, Fn(x) =
∑

T∈Tn+1

xinv(T ); H0(x) = 1, Hn(x) =
∑
a∈Pn

xD(a),

We call them inversion enumerator è de�ciency enumerator.

5.2. Let T ∗ be the set of labelled rooted trees with n + 3 vertices such that its root has degree
2 and is labelled by n+ 3, and two sons of the root are labelled by n+ 1 and n+ 2. Express the
inversion enumerator of the set T ∗

F ∗n(x) =
∑
T∈T ∗

xinv(T )

in terms of the polynomials Fi(x).

5.3. Prove that polynomials Fn(x) and Hn(x) satisfy the same recurrent relations for n ≥ 0

Fn+1(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(xk + xk−1 + . . .+ 1)Fk(x)Fn−k(x). (a)

Hn+1(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
(xk + xk−1 + . . .+ 1)Hk(x)Hn−k(x). (b)

The åheorem about inversions and de�ciencies immediately follows from two previous problems. Though you
might suggest a bijective proof.

5.4. Prove the theorem about inversions and di�ciencies by constructing one-to-one correspon-
dence between the sets Tn+1 and Pn such that a parking function with di�ciency j corresponds
to the tree with j inversions.
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6 Additional tasks

By a labelled plane tree we call a rooted labelled tree such that the sons of any of its vertex are lineary ordered.
Denote by Pk

n the set of forests consisting of k labelled plane trees on the set [n] with roots 1, 2, . . . , k such that
vertex number n is in the tree with root 1.

1.9. Prove that the recurrent relation holds for 2 ≤ k ≤ n− 1

P k−1
n = (2n− k)P k

n .

3.9. Prove that the number of spanning trees in the complete bipartite labelled graph Kr,s

containing k + ` trees rooted in vertices 1, 2, . . . , k and r + 1, r + 2, . . . , r + ` is equal to

(r`+ sk − k`)rs−`−1sr−k−1.

3.10. Prove that the number of spanning trees in complete tripartite labelled graph Kr,s,t with
parts V1 = [r], V2 = {r + 1, . . . , r + s} and V3 = {r + s+ 1, . . . , r + s+ t} is equal to

(r + s+ t)(r + s)t−1(s+ t)r−1(t+ r)s−1.

3.11. What is the number of plane labelled rooted trees with n+ 1 vertices?

A tetrahedral tree is de�ned by induction similarly as a triangle one. The simplest tetrahedral tree (degenerate)
is a triangle (complete graph with three vertices), the next simplest is a tetrahedron (complete graph with four
vertices). If some tetrahedral tree is already given then we may add a new vertex by taking any triangle face
in any of tetrahedrons and constructing a new tetrahedron with the new vertex using the chosen face as a base.
Formally it means that we add to the graph one new vertex and three new edges (and three new triangle faces,
if you wish). Note that the tetrahedrons may intersect in the three-dimensional space as well as triangles of a
triangle tree may intersect in the plane.

3.12. How many labelled tetrahedral trees with n vertices exist?

4.10. Prove that (n− 1)n−1 =
∑

0≤kn−1≤1
0≤kn−2+kn−1≤2

0≤kn−3+kn−2+kn−1≤3
...

0≤k2+k3+...+kn−2+kn−1≤n−2

n!

(n− k2 − k3 − . . .− kn−1)!k2!k3! . . . kn−1!
.

4.11. Prove that nn =
∑

0≤k1≤1
0≤k1+k2≤2

0≤k1+k2+k3≤3
...

0≤k1+k2+...+kn−1≤n−1

n!

k1!k2! . . . kn−1!
.

1

2

3

7

1

2

3

7 4

1

2

3

7 4

5

1

2

3

7 4

5

6

Figure 4. Construction of a tetrahedral tree. We add cosequently vertices 7, 4, 5, 6 to the initital triangle (1, 2,
3)
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Solutions

1 Recursions, identities, bijections

1.1. We took this problem from [3]. Let A be a vertex with the largest label on the cycle, and B
be one of the two adjacent vertices that has larger label. Remove edge AB from the tree, hang
a leaf with label 99 to vertex A and a leaf with label 100 to vertex B. We constructed injective
mapping from the set of unicyclic graphs to the set of trees.

1.2. See [6, problem 8.5] or the �rst proof in [1, chapter 26]. Consider the path from the blue
vertex to the red one. Let A ⊂ [n] be the set of labels of this path. Our tree consists of this
path and several trees that grow on the vertices of this path. The sequence of labels along the
path can be interpreted as a permutation of elements of set A. Draw this permutation as a set
of cycles (with vertices on the elements of set A). We obtain a set of cycles, and several trees
that grow on its vertices.

From the other hand, mapping from set [n] to itself is given by the directed graph: for each
i draw an arrow from vertex i to vertex f(i) (loops are allowed). Since all the vertices of this
graph have outgoing degree 1, the graph is a union of several cycles and several trees that grow
on the vertices of these cycles (speaking more carefully the trees �pour in� the vertices of the
cycles).

This is the required bijection.

1.3. We took this statement from [17, p. 3.9]. The rigth hand side of the equality counts all
possible mappings from [n − 1] to [n]. Any such mapping f can be drawn as a directed graph
with n vertices: each vertex i is a starting point of an arrow that goes to f(i). Vertex n can have
ingoing edges only, and the connected component of vertex n is a tree in which all the arrows
directed �towards n�. The left hand side of the equality counts such graphs classifying them by
the trees containing vertex n.

1.4. [14, theorem 2.1]. The root of a tree determines a direction from the root to the periphery.
Construct a mapping from set Fk−1

n to Fk
n . For this we take an arbitrary forest with k− 1 trees,

�nd vertex k in it, cut o� this vertex together with the branch that grows on it, and put it as
a separate rooted tree. Ususally the result is a tree from Fk

n except the case when we cut o�
the branch from �rst tree and this branch contains vertex n. In this case we do a correction:
exchange labels 1 and k.

Now count how many preimages for this mapping has an arbitrary forest from Fk
n . In order

to construct a preimage of a forest, we have to take its k-th tree and attach it as a branch to an
arbitrary vertex of the �rst, second, . . . , (k − 1)-th tree of the forest. This construction imply
that there was no correction. And for preimages with correction, we have to attach the �rst tree
as a branch to an arbitrary vertex of k-th tree and then exchange labels 1 and k. Thus, each of
n vertices of the graph can be used for construction of a unique preimage. Hence, F k−1

n = nF k
n .

1.5. An sw e r: F k−1
r,s = sF k

r,s for 2 ≤ k ≤ r. [14, Corollary 3.1]. Recursion can be constructed as
in problem 1.4. Since the vertex k must belong to set V1, in inverese mapping the subtree with
root k can be attached to any of s vertices of set V2.

1.6. a) This result is from [18]. Denote by En the number of labelled trees with vertices on [n]
containing one speci�ed edge, for example, edge 1�2. Counting all the edges in all the trees we
obtain an identity

n(n− 1)

2
En = (n− 1)Tn.

Thus, Tn = 1
2
nEn. Now to �nd En we have to choose how many vertices do the tree hanging

on vertex 1 and the tree hanging on vertex 2 contain, and choose trees with these numbers of

vertices. We obtain formula Tn = n
2

n−2∑
k=0

(
n−2
k

)
Tk+1Tn−k−1.
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b) The equality in this problem can be derived from the equality of problem 5.1 a) by a �Gauss
method�: sum up two copies of the sum in the problem 5.1 a), change index of the summation k
with n− 2− k and sum up these sums term by term.

Now derive the identity of problem 1.3 from the identity 5.1 a). For this write separately the
summand for j = n, and change the summation index in the remaining sum by the rule j = k+1:

nn−2 +
n−2∑
k=0

(
n− 1

k

)
(k + 1)k+1(n− k − 1)n−k−1 = nn−1.

Subtract nn−2 from both sides and apply the formula
(
n−1
k

)
(n− k− 1) = (n− 1)

(
n−2
k

)
in the left

hand side:

n−2∑
k=0

(n− 1)

(
n− 2

k

)
(n− k − 1)(k + 1)k+1(n− k − 1)n−k−3 = nn−2(n− 1).

By cancelling (n − 1) we obtain the formula from the problem 5.1 a) up to a change of the
summation index.

1.7. [4] Let A ∈ T (n, k−1) be one of the trees, v be any of its n−k vertices adjacent to vertex 1.
Replace the edge connecting vertex v to its ancestor with the edge connecting this vertex and
the root. Denote the obtained tree by B (obviously B ∈ T (n, k)), we will call a pair of trees
(A,B) a bundle.

Count the number of bundles by two di�erent ways. From the one hand, the number of
bundles is equal to (n− k)T (n, k − 1), because the bundle is uniquely determined by the tree A
with vertex v. The tree can be chosen in T (n, k − 1) ways, then the vertex v can be choosen in
(n− k) ways. From the other hand, the bundle may be obtained in the following way: choose a
tree B in T (n, k) ways, remove one edge outgoing from the root, and connect the �broken branch�
obtained with any of non root vertices of the remaining tree. In total we obtain

(n− 1− n1) + (n− 1− n2) + . . .+ (n− 1− nk) = (n− 1)(k − 1)

ways where ni is the number of vertices in the �broken branch� formed after removal of the i-th
edge outgoing from the root. So we have (n−1)(k−1)T (n, k) cases. Thus, (n−1)(k−1)T (n, k) =
(n− k)T (n, k − 1).

1.8. An sw e r: (n− k − 2)∆(n, k) = k(2n− 4)∆(n, k + 1). This statement is from [9].
Note that the construction in the de�nition of a triangle tree can start from any edge: take

any edge, add the triangles that contain this edge, then add triangles that contain any of the
already constructed edges and so on. Furthermore, let the �rst edge be �xed, and during the
appending to the tree the next vertex C, we draw arrows on the edges CA, CB outgoing from
vertex C. Then the directed graph that represents the triangle tree does not depend on the order
in which the vertices had been added!

Consider a triangle tree G in which the rooted edge uv belongs to k triangles, denote them
by uvw1, uvw2, . . . , uvwk, and construct a tree with k+ 1 triangles by the following construction
(�g. 5). Take an arbitrary vertex w, coinsiding with no one of the vertices wi, and consider a
minimal triangle subtree containing vertices u, v and w. Vertex w has two outgoing edges in
this subtree since it is minimal one. Remove these edges and draw edges wu and wv instead of
them. As a result of this operation we obtain a rooted tree that has one more triangle. The
parts of tree G that were hunging on the removed edges, hang now on the new edges wu and wv.
(It may happens that during these actions we remove the edge connecting w with u or v, and
immediately restroe it.) Vertex w may be chosen in n−k−2 ways, so we have (n−k−2)∆(n, k)
ways of implementing this construction.

Now describe the inverse operation: given a tree in which the rooted edge uv belongs to k+ 1
triangles, construct a tree in which the rooted edge uv belongs to k triangles. Take one of the
k + 1 triangle vertices connected to the root, let it be vertex w, and �displant� (move) triangle
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u

v

b

a

w

u

v

b

a

w

Figure 5. A tree with k triangles on the rooted edge uv (left �gure) and a tree with k+1 triangles (k = 1) (right
�gure). The minimal tree containing vertices w, u and v is colored gray. Two arrows go from each vertex except
u and v to the endpoints of the edge on which the triangle corresponding to the vertex had been hunged

uvw from the edge uv to another edge, say, ab. It can be done in the following way: let G1

and G2 be triangle trees growing on the edges wu and wv. Choose an arbitrary edge ab, not
belonging to G1 ∪G2 (and not coinsiding with uv), and replace edges wu and wv with edges wa
and wb. The subtrees G1 and G2, hanging on edges wu and wv, we displant on the edges wa
and wb correspondingly.

Count in how many ways this construction can be implemented. Any of 2n−4 non root edges
can be assigned as ab. If edge ab belongs to the triangle subtree, hanging on the rooted triangle
uvw′, then we can take any of k rooted triangles uvw, where w 6= w′, as triangle uvw, which we
hang on this edge. In total, k(2n− 4)∆(n, k + 1) ways.

1.9. [14, corollary 4.1]. Try to construct a recursion similar to that of in problem 1.4. In this
problem we have more places where the subtree with root k may be hanged. For each vertex
the number of places is equal to the number of its descendants plus one. In total for all vertices
we obtain the number of all edges plus the number of all vertices. And the number of edges in
forest with k trees is equal to n− k.
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2 Pr�ufer code

2.1. This is problem 2.2.4 from [3], it is just an exercise for understanding what is a Pr�ufer
code.

2.2. An sw e r: (n− 1)n−1.
Pr�ufer code of unrooted tree in which vertex n is a leaf does not contain symbol �n�. Hence

there are (n− 1)n−2 such codes. The choise of the root increases the number of cases in (n− 1)
times.

2.3. An sw e r:
(
n−2
9

)
(n− 1)n−11. Since this number is equal to the number of �llings of n cells

by n− 2 di�erent objects for which the �rst cell contains 9 objects.

2.4. An sw e r: 1
2
(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)nn−k.

The number of ways to choose a cycle is equal to n(n−1)(n−2)...(n−k+1)
2k

: we choose the �rst
vertex of cycle, the second one and so on consequently, after that we take into account that it is
not important which vertex of the cycle is the �rst and what is the cycle direction. It remains
to count the number of unicyclic graphs containing cycle (n, n − 1, . . . , n − k + 1). Remove the
edge connecting n and n− k+ 1. The number of possible Pr�ufer codes for obtained tree is equal
to knn−1−k. Indeed, after n− k steps of Pr�ufer encoding the remaining part of the tree is exactly
the path n, n−1, . . . , n−k+ 1. Then the �rst n−k−1 elements of Pr�ufer code can be assigned
arbitrarily, (n − k)-th element is the number from n − k + 1 to n, and all other elements are
determined.

We took this problem from [3].

2.5. We took this problem from [5]. Attentive reader can also �nd it in [7]. Due to Pr�ufer code,
it seems to be almost a tavtology.

2.6. [7]. Pr�ufer's algorithm maps labeled trees to monomials xi1xi2 . . . xin−2 , which can be

�reduced� to the form xk11 x
k2
2 . . . xknn (where k1 + k2 + . . . + kn = n − 2). Thus the number of

di�erent codes is equal to the polynomial coe�cient (n−2)!
k1!k2!...kn!

.
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3 Results

3.1. We took this statement in [17]. For each labeled tree assign vertex n to be a root, then the
direction to the root is de�ned on each edge and the relation �ancestor�descendant' ' is given.
Now to each labeled tree with n vertices we put into correspondence an edge-labeled tree with n
vertices. For this we put the label i on each edge ij , where i is a descendant of j.

The obtained edge labeled tree allows us to recover the initial vertex labelling if we indicate
which vertex was a root and label it by n. Hence each edge labeled tree could be obtained in our
mapping from n di�erent labeled trees.

3.2. We took this problem in [3]. Let us count the number of rooted trees. Draw a tree on the
plane and draw an arrow on each edge towards the periphery. Now put a code into correspondence
to the tree: starting from the root move along the tree as if it is a system of walls on the plane.
If we move along the arrow write 1, if against write 0. We obtain a sequence of 2n − 2 zeroes
and ones. It is clear that each sequence determines at most one tree.

3.3. a) Cayleys theorem follows from problem 1.4 and the equality F n−1
n = 1.

c) Cayley's theorem follows from problem 1.7 and the equality T (n, k) =
(
n−2
k−1

)
(n− 1)n−k−1.

Indeed, the number of labeled trees is equal to the sum

n−1∑
k=1

T (n, k) =
n−1∑
k=1

(
n− 2

k − 1

)
(n− 1)n−k−1 =

n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(n− 1)n−2−k = ((n− 1) + 1)n−2.

b) In [18] Cayley's theorem is drived from problem 1.6 by means of generation functions and
Lagrange inverse formula, but may be elementary method exist.

d) Cayley's theorem is drived from problem 2.6 by the summation like in the polynomial
theorem ∑

k1+k2+...+kn=n−2
ki≥0

(n− 2)!

k1!k2! . . . kn!
= nn−2.

3.4. See [14, corollary 2.3].

3.5. We took this problem in [17, ï. 4.3].

3.6. See [14, corollary 3.1]. We can prove the statement by means of Pr�ufer code. At the end
of the Pr�ufer encoding we obtain two vertices from di�erent parts of the graph. Therefore the
code contains r− 1 labels from the �rst part and s− 1 labels from the second part and the total
numbers of codes equals rs−1sr−1.

3.7. a) S o l u t i o n 1. The statement is taken from [9] where it is proven by �ve di�erent ways.
We present the third proof in [9].

Applying the recursion from solution 1.8 and the �initial condition� ∆(n, k) = 1 for k = n−2,
we obtain

∆(n, k) = (2n− 4)
k

n− 2− k
∆(n, k+ 1) = (2n− 4)2

k(k + 1)

(n− 2− k)(n− 2− (k + 1))
∆(n, k+ 2) =

= . . . = (2n− 4)n−2−k
k(k + 1) . . . (n− 3)

(n− 2− k)(n− 2− (k + 1)) · · · 1
∆(n, n− 2) =

= (2n− 4)n−2−k
(n− 3)!

(k − 1)!(n− 3− (k − 1))!
∆(n, n− 2) = (2n− 4)n−2−k

(
n− 3

k − 1

)
.

By summing over all possible k and applying the binomial expansion we compute the number of

rooted triangle trees:
n−2∑
k=1

(
n−3
k−1

)
(2n− 4)n−k−2 = (2n− 3)n−3.

S o l u t i o n 2 (Pr�ufer code). We encode a labelled rooted triangle tree by a code similar to
Pr�ufer code.
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Figure 6. Example of the construction of code for the triangle tree (7b)(12)(8a)(7b)(8a)(4a).

Construction of the code by a tree. Let a triangle labelled rooted tree with rooted edge 1�2
be given. At �rst, given labelling of the vertices, de�ne a special labelling of edges. Draw arrows
on the edges by the same way as in solution of problem 3.7. Then each vertex has two outgoing
arrows (except the vertices of the root edge). If a vertex has label x, then label its outgoing edges
as xa and xb, where the endpoint of the edge xa has smaller label than the endpoint of the edge
xb. Denote the root edge by 1�2. Thus, our tree contains 2n− 3 edges with �uni�ed� names:

12, 3a, 3b, 4a, 4b, . . . , na, nb.

We write the code using new names of edges. Vertices of degree 2 we call leaves. In each step
we choose the leaf of the current triangle tree with maximal label, remove the chosen vertex and
write the name of its ancestor edge. In the last step the last vertex is connected with endpoints
of root edge 1�2, and we skip writing.

Recovering the tree by a code.
All the vertices x for which both edges xa and xb do not belong to the code are leaves. (The

vertices 1 and 2 are not the leaves by de�nition.) So looking at the code we can write the List
of leaves. In this list the vertex z with the largest label has been removed the �rst. Therefore
the �rst symbol in the code is the name of the edge-ancestor of z. Write the vertex z and its
edge-ancestor to the second list, call it the �List of triangles�, remove the �rst symbol from the
code, remove z from the List of leaves. Look at the (shortened) code once again, seek a new
vertices that become leaves and update the List of leaves. Now take the vertex with the largest
label and the �rst symbol in the code and so on.

At the end of this algorithm we obtain the List of triangles containing the sequence of vertices
with their edge-ancestors. Unlike the usual trees it is not easy to recover the triangle tree by
reading List of triangles from the beginning because the uni�ed name of an edge (xa or xb)
�hides� the labels of its endpoints. But if we start to read the List of triangles from the tail, it
can be done easily. Draw the root edge 1�2. And start the construction of the tree like in its
de�ntion. Vertex which is not contained in List of triangles should be appended to the tree the
�rst. In the next step the vertex y has the edge-ancestor with the name of the form xa or xb,
and since this edge has been already drawn, we know the labels of both its endpoints.

Why does the list always contain at least one leaf? The current code has n− 3− k positions
where k is the number of already considered positions. And the number of vertices that could
be a leaves is equal to n− 2− k (we subtract 2 because the vertices 1 and 2 are not leaves), that
is greater by 1.
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The code contains n−3 positions, the tree contains 2n−3 edges. Each edge can be written in
any position, so the number of codes is equal to (2n− 3)n−3. Since eaxctly one tree corresponds
to each code, and any tree determines a code, the number of rooted triangle trees coinsides with
the number of codes.

E x amp l e. Let n = 8 and the code is (7b, 1�2, 8a, 7b, 8a, 4a).

Number of step Current code List of leaves List of triangles
1 (7b, 1�2, 8a, 7b, 8a, 4a) 3, 5, 6, 9 9, 7a
2 (1�2, 8a, 7b, 8a, 4a) 3, 5, 6 6, 1�2
3 (8a, 7b, 8a, 4a) 3, 5 5, 8a
4 (7b, 8a, 4a) 3 3, 7b
5 (8a, 4a) 7 7, 8a
6 (4a) 8 8, 4a

List of triangles does not contain vertex 4, it implies that this vertex has been hung to the
edge 1�2 at the �rst step. So we draw the triangle with vertices 1, 2, 4. Then vertices 8, 7, 3, 5,
6, 9 have been hung to the edges 4a, 8a, 7b, 8a, 1�2, 7b correspondingly. Hang vertex 8 to the
edge 4a (i. e. to the edge 2�4) and so on. The obtained triangle tree is depicted in �g. 6.

b) Since the root edge of a triangle tree may be labelled by any pair of labels, not only 1�2,
and any of 2n− 3 edges in triangle tree may be chosen as the root, the relation holds(

n

2

)
Λn = (2n− 3)∆n.

3.8. This statement of J. D�enes is proven in [11] (lemma 3.15 and theorem 3.16).

3.9. Answer: knn−k−1(n− 2)(n− 3) . . . (n− k).
Similarly to problem 2.4. We can choose a path from the �rst vertex to the second in

(n− 2)(n− 3) . . . (n−k) ways. The number of Pr�fer codes for trees that contain this path equals
knn−k−1. We took this problem in [5, problem 5.93].

3.10. We took this problem in [17, p. 3.5].

3.11. [14, Corollary 3.3]. Let V1 = [r], V2 = {r + 1, . . . , r + s}, V3 = {r + s + 1, . . . , r + s + t}
and V = V1 ∪ V2 ∪ V3. Denote by F k

r,s,t the number of rooted tripartite forests on the vertex set
V consisting of k trees with roots 1, 2, . . . , k in which the vertex number r + 1 is a descendant
of vertex 1, and by F̄ k

r,s,t the number of rooted tripartite forests on the vertex set V with roots
2, 3, . . . , k + 1 in whcih the vertex number 1 is a descendant of vertex r + 1. We are interested
in the number of trees, i. e. F 1

r,s,t.

F 1
r,s,t =

(2)
(s+ t)r−1F r

r,s,t =
(3)

(s+ t)r−1F̄ r
r,s,t =

(4)

=
(4)

(s+ t)r−1(r + t)s−1F̄ r+s−1
r,s,t =

(5)
(s+ t)r−1(r + s+ t)(r + s)t−1.

(2) similarly to problem 1.5 for 2 ≤ k ≤ r we obtain the recurrent formula

F k−1
r,s,t = (s+ t)F k

r,s,t

and applying this formula several times we turn to the forest with r trees;
(3) apply the equality F r

r,s,t = F̄ r
r,s,t (forests in these sets di�er only by the choise of the root

for the tree containing vertex 1);
(4) for r + 1 ≤ k ≤ r + s− 1 we obtain the recurrent formula

F̄ k−1
r,s,t = (r + t)F̄ k

r,s,t
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and again similarly to problem 1.5 turn to the forest with r + s − 1 trees; The transition from
forests with roots 1, 2, . . . , r to forests with roots 2, 3, . . . , r+ 1 is caused by the condition that
in this recurrent equality the vertex number k has to belong to second part.

(5) the number of forests with large number of trees can be easily computed:

F̄ r+s−1
r,s,t = (r + s)t + t(r + s)t−1,

in the �rst summand the vertex 1 is a son of vertex r+1, and the remaining t vertices of the third
part can be connected with any of r + s vertices of the two other parts; in the second summand
the vertex 1 is a son of some vertex from the third part, and the remaining t−1 vertices similarly
connected with any of r + s vertices.

3.12. An sw e r: (2n)!/n!. Thus the number of plane labelled unrooted trees with n+ 1 vertices
is equal to 1

n+1

(
2n
n

)
. [14, Corollary 4.2].

3.13. An sw e r:
(
n
3

)
(3n− 8)n−5 èç [17].

a) The number of rooted tetrahedral trees may be counted by encoding similarly to the
number of rooted triangle trees.

Construction of the code by a tree. Choose the rooted triangle of the tree, for example,
triangle (1, 2, 3). The elements of code sequence are triangles (faces of tetrahedrons). Let vertex
x be hanged to the face with vertex labels a, b and c, where a < b < c, we call this face ancestor
of vertex x. Denote the face (x, a, b) by xα, (x, a, c) by xβ, (x, b, c) by xγ. Therefore, the faces
of all tetrahedrons are denoted xα, xβ, xγ, where x = 4, . . . , n, and the root face we denote by
(1, 2, 3). The tree has 3n− 8 faces. Any vertex of degree 3 we call a leaf of a tetrahedral tree. In
each step we remove the leaf with the largest labelr and write its face-ancestor. When the last
tetrahedron remains (4 vertices), we stop.

Construction of the tree by a code. Leaves are vertices of the tetrahedral tree with those
labels x ∈ {4, . . . , n}, for which the current code does not contain no one of the faces xα, xβ, xγ.

E x amp l e. Let n = 7 and the code is (4β, (1, 2, 3), 7α).

Number of step Current code List of leaves Hanged vertex
1 (4β, (1, 2, 3), 7α) 6, 5 6
2 ((1, 2, 3), 7α) 5, 4 5
3 (7α) 4 4
4 () 7 7

We read the list of hanged vertices in the reverse order and obtain that vertex 7 had been
hung to the face (1, 2, 3), vertex 4 had been hung to the face 7α = (7, 1, 2), vertex 5 to the face
(1, 2, 3), vertex 6 to the face 4β = (4, 1, 7) consequently.

The obtained tetrahedral tree is depicted in �g. 4.
Since the code contains n− 4 faces, we have in total (3n− 8)n−4 possible codes.

b) Since the root tringle of a tetrahedral tree can be labelled by any triple of labels, not only
1, 2, 3, and each of 3n− 8 triangles in a tetrahedral tree can be assigned as the root, the relation
holds: (

n

3

)
Λn = (3n− 8)∆n.
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4 Parking functions

4.1. This famous problem has been posed in [15].
Enlarge the parking lot by appending the (n+ 1)-th parking place, and enclose the street in

a cycle so that it leads from the (n + 1)-th place to the �rst one. For the enlarged street we
have exactly (n+1)n preference sequences (each of the n drivers independently prefers one of the
n+ 1 places). Now, for any preferences all the n drivers park successfully, and one parking place
remains free. The preference sequence satis�es the requirements of the initial problem if and only
if the (n + 1)-th place is remained free. Indeed, the fact that the (n + 1)-th place remains free
means that no one prefers it and no one drives by it seeking the free place for parking (in the
opposite case he had to park there and not to drive by). Therefore, in this case we can remove
the (n+ 1)-th parking place with the adjacent part of the road (i. e. return to initial problem),
without breaking the process of parking.

Partition all preference sequences for the cyclic parking lot into (n+ 1)n−1 groups consisting
of n + 1 sequences each: along with sequence (a1, . . . , an) we group all its cyclic shifts, i. e.
(a1 + 1, . . . , an + 1), (a1 + 2, . . . , an + 2), . . . , (a1 +n, . . . , an +n) (sums are taken modulo n+ 1).
Observe that each group contains exactly one preference sequence satisfying the requirement of
the initial problem, namely the sequence for which the (n+ 1)-th parking lot remains free.

Thus, the number of preferennce sequences is equal to the number of groups, i. e. (n+ 1)n−1.

4.2. It is more or less evident what happens when two consequitive cars change their order.

4.3. An sw e r: nn−1.
Similarly to the problem 4.1, we obtain that for the extended parking street the number of

all possible preference sequences is equal to (n+ 1)nn−1, because the �rst driver can have n+ 1
favourite places, and each next driver can have n favourite places. As in problem 4.1, each group
of n+ 1 sequences that di�er by a cyclic shift, contains one parking function only. We took this
problem from book [12].

4.4. An sw e r: (n+ 1−m)(n+ 1)m−1 sequences.
Solution from book [2, problem 96.54].
For every integer m, 0 ≤ m ≤ n, denote by N(n,m) the number of preference sequences for

m drivers which lead to successful parking (in particular, N(n, 0) = 1). We prove by induction
on n that N(n,m) = (n+ 1−m)(n+ 1)m−1 for all m. For n = 1 the statement is trivial.

Induction step (n−1)→ n. Let k drivers like parking places greater than 1 and m−k drivers
like the �rst place (0 ≤ k ≤ m). Those k drivers may be chosen in Ck

m ways. It is easily seen
that, given the preferences, success or unsuccess of parking does not depend on the order the
drivers arrive. So we can assume that the m− k drivers that like the �rst place arrive the latest.
Those m − k drivers can park for sure � they occupy the �rst m − k free places remainig after
parking of the �rst k drivers. Thus, success or unsuccess of the parking process depends only on
the preferences of the �rst k drivers (on n − 1 places). Therefore, after we have chosen those k
drivers there exist exactly N(n− 1, k) successful preference sequences. Thus,

N(n, k) =
m∑
k=0

(
m

k

)
·N(n− 1, k) . (1)

Apply the hypothesis of induction and transform:

N(n, k) =
m∑
k=0

(
m

k

)
(n−k)nk−1 =

m∑
k=0

(
m

k

)
nk−

m∑
k=1

k

(
m

k

)
nk−1 =

m∑
k=0

(
m

k

)
nk−

m∑
k=1

m

(
m− 1

k − 1

)
nk−1 =

=
m∑
k=0

(
m

k

)
nk −m ·

m−1∑
k=0

(
m− 1

k

)
nk = (n+ 1)m −m · (n+ 1)m−1 = (n+ 1−m) · (n+ 1)m−1 ,

as desired. We use here the trivial formula k ·
(
m
k

)
= m ·

(
m−1
k−1

)
and the binomial formulan for

expansions of (n+ 1)m and (n+ 1)m−1 in powers of n.
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4.5. Let b1, b2, . . . , bn be the preference sequence written in nondecreasing order. Then b1 =
b2 = . . . = bk = 1, 2 ≤ bk+1 ≤ bk+2 ≤ . . . . Note that preference sequence bk+1, bk+2, . . . , bn
allows n−k drivers park in the street with n−1 parking places (from 2-nd to n-th). The number
of such sequences is computed in the previous problem and is equal to k · nn−k−1. The number
of ways to choose k drivers that prefer to park at the �rst place is equal to

(
n
k

)
. Therefore, the

total number of parking functions for which k drivers want to park in the �rst place is equal to(
n
k

)
· k · nn−k−1 =

(
n−1
k−1

)
nn−k.

�In order to check� this result, sum up the obtained expressions over k:

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
nn−k = (n+ 1)n−1

(binomial expansion). We obtain the number of parking functions. That's good.

We see that the number of parking functions in this problem is the same as the number of
forests on set [n] consisting of k rooted trees (problem 3.4).

We present the bijection from [13] that gives the combinatorial proof of this fact. Let a tree
with n+1 vertices be given. Construct a queue of the breadth �rst search by this tree. At �rst
we add the root to the queue. Then in each step we remove the �rst vertex in the queue and add
its sons to the queue in increasing order of their numbers. And so on while queue is not empty.
Let Ai be the set of vertices added in i-th step (all these vertices are sons of some vertex), ai
be the number of elements of Ai. If in step i none of vertices had been added then Ai is empty.
Since the tree is a connected graph with n+ 1 vertices, the queue of the breadth �rst search for
it contains at least one element, while vertex n+ 1 is not removed, and the queue will be empty
when we will remove all n+ 1 vertices, that means that ai comply with restrictions:

a1 ≥ 1

a1 + a2 − 1 ≥ 1

. . .

a1 + a2 + . . .+ ak − k ≥ 1

a1 + a2 + . . .+ an+1 = n

We de�ne a parking function in the following way: elements of Ai be the numbers of cars that
prefer to park at i-th place. It can be proved that the described mapping is a bijection between
parking functions for n cars and trees with n+ 1 vertices.

4.6. It is su�cient to describe the inverse mapping, i. e. the rule that allows, given an arbitrary
sequence c = (c1, c2, . . . , cn−1) where all ci are remainders modulo n + 1, to construct a parking
function A = (a1, . . . , an) for which c is a sequence of di�erences. It can be easily obtained from
the solution of problem 4.1.

Ideed, if all the di�erences ci = ai+1 − ai (mod n + 1) are �xed, then there exist exactly
n+ 1 preference sequences with those di�erences for a cyclic parking street. In solution 4.1 those
(n + 1) sequences are united in one group and it is proved that exactly one parking function
belongs to this group. Obviously, that is what we wanted.

4.7. The sum counts all possible parking functions. In fact, to determine a parking function one
may start with choosing, for each parking place i, the number ki which shows how many drivers
like that place. Non negative integer numbers ki should comply with the following restrictions:

kn ≤ 1 since in the opposite case there exist two drivers who wish park in the last place, so
the parking will fail;

kn−1 + kn ≤ 2 since in the opposite case there exist three drivers who wish to park in two last
places, so the parking will fail;

and so on till the inequality k2 + . . .+ kn−1 + kn ≤ n− 1.
After numbers k2, k3, . . . , kn had been chosen, let k1 = n− k2 − k3 − . . .− kn and assign the

last k1 drivers to prefer the �rst place.
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It is easy to understand that the numbers k1, k2, . . . , kn satisfying the above restrictions
produce a parking function. Indeed, by problem 4.2 the success of the parking process does not
depend on the order in which cars enter. Let those who want to park in n-th place go �rst, then
those who want to park in (n − 1)-th place go after them, and so on. They will perfectly park
all cars.

It remains to observe that the number of ways to realize the set k1, k2, . . . , kn as a parking
functions is equal to the term under the summation sign.

4.8. S o l u t i o n 1 (from book [8, problem 5.49.f]). Let ki be the number of elements of sequence a
that are equal to i, in particular, kn = 0. The condition on a preference sequence to be a sure
parking function is equivalent to the following restrictions:

1) all partial sums of the sequence k1 − 1, k2 − 1, . . . , kn−1 − 1 are positive;

2)
n−1∑
i=1

(ki − 1) = 1.

L emma. For any �nite integer sequence with sum 1 there exists a unique cyclic permutation
such that all its partial sums are positive.

The proof of the lemma is left to the reader.

Obviously, in the sure preference sequence all ai are numbers from 1 to n− 1. If we take an
arbitrary sequence of n numbers from [n − 1], then then numbers ki de�ned by this sequence
satisfy the condition 2), but, generally speaking, do not satisfy the condition 1). But by the
lemma this sequence has a cyclic permutation (exactly one) satisfying the �rst condition!

Therefore, the number of sure parking functions is n−1 times less then the number of elements
of [n− 1]n.

S o l u t i o n 2 (direct computation). Consider an arbitrary sure parking function, let k drivers
want to park at the �rst place for this function (2 ≤ k ≤ n). We give a red hat to one of them
and remove him. The preferences of the remaining drivers form a usual (not necessarily sure)
parking function in the street with n− 1 parking places and k − 1 drivers that prefer to park in
the �rst place. So, to obtain a parking function for which k drivers want to park in �rst place,
we have to choose one driver in hat (n ways) and assign prefernces to others (by problem 4.5 it
can be done by (n − 1)k

(
n−2
k−2

)
ways). As a result we obtain not just a parking function, but a

parking function such that one of k drivers pretending on the �rst parking place wears a red hat.

Thus, the total number of parking functions is expressed by the sum
n∑

k=2

n
k
· (n − 1)n−k

(
n−2
k−2

)
. It

remains to check the identity

n∑
k=2

n

k
· (n− 1)n−k

(
n− 2

k − 2

)
= (n− 1)n−1.

Transform the left hand side of the expression: replace the summation index k by i = n − k,
apply the equality n

n−i ·
(
n−2
i

)
(n − 1) = (n − 1 − i)

(
n
i

)
and after that split each summand as a

di�erence of two terms:

n∑
k=2

n

k
· (n− 1)n−k

(
n− 2

k − 2

)
=

n−2∑
i=0

n

n− i
·
(
n− 2

i

)
(n− 1)i =

n−2∑
i=0

(n− 1− i) ·
(
n

i

)
(n− 1)i−1 =

=
n−2∑
i=0

(
n

i

)
(n− 1)i −

n−2∑
i=0

(
n

i

)
· i(n− 1)i−1.

By the binomial formula the �rst sum is equal to

nn −
(
n

n

)
(n− 1)n −

(
n

n− 1

)
(n− 1)n−1. (2)
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For the second sum observe that the 0-th summand vanishes, apply formula
(
n
i

)
· i = n

(
n−1
i−1

)
, and

after that apply the binomial formula:

n−2∑
i=0

(
n

i

)
·i(n−1)i−1 = n

n−2∑
i=1

(
n− 1

i− 1

)
(n−1)i−1 = n

(
nn−1−

(
n− 1

n− 1

)
(n−1)n−1−

(
n− 1

n− 2

)
(n−1)n−2

)
.

(3)
It remains to note that the di�erence of expressions (2) and (3) is equal to (n− 1)n−1.

4.9. Take an arbitrary parking function. Let b1, b2, . . . , bn+1 be a sequence of numbers of
preferred places, written in increasing order. The success of the parking process means that the
following inequalities hold: b1 ≤ 1 (and hence b1 = 1), b2 ≤ 2, . . . , bn+1 ≤ n+ 1.

Choose the largest k, 0 ≤ k ≤ n, such that bk+1 = k + 1. Then the preference sequence b1,
. . . , bk is a parking function for the street with k parking places, and the sequence bk+1 − k,
bk+2− k, . . . , bn+1− k is a sure parking function for the street with n+ 1− k parking places. (It
is a sure function due to maximality of k.)

Thus, in order to construct an arbitrary parking function in the street with n + 1 parking
places, one may choose an arbitrary k, choose arbitrary k drivers (in

(
n+1
k

)
ways), assign one of the

Pk parking functions for their preferences, and assign one of the (n−k)n−k sure parking functions
to determine the preferences of the other n + 1 − k drivers. Thus, we obtain a combinatorial
interpretation of the formula under consideration.

4.10. Similarly to problem 4.7, the formula counts the number of sure parking functions for the
parking lot of length n.

4.11. In [10] this formula is proved by a complicated bijection with the set of labelled trees. We
prove it similarly to the previous problem.

Say that an enchanced parking function is a parking sequence (a1, . . . , an) in which all the
elements which equal 1 are numbered. For example, (1

1
, 2, 1

2
, 3, 3) and (1

2
, 2, 1

1
, 3, 3) are two di�erent

enchanced parking functions (for n = 5). We denote by N∗(n) the number of enchanced parking
functions for the parking lot of length n.

By arguments as in problem 4.7 we obtain that the sum counts the number of enchanced
parking functions. It remains to check that N∗(n) = nn.

Consider an enchanced parking sequences in which k drivers like NOT the �rst place, and
n − k drivers prefer to park in the �rst place. Similarly to problem 4.5we conclude that the
number of such sequences equals n!

k!
N(n − 1, k). Then the total number of enchanced parking

functions is given by the formula similar to formula (1):

N∗(n) =
n∑

k=0

n!

k!
·N(n− 1, k) =

n∑
k=0

n!

k!
· (n− k)nk−1.

That is a telescoping series, it is equal to nn.

5 Inversions on trees and de�ciencies of parking functions

5.1. Both statements are inspired by [16].
a) Consider an arbitrary labelled tree with n vertices. Let n�u be the �rst edge on the path

from vertex n to vertex 1 (the case u = 1 is possible). Remove this edge, the tree breaks up into
the two trees An and A1. Vertex u is singled out in tree A1 in a natural way, i. e. we consider
this tree as rooted. Let tree A1 have k + 1 vertex, 0 ≤ k ≤ n − 2. Then tree An has n − k − 1
vertices. Obviously, the labelled forest (An, A1) is uniquely de�ned by the initial labelled tree
with n vertices.

Now we demonstrate how the inverse mapping is constructed. For all k, 0 ≤ k ≤ n − 2,
choose vertices for tree A1. Since vertex 1 has to be in tree A1, and vertex n has to be in tree
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An, we need to choose k vertices from the elements of set [n], except 1 and n. This can be done
in
(
n−2
k

)
ways; the other n − k − 1 vertices belong to tree An. Then construct trees A1 and An

themselves, it can be done in (k + 1)Tk+1 and Tn−k−1 ways, respectively. Finally, we need �to
fasten� the trees, so we need to draw an edge connecting vertex n with the root of tree A1. We
obtain a combinatorial interpretation of the k-th summand on the right hand side of the identity:
it is equal to the number of spanning trees on set [n] consisting of exactly two trees such that
one tree contains k + 1 vertices (including vertex n), and the other tree is rooted and contains
vertex 1.

b) Consider an arbitrary parking function a = (a1, a2, . . . , an+1) for a street with n+1 parking
places. Let drivers enter the street in increasing order of their numbers, and assume that the
last of them parks on place k. Fix the preferences of the �rst n drivers and try to increase the
preference of the last driver as much as posiible, i. e. �nd a maximum value of an+1 for which
the sequence (a1, a2, . . . , an+1) is a parking function. It is clear that:

� this maximum value is an+1 = k,
� none of the other drivers prefers the k-th place, and
� no one of those who found his favourite place occupied drives by the k-th place.

It follows that exactly k − 1 drivers prefer the places from 1-st to the (k − 1)-th, and exactly
n+1−k drivers prefer the places from the (k+1)-th to the (n+1)-th. Let ã = (a1, a2, . . . , an, k),
call this sequence the enlargement of the sequence a.

Obviously, for any ` ≤ k the sequence (a1, a2, . . . , an, `) is a parking function, and all k such
parking functions (and only them) have the same enlargement function ã.

How to construct a sequence ã? The last driver is singled out from the beginning. We need
to choose k − 1 drivers who will park in the �rst k − 1 places (

(
n

k−1

)
ways) and assign them a

parking function (Pk−1 ways). Then we need to assign a parking function for those who park
in the places after the k-th (Pn−(k−1) ways). So, there are

(
n

k−1

)
Pk−1Pn−(k−1) ways to choose a

sequence ã. Remembering that ã is the enlargement sequence for k di�erent parking functions,
we conclude that the number of parking functions Pn+1 is computed by the formula

Pn+1 =
n+1∑
k=1

(
n

k − 1

)
kPk−1Pn−(k−1).

5.2. Answer: F ∗n(x) =
n∑

k=0

(
n
k

)
Fk(x)Fn−k(x).

5.3. Both statements are from [16]. These recursions are detailed versions of the recursions from
problem 5.1.

a) Note that in the de�nition of inv(T ) the labels of vertices can be considered as arbitrary
real numbers. Besides that, let us demand that the root has no contribution to the number
inv(T ), therefore the number inv(T ) does not depend on the root label.

We give a useful de�nition. Consider a labelled rooted tree T on set [`] and �x a set of
numbers S = {s1, s2, . . . , s`}. De�ne a collection consisting of ` rooted trees T1, T2, . . . , T`, such
that the vertices of each of them are labelled by the elements of set S. Tree Ti is obtained from
tree T by replacing its labels by labels from set S in the following way. The root of tree T has
some label, replace it by label si. Arrange the other elements of the set S in increasing order
and place them in unrooted vertices of tree T in the same way �as it has been done in tree T �:
the smallest label is put at vertex 1, the next label is put at vertex 2, etc. Is is evident that the
numbers of inversions in all trees in this collection coincide. Call the set of trees of this collection
equally-inversional to each other.

Now return to the solution. Append the inversion counting to the reasonings of solution
5.1 a). In order not to change notations, we will prove the required relation with n replaced with
n− 2 (recall that polynomial Fn is generated by the set of forests with n+ 1 vertices):

Fn−1(x) =
n−2∑
k=0

(
n− 2

k

)
(xk + xk−1 + . . .+ 1)Fk(x)Fn−k−2(x).
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So in solution 5.1 a) all possible labelled trees are in one to one correspondence with forests
(An, A1). To de�ne forest (An, A1), we need to choose k vertices for tree A1 from all elements of
set [n] except 1 and n, (we have

(
n−2
k

)
ways, the other n − k − 1 vertices automatically belong

to tree An) and construct trees A1 and An themselves (the tree A1 is rooted). Then we �fasten�
trees by drawing an edge that connects vertex n with the root of tree A1.

To count the inversions, �x trees An and A1 and group in one cluster the k + 1 forests of the
form (An, A), where A ranges over the set of rooted trees which are equally-inversional to tree A1.
The number of inversions in each tree T ∈ Tn obtained in this way is equal to inv(An)+inv(A)+δA,
where the correction term δA equals the number of inversions of the root vertex of A with other
vertices of A (being the root of tree A, it does not participate in the counting of the value inv(A),
but after fastening the trees it participates). As we noted, inv(A) = inv(A1) for all trees A that
are equally-inversional to tree A1. As for the term δA, it is clear that it takes each of the values
0, 1, 2, . . . , k exactly once, as A runs over the set of all trees that are equally-inversional to
tree A1.

Each forest (An, A) of our cluster determines summands xinv(An), xinv(A) in the enumerators
Fn−k−2(x), Fk(x). The exponent of their product xinv(An)+inv(A) equals the number of inversions of
the obtained graph without taking into account the correction term. Summing the contributions
of the trees that are equally-inversional to tree A1 we obtain the expression

(xk + xk−1 + . . .+ 1)xinv(An)+inv(A),

which equals the sum of monomials of the enumerator Fn−1(x) for the trees generated by our
cluster. Summing over all clusters we obtain the required formula.

b) We append the de�ciency counting to the reasonings of solution 5.1 b). In that solution the
set of parking functions is partitioned into clusters. A cluster generated by a parking function
a = (a1, a2, . . . , an+1) consists of all parking functions (a1, a2, . . . , an, i) where 1 ≤ i ≤ k, and k is
the maximal possible preference of (n + 1)-th driver for which the sequence (a1, a2, . . . , an, k) is
a parking function.

For counting all possible parking functions with given parameter k we consider all possible
functions a′ for those drivers who park in the �rst k − 1 places, and all possible functions a′′ for
those who park in the last n− (k − 1) places. Roughly speaking, the de�ciency of these parking
cases is equal to D(a′) and D(a′′), and in the language of enumerators it equals xD(a′) and xD(a′′).
As for the (n + 1)-th driver who parks in the k-th place for all functions of our cluster, his
contribution to the whole de�ciency for functions of our cluster takes each of the values 0, 1, 2,
. . . , k exactly once. Thus, the total de�ciency of parking functions from one cluster is expressed
by (xk−1 +xk−2 + . . .+1)xD(a′)xD(a′′). Summing over all clusters we obtain the required formula.

5.4. See [19].
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амощени: подстановки и декорации.
Алексей Белов-Канел, Пер Гийон, Ил Иванов-Погодаев, Иван Митрофанов

Этот проект посвщен амощеним на плоскости. Обычно, когда плитками несколких типов удаетс
амостит плоскост, реч идет о амощении, структура которого периодически повторетс. Более строго:
амощение наываетс периодическим если оно переходит в себ при сдвиге на ненулевой вектор. Китайский
математик Хао Ванг в 1961 году поставил следущу адачу:

Рассмотрим единичные квадраты, стороны которых раскрашены в конечное мноество цветов, ка-
да в один цвет. Пуст выбрано несколко типов таких квадратов. Рарешаетс прикладыват квадраты
друг к другу сторонами, покрашенными в один цвет. Допустим, моно исполоват неограниченное ко-
личество квадратов выбранных типов. Верно ли, что если моно амостит плоскост, то это моно
сделат периодическим способом?

Иначално Ванг предполагал, что ответ полоителный, то ест, если какое-нибуд амощение суще-
ствует, то ест и периодическое. Но в 1966 году Роберт Бергер (ученик Ванга) построил набор, состощий
и 20426 квадратов, которым моно амостит плоскост толко непериодически. Поднее Бергер сократил
число плиток до 104, а в 1971 году Рафаэл Робинсон начително упростил конструкци, представив набор
и 6 многоуголников, которыми моно амостит плоскост толко непериодически.

Рис. 1. Набор плиток Робинсона.

Эта адача имеет философску подоплеку. Реч идет о том, моно ли добитс некоторого глобалного
свойства (непериодичности) облада локалными средствами (цветовыми правилами примыкани). Вообще
подобные постановки воникат часто: например, как органиоват работу вычислителной сети, чтобы
локалный сбой не нарушал глобалной работы. Или как локалное ваимодействие молекул приводит к
формировани кристаллов.

В рамках этого проекта мы будем постепенно осваиват методы, чтобы решат такие адачи, в раных
постановках. Основной адачей первой части проекта будет построение набора многоуголников, которыми
моно амостит плоскост толко непериодическим способом (B10). По сути, эта адача сводитс к по-
строени системы локалных правил (граничных условий, определщих, когда моно ставит квадратные
плитки рдом, а когда нел). Построение такого набора исполует несколко приемов, которым посвщены
предварителные адачи.

A. Одномерный случай

Рассмотрим бесконечну в обе стороны ленту, состощу и клеток – одинаковых квадратов. Будем рас-
ставлт буквы и конечного алфавита, по одной в каду клетку. Клетку с буквой внутри будем наыват
плиткой.

амощением будем наыват расстановку букв алфавита во всех клетки ленты. Периодическими будем
наыват такие амощени, которые переходт в себ при сдвиге на целое ненулевое расстоние p. При
этом, как легко видет, его моно описат как периодическое повторение какой-то комбинации и p плиток.
Комбинаци и p плиток – это период амощени, а число p – это длина периода.

апретом или апрещенным словом или локалным правилом будем наыват комбинаци и несколких
соседних плиток. Мы будем интересоватс амощеними, внутри которых не встречаетс ни один и апре-
тов. В аписи удобно плитки аписыват буквами конечного алфавита, а апреты – словами. амощени, в
которых не встречаетс ни один и апретов, наыватс рарешенными. В далнейшем мы всегда будем
предполагат, что локалных правил конечное число.

амощени, переходщие друг в друга при сдвиге, будем считат эквивалентными или одинаковыми. В
далнейшем мы не будем раличат такие амощени.
A1 Рассмотрим алфавит {0, 1}, причем слово 01 апрещено. сколко существует неэквивалентных рарешён-

ных амощений?
1



A2 Покаите, что дае дл двух букв существует амощение, не влщеес периодическим.
A3 Придумайте конечну систему апретов в алфавите {a, b, c}, чтобы рарешенным было толко периоди-

ческое амощение c периодом abc.
A4 Существует ли система апретов в алфавите {0, 1} така, что рарешенных неэквивалентных амощений

ровно сто?
A5 Пуст A некоторое конечное слово. Докаите, что существует конечна система апретов, така что

единственным рарешенным амощением будет периодическое с периодом A.
A6 Пуст A некоторое непериодическое амощение. Докаите, что не существует конечной системы апре-

тов, дл которой единственными рарешенными амощеними будут A и эквивалентные ему.
A7 Пуст имеетс n букв. Пуст кадый апрещенное слово имеет длину 2, и всего их k, причем рарешен-

ных амощений не существует. Дл какого минималного k это вомоно?

B. Плоский случай: локалные правила и подстановки

Выводы и одномерного случа. апрет в одномерном случае играет рол локалного услови. Ком-
биниру локалные услови мы хотим добитс глобалного свойства. Но в одномерном случае конечное
число апретов не дает вомоности получит толко непериодические амощени.

Перейдем к двумерному случа. Сначала еще ра афиксируем основные понти и определени.

Рассмотрим клеточну плоскост и будем аписыват в каду клетку одну и букв конечного алфавита
L, будем наыват его алфавитом плиток. Пуст в кадой клетке аписана одна и букв алфавита. Тогда
адана расстановка букв в клетках. Таку расстановку будем наыват амощением.

По аналогии с одномерным случаем, амощение наываетс периодическим, если оно переходит в себ при
сдвиге на ненулевой целочисленный вектор (a, b).

Эквивалентност амощений. Определение. Рассмотрим два амощени бесконечной плоскости S1

и S2. Допустим, одно и них моно сдвинут на целочисленный вектор и получит другое. В этом случае
будем считат, что S1 и S2 эквивалентны. амечание. Все амощени конечной фигуры считатс неэкви-
валентными.

Локалные правила. Определение. Пуст n – натуралное число, не меншее 2. Рассмотрим мное-
ство всех квадратов n×n, состощих и наших букв-плиток. Иначе говор, это мноество – Ln2

(мноество
конечных наборов и n2 букв в алфавите L). Рассмотрим в этом мноестве некоторое конечное подмное-
ство M . То ест, M – это несколко квадратов n×n, составленных и букв алфавита L. Эти квадраты будем
наыват апрещенными или локалными правилами, число n – рамер локалного правила. амощение
наываетс рарешенным, если в нем не встречаетс апрещенных квадратов.

адава раличные локалные правила, мы моем в какой-то степени управлт рарешёнными амоще-
ними. Рассмотрим несколко примеров.

B1 Пуст алфавит плиток состоит и двух букв. Постройте локалные правила, чтобы рарешенным амо-
щением была толко шахматна раскраска.

B2 Пуст в алфавите две буквы 0 и 1, восем квадратов 2 × 2 апрещены (см. рисунок ние). Сколко
существует рарешенных амощений прмоуголника m× n?
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B3 Пуст в алфавите {0, 1} апрещены те е квадраты 2 × 2, что и в предыдущей адаче, а кроме того
апрещён один квадрат с единицами на главной диагонали. Опишите все неэквивалентные рарешенные
амощени плоскости.
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B4 Пуст в алфавите четыре буквы, и рарешенными квадратами 2×2 влтс квадраты с четырм ра-
ными буквами. Осталные квадраты апрещенные. Сколко существует рарешенных амощений пр-
моуголника m× n?

B5 Пуст алфавит плиток состоит и двух букв. Пуст адано k апрещенных блоков 2× 2 так, что нет ни
одного рарешенного амощени. Какое минималное k моет быт?

B6 Пуст в плиточном алфавите {0, 1} адано некоторое мноество локалных правил, причем картинка
на рисунке влетс рарешенной (осталные клетки, кроме девти, аполнены нулми.) Докаите, что
существует еще бесконечное мноество неэквивалентных меду собой рарешенных амощений.



0 1 0
1 0 1
1 1 1

Эта адача покаывает, что не всегда 1 получаетс с помощ локалных правил адат одно конкрет-
ное амощение. Но если нел адат одно, моет быт моно адат некоторое мноество в чем то
похоих друг на друга амощений? Будем говорит, что мноество амощений адаетс некоторыми
локалными правилами, если рарешенными амощеними при таких правилах будут толко амощени
и этого мноества.

B7 Рамкой наовём фигуру, состощу дл некоторых m,n > 1 и 2(m + n) − 4 граничных клеток прмо-
уголника m×n. Наовём раскраску красивой, если единицы стот на обединении какого-то (конечного
или бесконечного) мноества рамок, а в осталных клетках стот нули. Пуст адано конечное мноество
локалных правил, и все красивые раскраски клетчатой плоскости влтс рарешёнными. Докаите,
что ест бесконечно много неэквивалентных рарешённых раскрасок, не влщихс красивыми.

B8 Пуст аданы некоторые локалные правила и, в соответствии с этими правилами, дл лбого поло-
ителного r плитками моно амостит област, вклчащу круг радиуса r. Докаите, что тогда
моно амостит и вс плоскост.

С помощ локалных правил моно получат доволно слоные амощени. Например, с помощ
них моно добитс того, чтобы все рарешенные амощени были непериодичны. Срау это адачу будет
решит слоно, мы рекомендуем вернутс к ней в цикле C, после освоени дополнителных методов.
B9* Придумайте локалные правила такие, чтобы все рарешенные амощени были непериодичны.

B10* Постройте конечный набор многоуголников, которыми моно амостит плоскост толко непериоди-
чески. Многоуголники друг к другу моно прикладыват как угодно, моно поворачиват и перево-
рачиват, но они не долны перекрыватс.

Определение. Пуст кадому символу алфавита сопоставлен квадрат k × k и символов того е алфа-
вита. Такое соответствие будем наыват подстановкой.

Если ест подстановка σ и амощение A какой-то области (конечной или бесконечной), то моно получит
новое амощение σ(A). Дл этого каду плитку мы аменем на соответствущий квадрат k × k. Если
начат с одной плитки и примент подстановку несколко ра, мы получим болшой квадрат.

Определение. Пуст адана некотора k × k подстановка σ. Пуст таке амощение плоскости моно
рабит вертикалными и горионталными прмыми на квадраты k × k так, что кадый квадрат k × k
леит в обрае σ (то ест кадый квадрат влетс σ(A) дл некоторой буквы A). апишем вместо ка-
дого квадрата σ(A) букву A. Полученное амощение будем обоначат как σ−1(S). Если σ−1(S) определено
одноначно, будем говорит, что в амощении S вомоен переход к прообрау σ−1(S). амощение будем
наыват бесконечно декодируемым относително подстановки σ, если переход к прообрау моно провести
лбое число ра.

1
1 1 1
1 0 1
1 1 1

0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

B11 Рассмотрим подстановку как на рисунке. Бесконечно декодируемое амощение дл неё наываетс ковром
Серпинского.

a) Докаите, что ест бесконечно много попарно неэквивалентных ковров Серпинского.
b) Докаите, что все ковры Серпинского кроме одного влтс непериодичными амощеними.
c) адаётс ли мноество ковров Серпинского локалными правилами?

Если мы хотим адат с помощ локалных правил бесконечно декодируемые амощени, логично по-
требоват, чтобы подстановка переводила рарешённые амощени в рарешённые.

Определение. Будем говорит, что подстановка согласована с локалными правилами рамера k, если
1) дл лбой буквы A, квадрат σ(A) влетс рарешенным;
2) если X – рарешенный квадрат 2× 2, то квадрат σ(X) содерит толко рарешенные квадраты k × k.

B12 Пуст аданы локалные правила R, причем k = 2, то ест все апрещенные квадраты рамера 2 × 2.
Пуст некоторый квадрат A рамера N ×N влетс рарешенным, то ест не содерит апрещенных
квадратов 2×2. Пуст подстановка σ согласована с R. Докаите, что квадрат σ(A) таке рарешенный.

1на самом деле, дл непериодических амощений – никогда, и пое мы это докаем



B13 Пуст подстановка σ согласована с локалными правилами рамера 2. Докаите, что существует раре-
шенное амощение.

B14 Рассмотрим подстановку σ. Верно ли, что существует амощение S, дл которого верно σ(S) эквивалент-
но S? Придумайте достаточные услови на σ, чтобы такое амощение существовало.

C. Примеры непериодичности

Итоги после циклов A и B. Мы хотим найти такое мноество амощений, которое с одной стороны
адаётс локалными правилами, а с другой стороны – содерит толко непериодичные амощени. В одно-
мерном случае такого мноества не бывает (почему?). Самые простые ивестные нам двумерные примеры –
это бесконечно декодируемые относително подстановки амощени.

Подходит не лба подстановка.
C1 a) Приведите пример такой подстановки, что все бесконечно декодируемые амощени непериодичны,

но мноество бесконечно декодируемых амощений не адаётс локалными правилами.
b) Приведите пример такой подстановки, что все бесконечно декодируемые амощени периодичны.

Искат подходщие подстановки проще не с нул, а в некотором смысле улучша не подходщие.

Переход к другому алфавиту. Декорации. Пуст адан алфавит плиток a, b, c . . . . Мы моем вве-
сти конечное число дубликатов (оттенков) дл кадой буквы и рассмотрет расширенный алфавит плиток
a1, . . . ak, b1, . . . bk, c1, . . . ck, . . . . Будем тепер вводит локалные правила дл расширенного алфавита. После
этого моно рассмотрет рарешенные амощени и игнорироват введенные оттенки. Такой прием наыва-
етс введение декораций.

Определение. Пуст адана подстановка σ1 в алфавите A2 и σ2 в алфавите A2. Подстановку σ2 будем
считат декорацией дл σ1, если выполнены следущие услови:

1) существует функци f , определенна на A2, со наченими в A1;
2) если σ2(a) = M – квадрат, составленный и букв алфавита A2, то σ1(f(a)) = f(M).
Функци f моно понимат как абывание оттенка у цвета, а f(M) – это квадрат того е рамера, что

и M , но и основных цветов бе оттенков.

Основной нашей адачей будет докаателство того, что аданну подстановку моно декорироват так,
чтобы мноество бесконечно декодируемых амощений адавалос локалными правилами.

Дл начала мы раберем некоторые поленые частные случаи. Пуст адана подстановка σ. Если A –
буква алфавита, то σ(A) - квадрат 2× 2 и четырех букв алфавита (куда отобрааетс A). Будем считат,
что раные символы отобраатс в раные квадраты 2× 2.

Раделение обраов. Определение. Определим отобраение σUL, сопоставлщее символу A левый
верхний угол квадрата σ(A). Аналогично определим отобраени σDL, σUR, σDR. Будем считат, что подста-
новка обладает свойством раделени обраов, если кадый символ алфавита присутствует в обрае ровно
одного и этих четырех отобраений.
C2 Приведите пример подстановки с раделением обраов.

Свойство раделени обраов помогает нам при конструировании локалных правил. Сначала постараем-
с добитс цели дл частного случа – какой нибуд подстановки. После этого, попробуем раобратс с
подстановками с раделением обраов. И уе потом перейдем к общему случа.

Иде построени. Дл начала попробуйте раскрашиват ребра квадратов в раличные цвета и форму-
лироват локалные правила в терминах сочетаний этих цветов. Основна цел – добитс того, чтобы лбое
рарешенное амощение поволло себ декодироват, то ест переходит к предыдущему уровн иерархии.
Такой переход к предыдущему уровн и осуществлет подстановка.
C3 Придумайте каку нибуд подстановку σ и локалные правила, такие, что лбое рарешенное амощение

S допускает переход к прообрау σ−1(S) и амощение σ−1(S) таке влетс рарешенным. Докаите,
что вское рарешенное амощение влетс непериодичным.

C4 Пуст адана 2 × 2 подстановка σ с раделением обраов. Пуст таке аданы локалные правила,
что лбое рарешенное амощение S допускает переход к прообрау σ−1(S) и амощение σ−1(S) таке
влетс рарешенным. Докаите, что вское рарешенное данными локалными правилами амощение
влетс непериодичным.

C5 Пуст адана 2× 2 подстановка σ с раделением обраов. Докаите, что дл некоторой декорации под-
становки мноество бесконечно декодируемых амощений определетс локалными правилами.

C6 Пуст адана 3× 3 подстановка σ с раделением обраов. Докаите, что дл некоторой декорации под-
становки мноество бесконечно декодируемых амощений определетс локалными правилами.



C7 Пуст адана 2 × 2 подстановка σ, не обателно с раделением обраов. Докаите, что дл некото-
рой декорации подстановки мноество бесконечно декодируемых амощений определетс локалными
правилами.

D. Раличные формалимы и перевод непериодичности на другие ыки.

адачи о амощени моно формулироват на раных ыках (формалимах). Иногда бывает полено,
получив продвиение в какой-то одной постановке, перевести ее на другу.

Формалим Ванга. Када плитка – единичный квадрат. Када сторона квадрата раскрашена в один
и конечного мноества цветов. Квадраты моно прикладыват друг к другу, совмеща стороны одного
цвета.

a b
b

a
a b
b

a
b b
a

a
a b
b

a
a b
b

a

Формалим дополнщих цветов. Када плитка – единичный квадрат. На сторонах кадого квад-
рата написаны ненулевые целые числа и конечного набора, которые моно нават цветами. Квадраты
моно прикладыват друг к другу, совмеща стороны, на которых написаны противополоные числа.

1 2
-2

1
1 2

-2

1
-2 2

-2

1
1 2

-2

1
-1 2

-2

1

Иногда считат, что вместе с плиткой в наборе ест и повернута на 90 градусов плитка. В этом случае
говорт, что плитки моно поворачиват.

Рассмотрим плитку A с цветами (a1, a2, a3, a4) по часовой стрелке. Перевернутой плиткой будем наыват
плитку с цветами (−a3,−a2,−a1,−a4) против часовой стрелки. Если дл кадой плитки в наборе ест и ее
перевернута плитка то говорт, что плитки моно переворачиват.

Определение. Будем наыват набор апериодическим (в каком-либо формалиме), если с его помощ
моно амостит плоскост толко непериодически.
D1 Докаите, что формалимы Ванга и дополнщих цветов эквивалентны, то ест если ест непериоди-

ческий набор в одном формалиме, то ест соответствущий ему непериодический набор в другом.
D2 Наовем многоуголник квадратно-составленным, если он представлет собой фигуру полимино, со-

ставленну и единичных квадратов (свну и бе дыр внутри). Постройте апериодический набор и
квадратно-составленных многоуголников, которые моно поворачиват и переворачиват.

D3 Рассмотрим формалим дополнщих цветов, причем плитки моно поворачиват и переворачиват.
a) Моет ли набор быт апериодичным?
b) Пуст тепер по-пренему плитки рарешаетс прикладыват по правилам дополнщих цветов,

но перевернутые плитки не могут имет общу сторону. Докаите, что существует апериодический
набор.



Замощения: подстановки и декорации. Решения.

A. Одномерный случай

A1 Ответ: 3. Понятно, что замощерия из всех одинаковых букв (единиц или нулей) подходят. Если в
замощении есть и 1, и 0, то должны быть соседние 1 и 0, причём 1 стоит слева. Далее понятно, что левее
единицы могут стоять только единицы, а правее нуля – только нули.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

A2 Примеров очень много. Например, если в одной клетке стоит 0, а в остальных – единицы, то при любом
сдвиге этот ноль перейдёт в единицу.

1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

A3 Предлагаем убедиться, что если запретить слова aa, ac, ba, bb, cb и cc, то у любой буквы однозначно
определяются оба соседа и получается именно то, что нам нужно.

A4 Ответ: да. Например, можно ввести такие запреты, чтобы разрешёнными были периодические замо-
щения с периодами 01, 001, . . . , 01001. Запретим слова 11, 0101, а также 100 · 99 слов вида 10a10b1 при
всевозможных неравных a и b от 1 до 100.
Первые два запрета вынуждают, чтобы между двумя соседними единицами было от 1 до 100 нулей.
Остальные запреты гарантируют, что слева и справа от любой единицы подряд идущих нулей поровну.

A5 Напомним, что циклическим сдвигом слова a1a2 . . . an называется любое из слов ai+1ai+2 . . . ana1a2 . . . ai
при 0 6 i < n (то есть то, что получится, если отрезать начало длины i и переставить в конец).
Пусть длина слова A равняется n, а в алфавите k букв. Всего есть kn слов длины n, запретим из них
все, не являющиеся циклическими сдвигами A.
Во всех циклических сдвигах A поровну букв каждого вида, поэтому в любом разрешённом замощении
плитки на расстоянии n обязаны совпадать, то есть разрешённое замощение периодично с длиной периода
n. Если периодом является какой-то циклический сдвиг A, а значит, и A тоже является периодом.

A6 Покажем, что для любой конечной системы запретов, для которой есть хотя бы одно разрешённое замо-
щение полосы, найдётся и периодическое замощение. Пусть N – длина наибольшего из запретов. Возьмём
какое-нибудь разрешённое замощение и найдём в нйм два непересекающихся блока длины N , обозначим
их U , а часть между ними обозначим W .

. . . U W U . . .

Тогда замощение с периодом UW разрешено. В самом деле, все прямоугольники длины не больше N
встречаются и в исходном замощении (а значит, не содержат запрещённых), а запретов длинее N у нас
нет.

. . . W U W U W . . .

A7 Ответ: n(n+ 1)/2.
Пример: Пусть алфавит состоит из чисел от 1 до n и запрещены слова ab при a > b. Тогда не получится
замостить кусок длинее n, ибо при движении слева направо каждая слебующая буква должна быть
больше предыдущей.
Оценка: Запреты длины 2 – это ограничения на то, какие плитки-буквы могут быть соседними. Нарисуем
полный ориентированный граф на n вершинах (с петлями):

a

b c

aa

ab ac

ba

bc

bb cc

ca
ca

Каждый запрет длины 2 убирает в этом графе одно ребро. Легко понять, что если остался хотя бы
один цикл, то бесконечный путь по этому циклу – это разрешённое периодичное замощение.

1



Теперь покажем индукцией по n, что если в ориентированном графе нет ориентированных циклов, то
рёбер не более n(n− 1)/2. Переход от n к n+ 1: если из каждой вершины выходит хотя бы одно ребро,
то цикл есть. Если из какой-то вершины рёбер нет, то с ней связано не более n рёбер, а в подграфе на
оставшихся вершинах не более n(n− 1)/2 рёбер, что и даёт переход. А база n = 1 очевидна.

B. Плоский случай: локальные правила и подстановки

B1 Достаточно запретить все квадраты 2 × 2 кроме двух шахматно раскрашенных. Тогда в разрешённом
замощении белые будут граничить только с чёрными, а чёрные – только с белыми.

B2 Ответ: 2m+n−1. Можно заметить, что разрешённые квадраты 2 × 2 – это те, в которых чётное число
единиц. Значит, каждая клетка единственным образом определяется по трём соседним (слева, сверху,
слева-сверху). Поэтому для любого заполнения левого столбца и верхней строки прямоугольника остав-
шиеся клетки можно заполнить однозначно.

a2 a3

a1 ?

B3 Ответ: замощения горизонталями, замощения вертикалями и одно замощение квадрантами.

0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1

0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0

Разберём два случая: встречается ли в замощении квадрат с единицами на побочной диагонали (вы-
делен жирным) или нет.

Встречается. Сначала однозначно заполняется «крест» ширины 2 с центром в этом квадрате, потом
одна за одной заполняются оставшиеся клетки и получим замощение квадрантами.

Не встречается. Любой квадрат 2 × 2 либо одноцветный, либо граница между нулями и единицами
делит квадрат на две доминошки. Если замощение не одноцветное, то в нём есть соседние по стороне
0 и 1. Далее однозначно заполняется содержащая их полоса ширины 2: это либо либо две горизонтали,
либо две вертикали. В первом случае получается, что все горизонтали одноцветные; во втором – что все
вертикали одноцветные.

B4 Ответ: 6(2n + 2m − 4).
В двух доминошках, расположенных через одну, буквы могут располагаться

так:
a

b

a

b
или так:

a

b

b

a

Назовём линию (горизонталь или вертикаль) полосатой, если в ней два типа букв и буквы чередуются.
Легко видеть, что если какая-то линия полосатая, то все параллельные ей тоже полосатые.

c d c d c d c d c d c d
a b a b a b a b a b a b

Покажем, что найдётся хотя бы одна полосатая линия. Пусть верхняя горизонталь таблицы не поло-
сатая, тогда в ней есть различные буквы (пусть a и b) на расстоянии 2.

a b

b a

a b

b a

Тогда нетрудно понять, что эти клетки находятся в полосатых вертикалях.



Разрешённых замощений, в которых все горизонтали полосатые, 6 · 2n (одна горизонталь красится в
шахматном порядке 12ю способами, а остальные 2мя). Замощений, в которых все горизонтали полосатые,
6 · 2m. Дважды подсчитано 24 замощения, они определяются перестановкой цветов в левом верхнем
квадрате 2× 2.

B5 Ответ: 7.
Всего есть 16 квадратов 2× 2. Они разбиваются на 7 групп, и для того чтобы запретить 7 периодичных
замощений, нужно запретить хотя бы по одному квадрату из каждой группы.

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1
1 1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0

1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

1 1
0 0

0 0
1 1

1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0

1 0
1 0

0 1
0 1

1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0

1 0
1 1

0 1
1 1

1 1
0 1

1 1
1 0

0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0

1 0
0 0

0 0
1 0

0 0
0 1

0 1
0 0

0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0

1 0
0 1

0 1
1 0

Приведём пример из семи запрещённых квадратов:

1 1
1 1

0 0
0 0

1 0
1 0

1 1
0 0

1 0
0 1

1 0
0 0

1 1
0 1

Из последних четырёх запретов следует, что под единицей не может стоять ноль. Вместе с первым
запретом это даёт, что единицы не могут находиться в соседних столбцах, а вместе со вторым – что нули
не могут находиться в соседних столбцах. Тогда единственное возможное замощение – это периодичное
замощение чередующимися столбцами, но третье локальное правило запрещает и его.

B6 Пусть N × N – наибольший размер локального правила. Нетрудно понять, что если мы заполним всю
плоскость нулями, а потом нарисуем несколько картинок, чтобы расстояние между любыми двумя было
больше N , то получится разрешённое замощение.

B7 Назовём лесенкой бесконечную ступенчатую фигуру из единичек, мы нарисовали фрагмент лесенки с
шагом 4 (все пустые клетки заполнены нулями).

1 1 1 1
1
1
1

1 1 1 1 1
1
1
1

1 1 1 1 1
1
1
1



Если N – размер наибольшего локального правила, то все лесенки с шагом большим чем N являются
разрешёнными, потому что все квадраты размера N ×N выглядят как части какой-то большой рамки.

Так как лесенка не содержит ни одной рамки, она не является красивым замощением.

B8 На первый взгляд кажется, что доказывать здесь нечего, так как плоскость – это, в некотором роде,
круг бесконечного радиуса. Но на самом деле из того, что мы умеем покрывать плитками сколь угодно
большой круг не следует автоматически, что мы сможем покрыть бесконечно большой круг.

Лирическое отступление. Кащей Бессмертный гулял по лесу и нашёл волшебный обменник валю-
ты. В нём можно за один раз обменять один самоцвет на любое натуральное число золотых монет, или
одну золотую монету на любое число серебряных, или одну серебряную на любое число медных. Из-
начально у Кащея сто самоцветов. Для поддержания бессмертия Кащею в день требуется одна медная
монетка. Сможет ли он жить за счёт обменов сколь угодно долго? А бесконечно долго?

Вернёмся к задаче. Будем считать, что в соответствии с локальными правилами замощаются круги с
центром в начале координат. Если к набору плиток A можно добавить ещё несколько плиток и получить
замощение B, то будем говорить, что замощение A продолжается до замощения B или является его
подзамощением.
Если бы мы нашли бесконечную последовательность замощений A1, A2, A3 такую, что каждое предыду-
щее замощение продолжается до следующего, а для любого k замощение Ak покрывает круг радиуса k,
то задача была бы решена – мы взяли бы объединение плиток во всех этих замощениях.

Назовём замощение конечной области хорошим, если для любого R его можно продолжить до замо-
щения, покрывающего круг радиуса R. Достаточно показать, что хорошее замощение можно для любого
R продолжить до хорошего замощения, покрывающего круг радиуса R.

Пусть есть хорошее замощение. Рассмотрим все возможные способы продолжить его до такого замоще-
ния, что его плитки покрывают круг радиуса R и пересекаются с этим кругом. Этих способов конечное
число. Если ни одно из этих продолжений не является хорошим замощением, то для каждого из них
есть такой радиус, до которого нельзя продолжить. Берём максимум из этих радиусов и получаем, что
исходное замощение также не хорошее.

B9 Следует из задач следующих циклов.
B10 Следует из задач следующих циклов.

B11 Прежде всего, пара слов о бесконечно декодируемых замощениях. Если операцию подстановки σ приме-
нить к фигуре A, получится к σ(A). Если применить σ к σ(A), получится σ(σ(A)), мы это обозначаем
σ2(A).

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

a) Дадим решение, использующее некоторые факты теории множеств, а именно то, что континуум
больше счётного множества. Обозначим подстановку буквой s. Заметим, что sk(1) это квадрат размера
3k × 3k, составленный из восьми квадратов sk−1(1) и одного квадрата sk−1(0), все квадраты вида sk(0)
заполнены нулями.

Если на клетчатой плоскости выложено замощение 3k × 3k вида sk(1), то его можно продолжить до
замощения sk+1(1) восемью способами, каждый способ соответствует одной из восьми крайних клеток
квадрата 3× 3 и при этом получаются различные сдвиги квадрата 3k+1 × 3k+1. Обратите внимание, что
мы рассматриваем не абстрактные квадраты, а квадраты, расположенные в плоскости.

Начнём с квадрата A1 размера 1 × 1, в котором стоит единица, и будем каждый ход делать одно
из таких продолжений, увеличивая заполненную область. Мы получим последовательность замощений
A1, A2, A3, . . .

Такие последовательности кодируются рядом из цифр от 1 до 8, их континуум. Объединение квадратов
Ai может быть или четвертью плоскости, или полуплоскостью, или всей плоскостью. Если мы получили
не всю плоскость, значит, начиная с какого-то момента расширяли квадраты только в одну сторону.



Нетрудно понять, что тех последовательностей {Ai}, объединение которых замощает всю плоскость,
также континуум. Получающиеся замощения плоскости будум называть предельными.

Покажем, что разные последовательности {Ai} дают разные предельные замощения (обратите вни-
мание, мы не утверждаем, что они не эквивалентны, то есть что не получаются друг из друга сдвигом).

Рассмотрим в предельном замощении квадраты (3k + 2)× (3k + 2), по краям которых стоят единицы,
а внутри нули. Понятно, что центры всех таких квадратов сдвинуты относительно центра квадрата Ak

на вектор, обе координаты которого кратны 3k. Поэтому по предельному замощению можно определить
координаты центра Ak по модулю 3k. Но несложно убедиться, что координаты центра Ak отличаются
от координат центра A1 меньше, чем 3k/2, поэтому одинаковые предельные замощения могут давать
только совпадающие последовательности квадратов.

Легко видеть, что каждое предельное замощение однозначно декодируемо, поэтому есть хотя бы кон-
тинуум различных ковров Серпинского. А так как эквивалентными друг другу могут быть лишь счётное
число ковров, то классов эквивалентности бесконечно.

b) Периодичный ковёр Серпинского – это тот, который состоит из одних нулей. Покажем, что все
остальные ковры Серпинского непериодичны. Заметим, что если в ковре Серпинского есть хотя бы одна
единица, то он для любого натурального k содержит квадрат sk(1), в центре которого есть квадрат
3k−1 × 3k−1 из нулей, обрамлённый каёмкой толщины 1 из единиц. При сдвиге на любой ненулевой
вектор, обе координаты которого меньше 3k−1, эта каёмка будет пересекаться с квадратом из нулей,
значит, хотя бы одна из координат вектора периодичности больше чем 3k−1, и так для любого k. А
значит, векторов периодичности нет.

c) Ответ: нет.
Пусть есть локальные правила размера n, выберем k таким, что 3k > n. Рассмотрим замощение A,

состоящее из одних единиц. Оно не декодируемое, поэтому и замощение sk(A) не является бесконечно
декодируемым. Покажем, что sk(A) допустимое.

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

Фрагмент замощения sk(A)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(0) sk(1) sk(1) sk(0) sk(1) sk(1) sk(0) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(0) sk(0) sk(0) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(0) sk(1) sk(0) sk(0) sk(0) sk(1) sk(0) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(0) sk(0) sk(0) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(0) sk(1) sk(1) sk(0) sk(1) sk(1) sk(0) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk+1(1)

Видно, что любой квадрат со стороной не более чем n, встречающийся в sk(A), встречается в каком-
то блоке, составленном из четырёх квадратов sk(1). Но этот блок содержится внутри sk+1(1), а значит
содержится внутри ковров Серпинского и не содержит запрещённых квадратов.

B12 Пусть размер подстановки σ равен n. Замощение σ(A) состоит из квадратов n× n – образов от плитко-
букв. Любой квадрат 2×2 находится в квадрате 2n×2n – объединении четырёх таких квадратов, то есть
σ ( a1 a2

a3 a4
). Так как квадрат a1 a2

a3 a4
разрешённый и σ согласована с локальными правилами, то σ ( a1 a2

a3 a4
) не

содержит запрещённых квадратов.



B13 Рассмотрим какую-нибудь плитко-букву a и последовательность квадратов

A0 = a,A1 = σ(a), A2 = σ2(a) . . .

В этой последовательность Ai имеет размер ni × ni, а из предыдущей задачи следует, что все Ai –
разрешённые. Из задачи B8 следует, что есть разрешённое замощение всей плоскости.

B14 Ответ: нет. Покажем, что в алфавите {0, 1} у подстановки σ(0) = 1 1
1 1 , σ(1) = 0 0

0 0 любо замощение
переходит в неэквивалентное ему. Предположим противное: A – замощение, и σ(A) эквивалентно A.
Назовём отрезком длины k прямоугольник 1 × (k + 2) или (k + 2) × 1, у которого две крайние клетки
одного цвета, а остальные k клеток – другого. Легко понять, что если в A есть отрезки и минимальная
длина отрезка равна k0, то в σ(A) минимальная длина отрезка – 2k0. Значит, в A отрезков нет вообще.
Поэтому каждая линия (горизонталь или вертикаль) либо одноцветная, либо одна её половина заполнена
единицами, а другая – нулями.

Замощение A не одноцветное, значит в нём есть соседние 1 и 0. Не умаляя общности, 1 слева от 0. Тогда
в σ(A) есть 0, стоящий левее единицы. А так как в A нет отрезков, то найдутся вершины прямоугольника,
раскрашенные в шахматном порядке, например, так:

1A

1C0B

0D

Далее получаем, что все клетки в том же ряду, что и 1A и левее, заполнены единицами, а все клетки в
том же ряду, что 0B и левее, заполнены нулями. Тогда прямой угол с вершиной в клетке 1A, смотрящий
вверх и налево, заполнен единицами. Но в таком случае в σ(A) так же ориентированный угол заполнен
нулями, чего не может быть.

Критерий на существование замощения. (набросок) У подстановки σ есть неподвижная точка
тогда и только тогда, когда одна буква находится строго внутри своего образа ИЛИ две буквы находятся
внутри своих образов на противоположных сторонах квадратов на одинаковом расстоянии от края ИЛИ
четыре буквы появляются в углах своих образов во всех возможных позициях.

Пусть σ размера k × k. Прежде всего заметим, что требование S = σ(S) использовало бы задание
системы координат, если же мы просто говорим, что S эквивалентно σ(S), то этого не нужно. Квадратик
1× 1 переходит в квадрат k × k композицией гомотетии и сдвига. Это снова гомотетия, её неподвижная
точка где-то находится. Она может быть в центре клетки, на границе двух клеток или в узле сетки, эти
три случая соответствуют трём описанным ситуациям.

С другой стороны, пусть σ(a) содержит a строго внутри себя, например в позиции i, j. Тогда σt(a)
можно рассматривать как квадратный паттерн размера kt × kt, и мы можем указать их как −kti/(k −
1) · · · kt(k − 1 − i)/(k − 1) (аналогично по ординате) так, что a это клетка с координатами 0, 0. Квадрат
растёт во все стороны, и в итоге любая клетка (x, y) покрыта каким-то квадратом. Каждый следующий
квадрат содержит предыдущий, квадрат σt(a) встречаестя в середине σt′(a) при t′ ≥ t. поэтому можно
определить замощение S в клетке (x, y) как букву σt(a)(x, y) дял достаточно больших t. По построению
σ(S) будет сдвигом S.

Другие случаи (две буквы на сторонах и 4 буквы в углу) разбираются аналогично.

C. Примеры непериодичности

C1 a) Например, такая подстановка σ:

1
1 1 1
1 0 1
1 1 1

0
0 0 0
0 1 0
0 0 0

То, что множество бесконечно декодируемых замощений не задаётся локальными правилами, доказы-
вается так же, как и для ковров Серпинского.

Вот такую фигуру (а также если поменять местами 0 и 1) будем называть двойной рамкой.



1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1

Будем говорить, что размер двойной рамки на рисунке равен 5. Если в замощении встречается двойная
рамка размера N , то у замощения не может быть вектора периодичности с абсолютными значениями
координат меньшими N . Индукцией по k показывается, что σk(0) и σk(1) содержат двойные рамки
размера 3k−1.

b) Пусть, например, в алфавите всего одна буква.

C2 Пусть в плиточном алфавите 8 букв ai, bi, ci, di, где индекс i принимает значения 1 и 2. Образы всех букв
будут ai bj

ck dl
. Есть 16 способов выбрать индексы, можно взять разные способы для всех восьми букв.

C3 Следует из следующих задач.
C4 Докажем непериодичность бесконечно декодируемого замощения A. Прежде всего заметим, что из свой-

ства разделения образов следует, что обе координаты вектора периодичности v должны делиться на 2,
а потом заметим, что вектор v/2 является вектором периодичности для замощения σ−1(A). Ненулевой
целочисленный вектор можно делить пополам конечное число раз, после чего придём к противоречию.

C5 Обозначения: влево –W , вправо – E, вверх – N , вниз – S. Влево-вверх будем обозначать NW , аналогично
с другими диагональными направлениями. Считаем, что у подстановки со свойством разделения образов
каждая буква ai плиточного алфавита A относится к одному из типов NW,NE, SW,SE.

Буквы нового алфавита B (декорации) будем рисовать как плитки, в центре которых написаны буквы
из A, а на сторонах проведены стрелки и на каждой стороне написано по метке – букве из A. Таким
образом, буква из B задаётся упорядоченной пятеркой букв из A и четырьмя битами (направления
стрелок).

a2

a2
a2

a2

a1

В дальнейшем будем говорить о типе плитки (NE,NW,SE, SW ), типе стороны плитки (N,E, S,W в
зависимости от направления стрелки), типе метки на стороне (NE,NW,SE, SW ).

Подстановка ψ на алфавите B определяется следующим образом. Если в центре плитки записана
буква a и какие-то метки по краям, и σ(a) = a1 a2

a3 a4
, то в центре плиток образа записаны соответственные

буквы алфавита, крайние рёбра образа 2×2 имеют такие же метки и направления, что и соответствующее
ребро прообраза, а центральные четыре ребра исходят из центра квадрата 2×2 и на них метки a, смотри
рисунок:

ai

aj

ak

al

a
ψ a a

a a

aa

aa

a1 a2

a3 a4

ai

ai

ak

al

al al

aj aj

Смысл такой декорации в следующем: бесконечно декодируемое замощение состоит из блоков 2k× 2k,
а каждый блок 2k × 2k – из четырёх блоков 2k−1 × 2k−1, и границы между этими четырьмя блоками
образуют крест, на рёбрах которого написана одна и та же буква. Эти кресты разграничивают блоки
большого размера друг от друга. В примере с коврами Серпинского такой границы не было, и локаль-
ными правилами нельзя было отличить границу большого блока от его средней части.

Локальные правила строились по такому принципу: изучалось, что в бесконечно декодируемом за-
мощении может находиться на стыке двух и четырёх плиток, и эти свойства записывались в правила.
Нужно, с одной стороны, записать достаточно правил, чтобы можно было определить декодирование,
а с другой стороны – проверить, что после декодирования все записанные правила выполняются. По
этой причине мы не используем больших локальных правил, про далёкие плитки: сложно проверять их
выполнение после декодирования.



Будем говорить, что направление NE симметрично относительно вертикали направлению NW , а SW
симметрично относительно вертикали направлению SE. Симметрия относительно горизонтали опреде-
ляется аналогично.

Итак, локальные правила:
1) На соседних плитках смежные стороны имеют одинаковые направление и метку (то есть можно

говорить о направлении и метке ребра во всём замощении).
2) Граничить по вертикальной стороне могут только плитки типов, симметричных относительно вер-

тикали. Граничить по горизонтальной стороне могут только плитки типов, симметричных относи-
тельно горизонтали.

3) Узлы между типов могут иметь только такие степени вхождения: 4 исходят или 3 входит и одно
исходит.

4) Если из узла 4 ребра исходят, то на них должны быть одинаковые метки.
5) Если слева-сверху от узла находится плитка типаNW , назовём такой узел центральным. Потребуем,

чтобы из центрального узла выходило 4 ребра. Если на этих рёбрах метки a, и при этом σ(a) = a1 a2
a3 a4

,
то в центре плитки к северо-западу от узла должна быть буква a1, аналогично про три другие
плитки.

6) В узле типа 3-1 есть исходящее ребро, центральное входящее ребро, и два боковых входящих. По-
требуем, чтобы метки на центральном входящем и на исходящем совпадали, а также чтобы типы
меток на боковых входящих были симметричны относительно исходящего ребра. Например так:

a a

NE

SE

7) Пусть есть узел типа 3 − 1, на исходящем ребре v1 метка a, на боковом входящем ребре v2 метка b
и σ(a) = a1 a2

a3 a4
.

Если угол между типом b и направлением v2 равен 135◦ (например, v2 идёт вниз, а b типа NE), то
угол между v1 и типом b должен равняться 45◦, а сама буква b должна встречаться в σ(a) на месте,
соответствующем типу b.

a a

b типа NE

b = a2, где a2 – правая верхняя (NE) буква в σ(a)

Анализ разрешённых замощений. Теперь нужно понять, какие бывают замощения с данными
локальными правилами. Из 1) получаем, что плоскость разбивается на квадраты 2 × 2, в каждом из
которых типы плиток NW NE

SW SE . Далее будем их называть базовыми блоками. Из 5) и 4) следует, что
центры базовых блоков – центральные узлы, из них всех выходит по 4 стрелки с одинаковыми буквами.

NW NE

SW SE

NW NE

SW SE

NW NE

SW SE

NW NE

SW SE

Все узлы разделим на центральные, боковые (те, в которые на картинке выше ведут по 2 стрелки) и
остальные. Из 3) следует, что середины сторон базовых блоков (боковые узлы) имеют тип 3−1, а вместе
с 6) это даёт, что на каждой стороне базового блока стрелки сонаправлены и на них одинаковые метки.

Вместе со свойством 4) это даёт, что каждый базовый блок является образом какой-то буквы при
подстановке ψ, таким образом, однозначно определён переход от разрешённого замощения T к ψ−1(T ).
Это замощение можно получить из T , стирая линии внутри базовых блоков и записывая внутрь блока
ту букву, которая является меткой всех рёбер, выходящих из его центра.

Нужно проверить для ψ−1(T ) свойства 1)−−7). Свойства 1), 3), 4) и 6) выполняются автоматически,
так как новых ситуаций в узлах (какие бетки и стрелки написаны на входящих рёбрах) не возникает.



Для свойства 2) надо проверить, что любые два базовых блока, имеющие общую сторону, декодиру-
ются в буквы симметричных типов. Но тип после декодирования совпадает с типом метки, написанной
на внутреннем кресте базового блока. Локальное правило 5) гарантирует, что метки у двух блоков сим-
метричны, и после декодирования выполняется 2).

А значит, базовые блоки объединяются в четвёрки, которые после декодирования имеют вид NW NE
SW SE.

Рассмотрим одну такую четвёрку.

a
a

v1

v2

Метка a имеет тип NW , поэтому, согласно 6), ребро v1 направлено влево, а v2 – вверх. Значит, v1 и
v2 выходят из узла, из которого 4 выходящих ребра. Из 4) следует, что метки на этих рёбрах совпадают.
Также из 6) следует, что в верхнем левом углу образа этой метки при σ стоит a. Аналогично и про
остальные базовые блоки, а значит, после декодирования выполняется свойство 5). Итак, декодированное
замощение является разрешённым, а значит, все разрешённые замощения – бесконечно декодируемые.

Вообще говоря, задачу мы пока решили не до конца. Мы не показали, что каждое бесконечно де-
кодируемое при помощи σ замощение допускает разрешённую декорацию. Можно показать, что такая
декорация существует для тех замощений, у которых каждая плитка находится строго внутри некото-
рого блока вида σk(ai). Можно описать остальные замощения и слегка подправить нашу конструкцию,
оставляем это читателю в качестве упражнения.

C6 Эту задачу мы оставляем в качестве упражнения. Как тебе такое, Питер Шольц?
C7 Воспользуемся задачей C5. Пусть наша подстановка σ над алфавитом A. Возьмём подстановку τ 2 × 2

с разделением образов над алфавитом B (такая существует, см. задачу C2). Рассмотрим алфавит C
размера |A| · |B|, буквы которого – пары букв (ai, bj)|ai ∈ A, bj ∈ B. Определим на нём подстановку ψ
размера 2 × 2, заданную так: (a, b) → (ai,bj) (ak,bl)

(am,bn) (ap,br)
, где σ(a) = ai ak

am ap и τ(b) = bj bl
bn br

. Легко видеть, что
она является декорацией σ и у неё есть свойство разделения образов.

D. Различные формализмы и перевод непериодичности на другие языки.

D1 Допустим, есть апериодический набор в формализме Ванга. Введем для каждой буквы на ребре противо-
положную. Теперь в каждой плитке набора поменяем буквы верхнего и правого ребра на противополож-
ные. Получится набор в другом формализме, причем каждому замощению в одном наборе соответствует
замощение в другом. То есть апериодичность сохраняется. Аналогично в другую сторону.

D2 Назовем многоугольник квадратно-составленным, если он представляет собой фигуру полимино, со-
ставленную из единичных квадратов (связную и без дыр внутри). Постройте апериодический набор из
квадратно-составленных многоугольников, которые можно поворачивать и переворачивать. Указание.
Такой набор можно построить, используя набор Робинсона. Сначала представим что каждая плитка это
квадрат k× k для большого k. Реализуем каждую засечку на стороне квадрата из набора робинсона (их
три вида) в виде выреза по контуру из

D3 a) Ответ: нет.
b) Пусть теперь по-прежнему плитки разрешается прикладывать по правилам дополняющих цветов,

но перевернутые плитки не могут иметь общую сторону. Докажите, что существует апериодический
набор.

E. Декорации

E1. а) алфавит {a1, a2, b}; запретим {ba1, a2b, bb, a2a1}.

b) Алфавит {a1, a2, b}; запретим горизонтальные пары {ba1, a2b, bb, a2a1}, вертикальные пары { b
a2
,
a1
b
,
b
b
a2
a1
}, а

также {a1 a2
a2

}.

E2. Плитками без b (декорированными) можно замостить сколь угодно большой квадрат. Согласно задаче
B8, можно замостить всю плоскость, не используя b.



E3.
a) Ответ: нет. Допустим противное, пусть k – размер максимального запрета. Рассмотрим замощение, в
котором одна компонента связности – горизонтальный путь длины k, и другое замощение – путь длины k+1.
У этих замощений одинаковый набор паттернов размера k×k, поэтому они оба должны быть или разрешены,
или запрещены. А должно быть только одно из них.
b) алфавит {a, b1, b2}; запреты {ab2, b1b1, b2b2, b1a}.
c) Набросок одного из возможных решений. Пусть декорации изображают остовный лес для связной компо-
ненты, то есть объединение непересекающихся деревьев, у каждого дерева отмечен корень и каждая вершина
компоненты входит ровно в одно дерево. Наложим условие на чётность числа вершин в компоненте: каждая
вершина может считать по модулю 2 число вершин у своих сыновей, прибавлять единицу и передавать ре-
зультат родителю (считаем, что дальше от корня находятся сыновья, а ближе к корню – родитель). С одной
стороны, в каждой связной компоненте есть остовное дерево с чётным числом вершин, которое можно так
раскрасить. С другой – в каждом разрешённом замощении каждая связная компонента состоит из одного
или нескольких таких деревьев, т.е. содержит чётное число вершин.

E4*. В размерности 1 это просто: алфавит {a, b1, b2}; запреты {ab2, b1b1, b2b2, b2a}.
В размерности 2 это тоже возможно, но весьма и весьма нетривиально :-)
E5. Пример: возьмём такой набор плиток, чтобы с их помощью можно было нарисовать на плоскости

любой граф. Тогда декорацией можно задать правильную раскрашиваемость графа в 3 цвета.
E6. a) Все квадраты 2× 2 появляются или и там и там, или нигде.

b) Пусть k – размер декорированного алфавита. Декораций границы квадрата n× n не более чем k4(n−1).
c) Рассмотрим множество замощений, где c-шки образуют колонку. Смотрим множество паттернов n × n,
которые могут быть слева от колонки. Их хотя бы 2n

2

(декорации всевозможных замощений из a и b). При
достаточно большом n ( параметр k фиксирован) есть два таких замощения, что у них совпадают границы,
и по пункту а) одно можно заменить на второе. Тогда мы получим разрешённое, но не симметричное.
d) Если S – такое множество замощений, то должно существовать такое k, что для любого n среди любого
набора из kn замощений квадрата n × n можно выбрать 2 и одинаково продолжить до замощения всей
плоскости.



Tilings: substitutions and decorations
Alexei Belov, Pierre Guillon, Ilya Ivanov-Pogodaev, Ivan Mitrofanov

This project is devoted to plane tilings. Usually, if we can tile a plane with some types of tiles, then we use
construction which structure is periodic. Correctly, a tiling is called periodical if it doesn’t change after shift on
non-zero distance. In 1961 chinese mathematician Hao Wang have stated the following problem:

Consider unit squares. Each square’s side is colored by one color of several possible ones. Consider some types
of these squares. We can attach any square to another side to side if these sides have the same color. Suppose
that we can use unlimited number of each type’s squares. Is it true that if we can tile a plane then we can do it
periodically?

Firstly Wang expected that the answer is positive, namely if there exists some tiling then there is a periodic
one. But in 1966 Robert Berger (student of Wang) have constructed a set consisting of 20426 squares such that
there exist non periodical tilings only. Lately Berger reduced his set to 104 squares, and in 1971 Raphael Robinson
greatly simplified the construction and introduced a set of six poligons such that one can tile a plane using them
only non periodically.

Figure 1. Robinson’s tiles.

This problem has some philosophical background. The point is to reach global condition (non periodicity) using
local sources (boundary conditions). There are many such problems. How to organize a computation network such
that any local fault can not violate global processes. Or how interaction of molecules leads to crystals growing.

In this project we will study some ideas and methods to solve such problems in various settings. The main
problem of first half is to construct a set of polygons such that there exist non periodical tilings only (problem
B10). In fact, this problem can be reduced to constuction of local rules: boundary conditions which define when
we can attach tiles to each other. This construction uses some ideas. In B and C we study some tricks that can be
used to construct aperiodic tilesets.

A. One dimensional case

Consider two-side infinite tape which consists of cells (equal squares). We will assign one letter of the finite
alphabet for each cell. A cell with assigned letter is called a tile.

If every cell contains some letter (or the tape is covered by non intersecting tiles) then we say that this is the
tiling. A tiling is called periodical if it doesn’t change after shift on non zero integer p. It is easy to see that
periodical tiling is actually periodical repeat of some combination of p tiles. This combination is called period of
tiling, p is length of period.

A forbidden word or local rule is a combination of several adjacent tiles. We will consider tilings which contain
no forbidden words. In notations we use letters of a finite alphabet to denote tiles and we do words to denote
combinations of tiles. Tilings which contain no forbidden words are called permitted ones. Further we assume that
the number of local rules is finite.

Two tiling which transforms to each other after some shift are called equivalent. Below we consider such tilings
as the same.

A1 Consider an alphabet {0, 1}. The word 01 is forbidden. How many non-equivalent tilings exist?
A2 Show that for two letters there exists a non periodical tiling.
A3 Construct a finite set of forbidden words in the alphabet {a, b, c}, such that the periodic tiling with period abc

is the only permitted tiling.
A4 Does there exist a set of local rules such that there are exactly 100 nonequivalent permitted tilings?
A5 Let A be a finite word. Prove that there exists a of forbidden words such that the tiling with period A is the

only permitted one.
A6 Let A be an aperiodic tiling. Prove that there is no a finite set of forbidden words such that A is permitted

and all the permitted tilings are equivalent to A.
1



A7 Consider an alphabet with size n. Suppose that there are k forbidden words, and each of them has length 2.
Also, there are no permitted tilings. Find the minimal possible k.

B. Dimension two: local rules and substitutions

Conclusion from one dimensional case. In one dimensional case forbidden word is some kind of local
condition. Using these conditions we want to obtain some global property. But in one dimensional case finite
number of local rules does not allow us to force non periodical tilings.

Let us proceed to two dimensional case. We will start with basic definitions and notation.

Consider an infinite square grid and a finite alphabet L (alphabet of tiles). We will write letters of L into cells
of an infinite square grid, one letter to one cell. This alignment is called a tiling.

Similarly to one dimensional case, a tiling is called periodic, if it doesn’t change after translation by a non zero
vector (a, b), and is called aperiodic in the opposite case.

Equivalence of tilings. Definition. Consider two tilings S1 and S2. Suppose that we can translate S1 by
integer vector and obtain S2. In this case we say that S1 and S2 are equivalent. Remark. Different tilings of finite
regions are never equivalent.

Local rules. Definition. Let n > 1 be an integer. Consider a set of all squares n×n, compiled from letter-tiles.

Formally, this set is Ln2

(set of all (n2)−tuples of letters from L). Let R be a subset of this set. So, R is a set of
several squares 2× 2 compiled by L letters. Let us call these squares as forbidden ones. A tiling is called permitted
by R if there are no forbidden squares in the tiling. The squares from R are also called local rules, the number n
is the size of the local rules.

Using local rules we can force some properties of permitted tilings. Let’s do some practice.

B1 Suppose that the alphabet contains only two letters (black and white squares). Construct local rules such that
the chessboard tiling is the only permitted tiling.

B2 Suppose that the alphabet contains two letters and eight squares 2× 2 are forbidden (look at the picture). For
given m and n, how many permitted tilings of a m× n rectangle exist?

1 1

10

1 1

01

1 0

11

0 1

11

1 0

00

0 1

00

0 0

10

0 0

01

B3 Suppose that the alphabet contains two letters. The set of local rules is the same as in the previous problem,
and also the square with 1 on main diagonal (see picture below) is forbidden. Classify all different permitted
tilings of the infinite plane.

1 1

10

1 1

01

1 0

11

0 1

11

1 0

00

0 1

00

0 0

10

0 0

01

1 0

10

B4 Suppose that alphabet contains four letters and a 2 × 2 square is permitted if and only if it consists of four
different letters. How many permitted tilings do exist for the rectangle m× n?

B5 Consider a binary alphabet. Suppose that there are k forbidden squares 2× 2 and suppose that there are no
permitted tilings. Find the minimal possible k.

B6 Consider some set of local rules in the alphabet {0, 1}. Suppose that the tiling on picture below is permitted
(other cells except these nine contain 0). Prove that there exists infinite number of nonequivalent permitted
tilings.

0 1 0
1 0 1
1 1 1

This problem show that sometimes1 it is not possible to determine one precise tiling by local rules. But if
we cannot force one tiling, maybe we can determine some set of similar tilings? We say that some set of tilings
is defined by local rules if tilings from this set are the only permitted tilings according with these local rules.

B7 A frame is a figure consisting of 2(m+ n)− 4 boundary cells of a rectangle m× n for some m,n > 1. We call
a {0; 1}-tiling pretty, if union of some (maybe infinite) set of frames is filled with units, and zeroes are placed
in the remaining cells. Suppose we have a finite set of local rules such that all pretty tilings are permitted.
Prove that there are infinitely many non-equivalent permitted not pretty tilings.

B8 Suppose we have a set of local rules, and suppose that for any positive r we can tile an area including circle
of radius r such that there are no forbidden squares. Prove that we can tile the whole plane with the same
condition.

1Further we will prove that for aperiodic tilings it is never possible.



Using local rules we can obtain really complicated tilings. For example, we can force all the permitted tilings
to be aperiodic. It is hard to solve this problem now and we recommend to return to it in C-part and use some
additional methods.

B9* Construct a set of local rules such that all permitted tilings are non periodic.
B10* Construct a finite set of polygons such that all tilings are non-periodic. All polygons can be rotated and

reflected; they should be arranged without holes or overlaps.

Definition. Suppose that for any letter in the alphabet L corresponds a some square k× k compiled by letters
of this alphabet. This correspondence is called a substitution.

For a given substitution σ and a tiling A of some (finite or infinite) region we can construct a new tiling σ(A) by
simultaneous replacement of tile-letters by corresponding squares k × k. Starting with one tile and iterating this
procedure, we obtain tilings of bigger and bigger squares.

Definition. Consider a k × k substitution σ. Suppose that a tiling S can be uniquely divided by horizontal
and vertical lines to squares k× k such that each square is image of some letter (any square is σ(a) for some letter
a). In this case we can write a letter instead of each k× k square (a instead of σ(a)). Thus we obtain a new tiling
σ−1(S). If σ−1(S) is defined in a unique way, we say that for tiling S we can find an inverse image σ−1(S). A
tiling is called infinitely decodable by σ if one can find inverse image any number of times.

1
1 1 1
1 0 1
1 1 1

0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

B11 Consider the substitution above. An infinitely decodable tiling for this substitution is called a Sierpinski carpet.
a) Prove that there are infinitely many nonequivalent Sierpinski carpets.
b) Prove that all Sierpinski carpets besides one of them are aperiodic tilings.
c) Is the set of all Sierpinski carpets defined by local rules?

If one wants to define infinitely decodable tilings with local rules, it is natural to require that a substitution map
permitted tilings only to permitted tilings.

Definition. We say that a substitution σ agrees with local rules R of size k if the following conditions hold:
1) the square σ(a) is permitted for every letter a;
2) if X is permitted square then the 2n× 2n square σ(X) contains only permitted k × k squares.

B12 Consider some local rules R. Suppose that k = 2 (all forbidden squares are 2×2). Also, suppose that a N ×N
square A is permitted (it contains no forbidden 2 × 2 squares). Let a substitution σ agree with local rules.
Prove that the square σ(A) is also permitted.

B13 Suppose that substitution σ agrees with the local rules of size 2. Prove that there exists a permitted tiling.
B14 Consider a substitution σ. Does there exist a tiling S such that σ(S) is equivalent to S? Find sufficient

conditions on σ for existence of such a tiling.

C. Examples of non periodicity

Definition. A tileset is aperiodic, if it admits at least one tiling of the plane but doesn’t admit a periodic one.
Conclusions from parts A and B. We want to find a set of tilings such that it is defined by local rules

and contains only aperiodical tilings. There is no such an example in one-dimensional case (why?). The simplest
two-dimensional examples we know are infinitely decodable tilings for some substitutions.

Not any substitution is suitable.

C1 a) Find a substitution such that all infinitely decodable tilings are aperiodical, but the set of them is not
defined by local rules.
b) Find a substitution such that all infinitely decodable tilings are periodical.

It is not easy to find a suitable substitution ”from scratch”, so we’ll “improve” not suitable ones.

Transition to another alphabet. Decorations. Consider a tile alphabet a, b, c . . . . We can make finite num-
ber of duplicates (shades) for each letter and consider the extended alphabet of tiles a1, . . . ak, b1, . . . bk, c1, . . . ck, . . .
Now we can set up local rules for this extended alphabet. After that we can take permitted tilings and ignore the
shades. This approach is called setting up decorations.

Definition. Let A1 and A2 be two tile alphabets and let σ1 and σ2 be two substitutions in alphabets A1 and
A2 respectively. We call the substitution σ2 a decoration for σ1 if the following conditions are satisfied:

1) there exists a mapping f from A2 to A1;
2) if σ2(a) = M is a square made of letters from A2, then σ1(f(a)) = f(M).
We consider f as “forgetting the shade”, and f(M) is a square obtained from M by applying f to each letter.



Our main goal is to prove that a given substitution can be decorated in such a way that the set of infinitely
decodable tilings is defined by local rules.

Firstly we deal with some useful special cases. Consider a 2 × 2 substitution σ. If a is a letter, then σ(a) is a
2× 2 square which consists of four letters. We assume that different letters correspond to different 2× 2 squares.

Images separating. Definition. Let us define σUL mapping. It maps letter a to the upper left corner of the
square σ(a). Similarly we can define mappings σDL, σUR, σDR. We say that the substitution separate the images
(or has property of separating images) if every letter occurs exactly at one image of these four mappings.

C2 Construct a substitution with property of separating images.

The property of separating images helps us to construct local rules. Firstly we try to archive the goal for
particular case – some fixed substitution. After this, we will study substitutions with separating images. And
finally we will proceed to the common case.

The idea of construction. Firstly try to color sides of squares in different colors and formulate local rules
in terms of these colors combinations. The main goal is to obtain the property that any permitted tiling can be
decoded that is to proceed to next level of hierarchy. A substitution make this transition.

C3 Find some substitution σ and local rules such that any permitted tiling S can be decoded and tiling σ−1(S) is
also permitted. Prove that any permitted tiling is aperiodical.

C4 Consider a 2 × 2 substitution σ with property of separating images. Suppose that there exist local rules R
such that for any permitted tiling S there exists inverse image σ−1(S) which is also permitted by the same
local rules R. Prove that any permitted tiling is aperiodic.

C5 Consider a 2 × 2 substitution with property of separating images. Prove that there is a decoration such that
the set of infinitely decodable tilings is defined by local rules.

C6 Consider a 3 × 3 substitution with property of separating images. Prove that there is a decoration such that
the set of infinitely decodable tilings is defined by local rules.

C7 Consider a 2× 2 substitution (maybe there is no separating images property). Prove that there is a decoration
such that the set of infinitely decodable tilings is defined by local rules.

D. Other formalisms and transitions of non-periodicity to other languages

In addition to local rules and forbidden squares, there are other formalisms to specify tilings. Sometimes the
interaction of different formalisms is useful.

Wang tiles formalism. There are finitely many colors, a Wang tile is a unit square with a color on each side.
There is a finite set of Wang tiles, colors of common sides should match in tilings of the plane.

a b
b

a
a b
b

a
b b
a

a
a b
b

a
a b
b

a

Complementary colors formalism. There is a finite set of non-zero integers (we call them colors). A tile
is a unit square with an integer on each side. There is a finite set of tiles, numbers on common sides should be
opposite.

1 2
-2

1
1 2
-2

1
-2 2

-2

1
1 2
-2

1
-1 2

-2

1

D1 Prove that Wang’s formalisms and complementary colors formalism are equivalent, i.e. if there is an aperiodic
tileset in one formalism, then there is a corresponding aperiodic tileset in the other.

Sometimes a tileset along with any tile contains the rotated on 90 degree tile. In this case we say that we
can rotate tiles.

Consider a tileA with integers (a1, a2, a3, a4) written on its sides clockwise. The tile with (−a3,−a2,−a1,−a4)
integers written on the same sides is called flipped tile (with respect to A). If a tileset contains the flipped tile
for every tile then we say that we can flip tiles.

D2 We call a polygon square-composed, if it is connected polymino composed of unit squares without holes inside.
Construct an aperiodic set of square-composed polygons such that with every polygon Φ the tileset contains
all 8 rotations and reflections of Φ.

D3 Suppose that a tileset in complementary colors formalism with any tiles contains all its rotated and flipped
tiles. a) Can such a tileset be aperiodic?

b) Add extra rule to the formalism: a tile can not be a side-neighbor of its flipped tile. Prove that such a
tileset can be aperiodic.



Tilings: substitutions and decorations. Solutions.

A. One dimensional case

A1 Answer: 3.
It is clear that two tilings with all identical letters (ones or zeros) are permitted. If there are both 1 and 0,

then there must be adjacent 1 and 0, and 1 is on the left. It’s clear that only 1’s can be to the left of 1, and
only 0’s can be to the right of 0.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

A2 There are a lot of examples. For instance, one 0, and the other cells are filled with 1-s. Then for any nonzero

shift this zero will map to a different one.
1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1

A3 See for yourself that if you forbid the words aa, ac, ba, bb, cb, and cc, then any letter uniquely forces both of its
neighbours.

A4 Answer: yes. For example, we can forbid all tilings except 100 periodic sequences with periods 01, 001, . . . , 01001.
We forbid 11, 0101, and 100 · 99 words of form 10a10b1 for all a 6= b from 1 to 100.
The first two rules force that the number of zeroes between two neighbouring 1’s is from 1 to 100. The rest of
them guarantee that any two neighbouring blocks of zeroes are equal.

A5 Recall that a cyclic shift of a word a1a2 . . . an is any one of the words ai+1ai+2 . . . ana1a2 . . . ai for 0 6 i < n.
Let |A| = n, and let k be the size of the alphabet. There are kn words of length n; we forbid all of them that
are not cyclic shifts of A. In all cyclic shifts of A, the number of letters of each type is the same, so in any
permitted tiling the tiles at the distance n must coincide, that is, the permitted tiling is periodic with period
length n. If some cyclic shift of A is a period, then A is also a period.

A6 We show that for any finite set of local rules that admit at least one permitted tiling of the line, there exists
a permitted periodic tiling. Let N be the length of the largest of the forbidden words. Consider a permitted
tiling, and by pigeonhole principle, find in it two disjoint occurrences of the same block of length N ; we denote
it U , and the part between the two occurrences is denoted by W .

. . . U W U . . .

Then the tiling with period UW is permitted. Indeed, all the rectangles of length no greater than N occur in
the original tiling (and therefore do not contain forbidden ones), and we do not have local rules longer than
N .

. . . W U W U W . . .

A7 Answer: n(n+ 1)/2.
example: Let the alphabet consist of numbers from 1 to n and the words ab are forbidden for a > b. Then it
will not be possible to tile a block that is longer than n, because when moving from left to right, each letter
should be larger than the previous one. Estimate: Forbidden words of length 2 are constraints of adjacent pairs
of letters. Draw a complete directed graph on n vertices (with loops):

a

b c

aa

ab ac

ba

bc

bb cc

ca
ca

Each forbidden word of length 2 removes one edge in this graph. It is easy to understand that if there is
at least one cycle left, then an infinite path along this cycle is a a permitted periodic tiling. Now we show by
induction on n that if there are no oriented cycles in the oriented graph, then the edges are not more than
n(n− 1)/2. Step from n to n+ 1: if there is at least one edge from each vertex, then there is a cycle. So there
is at least one vertex without outgoing edge; removing it removes at most n (incoming) edges, and leaves us
with a graph with n − 1 vertices, to which we can apply the induction hypothesis, and get n + n(n − 1)/2
edges, which is the wanted value. And the base n = 1 is obvious.

1



B. Dimension two: local rules and substitutions

B1 It is enough to forbid all the 2 × 2-squares except for the two chess-colored ones. Then in the permitted
tiling, white cells will border only with black, and black – only with white. Conversely, the chessboard tiling is
permitted.

B2 Answer: 2m+n−1. Note that the allowed 2× 2-squares are those with an even number of 1-s. Hence, each cell
is uniquely determined by its three (left, top, left-top) neighbours. Therefore, for any filling of the left column
and of the top row of the rectangle, the remaining cells can be filled in a unique way. Moreover, all possible
binary (left, top, left-top) triples are extendable, so that every filling of the left column and of the top row is
extendable as a permitted rectangle.

a2 a3

a1 ?

B3 Answer: tilings by rows, tiling by columns and one tiling by quadrants.

0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0 0 1

0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0

We consider two cases: whether a square with units on the side diagonal (bold) appears in the tiling or not.
It appears. First, the "cross"of width 2 with the center in this square is uniquely filled, then one by one the
remaining cells are filled and we get the tiling by the quadrants.

It does not. Any 2 × 2-square is either monochrome, or the boundary between zeroes and ones divides a
square into two dominoes. If the tiling is not monochrome, then there are neighbours on the side 0 and 1.
Further, the strip of width 2 containing them is uniquely filled: it is either two monochrome rows or columns.
In the first case, it turns out that all the horizontals are monochrome; in the second - that all verticals are
monochrome.

B4 Answer: 6(2n + 2m − 4).
In two vertical dominoes located at distance one, the letters can be located

in such way:
a

b

a

b
or in such way:

a

b

b

a

We call a line (horizontal or vertical) striped, if in it two types of letters alternate. It is easy to see that if a
line is striped, then all the lines parallel to it are also striped.

c d c d c d c d c d c d
a b a b a b a b a b a b

We show that there is at least one striped line. Suppose the top row of the table is not striped, then it has
different letters (let a and b) at a distance of 2.

a b

b a

a b

b a

Then it is clear that these cells are in striped columns.
There are 6 · 2n tilings with striped columns and 6 · 2m tilings with striped rows. 24 of them are counted twice.

B5 Answer: 7.



There are 16 squares 2 × 2. They are divided into 7 groups, and in order to prohibit 7 periodic tilings, it is
necessary to ban at least one square from each group (we illustrate for each group a periodic tiling which would
be permitted no square of the group were forbidden).

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1
1 1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0
0 0

1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0

1 1
0 0

0 0
1 1

1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 0 1 0 1 0

1 0
1 0

0 1
0 1

1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0
1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0

1 0
1 1

0 1
1 1

1 1
0 1

1 1
1 0

0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0

1 0
0 0

0 0
1 0

0 0
0 1

0 1
0 0

0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0

1 0
0 1

0 1
1 0

Example of 7 forbidden squares:

1 1
1 1

0 0
0 0

1 0
1 0

1 1
0 0

1 0
0 1

1 0
0 0

1 1
0 1

The 4 last local rules force that there is no zero below a one. Together with the first rule, this gives that
ones cannot be in adjacent columns, and together with the second – that zeroes cannot be in adjacent columns.
Then the only possible tiling is a periodic tiling with alternating columns, but the third local rule also prohibits
it.

B6 Let N ×N be the size of the largest local rule. It’s clear that if we fill the entire plane with zeroes and draw
several occurrences of the allowed picture so that the distance between any two of them is greater than N ,
then we obtain a permitted tiling.

B7 A ladder is an infinite stepped figure of units, we have drawn a fragment of the ladder with step 4 (all empty
cells are filled with zeros).

1 1 1 1
1
1
1

1 1 1 1 1
1
1
1

1 1 1 1 1
1
1
1

If N is the size of the largest local rule, then all ladders with a step greater than N are permitted, because
all the N ×N patterns already appear in some large frame, so they are permitted.

Since a ladder is not a union of frames, it is not a beautiful tiling.



B8 At first glance it seems that there is nothing to prove here, since the plane is, in some way, a circle of
infinite radius. But in fact, from the fact that we know how to cover arbitrarily large circle it does not follow
automatically that we can cover an infinitely large circle.

Extra problem about types of infinity. Kashchei the Immortal (russian folklore villain) uses a magical
currency exchange. It allows to change one gem for any positive integer number of gold coins, or one gold coin
for any number of silver coins, or one silver coins for any number of copper coins. Initially, Kashchei has one
hundred of gems. To maintain his immortality, Kashchei has to spend one copper coin per day Suppose he has
no any other income. Will he be able to live for a billion of years? A googol of years? For eternity?

Let’s return to the problem. If we add a few more tiles to a tiling A of some finite region and obtain a tiling
B, we say that the tiling A can be extended to B.
If we find an infinite sequence of tilings A1, A2, A3 such that each previous tiling can be extended to the next
one, and for any k the tiling Ak covers a circle of radius k with center in (0, 0), then we win – we take the
union of these tilings.

We call a tiling of a finite region good if for any R it can be extended to a tiling, covering a disc of radius
R with center at zero. It suffices to show that a good tiling can be extended for any R to a good tiling that
covers a circle of radius R.

Let D be a good tiling. Consider all possible ways to extend it to a tiling that covers a circle of radius R.
There is a finite number of such extensions; if none of these extensions is a good tiling, then for each of them
there is a radius to which you cannot tile. We take the maximum of these radii and find that the original tiling
is also not good.

B9 It follows from the tasks of the following sections.
B10 It follows from the tasks of the following sections..

B11

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 0 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1

a) We give a solution that uses some facts of set theory, namely, that the continuum is greater than the
countable set. We denote the substitution by the letter s. Note that sk(1) is a square of size 3k× 3k, consisting
of eight squares sk−1(1) and one square sk−1(0); all the squares of form sk(0) are filled with zeroes.

Any 3k × 3k-tiling of form sk(1) can be extended to the tiling sk+1(1) in eight ways; each extension
corresponds to one of the eight external cells of the square 3× 3 and different shifts of the square 3k+1 × 3k+1

are obtained. Notice that we are interested in squares in the plane, not only in abstract squares.
We start with the square A1 of size 1× 1, in which there is a one, and we will do one of such extensions at

each step; the filled area will expand. We obtain a sequence of tilings A1, A2, A3, . . .
Such sequences correspond to sequences of digits from 1 to 8, there is continuum of such sequences. The

union of squares Ai can be either a quarter-plane, or a half-plane, or the whole plane. If we did not obtain
the entire plane, then, starting at some point, we expanded the squares at only one direction. It is clear that
there are uncountably many sequences {Ai}, the union of which fills the entire plane. The resulting tilings of
the plane will be called limit tilings.

We show that different sequences {Ai} lead to different limit tilings (note that we do not claim that they
are not equivalent).

We consider in limit tiling squares (3k + 2)× (3k + 2), at the boundary of which there are ones, and zeroes
inside. It is clear that the centers of all such squares are shifted relatively to the center of the square Ak by
a vector, both coordinates of which are multiples of 3k. Therefore, knowing the limit tiling, we can determine
the coordinates of the center Ak modulo 3k. But it is easy to see that the coordinates of its center cannot differ
from the coordinates of the center of A1 by more than 3k/2, therefore two limit tilings that coincide determine
the same sequence of squares.

It is easy to see that each limit tiling is uniquely decodable, therefore there is at least a continuum of various
Sierpinski carpets. And since only a countable number of carpets can be equivalent to one another, the number
of equivalence classes is infinite.



b) The periodic Sierpinski carpet is one that consists of only zeroes. We show that all the remaining Sierpinski
carpets are non-periodic. We note that if there is at least one 1 in the Sierpinski carpet, then for any natural
number k the carpet contains the square sk(1), in the center of which there is a square of size 3k−1×3k−1 filled
with zeroes, and this square is framed by units. If we consider a translation by some nonzero vector whose
coordinates are less than 3k−1, the image of the border will intersect the square of zeroes, and so for any k.
So, there are no vectors of periodicity.

c) Answer: no.
Let n be the size of the largest local rule; take k such that 3k > n. Consider a tiling A of the plane by 1’s.

It is not decodable, so the tiling sk(A) is not infinitely decodable. We show that the tiling sk(A) is permitted.

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

a pattern of sk(A)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(0) sk(1) sk(1) sk(0) sk(1) sk(1) sk(0) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(0) sk(0) sk(0) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(0) sk(1) sk(0) sk(0) sk(0) sk(1) sk(0) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(0) sk(0) sk(0) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk(1) sk(0) sk(1) sk(1) sk(0) sk(1) sk(1) sk(0) sk(1)

sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1) sk(1)

sk+1(1)

It can be shown that any square with side no more than n that occurs in sk(A), occurs in some block
composed of four squares sk(1). But this block is located inside sk+1(1), and therefore it is a pattern of
Sierpinski carpets and does not contain forbidden squares.

B12 Let n be the size of σ. The tiling σ(A) is composed of n × n-squares – images of letters. Any 2 × 2-square is
located inside some 2n× 2n-square (union of 4 such squares), which is of the form σ ( a1 a2

a3 a4
). Since the square

a1 a2
a3 a4

is permitted and σ agrees with local rules, σ ( a1 a2
a3 a4

) does not contain forbidden patterns.

B13 Consider a tile with letter a and a sequence of squares

A0 = a,A1 = σ(a), A2 = σ2(a) . . .

In this sequence Ai has size ni × ni, and it follows from the previous problem that Ai is permitted for any
i. From B8, it follows that there exists a permitted tiling of the whole plane.

B14 Answer: not always. For alphabet {0, 1} and substitution σ(0) = 1 1
1 1 , σ(1) = 0 0

0 0 such a tiling does not exist.

The criterion for the existence of a fixed tiling. σ admits a fixed tiling if and only if one letter appears
strictly inside its own image, or two letters appear in their own images in some opposite side of the square,
strictly, or four letters appear in their own images in all possible corners.

Sketch of proof. Let σ be a k×k-substitution. First note that requiring S = σ(S) would involve the choice
of an origin tile, which is not a problem here: we just want S and σ(S) to be equivalent. This means that
there exist integers i, j such that, in S, the image by σ of any cell (x, y) is the pattern appearing at positions
(i + kx · · · i + kx + k − 1, j + ky · · · j + ky + k − 1). We can do a euclidean division of i by 1 − k, and get
i = (1 − k)x + i′ for some i′ with 0 ≤ i′ < k − 1. This x has the property that i + kx ≤ x < i + kx + k − 2.
Similarly, there is some y such that j + ky ≤ y < j + ky + k − 2. We get that the image of the letter a
which appears in cell (x, y) of S contains the letter a itself. A little more precisely, the inequalities give that
the letter appears in its own image, but not on the bottom or right boundary (because we have divided by
k − 1 rather than k). It it appears in the left boundary, then x = i+ kx, so that the image of cell (x− 1, y) is



(x+ k− 1 · · ·x, j + ky · · · j + ky+ k− 1): again the letter at cell (x− 1, y) appears in its own image. The same
is true if (x, y) was in the top boundary of the square.

Conversely, suppose σ admits one letter a which appears stricly inside its own image, say at position i, j.
Then σt(a) can be seen as a square pattern of size kt×kt, that we can index in −kti/(k−1) · · · kt(k−1−i)/(k−1)
(and similary for the vertical coordinate) so that a is in cell 0, 0. This square grows on all four sides, so that,
ultimately, every pair (x, y) of integers is mapped to a letter for these large enough squares. Moreover, this
letter is constant, once defined. Indeed, an easy induction allows to show that then the square σt(a) appears
in the middle of any σt′(a), for t′ ≥ t. Thus we can define S as holding, in cell (x, y) the letter that appears as
σt(a)(x, y) for large enough t. By construction σ(S) will be the shift of S (with respect to i, j).

If σ admits two letters that appear in their own images in some side of the square, strictly, or four letters
that appear in their own images in all possible corners, then we can do the same kind of iterations, starting
with the pattern consisting in these two or four letters.

C. Examples of non periodicity

C1 a) For example, such a substitution σ:

1
1 1 1
1 0 1
1 1 1

0
0 0 0
0 1 0
0 0 0

The fact that the set of infinitely decoded tilings cannot be defined by local rules is proved in the same way
as for Sierpinski carpets.

We call such a figure (and also if we swap 0 and 1) a double frame.

1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 0 0 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1

We say that the size of the double frame in the figure above is 5. If a double frame of size N occurs in the
tiling, then the tiling cannot have a vector of periodicity with absolute values of coordinates less than N . By
induction on k, it is shown that σk(0) and σk(1) contain a double frame of size 3k−1.
b) Consider a one-letter alphabet.

C2 Suppose that in there are 8 letters ai, bi, ci, di, for i = 1 or 2. The images of any letter is of form ai bj
ck dl

. There
are 16 ways to choose indices, so we can choose different images for all eight letters.

C3 It is a consequence of some following problems.
C4 Let us prove the aperiodicity of any infinitely decodable tiling A. Firstly note that, from the separation images

property, it follows that both coordinates of any periodicity vector v must be divisible by 2, and then note
that the vector v/2 is a periodicity vector for the tiling σ−1(A). Applying this to a tiling with the smallest
nonzero period, we have a contradiction.

C5 We use notation W for left direction, E for right, N for up, and U for down. We will denote by NW the left-
up direction (and similar notations for other diagonal directions). Our substitution has the image separation
property, so each letter ai of the alphabet A belongs to one of the types NW,NE,SW,SE.

We draw letters of the new (decorated) alphabet B as tiles, in the center of each tile a letter from A is
written, there are arrows on the sides and on each side has a label – a letter of A. Thus, a letter from B is
defined by a 5-tuple of letters of A and four extra bits (arrow directions).

a2

a2
a2

a2

a1

We will talk about types of tiles (i.e. NE,NW,SE or SW , types of central letters), types of tile sides
(N,E, S,W depending on the direction of the arrow), types of side labels (NE,NW,SE, SW ). The substitution
ψ : B → B4 is defined as follows. If the letter a is written in the center of a tile and some labels are written on
the edges, and σ(a) = a1 a2

a3 a4
, then we write the letters a1, a2, a3, a4 in centers of coresponding tiles, preserve



labels and directions for outer sides of tiles, direct central arrows from the center of 2 × 2-square and draw
labels a on them, see pic.:

ai

aj

ak

al

a
ψ a a

a a

aa

aa

a1 a2

a3 a4

ai

ai

ak

al

al al

aj aj

The idea of such a decoration is as follows: an infinitely decoded tiling consists of blocks 2k × 2k, and each
2k × 2k−block consists of four 2k−1× 2k−1−blocks, and boundaries between these four blocks form a cross, on
the edges of which the same labels are written. These crosses separate blocks of large size from each other. In
the Sierpinski carpets example, there was no such boundary, and local rules could not distinguish the boundary
of a large block from its middle part.

We say that the direction NE is symmetric to NW with respect to the vertical direction, and SW is
symmetric to SE with respect to the vertical direction. Symmetry relative to the horizontal direction is defined
similarly.

We define the following local rules:
1) On neighbouring tiles, adjacent sides have the same direction and label (that is, one can speak about the

direction and label of edges in the entire tiling).
2) Only tiles of vertically symmetrical types can have a common vertical side. Only tiles of horizontally

symmetrical types can have a common horizontal side.
3) Nodes between tiles can have only such degrees of: outgoing degree 4 OR indegree 3 and outdegree 1.
4) If 4 edges go from one node, their labels coincide.
5) If there is a tile of type NW to the up-left side of a given node, we call this node central. We require that

central nodes have outgoing degree 4. If these edges have labels a, and σ(a) = a1 a2
a3 a4

, then in the center of
the tile to the north-west of the node there should be the letter a1, similarly for the other three tiles.

6) From a node of type 3-1 there is an outgoing arrow, central ingoing arrow and two lateral arrows. We
require that the labels on the central incoming and outgoing arrows coincide, and also that the types of
labels on the lateral arrows are symmetrical with respect to the outgoing edge. For example:

a a

NE

SE

7) For a node of type 3-1, suppose there is a label a on the outgoing v1, and a label b on a lateral ingoing
arrow v2. Let σ(a) = a1 a2

a3 a4
.

If the angle between the type of b and the direction of v2 is equal to 135◦ (for instance, v2 goes down, and
b has type NE), then the angle between v1 and the type of b must equal to 45◦, and the letter b must
occur in σ(a) at the position corresponding to the type of b.

a a

b of type NE

b = a2, where a2 is the NE letter in σ(a)

To construct this set of rules, we looked closely at an infinitely decodable tiling, and forbid everything that
did not occur there. It is necessary, on the one hand, to write enough rules so that decoding can be determined,
and on the other hand – to check that after the decoding all the local properties hold. For this reason, we do
not use larger local rules (involving non-neighbouring tiles): it is difficult to verify them after decoding.

Analysis of permitted tilings. Now we want to investigate permitted tilings. From 1) we find that the
plane is divided into 2× 2-squares, in each of which the tiles have the form NW NE

SW SE . We will call these blocks
basic blocks. From 5) and 4) it follows that the centers of the basic blocks are central nodes; moreover each of
them has 4 outgoing arrows, which have the same labels.



NW NE

SW SE

NW NE

SW SE

NW NE

SW SE

NW NE

SW SE

All the nodes are divided into central, lateral (those which have 2 ingoing arrows at the picture above) and
the rest. From 3) it follows that the midpoints of the sides of the basic blocks (lateral nodes) are of the type
3 − 1, and together with 6) it implies that the arrows on each side of the basic block are co-directional and
have the same labels.

Together with property 4) this gives that each base block is a ψ− image of some letter. Thus, the decoding
from a permitted tiling T to ψ−1(T ) is well defined. This tiling can be obtained from T by erasing the lines
inside the base blocks and writing inside them the letters which are the labels of arrows, outgoing from its
center. We need to check for ψ−1(T ) the properties of 1)−7). Properties 1), 3), 4), and 6) are automatically
satisfied, since no new situation at the nodes (in terms of which labels and arrows are written on the incoming
edges) arises.

For property 2), we must check that any two base blocks having a common side are decoded into symmetric
type of letters. But the type after decoding coincides with the type of the label written on the inner cross of the
basic block. The local rule 5) guarantees that the marks of the two blocks are symmetric, and after decoding,
2) holds. So, the basic blocks are combined into 4× 4-blocks, which after decoding have the form NW NE

SW SE.

Consider a 4-tuple like in the following figure.

a
a

v1

v2

The label a has type NW , therefore, according to 6), the edge v1 is directed to the left, and v2 to the top.
Hence, v1 and v2 go out from a central node. From 4) it follows that the labels on these edges coincide. Also,
from 6) it follows that a is in the upper left corner of the image of this label under σ. Similarly we can speak
about the rest of the basic blocks, and therefore, after decoding, property 5) holds. So, the decoded tiling is
permitted, and therefore all the permitted tilings are infinitely decoded.

Generally speaking, we have not solved the problem yet. We have not shown that each tiling that is infinitely
decodable by σ allows a permitted decorations. It can be shown that such a decoration exists for those tilings
for which each tile lies strictly inside some block of form σk(ai). You can describe the rest of the tilings and
slightly modify our decoration; we leave this it to the reader as an exercise.

C6 We leave this task as an exercise.
C7 We’ll use C5. Let σ be a substitution A → A4. Take τ 2 × 2 with property of separating images B → B4.

Construct a new alphabet C of size |A| · |B|; its letters are pairs (ai, bj)|ai ∈ A, bj ∈ B. We define on it a
substitution ψ of size 2 × 2 given as follows: (a, b) → (ai,bj) (ak,bl)

(am,bn) (ap,br)
, where σ(a) = ai ak

am ap и τ(b) = bj bl
bn br

. It is
easy to see that it is a decoration of σ and it has the property of separating images.

D. Different formalisms.

D1 Replace letters at up and right sides by opposite ones.
D2 Hint. Use Robinson tilings, divide them by small squares and give local rules that force small tiles to form big

Robinson tiles.
D3 a) Answer: no. It’s easy to construct a periodic tiling repeating a 2 × 2 block made of one tile and all its

reflections.
b) Answer: yes.



E. Decorations.

E1. a) alphabet {a1, a2, b}; forbid {ba1, a2b, bb, a2a1}.

b) alphabet {a1, a2, b}; forbid {ba1, a2b, bb, a2a1} horizontally, {
b
a2
,
a1
b
,
b
b
,
a2
a1
} vertically, and {a1 a2

a2
}.

E2. The set of tiles with decorations, without those labeled b, tiles arbitrarily large squares (in every infinite
tiling). By B8, there is a tiling of the plane using those tiles. It is labeled by only a’s.

E3. a) Answer: no. Assume it could, and let k be the maximal size of the local rules. Consider a tiling with a
single connected component which is a horizontal path of size k, and another tiling, similar but with size k + 1.
These two tilings have the same patterns of size k, so they should be either both forbidden or both permitted.
Nevertheless, exactly one of these two is in the wanted set.
b) alphabet {a, b1, b2}; forbid {ab2, b1b1, b2b2, b1a}.
c) One possible solution (among many possibilities): Decorations draw a spanning forest for the connected component,
that is the disjoint union of rooted directed trees that cover the whole component. Each tree should have even
cardinality: this can be counted at each node by addition modulo 2 of the value carried by possible son nodes. On
the one hand, every connected component can be decorated by an even spanning tree, hence permitted. On the
other hand, if a tiling is permitted, every connected component is spanned by several trees of even cardinality, so
that it itself has even cardinality.

E4*. In 1D: yes, easy: alphabet {a, b1, b2}; forbid {ab2, b1b1, b2b2, b2a}.
In 2D: no, it’s much more difficult, because the sum of two odd numbers is not odd. It’s hard to force the

connected component to be spanned by only one tree (rather than a forest). This question is currently the purpose
of ongoing research, on so-called soficity of sets of tilings.

E5. The set of tilings representing 3-colorable planar graphs, for instance.
E6.

a) All 2× 2 patterns that appear in the new tiling already appeared in one of the two previous permitted tilings.
b) Let k bet the cardinality of the decorated alphabet. The number of possible decorations for the border of n× n
tilings is k4(n−1).
c) Consider the set of configurations such that all c’s form a column, and consider the set of n × n-squares that
appear on the left of this column. They can be any tiling over {a, b}, so there are 2n

2

different ones. If n is big with
respect to k, then by the previous question, two of these tilings have the same decorations within the corresponding
infinite tilings, and by Question a), we can replace one by the other. But then (at least) one of the two does not
have the correct mirror image on the other side of the column.
d) If S is a set of tilings that is defineable by decorations and local rules, then there exists k such that, for every
n, any set of n × n tilings which have nonintersecting pairwise extension sets (set of possible ways to extend as a
tiling of the plane) has cardinality at most kn.



 



Ê àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ

óðàâíåíèé

ïðåäñòàâëÿþò Á. Âóêîðåïà, À. Ãëåáîâ,

A. Åííý, À. Ñêîïåíêîâ, À. ×èëèêîâ ∗

1 Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêè ðåçóëüòàòîâ

1.1 Î ÷¼ì ýòîò öèêë çàäà÷

Çíàìåíèòûå òåîðåìû1 Ðóôôèíè 2.7, Àáåëÿ è Ãàëóà 1.3, 1.4 î íåðàç-
ðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ � êëàññè÷åñêèé
ðåçóëüòàò àëãåáðû, èíòåðåñíûé äëÿ èíôîðìàòèêè (òåîðèè ñèìâîëü-
íûõ âû÷èñëåíèé). Ôîðìóëèðîâêè ýòèõ òåîðåì ïðèâåäåíû íèæå.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîãî òåêñòà � èçëîæåíèå ãëóáîêèõ èäåé
àëãåáðû (òî÷íåå, òåîðèè Ãàëóà) íà êðàñèâûõ ïðîñòûõ äîêàçàòåëü-
ñòâàõ ýòèõ òåîðåì, ñì. [ZSS, � 27]. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî ïðè ýòîì äëÿ
ïîíèìàíèÿ ïðèâîäèìûõ äîêàçàòåëüñòâ äîñòàòî÷íî óìåòü äåëèòü
ìíîãî÷ëåíû ñ îñòàòêîì, èçâëåêàòü êîðíè èç êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,
óìíîæàòü ïåðåñòàíîâêè è ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
È òîò, êòî íå äîéä¼ò äî ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëü-

∗Áëàãîäàðèì ß. Àáðàìîâà, Ä. Åëèñååâà, À. Êàíóííèêîâà, Î. Îðåë, À. Ïåòó-
õîâà, Í. Õîðîøàâêèíó, Ã. ×åëíîêîâà è æþðè ËÊÒÃ çà îáñóæäåíèÿ è ïåðåâîä
÷àñòåé òåêñòà.
Á. Âóêîðåïà: Çàãðåáñêèé Óíèâåðñèòåò. A. Ãëåáîâ: Íîâîñèáèðñêèé Ãîñóäàðñòâåí-
íûé Óíèâåðñèòåò. A. Åííý: Ïåòðîçàâîäñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíèâåðñèòåò. À.
Ñêîïåíêîâ: Ìîñêîâñêèé Ôèçèêî-Òåõíè÷åñêèé Èíñòèòóò, Íåçàâèñèìûé Ìîñêîâ-
ñêèé Óíèâåðñèòåò. http://www.mccme.ru/�skopenko. À. ×èëèêîâ: Ìîñêîâñêèé
Ãîñóäàðñòâåííûé Òåõíè÷åñêèé Óíèâåðñèòåò èì. Áàóìàíà, Ìîñêîâñêèé Ôèçèêî-
Òåõíè÷åñêèé Èíñòèòóò.

1Èç �1 äàëåå èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî �1.5, ìîæíî ñðàçó ïåðåéòè ê íåìó è ðåøå-
íèþ çàäà÷.
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òàòîâ, ñìîæåò ïîðåøàòü çàäà÷è äëÿ èññëåäîâàíèÿ, ñì. [E2, Es, AB,
Ko17, Saf] è ññûëêè â ýòèõ ðàáîòàõ.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâàìè íåðàçðåøèìîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ìû ðàçáåðåì îáùèé ñïîñîá èõ ðåøåíèÿ � ìåòîä ðåçîëüâåíò
Ëàãðàíæà. Èäåÿ Àáåëÿ è Ãàëóà ôàêòè÷åñêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
åñëè óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â ðàäèêàëàõ, òî åãî ìîæíî ðåøèòü ýòèì
ìåòîäîì. Ýòèì æå ìåòîäîì ñòðîÿòñÿ è àëãîðèòìû � íàïðèìåð,
ðàñïîçíàâàåìîñòè ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ.

Äëÿ ïðàêòèêè ïðèáëèæ¼ííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé áîëåå
ïîëåçíû, ÷åì ðàäèêàëüíûå ôîðìóëû. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèÿ ìîæ-
íî ðåøàòü ïðè ïîìîùè òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé (ñì. ìåòîä Âèåòà
[ZSS, ï. 4.2] è [PSo]). Îäíàêî ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè â ðàäèêàëàõ
èíòåðåñíà êàê ïðîáíàÿ çàäà÷à ñîâðåìåííûõ òåîðèé ñèìâîëüíûõ âû-
÷èñëåíèé è ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé.

Î íîâèçíå. Ïðèâîäèìûå â ðåøåíèÿõ äîêàçàòåëüñòâà íå ïðå-
òåíäóþò íà íîâèçíó (õîòÿ, âîçìîæíî, ÷èòàòåëè ñóìåþò ïðèäóìàòü
÷òî-òî íîâîå). Âñå æå â ýòîì òåêñòå èìååòñÿ ìíîãî ìåòîäè÷åñêèõ
íàõîäîê, ñì. [ZSS, ï. 5.2.1, 5.2.2], è äîêàçàòåëüñòâà îòëè÷íû îò ïðè-
âåäåííûõ è öèòèðîâàííûõ â [ZSS, �5]. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, ïðè-
âîäèìûå äîêàçàòåëüñòâà ìàëîèçâåñòíû. Êàê ñëåäñòâèå, ìàëîèçâåñò-
íî, ÷òî íå òîëüêî ðåøàòü êâàäðàòíûå è êóáè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, íî
è äîêàçûâàòü óêàçàííûå òåîðåìû ýêîíîìíåå, íå ñòðîÿ è çàòåì ïðè-
ìåíÿÿ òåîðèþ Ãàëóà (êàê, íàïðèìåð, â ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ ïî
àëãåáðå), à íàïðÿìóþ 2 �íî ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ïåðåîòêðûâàÿ è èñ-
ïîëüçóÿ áàçîâûå èäåè ýòîé òåîðèè.

2Êàê, íàïðèìåð, â [Dor, � 25], [Pr07-2, äîïîëíåíèå 8], [FT, Ëåêöèÿ 5], [ZSS,
�5], [Dor, St94, Kol, Ler, T, Sk11, Sk15] è çäåñü. Èçëîæåíèå â [Al] áëèæå ê ýòîìó
ñòèëþ. Õîòÿ áîëüøàÿ ÷àñòü [Al] ïîñâÿùåíà èçëîæåíèþ òåîðèè, íå íóæíîé äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà îñëàáëåííîé âåðñèè òåîðåìû Àáåëÿ, îáúÿâëåííîé â êà÷åñòâå îñ-
íîâíîãî ðåçóëüòàòà (ñì. [Sk15, êîíåö çàìå÷àíèÿ 7]), àâòîðó êíèãè [Al] óäàëîñü
èçáåæàòü íåìîòèâèðîâàííîãî èçëîæåíèÿ ÷àñòè ýòîé òåîðèè. Äîêàçàòåëüñòâî èç
[Al] áîëåå êîðîòêî è ïîíÿòíî èçëîæåíî â [FT, Ëåêöèÿ 5] è, âîçìîæíî, â [Sk11].
Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâà â áîëüøèíñòâå ýòèõ èñòî÷íèêîâ íåïîëíû, ñì. [ZSS,
ñíîñêà 12 íà ñòð. 113 è êîíåö �5.5.4], [Sk15, Îáñóæäåíèå]. Íåñìîòðÿ íà ýòè íåäî-
ñòàòêè, âûøåóïîìÿíóòûå ýëåìåíòàðíûå èçëîæåíèÿ áûëè äëÿ íàñ ïîëåçíåå, ÷åì
ôîðìàëüíûå èçëîæåíèÿ (â ñòàíäàðòíûõ ó÷åáíèêàõ, èçëàãàþùèõ òåîðèè), êîòî-
ðûå íà÷èíàþòñÿ ñ íåñêîëüêèõ ñîòåí ñòðàíèö îïðåäåëåíèé è ñëåäñòâèé, ðîëü
êîòîðûõ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î íåðàçðåøèìîñòè íåÿñíà íà ìîìåíò èõ
ôîðìóëèðîâêè. Íåìîòèâèðîâàííîå èçëîæåíèå ñëóæèò ¾ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ
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1.2 Íåðàçðåøèìîñòü â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ

Âåùåñòâåííîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì, åñ-
ëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòà-
íèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êîðíåé
öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ò.å. åñëè
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, åãî ñîäåðæàùåå, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæå-
ñòâà {1}, èñïîëüçóÿ îïåðàöèè äîáàâëåíèÿ ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíî-
æåñòâó M ⊂ R, ñîäåðæàùåìó ÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y ̸= 0

è ÷èñëà n
√
x ïðè x > 0 è öåëîì n > 0.

Âåùåñòâåííàÿ ðàäèêàëüíîñòü ÷èñëà α ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ
òàêèõ

• öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë s, k1, . . . , ks,
• âåùåñòâåííûõ ÷èñåë f1, . . . , fs è ìíîãî÷ëåíîâ p0, p1, . . . , ps îò

0, 1, . . . , s ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ÷òî 

fk1
1 = p0

fk2
2 = p1(f1)

. . .

fks
s = ps−1(f1, . . . , fs−1)

α = ps(f1, . . . , fs)

.

Çàìå÷àíèå 1.1. (a) Ëþáîé âåùåñòâåííûé êîðåíü êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âåùåñòâåííî ðàäèêà-
ëåí.

(b) Óðàâíåíèå x3 + x + 1 = 0 èìååò ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé
êîðåíü, êîòîðûé âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí [ZSS, ï. 4.2], ñì. òàêæå çà-
äà÷ó 2.8 (ñ).

(ñ) Óðàâíåíèå x4 + 4x − 1 = 0 èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ,
êàæäûé èç êîòîðûõ âåùåñòâåííî ðàäèêàëåí [ZSS, ï. 4.2], ñì. òàêæå
çàäà÷ó 2.10 (d).

òîãî, ÷òîáû çàòðóäíèòü íåïîñâÿùåííûì îâëàäåíèå ñâîåé íàóêîé è òåì ñàìûì
ïîâûñèòü åå àâòîðèòåò¿ [Ar84, ñòð. 49]. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìíîãèõ èìåííî ìî-
òèâèðîâàííîå èçëîæåíèå ïîâûøàåò àâòîðèòåò ìàòåìàòèêè.
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(d) Ëþáîå âåùåñòâåííî ïîñòðîèìîå ÷èñëî [ZSS, ï. 5.1.2] âåùå-
ñòâåííî ðàäèêàëüíî.

(e) Ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí 3-é ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè (íàïðèìåð, x3−3x+1), íè îäèí èç êîðíåé êîòîðîãî íå
ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì. (Ýòî äîêàçàíî â ï. (f).)

(f) ×èñëî cos(2π/9) íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî ôîðìóëå êîñèíóñà òðîéíîãî óãëà êàæäîå

èç ÷èñåë cos(2π/9), cos(8π/9), cos(14π/9) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
8y3 − 6y + 1 = 0. Ïî íèæåïðèâåäåííîé òåîðåìå 1.2 íè îäíî èç íèõ
íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.

(g) Òðèñåêöèÿ óãëà íåâîçìîæíà ïðè ïîìîùè âåùåñòâåííûõ ðà-
äèêàëîâ, ò.å. cóùåñòâóåò òàêîå α (íàïðèìåð, α = 2π/3), ÷òî ÷èñëî
cosα âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíî, à ÷èñëî cos(α/3) � íåò. (Ýòî ñëåäóåò
èç ï. (f).)

Òåîðåìà 1.2 (î ðàçðåøèìîñòè â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ). Ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ íà ìíîãî÷ëåí f òðåòüåé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè ðàâíîñèëüíû:

(i) ìíîãî÷ëåí f èìååò ëèáî õîòÿ áû îäèí ðàöèîíàëüíûé êîðåíü,
ëèáî ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü;

(ii) ìíîãî÷ëåí f èìååò âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûé êîðåíü;
(iii) âñå âåùåñòâåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà f âåùåñòâåííî ðàäè-

êàëüíû.

Åäèíñòâåííîñòü âåùåñòâåííîãî êîðíÿ ¾óêîðî÷åííîãî¿ óðàâíå-
íèÿ x3 + px + q = 0 ðàâíîñèëüíà óñëîâèþ ¾p = q = 0 èëè (p/3)3 +
(q/2)2 > 0¿ [ZSS, çàäà÷à 8.1.5.d].

Ðàâíîñèëüíîñòü (ii) ⇔ (iii) î÷åâèäíà è ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ
1.1.a. Ðàçðåøèìîñòü â òåîðåìå 1.2 (ò.å. (i) ⇒ (ii)) äîêàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì äåëü Ôåððî [ZSS, ï. 4.2]; ñì. äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî â
ï. 2.3. Íåðàçðåøèìîñòü â òåîðåìå 1.2 (ò.å. (ii) ⇒ (i)) äîêàçûâàåò-
ñÿ ñëîæíåå. Áîëåå ïðîñòî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò î
íåðàçðåøèìîñòè â ìíîãî÷ëåíàõ, ñì. ï. 2.5.

1.3 Íåðàçðåøèìîñòü â êîìïëåêñíûõ ðàäèêàëàõ

Ïåðåéä¼ì ê ôîðìóëàì, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü êîìïëåêñíûå ÷èñ-
ëà. Îêàçûâàåòñÿ, êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå (íàïðèìåð, x3− 3x+1), íå-
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ðàçðåøèìîå â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ, ðàçðåøèìî â êîìïëåêñíûõ.
Êîìïëåêñíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ (êîìïëåêñíî) ðàäèêàëüíûì,

åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè ñëîæåíèé, âû÷èòà-
íèé, óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà è èçâëå÷åíèé êîðíåé
öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé. Ò.å. åñëè íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, åãî
ñîäåðæàùåå, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæåñòâà {1}, èñïîëüçóÿ îïåðà-
öèè äîáàâëåíèÿ ê óæå èìåþùåìóñÿ ìíîæåñòâó M , ñîäåðæàùåìó
÷èñëà x, y,

÷èñåë x+ y, x− y, xy, ÷èñëà x/y ïðè y ̸= 0

è ëþáîãî òàêîãî ÷èñëà r ∈ C, ÷òî rn = x äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî n > 0.

Íàïðèìåð, ëþáîé (êîìïëåêñíûé) êîðåíü êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì. Àíàëî-
ãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòåïåíè.
Îíè äîêàçûâàþòñÿ ìåòîäàìè äåëü Ôåððî è Ôåððàðè [ZSS, ï. 4.2];
ñì. äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî â ï. 2.3. Îäíàêî àíàëîã ýòèõ óòâåðæäå-
íèé äëÿ áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé íåâåðåí.

Òåîðåìà 1.3 (Ãàëóà). Ñóùåñòâóåò óðàâíåíèå 5-é ñòåïåíè ñ ðà-
öèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (íàïðèìåð, x5−4x+2 = 0), íè îäèí
èç êîðíåé êîòîðîãî íå ÿâëÿåòñÿ ðàäèêàëüíûì.

Çíàìåíèòóþ ïðîáëåìó î ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ
ðåøèëè äîêàçàííûå íåìíîãî ðàíåå áîëåå ñëàáûå òåîðåìû Ðóôôèíè�
Àáåëÿ. Òåîðåìà Ðóôôèíè 2.7 ñëîæíåå ôîðìóëèðóåòñÿ, íî ïîäâîäèò
íàñ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ãàëóà. ×åòêàÿ ôîðìóëèðîâêà òåî-
ðåìû Àáåëÿ åùå áîëåå ñëîæíà è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ, ñì. [Sk15,
Çàìå÷àíèå 7]. Ýêîíîìíåå ðåøèòü ïðîáëåìó ðàçðåøèìîñòè, äîêàçàâ
ñëåäóþùóþ òåîðåìó Ãàëóà (áîëåå ñëàáóþ è áîëåå ïðîñòî äîêàçûâà-
åìóþ, ÷åì òåîðåìà Ãàëóà 1.3). Äëÿ X ⊂ C êîìïëåêñíîå ÷èñëî íà-
çûâàåòñÿ X-ðàäèêàëüíûì, åñëè åãî ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìíîæåñòâà
X ∪ {1} ïðè ïîìîùè îïåðàöèé èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè.

Òåîðåìà 1.4 (Ãàëóà). Ñóùåñòâóþò òàêèå a0, a1, a2, a3, a4 ∈ C,
÷òî íè îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ x5 + a4x

4 + . . . + a1x + a0 = 0 íå
ÿâëÿåòñÿ {a0, a1, . . . , a4}-ðàäèêàëüíûì.

Òåîðåìà 1.5. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé äëÿ äàí-
íûõ an−1, . . . , a0 ∈ Q, âñå ëè êîðíè óðàâíåíèÿ xn + an−1x

n−1 + . . .+
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a1x+ a0 = 0 ðàäèêàëüíû.

Òåîðåìà 1.5 äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè êðèòåðèÿ ðàçðåøèìîñòè
Ãàëóà 2.13.b è îöåíêè íà ÷èñëî îïåðàöèé.

1.4 Ïëàí

Ýòîò ïðîåêò ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ôîðìàëüíî íåçàâèñèìûõ êóñêà (â
ïåðâûõ äâóõ èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàäèêàëüíîñòè èç ï. 2.2).

(1) Â ï. 2.3 îáñóæäàåòñÿ ìåòîä (ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà) ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé. Ôîðìàëüíî îí íå èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâàõ
íåðàçðåøèìîñòè. Îäíàêî çíàêîìñòâî ñ íèì áóäåò ïîëåçíî, ïîñêîëü-
êó äîêàçàòåëüñòâà íåðàçðåøèìîñòè áûëè ïðèäóìàíû ïðè àíàëèçå
ýòîãî ìåòîäà, ïîñêîëüêó ýòî çíàêîìñòâî ïîìîæåò êîíòðîëèðîâàòü
ïðàâèëüíîñòü ïðîìåæóòî÷íûõ ãèïîòåç, âîçíèêàþùèõ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâàõ íåðàçðåøèìîñòè, è ïîñêîëüêó ýòîò ìåòîä íóæåí äëÿ äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.5.

(2) Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðóôôèíè 2.7 îñíîâàíî íà èäåå ñèì-
ìåòðèè è íàìå÷åíî â ï. 3.1. Ê íåìó ïîäâîäèò ï. 2.5. Ï. 2.4 ïîäâîäèò
è ê ï. 2.5, è ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ãàëóà 1.4.

(3) Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2 î ðàçðåøèìîñòè â âåùåñòâåí-
íûõ ðàäèêàëàõ îñíîâàíî íà èäåå ñîïðÿæåíèÿ (èëè àëãåáðàè÷åñêîé
ñèììåòðèè). Ê íåìó ïîäâîäÿò ï. 2.1, 3.2 è 3.3.

Òåîðåìû 1.3 è 1.5 íå äîêàçûâàþòñÿ â ýòîì òåêñòå, ñì. äîêàçàòåëü-
ñòâî ïåðâîé â [ZSS, �5], [Sk19, �9]. Òåîðåìà Ãàëóà 1.4 äîêàçûâàåòñÿ â
äîïîëíèòåëüíûõ çàäà÷àõ, ñð. [Sk15, Sk19], ïðè ïîìîùè ðåäóêöèè ê
òåîðåìå Ðóôôèíè 2.7, èñïîëüçóþùåé èäåþ ñîïðÿæåíèÿ (ï. 2.1, 3.2
è 3.3).

1.5 Ðåêîìåíäàöèè ó÷àñòíèêàì

Ó÷àñòíèê (èëè ãðóïïà ó÷àñòíèêîâ) êîíôåðåíöèè, ðåøàþùèé çàäà-
÷è ïðîåêòà, ïîëó÷àåò ¾áîá¿ çà êàæäîå çàïèñàííîå ðåøåíèå, îöå-
íåííîå â ¾+¿ èëè ¾+.¿. Äîïîëíèòåëüíûå áîáû ìîãóò âûäàâàòüñÿ
çà êðàñèâûå ðåøåíèÿ, ðåøåíèÿ ñëîæíûõ ïðîáëåì, èëè îôîðìëåíèå
íåêîòîðûõ ðåøåíèé â ñèñòåìå TEX. Ó æþðè áåñêîíå÷íî ìíîãî áî-
áîâ. Ðåøåíèÿ ìîæíî ñäàâàòü è óñòíî, îòäàâàÿ îäèí áîá çà êàæäûå
ïÿòü ïîïûòîê (íåâàæíî, óäà÷íûõ èëè íåò).
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Åñëè çàäà÷à âûäåëåíà ñëîâîì ¾òåîðåìà¿ (¾ëåììà¿, ¾ñëåäñòâèå¿
è ò. ä.) è æèðíûì øðèôòîì, òî å¼ óòâåðæäåíèå áîëåå âàæíîå. Êàê
ïðàâèëî, ìû ïðèâîäèì (â âèäå çàäà÷è) ôîðìóëèðîâêó êðàñèâîãî èëè
âàæíîãî óòâåðæäåíèÿ ïåðåä åãî äîêàçàòåëüñòâîì. Â òàêèõ ñëó÷à-
ÿõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ ïîñëåäó-
þùèå çàäà÷è. Åñëè Âû çàñòðÿëè íà êàêîé-òî äðóãîé çàäà÷å, òàêæå
ïåðåéäèòå ê ñëåäóþùèì, îíè ìîãóò ïîìî÷ü.

Ïðèãëàøàåì Âàñ îáñóæäàòü ñ æþðè âîçíèêàþùèå âîïðîñû. Îñî-
áî óñïåøíûì ðåøàòåëÿì ìû âûäàåì äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è äëÿ
èññëåäîâàíèÿ.

Ïîæàëóéñòà, ñîîáùèòå íàì, åñëè Âû çíàåòå ðåøåíèÿ êàêèõ-òî èç
ïðåäëîæåííûõ çàäà÷. Åñëè Âû ïîäòâåðäèòå ñâîè çíàíèÿ, ñîîáùèâ
íàì ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç íèõ, Âàì áóäåò ðàçðåøåíî íå ïîëó÷àòü
ïëþñû ïî âñåì ýòèì çàäà÷àì, íî ïîëüçîâàòüñÿ èìè ïðè ðåøåíèè
îñòàëüíûõ.

2 Çàäà÷è äî ïðîìåæóòî÷íîãî ôèíèøà

Â ýòîì òåêñòå ðàâåíñòâà, âêëþ÷àþùèå ìíîãî÷ëåí f (èëè fj) îçíà-
÷àþò ðàâåíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ (ïîêîýôôèöèåíòíîå). Â ï. 2.1, 3.2 è
3.3 ¾ìíîãî÷ëåí ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè¿ êîðîòêî íàçû-
âàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Îáîçíà÷èì

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).

2.1 Îäíî èçâëå÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ

2.1. Ïðåäñòàâèìî ëè ñëåäóþùåå ÷èñëî â âèäå a+
√
b, ãäå a, b ∈ Q:

(a)
√

3 + 2
√
2; (b) 1

7+5
√
2
; (c)

3
√
7 + 5

√
2; (d) cos(2π/5);

(e) 3
√
2; (f)

√
2 + 3

√
2; (g) cos(2π/9);

(h)∗
√
2 +

√
2; (i)∗ cos(2π/7); (j)

√
2 +

√
3 +

√
5.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü r ∈ R−Q è r2 ∈ Q.
(a) Î íåïðèâîäèìîñòè. Ìíîãî÷ëåí x2− r2 íåïðèâîäèì íàä Q.
(b) Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Åñëè a, b ∈ Q è a + br = 0,

òî a = b = 0.
(c) Åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü r, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ

íà x2 − r2.
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(d) Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü r, òî êîðíåì
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷èñëî −r.

(e) Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè a, b ∈ Q è ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü
a+ br, òî êîðíåì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷èñëî a− br.

(f) Åñëè a, b ∈ Q è êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü a + br,
òî îí èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè âûøå âòîðîé íåïðèâî-
äèì íàä Q, òî íè îäèí èç åãî êîðíåé íå ïðåäñòàâèì â âèäå a±

√
b,

ãäå a, b ∈ Q.
Ëåììà 2.4 (î ðàñøèðåíèè). Ïóñòü ÷èñëî ìîæíî ïîëó÷èòü èç

÷èñëà 1 ïðè ïîìîùè íåñêîëüêèõ îïåðàöèé ñëîæåíèé, âû÷èòàíèé,
óìíîæåíèé, äåëåíèé íà íåíóëåâûå ÷èñëà, è îäíîé îïåðàöèè èçâëå-
÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà (ò.å. ÷èñëî âå-
ùåñòâåííî ïîñòðîèìî ñ èçâëå÷åíèåì êîðíÿ òîëüêî îäèí ðàç). Òîãäà
îíî èìååò âèä a±

√
b, ãäå a, b ∈ Q è b > 0.

2.5.* Äëÿ êàêèõ n ÷èñëî cos(2π/n) ïðåäñòàâèìî â âèäå a +
√
b,

ãäå a, b ∈ Q?

Ïîäñêàçêè ê ï. 2.1

2.2. (a) Åñëè ìíîãî÷ëåí x2 − r2 ïðèâîäèì íàä Q, òî îí èìååò
ðàöèîíàëüíûé êîðåíü. Ïðîòèâîðå÷èå.

(b) Åñëè b ̸= 0, òî r = −a/b ∈ Q, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó b = 0,
à çíà÷èò, a = 0.

(c) Ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì3 íà x2 − r2:

P (x) = (x2 − r2)Q(x) +mx+ n.

Ïîäñòàâëÿÿ x = r, ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè (ñì. ï. (b))
ïîëó÷àåì, ÷òî îñòàòîê íóëåâîé.

(d) Èç ï. (c) ñëåäóåò, ÷òî åñëè R2 = r2, òî R åñòü êîðåíü ìíîãî-
÷ëåíà.

Óêàçàíèå ê äðóãîìó ðåøåíèþ. Îòîáðàæåíèå u 7→ u ìíîæåñòâà
Q[

√
2] := {a+b

√
2: a, b ∈ Q} â ñåáÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíî ôîðìóëîé

a+ br := a− br. Êðîìå òîãî, u+ v = u+ v è u · v = u · v äëÿ ëþáûõ
u, v ∈ Q[

√
2].

3Ýòî äåëåíèå ñ îñòàòêîì� òî æå ñàìîå, ÷òî ¾çàìåíà¿ x2 íà r2.

8



(e) Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîãî÷ëåí èç óñëîâèÿ, è ïóñòüG(t):=P (a+
bt). Òîãäà G(r) = 0. Çíà÷èò, ïî ïóíêòó (d) èìååì G(−r) = 0.

(f) Åñëè b = 0, òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïî ï. (e) ìíîãî÷ëåí èìååò (ðàçëè÷íûå) êîðíè a± br, çíà÷èò òðåòèé
êîðåíü ðàöèîíàëåí ïî òåîðåìå Âèåòà.

2.4. Áûëî áû äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ÷èñåë òàêî-
ãî âèäà çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ
è äåëåíèÿ. Ýòî, åñòåñòâåííî, íå òàê: (1+

√
2)+ (1+

√
3) íå ïðåäñòà-

âèìî â âèäå a±
√
b, ãäå a, b ∈ Q (äîêàæèòå!).

2.2 Îïðåäåëåíèå ðàäèêàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà

Ðåøåíèå êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ t2 + bt + c = 0 ìîæíî âûðàçèòü
ôîðìóëàìè

(x−y)2 = (x+y)2−4xy = b2−4c è x =
x+ y + (x− y)

2
=

−b+ (x− y)

2
.

Ýòè ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî êîðåíü x êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ
âûðàçèì â ðàäèêàëàõ (â ñìûñëå, ñòðîãî îïðåäåëåííîì íèæå) ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû −b = x+ y, c = xy êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû

σ1(x1, . . . , xn) := x1 + . . .+ xn, . . . , σn(x1, . . . , xn) = x1 · . . . · xn.

Åñëè ÷èñëî n è àðãóìåíòû x1, . . . , xn ÿñíû èç êîíòåêñòà, òî îíè
ïðîïóñêàþòñÿ èç îáîçíà÷åíèé.

Ìíîãî÷ëåí p ∈ C[x1, . . . , xn] íàçûâàåòñÿ (êîìïëåêñíî) ðàäè-
êàëüíûì åñëè p ìîæíî äîáàâèòü â íàáîð {σ1, . . . , σn} ∪ C ìíîãî-
÷ëåíîâ öåïî÷êîé îïåðàöèé ñëåäóþùåãî âèäà:

• äîáàâèòü â íàáîð ñóììó èëè ïðîèçâåäåíèå óæå èìåþùèõñÿ
ìíîãî÷ëåíîâ;

• åñëè ìíîãî÷ëåí èç íàáîðà ðàâåí fk äëÿ íåêîòîðûõ f ∈ C[x1, . . . , xn]
è öåëîãî k > 1, òî äîáàâèòü â íàáîð ìíîãî÷ëåí f .

Çàìå÷àíèå 2.6. (a) Íàïðèìåð, ê ìíîãî÷ëåíàì x2 + 2y è x− y3

îïåðàöèÿìè ïåðâîãî òèïà ìîæíî äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí −5(x2+2y)2+
3(x2+2y)(x− y3)6. À ê ìíîãî÷ëåíó x2−2xy+ y2 îïåðàöèåé âòîðîãî
òèïà ìîæíî äîáàâèòü ìíîãî÷ëåí x− y (èëè y − x).
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(b) Îïåðàöèè ïåðâîãî òèïà äîáàâëÿþò ìíîãî÷ëåí ñ êîìïëåêñíû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè îò óæå èìåþùèõñÿ.

(c) Ïî òåîðåìå Âèåòà σ1, . . . , σn åñòü êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà

tn − σ1t
n−1 + . . .+ (−1)n−1σn−1t+ (−1)nσn ∈ C[x1, . . . , xn][t]

ñ êîðíÿìè x1, . . . , xn. Ïîýòîìó ðàäèêàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíà x1 ðàâ-
íîñèëüíà âûðàçèìîñòè (â óêàçàííîì ñìûñëå) ÷åðåç êîýôôèöèåíòû
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åãî êîðíÿ x1.

(d) Ðàäèêàëüíîñòü ìíîãî÷ëåíà x1 ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ
òàêèõ

• öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë s, k1, . . . , ks,
• ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fs îò n ïåðåìåííûõ è p0, p1, . . . , ps îò n, n+

1, . . . , n + s ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ÷òî

fk1
1 = p0(σ1, . . . , σn)

fk2
2 = p1(σ1, . . . , σn, f1)

. . .

fks
s = ps−1(σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs−1)

x1 = ps(σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs)

.

Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ìû îïóñêàåì ïåðåìåííûå (x1, . . . , xn) ìíîãî÷ëå-
íîâ σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs.

(e) Âñåãäà ëè ìîæíî, çíàÿ x+ y è xy, îäíîçíà÷íî íàéòè x?
Âîò ïðîñòåéøàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ýòîãî âîïðîñà: ñóùåñòâóåò ëè

îòîáðàæåíèå f : R2 → R, äëÿ êîòîðîãî f(x + y, xy) = x ïðè ëþ-

áûõ x, y ∈ R? Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò (äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèòå
ïàðû x = 1, y = 2 è x = 2, y = 1). Èòàê, ðàäèêàëüíîñòü íå äàåò
¾íàõîæäåíèÿ¿ â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå.

Àíàëîãè÷íî, çíàÿ σ1 = x+ y + z, σ2 = xy + yz + zx è σ3 = xyz,
íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî íàéòè (x− y)(y− z)(z− x) (äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèòå òðîéêè x = 0, y = 1, z = −1 è x = 0, y = −1, z = 1).

Òåîðåìà 2.7 (Ðóôôèíè). Íè äëÿ êàêîãî n > 5 ìíîãî÷ëåí x1 íå
ðàäèêàëåí.

Èç äîêàçàòåëüñòâà áóäåò âûòåêàòü, ÷òî äàæå ìíîãî÷ëåí x1x2 +
x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1 íå ðàäèêàëåí äëÿ n = 5.
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2.3 Ðåøåíèå óðàâíåíèé ìàëûõ ñòåïåíåé

2.8. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàäèêàëüíû äëÿ n = 3?
(a) (x− y)(y − z)(z − x); (b) x9y + y9z + z9x; (c) x.

Â çàäà÷å 2.8 è äàëåå èñïîëüçóéòå îñíîâíóþ òåîðåìó î ñèììåò-
ðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ, ñì., íàïðèìåð, [ZSS, 4.6.3c]. Ïîäñêàçêîé ê ï.
(c) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è 2.9.a è 2.11.c.

2.9. Ìíîãî÷ëåí f ∈ R[u1, u2, . . . , un] íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè

ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè f(u1, u2, . . . , un) = f(u2, u3, . . . , un−1, un, u1).
(a) Íàéäèòå õîòÿ áû îäíó ïàðó α, β ∈ C, äëÿ êîòîðîé ìíîãî÷ëåí

(u+vα+wβ)3 öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, à ìíîãî÷ëåí u+vα+wβ
� íåò.

(b) Ïîëó÷èòå ìíîãî÷ëåí x1x3 + x3x5 + x5x7 + x7x9 + x9x1 îïå-
ðàöèÿìè èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè èç íåêîòîðûõ öèêëè÷åñêè

ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò x1, x2, . . . , x10.

2.10. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàäèêàëüíû äëÿ n = 4?
(a) (x− y)(x− z)(x− t)(y − z)(y − t)(z − t);
(b) xy + zt; (c) x+ y − z − t; (d) x.

2.11. Ðåøèòå ñèñòåìû óðàâíåíèé (x, y, z, t�íåèçâåñòíûå, a, b, c, d
èçâåñòíû ):

(a)


x+ y + z + t = a,
x+ y − z − t = b,
x− y + z − t = c,
x− y − z + t = d;

(b)


x+ y + z + t = a,
x+ iy − z − it = b,
x− y + z − t = c,
x− iy − z + it = d;

(c)


x+ y + z = a,
x+ ε3y + ε23z = b,
x+ ε23y + ε3z = c.

Âûðàæåíèÿ èç çàäà÷è 2.11 íàçûâàþòñÿ ðåçîëüâåíòàìè Ëàãðàí-

æà. Îíè ¾ëó÷øå¿ êîðíåé, ïîñêîëüêó ¾ñèììåòðè÷íåå¿ â ñëåäóþùåì
ñìûñëå.

Ðåøåíèå êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïîìîùè ðåçîëüâåíò Ëàãðàí-

æà (ðåøåíèå çàäà÷è 2.8 (ñ)). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé x, y, z êóáè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè âûðàæåíèÿ a, b, c èç çàäà÷è
2.11 (ñ). (Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä äåëü Ôåððî èç çàäà÷è [ZSS, 4.2.2] ôàê-
òè÷åñêè ïðèâîäèò ê òîìó æå.) Ïî òåîðåìå Âèåòà a = a(x, y, z)�
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êîýôôèöèåíò óðàâíåíèÿ. Ïðè çàìåíå x ↔ y ìíîãî÷ëåí b = b(x, y, z)
ïåðåõîäèò â ε3c, à c = c(x, y, z) â ε23b (ïðîâåðüòå!). Çíà÷èò, ìíîãî-
÷ëåíû bc è b3 + c3 íå ìåíÿþòñÿ ïðè ýòîé çàìåíå. Àíàëîãè÷íî îíè
íå ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå z ↔ y. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåíû bc è b3 + c3

ñèììåòðè÷åñêèå, ò. å. íå ìåíÿþòñÿ ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðå-
ìåííûõ. Òîãäà èç òåîðåìû Âèåòà è òåîðåìû î ïðåäñòàâèìîñòè ñèì-
ìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â âèäå ìíîãî÷ëåíà îò ýëåìåíòàðíûõ ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ (óòâåðæäåíèå [ZSS, 4.6.3c]) ñëåäóåò, ÷òî
ýòè ìíîãî÷ëåíû îò x, y, z ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò
êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ. Òåïåðü, ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå,
ìîæíî ïîëó÷èòü b3 è c3. Äàëåå ëåãêî ïîëó÷èòü ñàìè b è c.

Ââèäó òåîðåìû Ðóôôèíè 2.7 ìåòîä ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà, ïðî-
äåìîíñòðèðîâàííûé íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé 3-é è 4-é ñòåïå-
íè (çàäà÷è 2.8 (ñ) è 2.10 (d)), íå ðàáîòàåò äëÿ óðàâíåíèÿ 5-é ñòåïåíè.
Ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó!

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σq ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê q-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà. For a permutation α ∈ Σq denote

u⃗α := (uα(1), . . . , uα(q)).

Îïðåäåëèì ðåçîëüâåíòó Ëàãðàíæà êàê

t(u1, . . . , uq) := εqu1 + ε2qu2 + . . .+ εqquq.

Îïðåäåëèì ðåçîëüâåíòó Ãàëóà êàê

Q(u1, . . . , uq, y) :=
∏
α∈Σq

(y − t(u⃗α)) ∈ Q[εq][u1, . . . , uq, y].

2.12. (a) Èìååì Q(εqu1, . . . , εquq, y) = Q(u1, . . . , uq, y).
(b) Äëÿ íåêîòîðîãî RQ ∈ Q[εq][z] èìååì Q(u1, . . . , uq, y) =

= RQ(u1, . . . , uq, y
q).

(c) Åñëè x1, . . . , x5 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà f ∈ Q[x] 5-é ñòåïåíè, òî
Q(x1, . . . , x5, y) ∈ Q[ε5][y] è äàæå Q(x1, . . . , x5, y) ∈ Q[y].

Ìíîãî÷ëåí RQ(x1, . . . , x5, z) ∈ Q[z] íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùèì

ìíîãî÷ëåíîì äëÿ f .
(d)* Âñå êîðíè ðàçðåøàþùåãî ìíîãî÷ëåíà äëÿ f(x) = x5+15x+

11 (à çíà÷èò, è ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà f) ðàäèêàëüíû.
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Òåîðåìà 2.13.* (a) Ïðè a, b ∈ R âñå êîðíè óðàâíåíèÿ x5 + ax+

b = 0 ðàäèêàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a =
15± 20c

c2 + 1
è b =

44∓ 8c

c2 + 1
äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ Q, c > 0.

(b) (Êðèòåðèé Ãàëóà ðàçðåøèìîñòè) Äëÿ ëþáûõ an−1, . . . , a0 ∈
Q âñå êîðíè óðàâíåíèÿ A(x) := xn + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0 = 0
ðàäèêàëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåêîòîðûé íàáîð ìíîãî-
÷ëåíîâ ñòåïåíè 1 ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç
{A} ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

• (ôàêòîðèçàöèÿ) åñëè îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí P1P2 äëÿ
íåêîòîðûõ P1, P2 ∈ Q[x], íå ÿâëÿþùèõñÿ êîíñòàíòàìè, òî çàìåíèì
P1P2 íà P1 è P2;

• (èçâëå÷åíèå êîðíÿ) åñëè îäèí èç íàøèõ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâåí
P (xq) äëÿ íåêîòîðîãî P ∈ Q[x], òî çàìåíèì P (xq) íà P (x);

• (âçÿòèå ðåçîëüâåíòû Ãàëóà) çàìåíèì îäèí èç íàøèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ P íà ìíîãî÷ëåí Q(y1, . . . , yq, y), ãäå y1, . . . , yq � âñå êîðíè
ìíîãî÷ëåíà P . (Ïî çàäà÷å 2.12.c Q(y1, . . . , yq, y) ∈ Q[y].)

×àñòü (a) âûâîäèòñÿ èç (b) [PSo]. ×àñòü ¾òîãäà¿ â (b) ïðîùå è
äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ðåçîëüâåíò Ëàãðàíæà, ðàçîáðàííûì â ýòîì
ïóíêòå. ×àñòü ¾òîëüêî òîãäà¿ â (b) ñëîæíåå è äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî òåîðåìàì Ãàëóà 1.3, 1.4.

2.4 Åäèíñòâåííîñòü ñïîñîáà ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíå-

íèÿ

Ñèñòåìû óðàâíåíèé èç ýòîãî è ñëåäóþùåãî ïóíêòîâ âîçíèêàþò ïðè
ðåøåíèè óðàâíåíèé â ðàäèêàëàõ (¾ïðè ïîìîùè îäíîãî ðàäèêàëà¿),
ñì. çàìå÷àíèå 2.6.d.

2.14. (a,b) Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé â ìíîãî÷ëåíàõ f(x, y),
p(u, v) è q(u, v, w) ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöåíòàìè:

(a)

{
f2(x, y) = p(x+ y, xy)

x = q (x+ y, xy, f(x, y))
.

(b)

{
fk(x, y) = p(x+ y, xy)

x = q (x+ y, xy, f(x, y))
, ãäå k > 0 öåëîå.
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(c,d*) Ðåøèòå àíàëîãè ï. (a,b) ñ çàìåíîé ìíîãî÷ëåíà f íà ôóíê-
öèþ f : R2 → R (íå ïðåäïîëàãàåìóþ íåïðåðûâíîé).

Ñèñòåìå óðàâíåíèé èç 2.14.a óäîâëåòâîðÿþò, íàïðèìåð, ìíîãî-
÷ëåíû

f(x, y) = x− y, p(u, v) = u2 − 4v è q(u, v, w) =
u+ w

2
.

2.15. Ïóñòü f, g ∈ R[x, y].
(a) Ëåììà. Åñëè fg = 0, òî f = 0 èëè g = 0.
Ïðåäîñòåðåæåíèÿ: ñóùåñòâóþò ôóíêöèè F,G : R → R, äëÿ êî-

òîðûõ FG = 0, F ̸= 0, G ̸= 0; ñóùåñòâóþò äâà ðàçíûõ ìíîãî÷ëåíà îò
äâóõ ïåðåìåííûõ, ðàâíûå â áåñêîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê; íå ïîëü-
çóéòåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà òåì, ÷òî åñëè çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò
äâóõ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò â ëþáîé òî÷êå, òî ýòè ìíîãî÷ëåíû ðàâ-
íû.

(b) Åñëè f2 = g2, òî f = g èëè f = −g.
(c) Åñëè f2 + fg + g2 = 0, òî f = 0 è g = 0.
(d) Åñëè f3 = g3, òî f = g.
(e) Åñëè f5 = g5, òî f = g.
(f) f5 − g5 = (f − g)(f − ε5g)(f − ε25g)(f − ε35g)(f − ε45g).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2.14.bd ïîëåçíû ñëåäóþùèå
ïîíÿòèÿ è ëåììà.

Ìíîãî÷ëåí f îò äâóõ ïåðåìåííûõ x, y íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷å-
ñêèì, åñëè f(x, y) = f(y, x), è àíòèñèììåòðè÷åñêèì, åñëè f(x, y) =
−f(y, x).

2.16. (a) Ëåììà. Åñëè f ∈ R[x, y] � ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè îò äâóõ ïåðåìåííûõ è ìíîãî÷ëåí f2 ñèììåò-
ðè÷åñêèé, òî f ëèáî ñèììåòðè÷åñêèé, ëèáî àíòèñèììåòðè÷åñêèé.

(b)Ëåììà. Åñëè f ∈ R[x, y] è ìíîãî÷ëåí f2k+1 ñèììåòðè÷åñêèé,
òî f ñèììåòðè÷åñêèé.

(c) Åñëè f ∈ R[x, y] àíòèñèììåòðè÷åñêèé, òî ñóùåñòâóåò ñèììåò-
ðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí a ∈ R[x, y], äëÿ êîòîðîãî f = (x− y)a.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëåçíà ëåììà 2.15.a, î÷åíü ïîëåçíàÿ è ïðè
ðåøåíèè äðóãèõ çàäà÷.

2.17. Äëÿ êàêèõ èç óòâåðæäåíèé 2.15 è 2.16 ñïðàâåäëèâû àíà-
ëîãè äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè?
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Âîò îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ 2.14 íà ëþáîå êîëè÷åñòâî øàãîâ èç
îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè (ï. 2.2).

2.18. Ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ¾ôîðìàëüíîå îòíî-
øåíèå ìíîãî÷ëåíîâ¿, ò.å. ïàðà f/g := (f, g) ìíîãî÷ëåíîâ, â êîòîðîé
g ̸= 0, ñ òî÷íîñòüþ äî ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîñòè: f/g ∼ f ′/g′ ïðè
fg′ = f ′g. Ïðè ýòîì ìíîãî÷ëåí f îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïàðîé (f, 1).

(a) Äàéòå îïðåäåëåíèÿ ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé. Ïðîâåðüòå èõ êîððåêòíîñòü.

(b) Âîçüìåì ñèñòåìó èç çàìå÷àíèÿ 2.6.(d) äëÿ n = 2, â êîòîðîé
fj è pj ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, à íå îáÿçàòåëüíî ìíîãî÷ëåíû, è
êîòîðàÿ ìèíèìàëüíà, ò.å. íåò ñèñòåìû ñ ìåíüøèì s è fk

j íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè îò x + y, xy, f1, . . . , fj−1

íè äëÿ êàêèõ j = 1, . . . , s è k < kj . Òîãäà s = 1, k1 = 2 è ñóùå-
ñòâóåò ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ a ∈ R(u, v), äëÿ êîòîðîé f1(x, y) =
(x− y)a(x+ y, xy).

(c)* Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ï. (b) ñ çàìåíîé ðà-
öèîíàëüíûõ ôóíêöèè f1, . . . , fs íà ôóíêöèè R2 → R (p0, . . . , ps ïî-
ïðåæíåìó ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè), è ðàâåíñòâ ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé � íà ðàâåíñòâà ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ äëÿ âñåõ (x, y) ∈ R2.

2.5 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíàõ¿

Â ýòîì ïóíêòå àðãóìåíòû (x, y, z) ìíîãî÷ëåíîâ â ôîðìóëàõ ÷àñòî
ïðîïóñêàþòñÿ.

2.19. Íå ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåíîâ f(x, y, z), p(u, v, w) è q(u, v, w, τ)
ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ{

f(x, y, z)k = p
(
σ1(x, y, z), σ2(x, y, z), σ3(x, y, z)

)
x = q

(
σ1(x, y, z), σ2(x, y, z), σ3(x, y, z), f(x, y, z)

) .

(a) äëÿ k = 1; (b) äëÿ k = 3; (c) äëÿ k = 2;
(d) äëÿ ëþáîãî öåëîãî k > 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëåçíû ñëåäóþùèå ïîíÿòèå è óòâåðæäå-
íèå. Ìíîãî÷ëåí f ∈ R[x, y, z] íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè ñèììåòðè-

÷åñêèì, åñëè f(x, y, z) = f(y, z, x).

2.20. Åñëè f ∈ R[x, y, z] è ìíîãî÷ëåí
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(a) f3; (b) f2

öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé.

Çàìå÷àíèå 2.21 (ñð. ñ ðåøåíèåì çàäà÷è 2.8.c). Íå ñóùåñòâóåò
òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

f1(x, y, z), f2(x, y, z), p0(u, v, w), p1(u, v, w, τ1), p2(u, v, w, τ1, τ2)

ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ
f2
1 = p0(σ1, σ2, σ3)

f3
2 = p1(σ1, σ2, σ3, f1)

x = p2(σ1, σ2, σ3, f1, f2)

.

Îáîáùåíèå çàìå÷àíèÿ 2.21 íà ëþáîå êîëè÷åñòâî øàãîâ ôîðìà-
ëèçóåòñÿ îïðåäåëåíèåì âåùåñòâåííîé ðàäèêàëüíîñòè, êîòîðîå ïî-
ëó÷àåòñÿ èç åãî êîìïëåêñíîãî àíàëîãà (�2.3) çàìåíîé êîìïëåêñíûõ
êîýôôèöèåíòîâ íà âåùåñòâåííûå.

Ôîðìóëû â íà÷àëå ï. 2.2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîãî÷ëåí x âåùå-
ñòâåííî ðàäèêàëåí äëÿ n = 2. Ðåøåíèå çàäà÷è 2.8.ab ïîêàçûâàåò,
÷òî îáà ìíîãî÷ëåíà

(x− y)(y − z)(z − x) è x9y + y9z + z9x

âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíû äëÿ n = 3.

Òåîðåìà 2.22. Ìíîãî÷ëåí x íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëü-
íûì äëÿ n = 3.

Òåîðåìà 2.22 åñòü åùå îäíà ôîðìàëèçàöèÿ òîãî, ÷òî êîðåíü êóáè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ íå âûðàçèì â âåùåñòâåííûõ ðàäèêàëàõ ÷åðåç åãî

êîýôôèöèåíòû, ñð. ñ çàìå÷àíèåì 1.1.e. Îíà âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé
ëåììû.

Ëåììà 2.23 (î ñîõðàíåíèè öèêëè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîñòè). Åñ-
ëè q > 0 öåëîå, f ∈ R[x, y, z] è ìíîãî÷ëåí f q öèêëè÷åñêè ñèììåòðè-
÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé.

2.24. Àíàëîãè êàêèõ óòâåðæäåíèé ýòîãî ïóíêòà ñïðàâåäëèâû
äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè?
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Ê àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ïðåäñòàâëÿþò Á. Âóêîðåïà, À. Ãëåáîâ,
A. Åííý, À. Ñêîïåíêîâ, À. ×èëèêîâ

3 Çàäà÷è ïîñëå ïðîìåæóòî÷íîãî ôèíèøà

3.1 Íåðàçðåøèìîñòü ¾â ìíîãî÷ëåíàõ¿

Îïðåäåëåíèå ðàäèêàëüíîñòè ìíîãî÷ëåíà ïðèâåäåíî â ï. 2.2. Ôîð-
ìàëüíî, òåîðåìà Ðóôôèíè 2.7 âûòåêàåò èç ëåììû 3.4. Ñàìîå òðóä-
íîå è èíòåðåñíîå � ïðèäóìàòü ôîðìóëèðîâêó ýòîé ëåììû. Äëÿ ýòî-
ãî äîêàæåì ñëåäóþùèå áîëåå ïðîñòûå ôàêòû. Ñîîáðàçèòå, ïî÷åìó
ìíîãî÷ëåí x íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò x+ y è xy.

3.1. Ìíîãî÷ëåí x1 íå ðàäèêàëåí äëÿ n = 3 òàê, ÷òî âòîðàÿ îïå-
ðàöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ

(a) k = 2 (ïîäñêàçêà: ñì. çàäà÷ó 2.24); (b) k = 3.

3.2. Êàêèå èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé âåðíû äëÿ ëþáîãî f ∈
C[x1, . . . , x5]?

(a) Åñëè f3 öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷åñêèé.

(b) Åñëè f5 öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé, òî f öèêëè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷åñêèé.

(c) Åñëè f3 ñèììåòðè÷åñêèé, òî f ñèììåòðè÷åñêèé.
(d) Åñëè f2 ñèììåòðè÷åñêèé, òî f ñèììåòðè÷åñêèé.

Öèêëîì äëèíû 3 íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêà n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà, ïåðåñòàâëÿþùàÿ íåêîòîðûå 3 ýëåìåíòà ïî öèêëó è îñòàâ-
ëÿþùàÿ íà ìåñòå êàæäûé èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ. Ìíîãî÷ëåí f ∈
C[x1, . . . , xn] íàçûâàåòñÿ ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî
öèêëà α äëèíû 3 ìíîãî÷ëåíû f(x1, x2, . . . , xn) è
f(xα(1), xα(2), . . . , xα(n)) ðàâíû.

3.3. (a) Ïðèäóìàéòå öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, íå
ÿâëÿþùèéñÿ ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèì.

(b) Åñëè ïåðåñòàíîâêà ïåðåâîäèò â ñåáÿ ìíîãî÷ëåí, ïîñòðîåí-
íûé Âàìè â ðåøåíèè çàäà÷è 3.2.d, òî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
êîìïîçèöèè öèêëîâ äëèíû 3.
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Ëåììà 3.4 (î ñîõðàíåíèè ÷åòíîñèììåòðè÷íîñòè). Åñëè q > 0
öåëîå, f ∈ C[x1, . . . , x5] è ìíîãî÷ëåí f q ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé, òî f
÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé.

3.5. Ïóñòü f ∈ C[x1, . . . , xn] � ìíîãî÷ëåí.
(a) Åñëè ìíîãî÷ëåí f7 ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé, òî f ÷åòíîñèììåò-

ðè÷åñêèé.
(b) Åñëè n > 5 è ìíîãî÷ëåí f3 ÷åòíîñèììåòðè÷åñêèé, òî f ÷åò-

íîñèììåòðè÷åñêèé.
(c) Åñëè n > 5, òî ëþáîé öèêë äëèíû 3 íà n-ýëåìåíòíîì ìíîæå-

ñòâå ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïåðåñòàíîâîê âèäà (ab)(cd) ñ ðàç-
ëè÷íûìè a, b, c, d (ò.å. â ïðîèçâåäåíèå êîìïîçèöèé òðàíñïîçèöèé ñ
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ íîñèòåëÿìè).

3.6. Îïðåäåëåíèå ðàöèîíàëüíîé âåùåñòâåííîé (êîìïëåêñíîé) ðà-
äèêàëüíîñòè àíàëîãè÷íî îïðåäåëåíèþ ðàäèêàëüíîñòè, òîëüêî âìå-
ñòî ìíîãî÷ëåíîâ áåðóòñÿ ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè (ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè êîýôôèöèåíòàìè; ñì. îïðåäåëåíèå â çàäà÷å 2.18). ßâëÿåòñÿ
ëè ìíîãî÷ëåí x1

(a) âåùåñòâåííî ðàöèîíàëüíî ðàäèêàëüíûì äëÿ n = 3?
(b) (êîìïëåêñíî) ðàöèîíàëüíî ðàäèêàëüíûì äëÿ n = 5?

3.2 Îäíî èçâëå÷åíèå êîðíÿ òðåòüåé ñòåïåíè

Çäåñü ðàçâèâàþòñÿ èäåè èç ï. 2.1.

3.7. Ïðåäñòàâèìî ëè ñëåäóþùåå ÷èñëî â âèäå a+b 3
√
2+c 3

√
4, ãäå

a, b, c ∈ Q:
(a)

√
3; (b) 1

1+5 3√2+ 3√4
; (c) cos(2π/9); (d) 5

√
3; (e) 3

√
3;

(f) íàèáîëüøèé âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3 − 4x+ 2;
(g)∗ åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3−6x−6;
(h)∗ åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x3−9x−12?

Ëåììà 3.8. Ïóñòü r ∈ R−Q è r3 ∈ Q.
(a) Î íåïðèâîäèìîñòè. Ìíîãî÷ëåí x3− r3 íåïðèâîäèì íàä Q.
(b)Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Åñëè a, b, c ∈ Q è a+br+cr2 =

0, òî a = b = c = 0.
(b′) Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q[ε3]. Åñëè

k, l,m ∈ Q[ε3] := {u+ vε3 : u, v ∈ Q}
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è k + lr +mr2 = 0, òî k = l = m = 0.
(c) Åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü r, òî ýòîò ìíîãî÷ëåí äåëèòñÿ

íà x3 − r3.
(d)Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü r, òî êîðíÿìè

ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ òàêæå ÷èñëà ε3r è ε23r.
(e) Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè a, b, c ∈ Q è ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü

x0 := a + br + cr2, òî êîðíÿìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿþòñÿ òàêæå
÷èñëà

x1 := a+ bε3r + cε23r
2 è x2 := a+ bε23r + cε3r

2.

(f) Î ðàöèîíàëüíîñòè. Åñëè a, b, c ∈ Q, òî ÷èñëî a + br + cr2

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 3.

Òåîðåìà 3.9. Åñëè ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä Q è èìååò êî-
ðåíü âèäà a+ br+ cr2 ̸∈ Q, ãäå r ∈ R−Q è a, b, c, r3 ∈ Q, òî ñòåïåíü
ìíîãî÷ëåíà ðàâíà 3 è îí èìååò ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

Ëåììà 3.10 (î ðàñøèðåíèè). ×èñëî, âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíîå
ñ èçâëå÷åíèåì êîðíÿ òîëüêî îäèí ðàç, ïðè÷¼ì òðåòüåé ñòåïåíè, èìå-
åò âèä a+ br + cr2, ãäå r ∈ R è a, b, c, r3 ∈ Q.

3.3 Îäíî èçâëå÷åíèå êîðíÿ ïðîñòîé ñòåïåíè

3.11. Ïðåäñòàâèìî ëè ñëåäóþùåå ÷èñëî â âèäå

a0 + a1
7
√
2 + a2

7
√
22 + . . .+ a6

7
√
26,

ãäå a0, a1, a2, . . . , a6 ∈ Q?
(a)

√
3; (b) cos 2π

21 ; (c) 11
√
3; (d) 7

√
3;

(e) êàêîé-íèáóäü èç êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x7 − 4x+ 2.

Îòâåòû: íå ïðåäñòàâèìû. Äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íû ðåøå-
íèÿì çàäà÷ 3.7. Èñïîëüçóéòå ñôîðìóëèðîâàííûå íèæå ëåììû.

Ëåììà 3.12. Ïóñòü q ïðîñòîå, r ∈ R−Q è rq ∈ Q.
(a) Î íåïðèâîäèìîñòè. Ìíîãî÷ëåí xq − rq íåïðèâîäèì íàä Q.
(b) Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè. Åñëè A�ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

ìåíüøå q è A(r) = 0, òî A = 0.
(c)Î ñîïðÿæåíèè. Åñëè ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü r, òî îí èìååò

òàêæå êîðíè rεkq äëÿ êàæäîãî k = 1, 2, 3, . . . , q − 1.
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(d) Î ðàöèîíàëüíîñòè. Åñëè A�ìíîãî÷ëåí, òî ÷èñëî A(r) ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå
q.

Îáîçíà÷èì

Q[εq] := {a0 + a1εq + a2ε
2
q + . . .+ aq−2ε

q−2
q : a0, . . . , aq−2 ∈ Q}.

3.13. Ïóñòü q ïðîñòîå, r ∈ C−Q[εq] è rq ∈ Q[εq].
(a) Ìíîãî÷ëåí xq − rq íåïðèâîäèì íàä Q[εq].
(b), (c) Äîêàæèòå àíàëîãè ïóíêòîâ (b), (c) ïðåäûäóùåé çàäà÷è

äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q[εq].

Ëåììà 3.14.* Ïóñòü q ïðîñòîå, r ∈ R−Q è rq ∈ Q.
(a) Î íåïðèâîäèìîñòè íàä Q[εq]. Ìíîãî÷ëåí xq − rq íåïðèâî-

äèì íàä Q[εq].
(b) Î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q[εq]. Åñëè A�ìíîãî-

÷ëåí ñòåïåíè ìåíüøå q ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q[εq] è A(r) = 0, òî
A = 0.

Òåîðåìà 3.15. Ïóñòü ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä Q è èìååò èð-
ðàöèîíàëüíûé êîðåíü A(r) äëÿ íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíà A ∈ Q[x]
è r ∈ R, ïðè÷¼ì rq ∈ Q äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî q. Òîãäà ìíîãî-
÷ëåí èìååò ñòåïåíü q è ïðè q ̸= 2 íå èìååò äðóãèõ âåùåñòâåííûõ
êîðíåé.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì òåîðåì 2.3, 3.9 è ðå-
øåíèÿì çàäà÷ 3.11 (abc). Èñïîëüçóéòå ëåììû î ñîïðÿæåíèè 3.12 (ñ),
î ðàöèîíàëüíîñòè 3.12 (d) è î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q[εq]
3.14 (b).

Ëåììà 3.16 (î ðàñøèðåíèè). ×èñëî, âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíîå
ñ èçâëå÷åíèåì êîðíÿ òîëüêî îäèí ðàç, ðàâíî A(r) äëÿ íåêîòîðûõ
A ∈ Q[x] è r ∈ R, ïðè÷¼ì rq ∈ Q äëÿ íåêîòîðîãî q ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ëåììå 3.10 î ðàñøèðåíèè.

3.17. (a�d) Äîêàæèòå àíàëîãè óòâåðæäåíèé çàäà÷è 3.12 ñ çàìå-
íîé Q íà ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî F ⊂ R, çàìêíóòîå îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ íà
íåíóëåâîå ÷èñëî (è ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q íà ìíîãî-
÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â F ).
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Ðåøåíèÿ çàäà÷ äî ïðîìåæóòî÷íîãî ôèíèøà

2.1. Îòâåòû: (a), (b), (c), (d) � äà, (e), (f), (g), (h), (i) � íåò.

(a), (c) Èìååì
√
3 + 2

√
2 =

3
√
7 + 5

√
2 = 1 +

√
2.

(b) Èìååì 1
7+5

√
2
= 7−5

√
2

72−2·52 = −7 + 5
√
2.

(d) Èìååì cos(2π/5) = (
√
5− 1)/4.

(e) Ïóñòü ÷èñëî 3
√
2 ïðåäñòàâèìî. Òîãäà

2 = (
3
√
2)3 = (a3 + 3ab) + (3a2 + b)

√
b.

Òàê êàê 3a2 + b ̸= 0, òî
√
b ∈ Q. Çíà÷èò, 3

√
2 ∈ Q�ïðîòèâîðå÷èå.

Äðóãîé ñïîñîá � àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.3.
(f) Íàáðîñîê ïåðâîãî ðåøåíèÿ. Ïðîùå äîêàçàòü ñðàçó, ÷òî

3
√
2 ̸= a+ p

√
b+ q

√
c+ r

√
bc, íè äëÿ êàêèõ a, b, c, p, q, r ∈ Q.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 3
√
2 ̸= u + v

√
c íè äëÿ êàêèõ

÷èñåë u, v, c ∈ Q[
√
b] := {x + y

√
b : x, y ∈ Q}. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷èñëà èç Q[
√
b] (ñ ôèêñèðîâàííûì b) ¾íè÷óòü

íå õóæå¿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ò. å. ñóììà, ðàçíîñòü, ïðîèçâåäåíèå
è ÷àñòíîå ÷èñåë èç Q[

√
b] òîæå ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè èç Q[

√
b] (èëè,

ãîâîðÿ íàó÷íî, Q[
√
b] � ÷èñëîâîå ïîëå). Ïîýòîìó ìîæíî äîêàçûâàòü

óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî ï. (e).
Íàáðîñîê âòîðîãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü ÷èñëî

√
2+ 3

√
2 = a+

√
b ïðåä-

ñòàâèìî. Îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà P (x) := ((x −
√
2)3 −

2)((x+
√
2)3−2) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïî ï. (e)

√
2+

3
√
2 ̸∈ Q. Çíà÷èò,

√
b ̸∈ Q. Ïî ëåììå î ñîïðÿæåíèè 2.2 (e) äëÿ r =

√
b,

ìíîãî÷ëåí P èìååò êîðåíü a−
√
b. Òàê êàê

√
b ̸∈ Q, òî êîðíè a±

√
b

ðàçëè÷íû. Íî ó ìíîãî÷ëåíà P òîëüêî äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ:√
2+ 3

√
2 è −

√
2+ 3

√
2. Ïîýòîìó a+

√
b =

√
2+ 3

√
2 è a−

√
b = −

√
2+ 3

√
2.

Îòñþäà 3
√
2 = a ∈ Q. Ïðîòèâîðå÷èå.

(g) Ïóñòü ÷èñëî cos(2π/9) ïðåäñòàâèìî. Ïî ôîðìóëå êîñèíóñà
òðîéíîãî óãëà îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ 4x3 − 3x = −1

2 . Ïî
ëåììå 2.2 (f) ýòî óðàâíåíèå èìååò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Äðóãîé ñïîñîá � àíàëîãè÷íî òåîðåìå 2.3.
(h) Êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà P (x) := (x2 − 2)2 − 2 ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå

÷èñëà ±
√

2±
√
2, ãäå çíàêè + è − íå îáÿçàòåëüíî ñîãëàñîâàíû. Âñå
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ýòè ÷èñëà èððàöèîíàëüíû. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå 2.3 äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí P íå ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ êâàä-
ðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòà íåðàç-
ëîæèìîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà P èððàöèîíàëüíî.

(i) (Èñïîëüçîâàí òåêñò È.Áðàóäå-Çîëîòàð¼âà.) Èç ðàâåíñòâà

cos(2π/7) + cos(4π/7) + cos(6π/7) + . . .+ cos(14π/7) = 0

ïîëó÷àåì cos(2π/7)+cos(4π/7)+cos(6π/7) = −1/2. Èñïîëüçóÿ ôîð-
ìóëû êîñèíóñà äâîéíîãî è òðîéíîãî óãëà, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî
cos(2π/7) ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ 8t3 + 4t2 − 4t− 1 = 0. Ñäåëàâ
çàìåíó u = 2t, ïîëó÷èì u3+u2−2u−1 = 0. Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò
ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. Çíà÷èò, óðàâíåíèå 8t3+4t2−4t−1 = 0 òîæå íå
èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí 8t3+4t2−4t−1 = 0
íåïðèâîäèì íàä Q. Òåïåðü íåïðåäñòàâèìîñòü âûòåêàåò èç ëåììû
2.2 (f).

(j) Àíàëîãè÷íî ï. (f).

2.3. Ïóñòü, íàïðîòèâ, äàííûé ìíîãî÷ëåí P èìååò êîðåíü x0 =
a±

√
b. Ïî ëåììå 2.2 (e) î ñîïðÿæåíèè è àíàëîãè÷íî åé, êîðíåì ìíî-

ãî÷ëåíà P ÿâëÿåòñÿ òàêæå ÷èñëî x1 = a∓
√
b. Ïðè b = 0 óòâåðæäå-

íèå î÷åâèäíî. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî b ̸= 0. Òîãäà x0 ̸= x1. Çíà÷èò,
P (x) äåëèòñÿ íà (x − a)2 − b. Òàê êàê degP > 2, òî ìíîãî÷ëåí P
ïðèâîäèì. Ïðîòèâîðå÷èå.

2.4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
√
c ÷èñëî, ïîëó÷åííîå ïðè åäèíñòâåííîì

èçâëå÷åíèè êîðíÿ, ãäå c ∈ Q. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå ÷èñëà
èìåþò âèä a+ b

√
c, ãäå a, b ∈ Q.

2.5.Îòâåò: òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12}.
Èëè, ýêâèâàëåíòíî, φ(n) ∈ {1, 2, 4}.

2.8. (a) (x− y)2(y − z)2(z − x)2 � ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.
(Ïóíêò (a) ìîæíî òàêæå ñâåñòè ê (b).)
(b) Îáîçíà÷èì

M = x9y + y9z + z9x è N = y9x+ x9z + z9y.

Òîãäà ìíîãî÷ëåíûM+N èMN ñèììåòðè÷åñêèå. Çíà÷èò, îíè ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ
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σ1, σ2, σ3. Ñàìî æå M âûðàæàåòñÿ ÷åðåç M+N è MN ïî ¾ôîðìóëå
êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ¿, ñì. ôîðìóëû â íà÷àëå ï. 2.2.

2.9. (a) x+ yε3 + zε23.
(b) Îáîçíà÷èì

M = x1x3 + x3x5 + x5x7 + x7x9 + x9x1 è

N = x2x4 + x4x6 + x6x8 + x8x10 + x10x2.

Äàëåå àíàëîãè÷íî çàäà÷å 2.8.b.

2.10. (a) Êâàäðàò (x− y)2(x− z)2(x− t)2(y − z)2(y − t)2(z − t)2

ñèììåòðè÷åí, ñì. 2.8.a.
(b) Ïîëîæèì

M = xy + zt, N = xz + yt, K = xt+ yz.

Ïî 2.8.c, M ¾âûðàçèì â ðàäèêàëàõ ïðè ïîìîùè ìíîãî÷ëåíîâ¿

M +N +K, MN +MK +NK, MNK.

Àíàëîãè÷íî ðåøåíèÿì çàäà÷ 2.8.c âûøå è 2.10.d íèæå, ýòè ìíîãî-
÷ëåíû ñèììåòðè÷åñêèå. Ïîýòîìó M = xy + zt ðàäèêàëåí.

(c) Ïîëîæèì

M = (x+ y − z − t)2, N = (x+ z − y − t)2, K = (x+ t− y − z)2.

Ïîâòîðÿÿ ðåøåíèå ïóíêòà (b), ïîëó÷èì M = (x+y−z− t)2. Òåïåðü
ëåãêî ïîëó÷èòü è x+ y − z − t.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 4-é ñòåïåíè ïðè ïîìîùè ðåçîëüâåíò Ëàãðàí-

æà (ðåøåíèå çàäà÷è 2.10.d). Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé x, y, z, t óðàâ-
íåíèÿ 4-é ñòåïåíè äîñòàòî÷íî íàéòè âûðàæåíèÿ a, b, c, d îò êîðíåé
èç çàäà÷è 2.11.a. Ïî òåîðåìå Âèåòà a�êîýôôèöèåíò óðàâíåíèÿ.
Ïðè çàìåíå x ↔ y ìíîãî÷ëåíû c2 è d2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à ìíîãî-
÷ëåí b2 ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Ïðè öèêëè÷åñêîé çàìåíå x → y → z →
t → x ìíîãî÷ëåíû b2 è d2 ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à ìíîãî÷ëåí c2 ïå-
ðåõîäèò â ñåáÿ. Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåíû b2, c2, d2 ïåðåñòàâëÿþòñÿ ïðè
ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó âèåòîâñêèå ìíîãî÷ëåíû
îò íèõ, ò. å.

b2 + c2 + d2, b2c2 + b2d2 + c2d2, b2c2d2,
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ñèììåòðè÷åñêèå. Òîãäà ýòè ìíîãî÷ëåíû îò x, y, z ïðåäñòàâëÿþòñÿ
â âèäå ìíîãî÷ëåíîâ îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ. Òåïåðü, ðåøàÿ
êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, ìîæíî ïîëó÷èòü ñàìè b2, c2, d2. Äàëåå ëåãêî
ïîëó÷èòü b, c, d.

2.11. Èñïîëüçóéòå ðàâåíñòâà 1 + ε+ ε2 = 0 è 1 + i+ i2 + i3 = 0.

2.12. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì ðåøåíèÿ ïðè q = 5.
(a) Èìååì

t(ε5u⃗α) = t(uα(5), uα(1), uα(2), uα(3), uα(4)) = t(u⃗α◦(54321)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

Q(ε5u1, . . . , ε5u5, y) =
∏
α∈Σ5

(y − t(ε5u⃗α)) =

=
∏
α∈Σ5

(y − t(u⃗α◦(54321)) = Q(u1, . . . , u5, y).

Çäåñü
• (54321) ∈ Σ5 � ýòî öèêë, êîòîðûé îòïðàâëÿåò 5 â 4, 4 â 3, . . . ,

1 â 5.
• ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, ïîòîìó ÷òî êîãäà α ïðîáå-

ãàåò Σ5, òî æå äåëàåò è α ◦ (54321).
(b) Äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, 2, . . . , 120 íàéä¼òñÿ îäíîðîäíûé ìíî-

ãî÷ëåí Pk ∈ Q[ε5][u1, . . . , u5] (¾ñòåïåíè¿ 120 − k) òàêîé, ÷òî êîýô-
ôèöèåíò ïðè yk â Q ðàâåí P (u1, . . . , u5), ò.å.

Q(u1, . . . , u5, y) =

120∑
k=0

Pk(u1, . . . , u5)y
k.

Ïî (a) è èç îäíîðîäíîñòè èìååì

Pk(u1, . . . , u5) = Pk(ε5u1, . . . ε5u5) = ε−k
5 Pk(u1, . . . , u5).

Åñëè k íå êðàòíî 5, òî Pk(u1, . . . , u5) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
(c) Ìíîãî÷ëåí Q(u1, . . . , u5, y) ñèììåòðè÷åí ïî u1, . . . , u5. Çíà-

÷èò, âñå êîýôôèöèåíòû (Pk èç ïóíêòà (b)) ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãî-
÷ëåíà èçQ[ε5, u1, . . . , uq][y] ñèììåòðè÷íû ïî u1, . . . , u5. Òåïåðü óòâåð-
æäåíèå Q(x1, . . . , x5, y) ∈ Q[ε5][y] ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû î
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ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ, ôîðìóë Âèåòà è òîãî ôàêòà, ÷òî êî-
ýôôèöèåíòû f ðàöèîíàëüíû.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå Q(x1, . . . , x5, y) ∈ Q[y] äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî [ZSS, !]

2.14. (a) Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå α ∈ R, ÷òî f(x, y) =
α(x− y).

Òàê êàê ìíîãî÷ëåí f2 = p ñèììåòðè÷åñêèé, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ìíîãî÷ëåí q ëèíååí ïî òðåòüåé ïåðåìåííîé, ò.å. q(u, v, w) =
a(u, v) + b(u, v)w äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ R[u, v] (èíà÷å èçìåíèì q,
ñîõðàíÿÿ f, p). Òîãäà x = a(x+ y, xy) + b(x+ y, xy)f(x, y).

Ïåðâîå çàâåðøåíèå ðåøåíèÿ. Ïîëó÷àåì pb2 = f2b2 = (x − a)2 =
(y − a)2. Îòñþäà ïî ëåììå 2.15.b x − a = a − y, òàê êàê ñëó÷àé
x − a = y − a íåâîçìîæåí. Çíà÷èò, a = (x + y)/2. Òîãäà (x − y)2 =
4f2b2 = 4pb2. Åñëè ìíîãî÷ëåí p = f2 ïîñòîÿííûé, òî ìíîãî÷ëåí
b = ±(x − y)/2

√
p íå ñèììåòðè÷åñêèé � ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó

ìíîãî÷ëåí p íå ïîñòîÿííûé. Òîãäà ìíîãî÷ëåí b ïîñòîÿííûé. Çíà÷èò,
2x = 2q = x+ y + 2bf , îòêóäà b ̸= 0 è f = α(x− y) äëÿ α = 1/2b.

Âòîðîå çàâåðøåíèå ðåøåíèÿ (íàïèñàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåêñòà
È. Áîãäàíîâà). Òàê êàê ìíîãî÷ëåí x íå ñèììåòðè÷åñêèé è x = q(x+
y, xy, f(x, y)), òî ìíîãî÷ëåí f íå ñèììåòðè÷åñêèé. Òîãäà ïî ëåì-
ìå 2.16.a f àíòèñèììåòðè÷åñêèé. Çíà÷èò, y = q(x+ y, xy,−f(x, y)).
Èòàê,

x = a+ bf è y = a− bf,

ãäå a = a(x+ y, xy), b = b(x+ y, xy) è f = f(x, y).

Òîãäà x+y = 2a è xy = a2−b2f2. Îòñþäà (x−y)2 = 4b2f2. Àíàëîãè÷-
íî ïåðâîìó çàâåðøåíèþ ðåøåíèÿ ìíîãî÷ëåí b ïîñòîÿííûé. Çíà÷èò,
f = α(x− y) äëÿ α = ±1/2b.

(b) Äîêàæåì, ÷òî k ÷åòíî è ñóùåñòâóåò òàêîå α ∈ R, ÷òî f(x, y) =
α(x − y). Èíäóêöèÿ ïî k ñ ïðèìåíåíèåì ï. (a) è îáîáùåíèÿ ëåìì
2.15.be, 2.16. Åñëè k íå÷åòíî, òî èç óòâåðæäåíèÿ 2.16.b ïîëó÷à-
åì, ÷òî f ñèììåòðè÷åñêèé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó x = q(x +
y, xy, f(x, y)). Åñëè k = 4, òî f2 ëèáî ñèììåòðè÷åñêèé, ëèáî àí-
òèñèììåòðè÷åñêèé. Ïåðâûé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ï. (a). Âî âòîðîì
f2(x, y) + f2(y, x) = 0. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé ïðîèçâîëü-
íîãî ÷åòíîãî k.
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(c) Àíàëîãè÷íî ï. (a) ïîëó÷àåì x = a+bf . Ïîýòîìó f � äðîáíî-
ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ðåøåíèå àíàëîãè÷íî ï. (a).

2.15. (a) Îïðåäåëèòå ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà òàê, ÷òîáû ñòàð-
øèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíÿëñÿ ïðîèçâåäåíèþ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ñî-
ìíîæèòåëåé.

(b) Ñëåäóåò èç ï. (a).

(c) Èìååì f2 + fg + g2 =
(
f + g

2

)2
+ 3

4g
2 = (f − ε3g)(f − ε23g).

(d) Ñëåäóåò èç ï. (c).
(e) Ñëåäóåò èç ï. (f).
(f) Äîêàæèòå è ïðèìåíèòå òåîðåìó Áåçó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò u

ñ êîýôôèöèåíòàìè â R[v].
2.16. (a) Òàê êàê f2 ñèììåòðè÷åñêèé, òî f(x, y)2 = f(y, x)2. Îò-

ñþäà ïî óòâåðæäåíèþ 2.15.b f(x, y) = ±f(y, x).
(b) Èñïîëüçóéòå àíàëîã óòâåðæäåíèé 2.15.ce.
(c) Ñì. óêàçàíèå ê 2.15.f.

2.17. Îòâåò: 2.15.abf, 2.16.abc.

2.22. Ïðè n = 3 ìíîæåñòâî âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûõ ìíîãî-
÷ëåíîâ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷åñêèõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè èíäóêöèè ïî
êîëè÷åñòâó îïåðàöèé èç îïðåäåëåíèÿ ðàäèêàëüíîñòè. Øàã èíäóê-
öèè âûòåêàåò èç ëåììû 2.23 î ñîõðàíåíèè öèêëè÷åñêîé ñèììåòðè÷-
íîñòè.

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí x íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêè ñèììåòðè÷å-
ñêèì, òî îí íå ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî ðàäèêàëüíûì.

2.23. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [Sk19, ï. 9.4.2].

2.24. Îòâåò: 2.19.abcd, 2.20.b, 2.23 äëÿ âñåõ q, íå äåëÿùèõñÿ íà
3.
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Ê àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ïðåäñòàâëÿþò Á. Âóêîðåïà, À. Ãëåáîâ,
A. Åííý, À. Ñêîïåíêîâ, À. ×èëèêîâ

Ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîñëå ïðîìåæóòî÷íîãî ôèíèøà

3.1. (b) Èñïîëüçóéòå àíàëîã çàäà÷è 3.2.ñ äëÿ n = 3.

3.2. Îòâåò: (c) � âåðíî, (a), (b), (d) � íåâåðíî.
(a) Cì. 2.9.a.
(b) Ðàññìîòðèòå ìíîãî÷ëåí x1 + ε5x2 + ε25x3 + ε35x4 + ε45x5.
(d) Ðàññìîòðèòå ìíîãî÷ëåí

∏
i<j

(xi − xj).

(c) Òàê êàê f3 ñèììåòðè÷åñêèé, òî

f3(x1, x2, x3, x4, x5) = f3(x2, x1, x3, x4, x5).

Èçâëåêàÿ êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè, èìååì

f(x1, x2, x3, x4, x5) = εq3f(x2, x1, x3, x4, x5) = ε2q3 f(x1, x2, x3, x4, x5).

Îòñþäà ε2q3 = 1, ïîýòîìó εq3 = 1. Àíàëîãè÷íî f(x⃗) = f(x⃗α) äëÿ ëþ-
áîé ïåðåñòàíîâêè α, ìåíÿþùåé ìåñòàìè äâà ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà
{x1, x2, x3, x4, x5}. Ïîýòîìó f ñèììåòðè÷åñêèé.

3.3. (a) x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà, ïåðåâîäÿùàÿ â ñåáÿ ìíî-

ãî÷ëåí èç çàäà÷è 3.2.d, ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé. À òîãäà îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå êîìïîçèöèè öèêëîâ äëèíû 3, ñì. [ZSS, ï. 23.2.4].

3.4. Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [Sk15].

3.5. (c) Îáîçíà÷èì ÷åðåç a, b, c, d, e ïÿòü ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
äàííîãî ìíîæåñòâà. (abc) = (ac)(de)(ab)(de).

3.6. Îòâåò: (a), (b) � íåò.
Ëåììû 2.23 î ñîõðàíåíèè öèêëè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîñòè è 3.4 î

ñîõðàíåíèè ÷åòíîñèììåòðè÷íîñòè âåðíû è äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíê-
öèé, ñì. [Sk15], [Sk19, ï. 9.4.2]. Äàëåå àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è
2.22.
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3.7. Îòâåòû: (a), (c), (d), (e), (f), (h) � íåò, (b), (g) � äà.
Îáîçíà÷èì r := 3

√
2.

(a) Ïóñòü ÷èñëî
√
3 ïðåäñòàâèìî.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Òîãäà

3 = (a2 + 4bc) + (2ab+ 2c2)
3
√
2 + (2ac+ b2)

3
√
4.

Òàê êàê ìíîãî÷ëåí x3 − 2 íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé, òî îí
íåïðèâîäèì íàä Q. Çíà÷èò, 2ab + 2c2 = 2ac + b2 = 0 (ñð. ñ çàäà÷åé
3.8 (b)). Ïîýòîìó b3 = −2abc = 2c3. Òîãäà ëèáî b = c = 0, ëèáî
3
√
2 = b/c. Îáà ñëó÷àÿ íåâîçìîæíû.
Âòîðîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì P (x):=x2−3. Ïî ëåììå 3.8 (e) î ñî-

ïðÿæåíèè P èìååò òðè êîðíÿ x0, x1, x2, ââåä¼ííûõ â ôîðìóëèðîâ-
êå ëåììû. Òàê êàê íè îäèí èç íèõ íå ðàöèîíàëåí, òî ðàâåíñòâî
b = c = 0 íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
íàä Q[ε3] 3.8 (b

′) ýòè êîðíè ðàçëè÷íû. Ïðîòèâîðå÷èå.
(b) Èìååì (1+ 5 3

√
2+ 3

√
4)(3+ 3

√
2− 8 3

√
4) = −75. (Ýòî ðàâåíñòâî

íåñëîæíî ïîëó÷èòü ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåíòîâ èëè
ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Åâêëèäà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ x3−2 è x2+5x+1,
ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 3.10.) Ïîýòîìó

1

1 + 5 3
√
2 + 3

√
4
= − 1

25
− 1

75
· 3
√
2 +

8

75
· ( 3
√
2)2.

(c) Ïóñòü ÷èñëî cos(2π/9) ïðåäñòàâèìî. Îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
óðàâíåíèÿ 4x3−3x = −1

2 . Äâà äðóãèõ åãî âåùåñòâåííûõ êîðíÿ åñòü
cos(8π/9) è cos(4π/9).

Ïðèìåíèì âòîðîå ðåøåíèå ïóíêòà (a) äëÿ P (x) := 8x3 − 6x− 1.
Ïîëó÷èì, ÷òî êîðíè x0, x1, x2 ðàçëè÷íû. Òàê êàê ε3 = ε23, òî x2 =
x1. Çíà÷èò, x2 è x1 íå ìîãóò áûòü âåùåñòâåííûìè è ðàçëè÷íûìè.
Ïðîòèâîðå÷èå.

(d) Åñëè ÷èñëî 5
√
3 ïðåäñòàâèìî, òî ïî ëåììå î ðàöèîíàëüíî-

ñòè 3.8 (f) îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåêîòîðîãî êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
Ïðîòèâîðå÷èå ñ íåïðèâîäèìîñòüþ ìíîãî÷ëåíà x5 − 3 íàä Q.

(e) Àíàëîãè÷íî ï. (a), (c) ïîëó÷àåì, ÷òî êîìïëåêñíûå êîðíè ìíî-
ãî÷ëåíà x3−3 åñòü ÷èñëà x0, x1, x2, ââåä¼ííûå â ôîðìóëèðîâêå ëåì-
ìû 3.8 (e). Ïîýòîìó (a+br+cr2)εs3 = a+brε3+cr2ε23 äëÿ íåêîòîðîãî
s ∈ {1, 2}. Îòñþäà ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q[ε3]
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3.8 (b′) ïîëó÷àåì, ÷òî a = 0 è bc = 0. Ïîýòîìó ëèáî 3
√
3 = br, ëèáî

3
√
3 = cr2. Ïðîòèâîðå÷èå.
(f) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ï. (c).
(g) Ýòî óðàâíåíèå èìååò êîðåíü 3

√
2 + 3

√
4.

(h) Åäèíñòâåííûé âåùåñòâåííûé êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ� 3
√
3+

3
√
9. Ïóñòü, íàïðîòèâ, ýòî ÷èñëî âûðàæàåòñÿ â òðåáóåìîì âèäå. Ïðè-

ìåíèì âòîðîå ðåøåíèå ïóíêòà (a) äëÿ P (x) := x3−9x−12. Ïîëó÷èì,
÷òî ÷èñëà x0, x1, x2 � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà P .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå êîðíè äàííîãî óðàâíåíèÿ�

y0 :=
3
√
3 +

3
√
9, y1 :=

3
√
3ε3 +

3
√
9ε23, y2 :=

3
√
3ε23 +

3
√
9ε3.

Ïîñêîëüêó äàííîå óðàâíåíèå èìååò ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êî-
ðåíü, ïîëó÷àåì, ÷òî x0 = y0 è ëèáî x1 = y1, x2 = y2, ëèáî, íàîáîðîò,
x2 = y1, x1 = y2.

Îáîçíà÷èì R(x) := 3
√
3x+ 3

√
9x2, à òàêæå S(x) := a+ brx+ cr2x2

è S(x) := a+brx2+cr2x äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ñëó÷àÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî. Òîãäà ìíîãî÷ëåí R(x)− S(x) èìååò 3 ðàçëè÷íûõ êîðíÿ 1, ε3, ε

2
3.

Íî åãî ñòåïåíü íå âûøå âòîðîé. Ïîýòîìó R = S. Çíà÷èò, 3
√
3 = br

èëè 3
√
3 = cr2. Ïðîòèâîðå÷èå.

3.8. (a) Åñëè ìíîãî÷ëåí x3 − r3 ïðèâîäèì íàä Q, òî îí èìååò ðà-
öèîíàëüíûé êîðåíü. Ïðîòèâîðå÷èå.

(b) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïîäåëèì x3 − r3 íà a + bx + cx2

ñ îñòàòêîì. Ïî ï. (a) îñòàòîê íåíóëåâîé. Îáà ìíîãî÷ëåíà x3 − r3

è a + bx + cx2 èìåþò êîðåíü x = r. Çíà÷èò, îñòàòîê èìååò êîðåíü
x = r. Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàòîê èìååò èððàöèîíàëüíûé êîðåíü. Ïðî-
òèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ñòåïåíü îñòàòêà ðàâíà 1.

(b′) Ðàññìîòðèòå âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè.
Çàìå÷àíèå. Ýòî óòâåðæäåíèå ðàâíîñèëüíî íåïðèâîäèìîñòè ìíî-

ãî÷ëåíà x3 − r3 íàä Q[ε3]. Åñëè ìíîãî÷ëåí x3 − r3 íåïðèâîäèì íàä
Q[ε3], òî ìíîãî÷ëåí k + lx+mx2 ∈ Q[ε3][x] íå ìîæåò èìåòü êîðåíü
r. Åñëè ìíîãî÷ëåí x3− r3 ïðèâîäèì íàä Q[ε3], òî îäèí èç ñîìíîæè-
òåëåé äàåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ÷èñåë 1, r, r2 íàä Q[ε3].

(c) Ïîäåëèì ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì íà x3− r3. Ïîäñòàâëÿÿ x = r,
ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ï. (b) ïîëó÷àåì, ÷òî îñòàòîê
íóëåâîé.
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(d) Ïî ï. (c) ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè R3 = r3, òî R åñòü êîðåíü ìíî-
ãî÷ëåíà.

(e) Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîãî÷ëåí èç óñëîâèÿ, è ïóñòüG(t):=P (a+
bt+ct2). ÒîãäàG(r) = 0. Çíà÷èò, ïî ï. (d) èìååìG(rε3) = 0 = G(rε23).

(f) Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå
äëÿ a = 0. Äëÿ ÷èñëà t = br + cr2 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî t3 = b3r3 +
c3r6 + 3bcr3t.

Èíûìè ñëîâàìè, ââèäó òîãî, ÷òî u3+ v3+w3− 3uvw äåëèòñÿ íà
u+ v + w, ÷èñëî a+ br + cr2 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà

(x− a)3 − 3bcr3(x− a)− b3r3 − c3r6.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì x0 = a+br+cr2. Ðàçëîæèì
÷èñëà xk0 ïðè k = 0, 1, 2, 3 ïî ñòåïåíÿì ÷èñëà r:

xk0 = ak + bkr + ckr
2.

Äîñòàòî÷íî íàéòè ÷èñëà λ0, λ1, λ2, λ3 ∈ Q, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû
íóëþ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ λ0 + λ1x0 + λ2x

2
0 + λ3x

3
0 = 0. Äëÿ

ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ýòè ÷èñëà óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå óðàâíåíèé
λ0a0 + . . .+ λ3a3 = 0,

λ0b0 + . . .+ λ3b3 = 0,

λ0c0 + . . .+ λ3c3 = 0.

Êàê èçâåñòíî, îäíîðîäíàÿ (ò. å. ñ íóëåâûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè) ñè-
ñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, â êî-
òîðîé óðàâíåíèé ìåíüøå, ÷åì ïåðåìåííûõ, èìååò íåòðèâèàëüíîå ðà-
öèîíàëüíîå ðåøåíèå. Çíà÷èò, òðåáóåìûå ÷èñëà íàéäóòñÿ.

Ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí èìååò ñòåïåíü ðîâíî 3 ââèäó ëåìì 3.8 (e,
b′).

Òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì A(x) := a+bx+cx2. Ïðîèç-
âåäåíèå (x−A(t0))(x−A(t1))(x−A(t2)) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì
ìíîãî÷ëåíîì îò t0, t1, t2. Çíà÷èò, îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò x
è îò ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ îò t0, t1, t2. Çíà÷å-
íèÿ ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè tk = rεk3,
k = 0, 1, 2, ðàâíû êîýôôèöèåíòàì ìíîãî÷ëåíà x3−r3, êîòîðûå ðàöè-
îíàëüíû. Ïîýòîìó ðàññìîòðåííîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì
ìíîãî÷ëåíîì.
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3.9. Ïî ëåììå î ðàöèîíàëüíîñòè 3.8 (f) ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí ñòå-
ïåíè íå âûøå 3 ñ êîðíåì a+ br+ cr2. Èç ýòîãî ôàêòà è èç íåïðèâî-
äèìîñòè íàä Q äàííîãî ìíîãî÷ëåíà P ïîëó÷àåì, ÷òî degP 6 3. Ïî
ëåììå î ñîïðÿæåíèè 3.8 (e) ìíîãî÷ëåí P èìååò òðè êîðíÿ x0, x1, x2,
ââåä¼ííûõ â ôîðìóëèðîâêå ëåììû. Òàê êàê ìíîãî÷ëåí P íåïðèâî-
äèì íàä Q, òî íè îäèí èç êîðíåé íå ðàöèîíàëåí. Ïîýòîìó ðàâåí-
ñòâî b = c = 0 íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñè-
ìîñòè íàä Q[ε3] 3.8 (b

′) êîðíè x0, x1, x2 ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî,
degP = 3.

Òàê êàê εk3 = ε−k
3 , òî x2 = x1. Çíà÷èò, x2 è x1 íå ìîãóò áûòü âåùå-

ñòâåííûìè è ðàçëè÷íûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, x2, x1 ∈ C− R. Ïîýòîìó
P èìååò ðîâíî îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü.

3.10. Ïóñòü ïðè èçâëå÷åíèè êîðíÿ òðåòüåé ñòåïåíè ïîëó÷èëîñü
÷èñëî r. Åñëè |r| ∈ Q, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Åñëè |r| ̸∈ Q, òî
ìíîãî÷ëåí x3 − r3 íåïðèâîäèì íàä Q.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî 1
a+br+cr2

= h(r) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî-

÷ëåíà h. Ïî ëåììå î íåïðèâîäèìîñòè, ìíîãî÷ëåí x3−r3 íåïðèâîäèì
íàä Q. Ïîýòîìó îí âçàèìíî ïðîñò ñ a+bx+cx2. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò
ìíîãî÷ëåíû g è h, äëÿ êîòîðûõ h(x)(a+bx+cx2)+g(x)(x3−r3) = 1.
Òîãäà h�èñêîìûé ìíîãî÷ëåí.

3.11. Îáîçíà÷èì r := 7
√
2 è A(x) := a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ a6x
6.

(a) Ïóñòü ÷èñëî
√
3 ïðåäñòàâèìî. Òîãäà ïî ëåììå î ñîïðÿæåíèè

3.12 (ñ) ìíîãî÷ëåí x2 − 3 èìååò êîðíè A(rεk7) äëÿ k = 0, 1, 2, . . . , 6.
Òàê êàê ýòîò ìíîãî÷ëåí íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé, òî ïî òî
ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q[εq] 3.14 (b) ýòè êîðíè
ðàçëè÷íû. Ïðîòèâîðå÷èå.

(b) Îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîãî÷ëåí, äëÿ êîòîðîãî cos 7x = P (cosx)
(Äîêàæèòå, ÷òî òàêîé ìíîãî÷ëåí ñóùåñòâóåò!).

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü ÷èñëî cos 2π
21 ïðåäñòàâèìî. Àíàëîãè÷íî

ï. (a) äàííûé ìíîãî÷ëåí P èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè xk :=
A(rεk7) äëÿ k = 0, 1, 2, . . . , 6. Òàê êàê P (0) > 0, P (1) < 0 è P (2) > 0,
òî ìíîãî÷ëåí P èìååò âåùåñòâåííûé êîðåíü xk, îòëè÷íûé îò x0.

Èìååì εk7 = ε−k
7 . Ïîýòîìó xk = xk = x7−k. Ïðîòèâîðå÷èå.
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Âòîðîå ðåøåíèå. Êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà 2P (x) + 1 ÿâëÿþòñÿ âå-

ùåñòâåííûå ÷èñëà yk := cos 2(3k+1)π
21 ïðè k = 0, . . . , 6. Îäíî èç íèõ,

à èìåííî y2 = −1/2, ðàöèîíàëüíî.
Â ñëåäóáùåì àáçàöå ìû äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî y0 èððàöèîíàëüíî.
(Èíà÷å èç ðàâåíñòâà ε221−2y0ε21+1 = 0 ñëåäóåò, ÷òî ε21 = a+i

√
b

äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ Q. Òîãäà è ÷èñëî ε7 = ε321 òîæå èìååò òàêîé
âèä. Íî ε7 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî4 ìíîãî÷ëåíà 1+x+ . . .+
x6, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò àíàëîãó òåîðåìû 2.3 äëÿ ÷èñåë âèäà a+ i

√
b.)

Èòàê, ÷èñëî y0 èððàöèîíàëüíî è ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà
2P (x)+1
2x+1 ñòåïåíè 6. Òîãäà ïî ëåììàì î ñîïðÿæåíèè 3.12 (ñ) è î ëè-

íåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q[εq] 3.14 (b) ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò ñåìü
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ êîðíåé, ÷òî íåâîçìîæíî.

(c) Ïóñòü ÷èñëî 11
√
3 ïðåäñòàâèìî. Òîãäà ïî ëåììå î ðàöèîíàëü-

íîñòè 3.12 (d) ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 7
ñ êîðíåì 11

√
3. Ïðîòèâîðå÷èå ñ íåïðèâîäèìîñòüþ ìíîãî÷ëåíà x11−3

íàä Q.
(d) Ïóñòü ÷èñëî 7

√
3 ïðåäñòàâèìî. Àíàëîãè÷íî ï. (a) âñå êîì-

ïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà x7 − 3 åñòü A(rεk7) äëÿ k = 0, 1, 2, . . . , 6.
Ïîýòîìó A(r)εs7 = A(rε7) äëÿ íåêîòîðîãî s ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Îòñþäà
ïî ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q[εq] 3.14 (b) ak = 0 äëÿ
ëþáîãî k ̸= s. Ïîýòîìó 7

√
3 = asr

s. Ïðîòèâîðå÷èå.
(å) Ïóñòü êàêîé-íèáóäü èç êîðíåé ïðåäñòàâèì. Äàííûé ìíîãî-

÷ëåí P íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. Òîãäà ïî ëåììå î ñîïðÿ-
æåíèè 3.12.c è ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q[εq] 3.14.b P
èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè xk := A(rεk7) äëÿ k = 0, 1, 2, . . . , 6.
Òàê êàê P (0) > 0, P (1) < 0 è P (2) > 0, òî P èìååò âåùåñòâåííûé êî-

ðåíü xk, îòëè÷íûé îò x0. Èìååì εk7 = ε−k
7 . Ïîýòîìó xk = xk = x7−k.

Ïðîòèâîðå÷èå.

3.12. (a) Âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà xq − rq åñòü r, rεq, rε
2
q , . . . , rε

q−1
q .

Ïóñòü îí ïðèâîäèì íàä Q. Ìîäóëü ñâîáîäíîãî ÷ëåíà îäíîãî èç óíè-
òàðíûõ ñîìíîæèòåëåé ðàçëîæåíèÿ ðàöèîíàëåí è ðàâåí ïðîèçâåäå-

4Íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà g(x) = 1 + x + . . . + x6 ìîæíî ïîêàçàòü, íà-
ïðèìåð, ïðèìåíèâ ïðèçíàê Ýéçåíøòåéíà [ZSS, ï. 5.5.2] ê ìíîãî÷ëåíó g(x+ 1).
Âïðî÷åì, çäåñü äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó íåãî íåò ðàöèîíàëüíûõ äåëèòåëåé
ñòåïåíè 1 è 2.
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íèþ ìîäóëåé íåêîòîðûõ k èç ýòèõ êîðíåé, 0 < k < q. Çíà÷èò, rk ∈ Q.
Òàê êàê q ïðîñòîå, òî èìååì kx+ qy = 1 äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ x, y.
Òîãäà r = (rk)x(rq)y ∈ Q. Ïðîòèâîðå÷èå.

(b) Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí A(x) íàè-
ìåíüøåé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî ëåììà íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïîäåëèì
xq − rq íà A(x) ñ îñòàòêîì R(x). Òîãäà degR < degA, R(r) = 0 è ïî
ï. (a) ìíîãî÷ëåí R(x) íåíóëåâîé. Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì A.

(c) Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî çàäà÷àì 2.2 (ñ, d), 3.8 (d). Èñ-
ïîëüçóéòå ï. (b).

(d) Äîêàçàòåëüñòâà ïîâòîðÿþò âòîðîå è òðåòüå äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû î ðàöèîíàëüíîñòè 3.8 (f). Íóæíî òîëüêî âåçäå çàìåíèòü 3 íà
q è 2 íà q− 1 (íàïðèìåð, âî âòîðîé ñòðî÷êå âòîðîãî äîêàçàòåëüñòâà
k = 0, 1, 2, . . . , q).

3.13. (a) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèì. Ñâîáîäíûé ÷ëåí îäíîãî èç
óíèòàðíûõ ñîìíîæèòåëåé ðàçëîæåíèÿ ëåæèò â Q[εq] è ðàâåí ± rkεmq
äëÿ íåêîòîðîãî m. Ïîýòîìó rk ∈ Q[εq]. Äàëåå àíàëîãè÷íî ëåììå
3.12 (a) ïîëó÷àåì r ∈ Q[εq]. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóíêòû (b) è (c) âûâîäÿòñÿ èç ï. (a) àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì ïóíêòàì çàäà÷è 3.12.

3.14. (a) Ïóñòü ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèì. Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ëåììû î íåïðèâîäèìîñòè íàä Q[εq] 3.13 (a) èìååì r ∈ Q[εq]. Ïîýòîìó
r2, r3, . . . , rq−1 ∈ Q[εq].

Â ñëåäóáùåì àáçàöå ìû äîêàæåì, ÷òî èìååòñÿ ìíîãî÷ëåí ñòåïå-
íè ìåíüøå q ñ êîðíåì r. Ýòî áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü íåïðèâîäèìîñòè
ìíîãî÷ëåíà xq − rq íàä Q.

Ðàçëîæèì ÷èñëî rk ïî ñòåïåíÿì ÷èñëà εq äëÿ k = 0, 1, . . . , q − 1:

rk = ak,0 + ak,1εq + . . .+ ak,q−2ε
q−2
q .

Äîñòàòî÷íî íàéòè ÷èñëà λ0, . . . , λq−1 ∈ Q, íå ðàâíûå îäíîâðåìåííî
íóëþ, äëÿ êîòîðûõ

λ0a0,m + . . .+ λq−1aq−1,m = 0 ïðè ëþáîì m = 0, 1, . . . , q − 2.

Òàêèå ÷èñëà ñóùåñòâóþò ïî àíàëîãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ðàññóæ-
äåíèåì âî âòîðîì äîêàçàòåëüñòâå ëåììû î ðàöèîíàëüíîñòè 3.8 (f).

(b) Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ï. (a).
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3.15. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Îáîçíà÷èì äàííûé ìíîãî÷ëåí ÷å-
ðåç P . Ïðè q < degP ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé î ðàöèî-
íàëüíîñòè 3.12 (d). Ïðè q > degP ïî ëåììå î ñîïðÿæåíèè 3.12 (ñ)
è ëåììå î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íàä Q[εq] 3.14 (b) ìíîãî÷ëåí P
èìååò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå êîðíè xk = A(rεkq ) äëÿ k = 0, 1, 2, . . . , q−1.
Ïðè q > degP ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ïðè q = degP èç óñëîâèé
q ̸= 2 è xk = xq−k ̸= xk ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîñòü âåùåñòâåííîãî
êîðíÿ.
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4 Additional problems for successful teams

4.1. (a) Let x, y, r ∈ R, p, g ∈ Q[u, v] and p1 ∈ Q[u, v, w] be such
that g(x, y) ̸∈ Q(x+ y, xy) and{

r2 = p(x+ y, xy)

g(x, y) = p1(x+ y, xy, r)

(cf. Problem 2.14.c). Then r ∈ Q(x, y).
(b) Let x, y, r ∈ R, p ∈ Q[

√
2][u, v], g ∈ Q[u, v] and p1 ∈ Q[

√
2][u, v, w]

be such that g(x, y) ̸∈ Q(x + y, xy,
√
2) and the equations of (a) hold.

Then there are ρ ∈ Q(x, y), π ∈ Q[
√
2][u, v] and π1 ∈ Q[

√
2][u, v, w]

such that the equations of (a) hold with r, p, p1 replaced by ρ, π, π1.
(c) Rationalization Lemma. Let x, y, r ∈ R and F ⊂ R a �eld

containing x+ y, xy, r2 but not r. If F (r) ∩Q(x, y) ̸⊂ F , then there is
ρ ∈ Q(x, y) such that ρ2 ∈ F and F (ρ) = F (r).

4.2. Denote aj = σj(x1, x2, x3), j = 1, 2, 3.
(a) Let x1, x2, x3, r ∈ R, p, g ∈ Q[u1, u2, u3] and p1 ∈ Q[u1, u2, u3, v]

be such that g(x1, x2, x3) ̸∈ Q(a1, a2, a3) and{
r2 = p(a1, a2, a3)

g(x1, x2, x3) = p1(a1, a2, a3, r)
.

Then r ∈ Q(x1, x2, x3).
(b) Rationalization Lemma. Let x1, x2, x3, r ∈ R and F ⊂ R a

�eld containing a1, a2, a3, r
2 but not r. If F (r)∩Q(x1, x2, x3) ̸⊂ F , then

there is ρ ∈ Q(x1, x2, x3) such that ρ2 ∈ F and F (ρ) = F (r).
(c) Proposition. If x1, x2, x3 ∈ R and x1 is {a1, a2, a3}-expressible

by quadratic real radicals, then x1 is {a1, a2, a3}-expressible by quadratic
real radicals so that every radical is in Q(x1, x2, x3).

4.3. (a) Let x, y, r ∈ C, p ∈ Q[u, v] and p1 ∈ Q[u, v, w] be such that{
r3 = p(x+ y, xy)

x = p1(x+ y, xy, r)

(cf. Problem 2.14.d for k = 3). Then r ∈ Q[ε3](x, y).
(b) Same as (a) with x = p1(x + y, xy, r) replaced by g(x, y) =

p1(x+ y, xy, r) for some g ∈ Q[u, v] such that g(x, y) ̸∈ Q(x+ y, xy).
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(c) Rationalization Lemma. Let x, y, r ∈ C and F ⊂ C a �eld
containing x+ y, xy, ε3, r

3 but not r. If F (r)∩Q(x, y) ̸⊂ F , then there
is ρ ∈ Q(x, y) such that ρ3 ∈ F and F (ρ) = F (r).

(d) Rationalization Lemma. Same as (c) with x, y replaced by
x1, . . . , xn and x+ y, xy replaced by σ1(x1, . . . , xn), . . . , σn(x1, . . . , xn).

(e) Rationalization Lemma. Same as (d) with r3, ρ3 replaced by
rq, ρq for a prime q and ε3 replaced by εq.

(f) Proposition. If

x1, . . . , xn ∈ C, M := {σ1(x1, . . . , xn), . . . , σn(x1, . . . , xn)}

and x1 isM -expressible by radicals, then x1 isM -expressible by radicals

so that every radical is in
∞∪
q=3

Q[εq](x1, . . . , xn).

4.4. There are numbers x, y ∈ R such that if p ∈ Q[u, v] and
p(x, y) = 0, then p = 0.

Such numbers are called algebraically independent over Q.
4.5. (a) Äîêàæèòå äîñòàòî÷íîñòü â êðèòåðèè 2.13 Ãàëóà ðàçðå-

øèìîñòè óðàâíåíèÿ.
(b) Äîêàæèòå íåîáõîäèìîñòü â êðèòåðèè 2.13 äëÿ n 6 4.
(c) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã êðèòåðèÿ 2.13 äëÿ 1-

ðàäèêàëüíîñòè (ò.å. äëÿ ðàäèêàëüíîñòè ñ îäíèì èçâëå÷åíèåì êîð-
íÿ).

(d) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå âåùåñòâåííûé àíàëîã êðèòåðèÿ
2.13.

4.6. Ïóñòü x1, . . . , xn ∈ C � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà A ∈ Q[t] ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè, q ïðîñòîå, r ∈ C − Q, rq ∈ Q, U ∈ Q[u⃗],v
U(x⃗) ∈ Q[r]−Q è id ∈ G ⊂ Σn.

(a) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè
∑
α∈G

U(x⃗α) ∈ Q, òî
∑
α∈G

U(x⃗ατ ) ∈ Q äëÿ

ëþáîé ïåðåñòàíîâêè τ ∈ Σn?
(b) Âåðíî ëè, ÷òî åñëè

∏
α∈G

(t−U(x⃗α)) ∈ Q[t], òî
∑
α∈G

(t−U(x⃗ατ )) ∈

Q[t] äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè τ ∈ Σn?
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Toward algorithms of solving algebraic equations

presented by A. Enne, A. Chilikov,
A. Glebov, A. Skopenkov, B. Vukorepa ∗

1 Introduction and statements of results

1.1 What is this collection of problems about

There are famous Ruffini, Abel and Galois Theorems 2.7, 1.3, 1.41 on
insolvability of algebraic equations in radicals. They are classical re-
sults of algebra, which are interesting for the computer science (theory
of symbolic computations). All these theorems are formulated below.

The main content of this text is exposition of deep algebraic ideas
(more precisely, of Galois theory) via simple and beautiful proofs of
these theorems (see [ZSS, § 27]). It is the more remarkable that for
these proofs one only needs the abilities to prove irrationality, to divide
polynomials with a remainder, to take the root of a complex number,
to multiply permutations, and to solve systems of linear equations.
Even those who will not arrive to a complete proof of main results
could solve research problems (see [E2, Es, AB, Ko17, Saf] and the
references therein).

∗We are grateful to Ya. Abramov, G. Chelnokov, D. Eliseev, A. Kanunnikov, N.
Khoroshavkina, O. Orel, A. Petukhov and the jury of SCTT for useful discussions
and for translation of some parts of the text.
A. Enne: Petrozavodsk State University.
A. Chilikov: Bauman Moscow State Technical University, Moscow Institute of
Physics and Technology.
A. Glebov: Novosibirsk State University.
A. Skopenkov: Moscow Institute of Physics and Technology, Independent University
of Moscow. http://www.mccme.ru/~skopenko.
B. Vukorepa: University of Zagreb.

1From §1 in what follows we use only §1.5, so you can read that subsection and
start solving problems.
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Before proving the insolvability of algebraic equations we consider a
general way for their solution: Lagrange resolvent method . In fact, the
main idea of Abel and Galois is the following: if an equation is solvable
in radicals at all, then it is solvable by Lagrange method. Lagrange
method is used to construct algorithms, e.g. to recognize whether the
equation is solvable by radicals.

For practical purposes approximative methods of solving equa-
tions are more useful than ‘radical formulae’. Besides, the equation
can be solved using transcendental functions (see Vieta method [ZSS,
§ 4.2] and [PSo]; for further development of these ideas see e.g. [Sk10]).
However, the problem of ‘solvability in radicals’ is interesting as a test
problem of the modern theories of symbolic computations and compu-
tational complexity.

On the novelty. Proofs which are provided in solutions are not
assumed to be new (but the reader could find new proofs). However,
this text contains many pedagogical inventions (see [ZSS, §5.2.1, 5.2.2]).
The proofs are different from proofs which are presented and quoted in
[ZSS, §5]. Unfortunately, the proofs presented here are not well-known.
Standard textbooks of algebra first expose Galois theory and then use
its results to prove these theorems. However, it is much more economic
and clearer not only to solve directly quadratic and cubic equations but
also to prove corresponding theorems directly2 . Of course, for such
direct proofs, one should re-discover and use key ideas of Galois theory.

2See e.g. [Dor, § 25], [Pr07-2, appendix 8], [FT, Lecture 5], [ZSS, §5], [Dor, St94,
Kol, Ler, T, Sk11, Sk15] and this text. Exposition in [Al] is closer to this ‘direct’
style. Large part of [Al] contains theory not required to prove the weak version of
Abel theorem announced as the main result, see [Sk15, end of remark 7]. However,
the author of [Al] succeeded in avoiding unmotivated exposition of the most com-
plicated part of the theory. The proof from [Al] is exposed a shorter and easier way
in [FT, Lecture 5], [Sk11].
Note that proofs in many of these sources are incomplete. See [ZSS, footnote 12 in
p. 113 and end of §5.5.4], [Sk15, Discussion]. In spite of these drawbacks the above
elementary expositions were more useful to us than formal expositions (in standard
textbooks intended for the theory) which start with several hundreds pages of defi-
nitions and results whose role in the proof of the insolvability theorem is not clear
at the moment of their statements.
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1.2 Insolvability in real radicals

A real number is called expressible by real radicals if it can be
obtained using number 1 and operations of addition, subtraction, mul-
tiplication, division by a non-zero number, and taking the n-th root
of a positive number, where n is a positive integer. In other words, a
real number a is expressible by real radicals if some set containing this
number can be obtained starting from the set {1} and using the fol-
lowing operations. To a given set M ⊂ R containing numbers x, y ∈ M
one can add

numbers x+ y, x− y, xy, number x/y when y ̸= 0,

and number n
√
x for x > 0 and integer n > 0.

A number a is expressible by real radicals if and only if there exist
• positive integers s, k1, . . . , ks,
• real numbers f1, . . . , fs and polynomials p0, p1, . . . , ps with ratio-

nal coefficients of 0, 1, . . . , s variables respectively such that

fk1
1 = p0

fk2
2 = p1(f1)

. . .

fks
s = ps−1(f1, . . . , fs−1)

a = ps(f1, . . . , fs)

.

Remark 1.1. (a) Any real root of a quadratic equation with ratio-
nal coefficients is expressible by real radicals.

(b) The equation x3 + x+ 1 = 0 has exactly one real root which is
expressible by real radicals [ZSS, §4.2], see also Problem 2.8 (c).

(c) The equation x4 + 4x− 1 = 0 has two real roots; both of them
are expressible by real radicals [ZSS, §4.2], see also Problem 2.10 (d).

(d) Any real constructible number [ZSS, §5.1.2] is expressible by
real radicals.

(e) There exists a cubic polynomial with rational coefficients such
that none of its roots is expressible by real radicals (for example, x3 −
3x+ 1). (This statement is proven in Remark (f).)

(f) The number cos(2π/9) is not expressible by real radicals.
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Let us apply the triple-angle formula for cosine. Then the numbers
cos(2π/9), cos(8π/9), cos(14π/9) are the roots of the polynomial 8y3−
6y + 1 = 0. By Theorem 1.2 none of these numbers is expressible by
real radicals.

(g) The trisection of an angle is impossible in real radicals. That is,
there exists a number α (for example, α = 2π/3) such that the number
cosα is expressible by real radicals and the number cos(α/3) is not
expressible by real radicals. (This statement follows from Remark (f).)

Theorem 1.2 (solvability in real radicals). For a cubic polynomial
with rational coefficients the following conditions are equivalent:

(i) the polynomial has either at least one rational root or exactly
one real root;

(ii) the polynomial has a root which is expressible by real radicals;
(iii) all the real roots of the polynomial are expressible by real

radicals.

The uniqueness of the real root of the ‘shortened’ equation x3 +
px + q = 0 is equivalent to the following condition: ‘p = q = 0 or
(p/3)3 + (q/2)2 > 0’ [ZSS, Problem 8.1.5.d].

Obviously, (ii) ⇔ (iii). This follows from Remark 1.1.a. The solv-
ability in Theorem 1.2 (that is (i) ⇒ (ii)) can be proved by del Ferro
method [ZSS, §4.2]; see another proof in §2.3. The insolvability in The-
orem 1.2 (that is (ii) ⇒ (i)) has more complicated proof. It is easier
to prove the similar result on insolvability in polynomials, see § 2.5.

1.3 Insolvability in complex radicals

Now consider formulae which involve complex numbers. It turns out
that a cubic equation (for example, x3 − 3x+1) that is not solvable in
real radicals can be solved in complex radicals.

A complex number is called expressible by radicals if it can
be obtained using number 1 and operations of addition, subtraction,
multiplication, division by a non-zero number and taking the n-th root,
where n is a positive integer.

In other words, a complex number a is expressible by radicals if
some set containing this number can be obtained starting from the
set {1} and using the following operations. To a given set M ⊂ C
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containing numbers x, y ∈ M one can add

numbers x+ y, x− y, xy, number x/y when y ̸= 0,

and any number r ∈ C such that rn = x for some integer n > 0.

For example, any (complex) root of a quadratic equation with ra-
tional coefficients is expressible by radicals. Similar assertions hold for
equations of 3-rd and 4-th degree. These assertions can be proved by
del Ferro and Ferrari methods [ZSS, §4.2]; see another proof in §2.3.
However, analogous assertions for equations of higher degrees do not
hold.

Theorem 1.3 (Galois). There exists an equation of 5-th degree
with rational coefficients (for example, x5 − 4x + 2 = 0) neither of
whose roots are expressible by radicals.

The famous problem of solvability in radicals was solved by weaker
Ruffini-Abel theorems proved a little earlier. The Ruffini Theorem
2.7 has more complicated statement. But it leads us to the proof of
Galois theorem. The precise statement of Abel theorem is even more
complicated. It is not presented here, see [Sk15, Remark 7]. An easier
way to solve the solvability problem is to prove the following Galois
Theorem 1.4. This theorem is weaker than Galois Theorem 1.3 and
has an easier proof. For X ⊂ C, a complex number a is called X-
expressible by radicals if a can be expressed using the set X ∪ {1} and
the operations from the definition of the expressibility by radicals.

Theorem 1.4 (Galois). There are a0, a1, a2, a3, a4 ∈ C such that
no root of the equation x5+a4x

4+ . . .+a1x+a0 = 0 is {a0, a1, . . . , a4}-
expressible by radicals.

Theorem 1.5. There is an algorithm to recognize whether all the
roots of the equation xn+an−1x

n−1+ . . .+a1x+a0 = 0 are expressible
by radicals (if an−1, . . . , a0 ∈ Q are known).

Theorem 1.5 is proved using Galois Solvability Criterion 2.13.b and
an estimation of the number of operations.

1.4 Plan

This project consists of three formally independent parts. In the first
two parts the definition of ‘expressibility by radicals’ from §2.2 is used.
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(1) In §2.3 we discuss Lagrange’s resolvent method used to solve
equations. Formally this method is not used to prove insolvability.
However, familiarity with this method is useful because

• proofs of insolvability were invented during the analysis of this
method,

• this familiarity helps to check intermediate conjectures (which
occur in attempts to prove insolvability), and

• this method is required to prove Theorem 1.5.
(2) The proof of the Ruffini theorem 2.7 is based on the idea of

symmetry and is sketched in §3.1. This proof is prepared by §2.5.
Subsection 2.4 prepares to §2.5 and to the proof of Galois Theorem
1.4.

(3) The proof of Theorem 1.2 on solvability in real radicals is based
on the idea of conjugation (or of algebraic symmetry). This proof is
prepared by §2.1, §3.2 and §3.3.

Theorems 1.3 and 1.5 are not proved here. See the proof of Theorem
1.3 in [ZSS, §5], [Sk19, §9]. Galois Theorem 1.4 is proved in additional
problems, cf. [Sk15], [Sk19, §5]. The proof is based on reduction to
Ruffini Theorem 2.7 using the idea of conjugation (§2.1, §3.2 and §3.3).

1.5 Recommendations for participants

For every solution which has been written down and marked with ei-
ther ‘+’ or ‘+.’ a student (or a group of students) get a ‘bean’. The
jury may also award extra bean for beautiful solutions, solutions of
hard problems, or solutions typeset in TEX. The jury has infinitely
many beans. One may submit a solution in oral form, but one loses a
bean with each 5 attempts (successful or not).

If a problem is marked by bold and named ‘theorem’ (‘lemma’,
‘corollary’, etc.), then this statement is important. Usually we provide
(as a problem) the formulation of beautiful or important statement
before its proof. In this case to prove this statement one possibly needs
to solve next problems. If you are stuck on a certain problem, try
looking at the next ones. They may turn out to be helpful. We suggest
to all the students working on the project to consult the jury on any
questions on the project. Students who successfully work on the project
will get interesting extra problems.
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Please notify us if you already know solutions of several problems.
If you confirm your knowledge by presenting some of them, you will be
allowed not to receive plus-marks for their solutions, but to use them
in solutions of other problems.

2 Problems before the semifinal

In this text equality signs involving polynomial f (or fj) mean equality
of polynomials (i.e. componentwise equality). In §§2.1, 3.2 and 3.3
‘polynomial with rational coefficients’ is called a ‘polynomial’. Denote

εq := cos(2π/q) + i sin(2π/q).

2.1 Representability using only one square root

2.1. Can the following number be represented as a+
√
b with a, b ∈

Q:
(a)

√
3 + 2

√
2; (b) 1

7+5
√
2
; (c)

3
√
7 + 5

√
2; (d) cos(2π/5);

(e) 3
√
2; (f)

√
2 + 3

√
2; (g) cos(2π/9);

(h)∗
√
2 +

√
2; (i)∗ cos(2π/7); (j)

√
2 +

√
3 +

√
5?

Lemma 2.2. Assume that r ∈ R−Q and r2 ∈ Q.
(a) Irreducibility. The polynomial x2 − r2 is irreducible over Q.
(b) Linear independence. If a, b ∈ Q and a + br = 0, then

a = b = 0.
(c) If r is a root of a polynomial, then this polynomial is divisible

by x2 − r2.
(d) Conjugation. If r is a root of a polynomial, then −r is also

its root.
(e) Conjugation. If a, b ∈ Q and a polynomial has a root a+ br,

then a− br is also a root of this polynomial.
(f) If a, b ∈ Q and a cubic polynomial has a root a + br, then this

polynomial has a rational root.

Theorem 2.3. If a polynomial of degree at least 3 is irreducible
over Q, then none of its roots equals to a±

√
b for some a, b ∈ Q.

Lemma 2.4 (Extension). Suppose we can obtain a number using
number 1, several operations of addition, subtraction, multiplication,
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division by a non-zero number and exactly one operation of taking the
square root of a positive number. Then the number can be represented
as a±

√
b, where a, b ∈ Q and b > 0.

2.5.* Find all n such that the number cos(2π/n) can be represented
as a+

√
b, where a, b ∈ Q.

Hints to §2.1

2.2. (a) If the polynomial x2 − r2 is reducible over Q, then it has a
rational root. This is a contradiction.

(b) If b ̸= 0, then r = −a/b ∈ Q, which is impossible. Hence b = 0,
thus a = 0.

(c) Divide our polynomial with a remainder3 by x2 − r2:

P (x) = (x2 − r2)Q(x) +mx+ n.

Substitute x = r. By the Linear independence lemma (see (b)) the
reminder is equal to zero.

(d) By (c) if R2 = r2, then R is a root of the polynomial.
(e) Let P be given polynomial, and set G(t) := P (a + bt). Then

G(r) = 0. Hence by (d) we obtain G(−r) = 0.
(f) If b = 0 the assertion is proved. Otherwise by (e) the polynomial

has the roots a± br. These roots are distinct. Hence the third root is
rational by the Vieta theorem.

2.4. It would suffice to prove that the set of all numbers of the form
a±

√
b is closed under operations of addition, subtraction, multiplica-

tion and division. This is obviously false: (1 +
√
2) + (1 +

√
3) cannot

be represented as a±
√
b, where a, b ∈ Q (prove this!).

2.2 Definition of the expressibility by radicals for polynomi-
als

The solution of quadratic equation can be expressed by the following
formulae:

(x− y)2 = (x+ y)2 − 4xy and x =
x+ y + (x− y)

2
.

3The division with a reminder is equivalent to ‘replacing’ x2 by r2.
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These formulae show that the root x of a quadratic equation is express-
ible by radicals using the coefficients x + y, xy of the equation. The
rigorous definition of expressibility by radicals is given below.

Denote the elementary symmetric polynomials by

σ1(x1, . . . , xn) := x1 + . . .+ xn, . . . , σn(x1, . . . , xn) = x1 · . . . · xn.

If the number n and the arguments x1, . . . , xn are clear from the con-
text, we omit them from the notation.

A polynomial p ∈ C[x1, . . . , xn] is called expressible by (com-
plex) radicals, if one can add p to the collection {σ1, . . . , σn} ∪ C of
polynomials by a sequence of the following operations:

• if the polynomials f and g are already contained in the collection
one can add their sum f + g and their product fg;

• if the polynomial g is already contained in the collection and
g = fk for some f ∈ C[x1, . . . , xn] and integer k > 1 one can add f to
the collection.

Remark 2.6. (a) E.g. if a collection contains x2 + 2y and x− y3,
then one may apply the first operations and add the polynomial

−5(x2 + 2y)2 + 3(x2 + 2y)(x− y3)6

to the collection; moreover, if a collection already contains x2−2xy+y2,
then one may apply the second operation and add x− y (or y − x).

(b) If we use only first operations we can add a polynomial with
complex coefficients of polynomials which are already available.

(c) By Vieta theorem σ1, . . . , σn are the coefficients of the polyno-
mial

tn − σ1t
n−1 + . . .+ (−1)n−1σn−1t+ (−1)nσn ∈ C[x1, . . . , xn][t]

with roots x1, . . . , xn. Therefore, the expressibility by radicals of the
polynomial x1 is equivalent to the expressibility (in the above sense) of
its root x1 in terms of the coefficients of this polynomial.

(d) The polynomial x1 is expressible by radicals if and only if there
exist:

• positive integers s, k1, . . . , ks,
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• polynomials f1, . . . , fs and p0, p1, . . . , ps with complex coefficients
of n and of n, n+ 1, . . . , n+ s variables respectively, such that

fk1
1 = p0(σ1, . . . , σn)

fk2
2 = p1(σ1, . . . , σn, f1)

. . .

fks
s = ps−1(σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs−1)

x1 = ps(σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs)

.

Here we omit the variables (x1, . . . , xn) of the polynomials σ1, . . . , σn, f1, . . . , fs.
(e) Given x+ y and xy, is it always possible to find x?
A simple formalization of this question is the following: does there

exist a map f : R2 → R such that f(x + y, xy) = x for any x, y ∈ R?
The answer is no. Indeed, consider the pairs x = 1, y = 2 and x =
2, y = 1. Therefore, the expressibility by radicals does not allow ‘to
find x’ in the sense described above.

Analogously, given σ1 = x+ y+ z, σ2 = xy+ yz+ zx and σ3 = xyz
is it not always possible to find (x− y)(y− z)(z− x). Indeed, consider
the triples x = 0, y = 1, z = −1 and x = 0, y = −1, z = 1.

Theorem 2.7 (Ruffini). For every positive integer n > 5 the poly-
nomial x1 is not expressible by radicals.

The proof shows that even the polynomial x1x2 + x2x3 + x3x4 +
x4x5 + x5x1 is not expressible by radicals for n = 5.

2.3 Solution of equations of low degrees

2.8. Which of the following polynomials are expressible by radicals
for n = 3?

(a) (x− y)(y − z)(z − x); (b) x9y + y9z + z9x; (c) x.

To solve Problem 2.8 and the following problems, one can use the
fundamental theorem on symmetric polynomials,see for example [Sk19,
4.6.3c]. Hints for part (c) are Problems 2.9.a and 2.11.c.

2.9. A polynomial f ∈ C[u1, u2, . . . , un] is called cyclic symmet-
ric if f(u1, u2, . . . , un) = f(u2, u3, . . . , un−1, un, u1).

(a) Find at least one pair α, β ∈ C such that the polynomial (u +
vα+wβ)3 is cyclic symmetric, but the polynomial u+ vα+wβ is not.

10



(b) Express x1x3 + x3x5 + x5x7 + x7x9 + x9x1 by operations from
the definition of expressibility by radicals starting with some cyclic
symmetric polynomials in x1, x2, . . . , x10.

2.10. Which of the following polynomials are expressible by radicals
for n = 4?

(a) (x− y)(x− z)(x− t)(y − z)(y − t)(z − t);
(b) xy + zt; (c) x+ y − z − t; (d) x.

2.11. Solve the following systems of equations (x, y, z, t are un-
knowns, a, b, c, d are known ):

(a)


x+ y + z + t = a,
x+ y − z − t = b,
x− y + z − t = c,
x− y − z + t = d;

(b)


x+ y + z + t = a,
x+ iy − z − it = b,
x− y + z − t = c,
x− iy − z + it = d;

(c)


x+ y + z = a,
x+ ε3y + ε23z = b,
x+ ε23y + ε3z = c.

Expressions from Problem 2.11 are called Lagrange resolvents. They
are ‘better’ than roots because they are ‘more symmetric’ in the fol-
lowing sense.

Solution of cubic equation using Lagrange resolvents (solution of
Problem 2.8 (c)). To find the roots x, y, z of a cubic equation, it suf-
fices to find the expressions a, b, c from Problem 2.11 (c). Notice that
the del Ferro method from [Sk19, 4.2.2] leads us to the same expres-
sions. By Vieta theorem, a = a(x, y, z) is the coefficient of the equation.
Under the substitution x ↔ y, polynomial b = b(x, y, z) goes to ε3c,
and c = c(x, y, z) goes to ε23b (check this!). Therefore, the polynomials
bc and b3 + c3 do not change under this substitution. Analogously,
they do not change under substitution z ↔ y. Therefore the polyno-
mials bc and b3 + c3 are symmetric, i.e., they do not change under any
permutation of variables. From the theorem on representability of a
symmetric polynomial as a polynomial in elementary symmetric poly-
nomials (see e.g. [Sk19, 4.6.3c]) and Vieta theorem it follows that the
bc and b3 + c3 polynomials in x, y, z can be represented as polynomials
in the coefficients of the equation. Hence we can obtain b3 and c3 by
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solving certain quadratic equation. Now, by solving certain quadratic
equation we can obtain b3 and c3.

By Ruffini Theorem 2.7, Lagrange resolvent method demonstrated
by solving equations of degrees 3 and 4 (Problems 2.8 (c) and 2.10 (d))
does not work for degree 5. Guess why!

Denote by Σq the set of permutations of the set {1, 2, . . . , q}. For
a permutation α ∈ Σq denote

u⃗α := (uα(1), . . . , uα(q)).

Define the Lagrange resolvent by

t(u1, . . . , uq) := εqu1 + ε2qu2 + . . .+ εqquq.

Define Galois resolvent by

Q(u1, . . . , uq, y) :=
∏
α∈Σq

(y − t(u⃗α)) ∈ Q[εq][u1, . . . , uq, y].

2.12. (a) We have Q(εqu1, . . . , εquq, y) = Q(u1, . . . , uq, y).
(b) For some RQ ∈ Q[εq][u1, . . . , uq, z] we have Q(u1, . . . , uq, y) =

RQ(u1, . . . , uq, y
q).

(c) If x1, . . . , xq ∈ C are the roots of a polynomial f ∈ Q[x] of degree
q, then Q(x1, . . . , xq, y) ∈ Q[εq][y] and even Q(x1, . . . , xq, y) ∈ Q[y].

The polynomial RQ(x1, . . . , xq, z) ∈ Q[z] is called the resolvent poly-
nomial for f .

(d)* All the roots of the resolvent polynomial for f(x) = x5+15x+
11 (and therefore, all the roots of f) are expressible by radicals.

Theorem 2.13.* (a) For a, b ∈ R all the roots of the equation

x5 + ax+ b = 0 are expressible by radicals if and only if a =
15± 20c

c2 + 1

and b =
44∓ 8c

c2 + 1
for some c ∈ Q, c > 0.

(b) (Galois Solvability Criterion) For each an−1, . . . , a0 ∈ Q all
the roots of the equation A(x) := xn + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0
are expressible by radicals if and only if a set of degree 1 polynomials
over Q can be obtained from {A} using the following operations:

• (factorization) if one of our polynomials equals to P1P2 for some
non-constant P1, P2 ∈ Q[x], then replace P1P2 by P1 and P2;
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• (extracting a root) if one of our polynomials equals to P (xq) for
some P ∈ Q[x], then replace P (xq) by P (x);

• (taking Galois resolvent) replace one of our polynomials P by
the polynomial Q(y1, . . . , yq, y), where y1, . . . , yq are all the roots of P .
(Analogously to Problem 2.12.c Q(y1, . . . , yq, y) ∈ Q[y].)

Part (a) is derived from (b) [PSo]. Part ‘if’ in (b) is easier. This part
can be proved using Lagrange resolvent method which is considered in
this subsection. Part ‘only if’ in (b) is more complicated. This can be
proved similarly to Galois Theorems 1.3, 1.4.

2.4 There is only one way to solve quadratic equation

Systems of equations studied here and in the following subsection arise
when solving equations by radicals (‘using one radical’), see Remark
2.6.d.

2.14. (a,b) Solve the system of equations in polynomials f(x, y),
p(u, v) and q(u, v, w) with real coefficients:

(a)

{
f2(x, y) = p(x+ y, xy)

x = q (x+ y, xy, f(x, y))
.

(b)

{
fk(x, y) = p(x+ y, xy)

x = q (x+ y, xy, f(x, y))
, where k > 0 is an integer.

(c,d*) Solve the analogues of (a,b) where the polynomial f is re-
placed by a function f : R2 → R (which is not assumed to be continu-
ous).

The system of equations from 2.14.a is satisfied, for example, by
the polynomials

f(x, y) = x− y, p(u, v) = u2 − 4v and q(u, v, w) =
u+ w

2
.

2.15. Assume that f, g ∈ R[x, y].
(a) Lemma. If fg = 0, then f = 0 or g = 0.
Warnings. There exist functions F,G : R → R such that FG =

0, F ̸= 0 and G ̸= 0. There exist two different polynomials in two
variables which are equal at an infinite set of points. Do not use without
proof the fact that if the values of polynomials in two variables are equal
in any point, then the polynomials are equal.
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(b) If f2 = g2, then f = g or f = −g.
(c) If f2 + fg + g2 = 0, then f = 0 or g = 0.
(d) If f3 = g3, then f = g.
(e) If f5 = g5, then f = g.
(f) f5 − g5 = (f − g)(f − ε5g)(f − ε25g)(f − ε35g)(f − ε45g).

To prove the assertions 2.14.bd, the following notions and lemma
are useful.

A polynomial f in two variables x, y is called symmetric, if f(x, y) =
f(y, x). A polynomial f is called antisymmetric, if f(x, y) = −f(y, x).

2.16. (a) Lemma. If f ∈ R[x, y] is a polynomial with real coef-
ficients in two variables such that f2 is symmetric, then f is either
symmetric or antisymmetric.

(b) Lemma. If f ∈ R[x, y] is such that f2k+1 is symmetric, then f
is symmetric.

(c) If f ∈ R[x, y] is antisymmetric, then there exists a symmetric
polynomial a ∈ R[x, y] such that f = (x− y)a.

To prove the assertions above and to solve other problems, Lemma
2.15.a would be useful.

2.17. For which of the statements 2.15 and 2.16 their analogues for
polynomials with complex coefficients hold?

Now we give a generalized form of assertion 2.14 for an arbitrary
number of steps in the definition of the expressibility by radicals.

2.18. A rational fraction is a ‘formal ratio of polynomials’, i.e. a
pair f/g := (f, g) of polynomials with g ̸= 0. We define f/g ∼ f ′/g′

if and only if fg′ = f ′g. The polynomial f is identified with the pair
(f, 1). Denote by R(u1, . . . , un) the set of all rational fractions with
real coefficients in variables u1, . . . , un.

(a) Define the sum and the product of rational fractions. Are they
well-defined? Check this!

(b) Consider the system of Remark 2.6.(d) for n = 2, where fj
and pj are rational functions (not necessarily polynomials). Assume
that the system is minimal. This means that there is no system with a
smaller s, and that fk

j is not a rational fraction of x+y, xy, f1, . . . , fj−1

for any j = 1, . . . , s and k < kj . Then s = 1, k1 = 2, and there exists

14



a rational fraction a ∈ R(u, v) such that

f1(x, y) = (x− y)a(x+ y, xy).

(c)* State and prove the analogue of (a), where rational fractions
f1, . . . , fs are replaced by functions R2 → R (while p0, . . . , ps are still
rational fractions) and equalities for rational fractions are replaced by
equalities for functions defined for all (x, y) ∈ R2.

2.5 Insolvability ‘in real polynomials’

In this subsection we often omit the arguments (x, y, z) of polynomials
in formulae.

2.19. There are no polynomials f(x, y, z), p(u, v, w) and q(u, v, w, τ)
with real coefficients such that{

f(x, y, z)k = p
(
σ1(x, y, z), σ2(x, y, z), σ3(x, y, z)

)
x = q

(
σ1(x, y, z), σ2(x, y, z), σ3(x, y, z), f(x, y, z)

) .

(a) for k = 1; (b) for k = 3; (c) for k = 2;
(d) for any integer k > 0.

For the proof the following definition and statement are useful. A
polynomial f ∈ R[x, y, z] is called cyclic symmetric if f(x, y, z) =
f(y, z, x).

2.20. If f ∈ R[x, y, z] and the polynomial
(a) f3; (b) f2

is cyclic symmetric, then f is cyclic symmetric.

Remark 2.21 (cf. solution of Problem 2.8.c). There are no poly-
nomials

f1(x, y, z), f2(x, y, z), p0(u, v, w), p1(u, v, w, τ1), p2(u, v, w, τ1, τ2)

with real coefficients such that
f2
1 = p0(σ1, σ2, σ3)

f3
2 = p1(σ1, σ2, σ3, f1)

x = p2(σ1, σ2, σ3, f1, f2)

.
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A generalization of Remark 2.21 to an arbitrary number of steps can
be formalized by the definition of expressibility by real radicalswhich is
obtained from its complex analogue (§2.3) by replacing complex coef-
ficients by real coefficients.

The formulae at the beginning of §2.2 show that x is expressible
by real radicals for n = 2. The solution of Problem 2.8.ab shows that
both polynomials

(x− y)(y − z)(z − x) and x9y + y9z + z9x

are expressible by real radicals for n = 3.

Theorem 2.22. The polynomial x is not expressible by real radi-
cals for n = 3.

Theorem 2.22 is yet another formalization of the fact that a root of
a cubic equation is not expressible by real radicals via its coefficients,
see Remark 1.1.e. Theorem 2.22 is implied by the following lemma.

Lemma 2.23 (keeping cyclic symmetry). If q > 0 is an integer,
f ∈ R[x, y, z] and the polynomial f q is cyclic symmetric, then f is
cyclic symmetric.

2.24. For which of the statements from this subsection their ana-
logues for polynomials with complex coefficients hold?

16



Toward algorithms of solving algebraic equations

presented by A. Enne, A. Skopenkov,
A. Glebov, A. Chilikov, B. Vukorepa

3 Problems after the semifinal

3.1 Insolvability ‘in polynomials’

The definition of expressibility by radicals for a polynomial is given
in §2.2. Formally, the Ruffini Theorem 2.7 follows from Lemma 3.4.
The most difficult and interesting task is to invent the statement of
this lemma. In order to do that we prove the following simple facts.
Explain why the polynomial x is not a polynomial of x+ y and xy.

3.1. The polynomial x1 is not expressible by radicals in such a way
that the second operation in the definition of expressibility is applied
only for

(a) k = 2 (hint: see Problem 2.24); (b) k = 3.

3.2. Which of the following assertions are true for every f ∈ C[x1, . . . , x5]?
(a) If f3 is cyclic symmetric, then f is cyclic symmetric.
(b) If f5 is cyclic symmetric, then f is cyclic symmetric.
(c) If f3 is symmetric, then f is symmetric.
(d) If f2 is symmetric, then f is symmetric.

A cycle of length 3 is a permutation of an n-element set which
moves some 3 elements cyclically and does not change positions of any
other elements. A polynomial f ∈ C[x1, . . . , xn] is even symmetric
if for any cycle α of length 3 the polynomials f(x1, x2, . . . , xn) and
f(xα(1), xα(2), . . . , xα(n)) are equal.

3.3. (a) Find a cyclic symmetric polynomial that is not even sym-
metric.

(b) If a permutation does not change the polynomial from your
solution of Problem 3.2.d, then it can be represented as a composition
of cycles of length 3.

Lemma 3.4 (keeping even symmetry). If q > 0 is an integer, f ∈
C[x1, . . . , x5], and the polynomial f q is even symmetric, then f is even
symmetric.
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3.5. Suppose f ∈ C[x1, . . . , xn] is a polynomial.
(a) If the polynomial f7 is even symmetric, then f is even symmet-

ric.
(b) If n > 5 and the polynomial f3 is even symmetric, then f is

even symmetric.
(c) If n > 5, then any cycle of length 3 on an n-element set can

be written as a product of permutations of the form (ab)(cd), where
a, b, c, d are pairwise distinct (i.e. as a product of compositions of trans-
positions with disjoint supports).

3.6. The definition of rational expressibility by real (complex) rad-
icals is analogous to the definition of expressibility by radicals. Polyno-
mials are replaced by rational fractions (with appropriate coefficients;
see the definition in Problem 2.18). Is the polynomial x1 rationally
expressible by

(a) real radicals for n = 3?
(b) (complex) radicals for n = 5?

3.2 Representability using only one cubic root

Here we develop the ideas from § 2.1.
3.7. Can the following number be represented as a + b 3

√
2 + c 3

√
4

with a, b, c ∈ Q:
(a)

√
3; (b) 1

1+5 3√2+ 3√4
; (c) cos(2π/9); (d) 5

√
3; (e) 3

√
3;

(f) the maximal real root of x3 − 4x+ 2 = 0;
(g)∗ the unique real root of x3 − 6x− 6 = 0;
(h)∗ the unique real root of x3 − 9x− 12 = 0?

Lemma 3.8. Assume that r ∈ R−Q and r3 ∈ Q.
(a) Irreducibility. The polynomial x3 − r3 is irreducible over Q.
(b) Linear independence. If a + br + cr2 = 0 with a, b, c ∈ Q,

then a = b = c = 0.
(b′) Linear independence over Q[ε3]. If

k, ℓ,m ∈ Q[ε3] := {u+ vε3 : u, v ∈ Q}

and k + ℓr +mr2 = 0, then k = ℓ = m = 0.
(c) If r is a root of a polynomial, then this polynomial is divisible

by x3 − r3.
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(d) Conjugation. If r is a root of a polynomial, then the numbers
ε3r and ε23r are also its roots.

(e) Conjugation. If a, b, c ∈ Q and a polynomial has root x0 :=
a+ br + cr2, then the numbers

x1 := a+ bε3r + cε23r
2 and x2 := a+ bε23r + cε3r

2

are also its roots.
(f) Rationality. If a, b, c ∈ Q, then the number a + br + cr2 is a

root of some cubic polynomial.

Theorem 3.9. If a polynomial is irreducible over Q and has a root
a+br+cr2 for some r ∈ R−Q and a, b, c, r3 ∈ Q, then this polynomial
is cubic and it has exactly one real root.

Lemma 3.10 (Extension). A number expressible by real radicals
with only one extraction of a cubic root can be represented as a+ br+
cr2, where r ∈ R and a, b, c, r3 ∈ Q.

3.3 Representability using only one root of prime order

3.11. Can the following number be represented in the form

a0 + a1
7
√
2 + a2

7
√
22 + · · ·+ a6

7
√
26

with a0, a1, a2, . . . , a6 ∈ Q:
(a)

√
3; (b) cos 2π

21 ; (c) 11
√
3; (d) 7

√
3;

(e) some root of the polynomial x7 − 4x+ 2?

Answers: no. The arguments are similar to those in the solutions
of problems 3.7. Use lemmas stated below.

Lemma 3.12. Let q be a prime number, r ∈ R−Q and rq ∈ Q.
(a) Irreducibility. The polynomial xq − rq is irreducible over Q.
(b) Linear independence. If r is a root of a polynomial A which

degree is less than q, then A = 0.
(c) Conjugation. If r is a root of a polynomial, then all the

numbers rεkq , k = 1, 2, 3, . . . , q − 1, are also roots of this polynomial.
(d) Rationality. If A is a polynomial, then the number A(r) is a

root of some nonzero polynomial which degree is at most q.
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Denote

Q[εq] := {a0 + a1εq + a2ε
2
q + . . .+ aq−2ε

q−2
q : a0, . . . , aq−2 ∈ Q}.

3.13. Let q be a prime number, r ∈ C−Q[εq] and rq ∈ Q[εq].
(a) The polynomial xq − rq is irreducible over Q[εq].
(b), (c) Prove the analogues of parts (b,c) of the previous problem

for a polynomial with coefficients in Q[εq].

Lemma 3.14.* Let q be a prime number, r ∈ R−Q and rq ∈ Q.
(a) Irreducibility over Q[εq]. The polynomial xq − rq is irre-

ducible over Q[εq].
(b) Linear independence over Q[εq]. If A is a polynomial of

degree less than q with coefficients in Q[εq] and A(r) = 0, then A = 0.

Theorem 3.15. Assume that a polynomial is irreducible over Q
and has an irrational root A(r), where A is a polynomial and r ∈ R is
such that rq ∈ Q for some prime q. Then the polynomial has degree q
and, if q ̸= 2, has no other real roots.

The proof is analogous to the proofs of Theorems 2.3, 3.9 and to
the solutions of 3.11 (abc). Apply the Conjugation Lemma 3.12.c, the
Rationality Lemma 3.12.d, and the Linear Independence over Q[εq]
Lemma 3.14.b.

Lemma 3.16 (Extension). The number expressible by real radicals
with only one root extraction is equal to A(r) for some r ∈ R, q ∈ Z
and A ∈ Q[x], with rq ∈ Q.

The proof is similar to the proof of the Extension Lemma 3.10.

3.17. (a–d) Prove the assertions analogous to Problem 3.12 with Q
replaced by any set F ⊂ R which is closed under operations of addition,
subtraction, multiplication and division by a non-zero number (and
with polynomials over Q replaced by polynomials over F ).
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Solutions for problems before the semifinal

2.1. Answers: (a), (b), (c), (d) ”— yes, (e), (f), (g), (h), (i) ”— no.

(a), (c) We have
√
3 + 2

√
2 =

3
√
7 + 5

√
2 = 1 +

√
2.

(b) We have
1

7 + 5
√
2
=

7− 5
√
2

72 − 2 · 52
= −7 + 5

√
2.

(d) We have cos(2π/5) = (
√
5− 1)/4.

(e) Assume that 3
√
2 is representable in this form. Then

2 = (
3
√
2)3 = (a3 + 3ab) + (3a2 + b)

√
b.

Since 3a2 + b ̸= 0, we have
√
b ∈ Q. Thus 3

√
2 ∈ Q, which is a contra-

diction.
Other proofs are similar to the proof of Theorem 2.3.
(f) A sketch for the first solution. It is easier to prove right away

that

3
√
2 ̸= a+ p

√
b+ q

√
c+ r

√
bc, for any a, b, c, p, q, r ∈ Q.

It sufficies to show that 3
√
2 ̸= u + v

√
c for any u, v, c ∈ Q[

√
b] :=

{x+y
√
b : x, y ∈ Q}. The idea of our proof is that numbers from Q[

√
b]

(with b fixed) are ¡¡as good as¿¿ rational numbers, that is the sum, the
difference, the product and the quotient of the numbers from Q[

√
b] are

also the numbers from Q[
√
b] (or, scientifically speaking, Q[

√
b] — is a

number field). Therefore we can prove the assertion simillary to (e).
A sketch for the second solution. Assume that

√
2 + 3

√
2 = a+

√
b

for some a, b ∈ Q. This number is a root of the polynomial P (x) =
((x −

√
2)3 − 2)((x +

√
2)3 − 2) having rational coefficients. From (e)

it follows that
√
2 + 3

√
2 ̸∈ Q. Hence,

√
b ̸∈ Q. By the Conjugation

Lemma 2.2 (e) for r =
√
b we have P (a −

√
b) = 0. Since

√
b ̸∈ Q,

then roots a ±
√
b are different. The polynomial P has only two real

roots, namely
√
2 + 3

√
2 and −

√
2 + 3

√
2. Thus a+

√
b =

√
2 + 3

√
2 and

a−
√
b = −

√
2 + 3

√
2. Therefore 3

√
2 = a ∈ Q. This is a contradiction.

(g) Assume that cos(2π/9) is representable in this form. By the
formula for the cosine of a triple angle cos(2π/9) is a root of the
equation 4x3−3x = −1

2 . By Lemma 2.2 (f) this equation has a rational
root, which is a contradiction.

Another proof is analogous to Theorem 2.3.
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(h) The roots of the polynomial P (x) = (x2−2)2−2 are four num-

bers of the form ±
√

2±
√
2, where the signs need not agree. All these

numbers are irrational. From Theorem 2.3 it follows that it is sufficient
to prove that the polynomial P cannot be written as a product of two
quadratic trinomials with rational coefficients. This irreducibility fol-
lows from the fact that the product of any two roots of P is irrational.

(i) (Here we use the text by I. Braude-Zolotarev.) The equality

cos(2π/7) + cos(4π/7) + cos(6π/7) + . . .+ cos(14π/7) = 0

implies that cos(2π/7) + cos(4π/7) + cos(6π/7) = −1/2. Applying the
formulas cos 2α = 2 cos2 α − 1 and cos 3α = 4 cos3 α − 3 cosα, we find
that cos(2π/7) is a root of the equation 8t3 + 4t2 − 4t− 1 = 0.

Substituting u = 2t we get u3 + u2 − 2u − 1 = 0. This equation
has no rational roots. Hence the same holds for 8t3 + 4t2 − 4t− 1 = 0.
Thus the polynomial 8t3 + 4t2 − 4t− 1 = 0 is irreducible over Q. Now
the negative answer to the question follows from Lemma 2.2.f.

(j) is similar to (f).

2.3. Suppose on the contrary that the given polynomial P (x) has a
root x0 = a ±

√
b. By the Conjugation Lemma 2.2.e and analogously

to it, the number x1 = a ∓
√
b is also a root of P . If b = 0, then the

statement is obvious. So assume that b ̸= 0. Then x0 ̸= x1. Therefore,
P is divisible by (x−a)2−b. Since degP > 2 then P is reducible. This
is a contradiction.

2.4. Let
√
c be a number we get with only one extraction of the root,

where c ∈ Q. Prove that all the obtained numbers have the form
a+ b

√
c with a, b ∈ Q.

2.5. Answer: The number is representable if and only if
n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12}. Or, equivalently, φ(n) ∈ {1, 2, 4}.

2.8. (a) The polynomial (x− y)2(y − z)2(z − x)2 is symmetric.
(One may also reduce (a) to (b).)
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(b) Set

M = x9y + y9z + z9x and N = y9x+ x9z + z9y.

Then M +N and MN are symmetric polynomials. Therefore they are
polynomials in elementary symmetric polynomials σ1, σ2, σ3. Finally,
M itself now can be expressed via M +N and MN by the ‘formula for
the roots of a quadratic equation’, see beginning of §2.3.

2.9. (a) One possible answer is u+ vε3 + wε23.
(b) Set

M = x1x3 + x3x5 + x5x7 + x7x9 + x9x1 and

N = x2x4 + x4x6 + x6x8 + x8x10 + x10x2.

Now one can argue as in 2.8.b.

2.10. (a) The square (x− y)2(x− z)2(x− t)2(y− z)2(y− t)2(z− t)2

is symmetric, cf. 2.8.a.
(b) Set

M = xy + zt, N = xz + yt, K = xt+ yz.

By 2.8.c, M can be expressed by radicals using the polynomials

M +N +K, MN +MK +NK, MNK.

Analogously to the solutions of Problems 2.8 c above and 2.10 (d) below,
these polynomials are symmetric. Thus M = xy + zt is expressible by
radicals.

(c) Set

M = (x+ y − z − t)2, N = (x+ z − y − t)2, K = (x+ t− y − z)2.

Then repeat the solution of part (b) to obtain M = (x + y − z − t)2.
Then it is easy to obtain x+ y − z − t.

Alternative solution. We have

(x+y−z−t)2 = (x2+y2+z2+t2)+2(xy+tz)−2(xt+yz)−2(xz+yt).
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The first summand is symmetric and the other summands are express-
ible by radicals due to part (b). Thus x + y − z − t is expressible by
radicals.

Solution of the equation of fourth degree using Lagrange resolvent
method (solution of the problem 2.10 (d)). To find the roots x, y, z, t
of the fourth degree equation it is enough to find the expressions for
a, b, c, d from Problem 2.11 (a). By Vieta theorem, a is the coefficient
of the equation. Under substitution x ↔ y, polynomials c2 and d2

are interchanged, and b2 goes to itself. After cyclic permutation x →
y → z → t → x, polynomials b2 and d2 are interchanged, and c2

goes to itself. Therefore polynomials b2, c2, d2 are permuted for every
permutation of variables x, y, z, t. Hence their Vieta polynomials, i.e.

b2 + c2 + d2, b2c2 + b2d2 + c2d2, b2c2d2,

are symmetric. Then these polynomials in x, y, z can be represented
as polynomials in the coefficients of the equation. Now by solving the
cubic equation we can get b2, c2, d2. Then it is easy to obtain b, c, d.

2.11. Repeatedly use the identities 1+ε+ε2 = 0 and 1+i+i2+i3 =
0.

2.12. Here we show the solution for q = 5.
(a) We have

t(ε5u⃗α) = t(uα(5), uα(1), uα(2), uα(3), uα(4)) = t(u⃗α◦(54321)).

Hence
Q(ε5u1, . . . , ε5u5, y) =

∏
α∈Σ5

(y − t(ε5u⃗α)) =

=
∏
α∈Σ5

(y − t(u⃗α◦(54321)) = Q(u1, . . . , u5, y).

Here
• (54321) ∈ Σ5 is the cycle that sends 5 to 4, 4 to 3, . . . , 1 to 5.
• the last equality holds because when α ranges through Σ5, so does

α ◦ (54321).
(b) There is a homogeneous polynomial Pk ∈ Q[ε5][u1, . . . , u5] (of

‘degree’ 120 − k) such that the coefficient of yk in Q is P (u1, . . . , u5),
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i.e.

Q(u1, . . . , u5, y) =
120∑
k=0

Pk(u1, . . . , u5)y
k.

By (a) and by homogeneity we have

Pk(u1, . . . , u5) = Pk(ε5u1, . . . ε5u5) = ε−k
5 Pk(u1, . . . , u5).

If k is not divisible by 5, we obtain Pk(u1, . . . , u5) = 0 as required.
(c) The polynomial Q(u1, . . . , u5, y) is symmetric in u1, . . . , u5. So

all the coefficients (Pk from (b)) of the corresponding polynomial from
Q[ε5, u1, . . . , u5][y] are symmetric in u1, . . . , u5. Now the statement
follows from the fundamental theorem on symmetric polynomials, Vieta
theorem and the fact that the coefficients of f are rational.

2.14. (a) We will prove that there exists α ∈ R such that f(x, y) =
α(x− y).

Since the polynomial f2 = p is symmetric, we can assume that
the polynomial q is linear in third variable, i.e. q(u, v, w) = a(u, v) +
b(u, v)w for some a, b ∈ R[u, v] (otherwise we can change q while pre-
serving f, p). Then we have x = a(x+ y, xy) + b(x+ y, xy)f(x, y).

Now we get pb2 = f2b2 = (x − a)2 = (y − a)2. By Lemma 2.15.b
we get x− a = a− y, since the case x− a = y− a is impossible. Hence
a = (x + y)/2. Then (x − y)2 = 4f2b2 = 4pb2. If the polynomial
p = f2 is constant, the polynomial b = ±(x−y)/2

√
p is not symmetric.

Therefore p is not constant. Thus b is constant. Hence 2x = 2q =
x+ y + 2bf , from which b ̸= 0 and f = α(x− y) for α = 1/2b.

(b) We will prove that k is even and that there exists α ∈ R such
that f(x, y) = α(x−y). We can use induction on k with the application
of part (a) and the generalization of Lemmas 2.15.be, 2.16. If k is odd,
from Lemma 2.16.b we get that f is symmetric. That contradicts the
equality x = q(x+ y, xy, f(x, y)). If k = 4, then f2 is either symmetric
or antisymmetric. The first case reduces to part (a). The second one
gives us f2(x, y) + f2(y, x) = 0. We solve the case of arbitrary even k
analogously.

(c) Analogously to part (a) we get x = a + bf . Therefore, f is a
rational fraction. Now the solution is analogous to part (a).
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2.15. (a) Define the leading term of a polynomial so that the leading
term of the product is equal to the product of the leading terms of the
factors.

(b) This follows from part (a).

(c) We have f2 + fg + g2 =
(
f + g

2

)2
+ 3

4g
2 = (f − ε3g)(f − ε23g).

(d) This follows from part (c).
(e) This follows from part (f).
(f) Prove and apply the Bezout theorem for polynomials in u with

coefficients in R[v].
2.16. (a) Since f2 is symmetric, we have f(x, y)2 = f(y, x)2. Now

by the statement 2.15.b we have f(x, y) = ±f(y, x).
(b) Use the analogues of statements 2.15.ce.
(c) See the hint for 2.15.f.

2.17. Answer: 2.15.abf, 2.16.abc.

2.22. For n = 3, the set of polynomials expressible by real radicals
is contained in the set of cyclic symmetric polynomials. This state-
ment can be proved by induction on the number of operations from the
definition of expressibility in radicals. The induction step follows from
Lemma 2.23 on the preservation of cyclic symmetry.

Since the polynomial x is not cyclic symmetric, it is also not ex-
pressible in real radicals.

2.23. The proof can be found in [Sk19, p. 9.4.2].

2.24. Answer: 2.19.abcd, 2.20.b, 2.23 for all q which are not divis-
ible by 3.
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Toward algorithms of solving algebraic equations

presented by A. Enne, A. Skopenkov,
A. Glebov, A. Chilikov, B. Vukorepa

Solutions for problems after the semifinal

3.1. (b) Use the analog of Problem 3.2.c for n = 3.

3.2. Answer: (c) — true, (a), (b), (d) — not true.
(a) See 2.9.a.
(b) Consider the polynomial x1 + ε5x2 + ε25x3 + ε35x4 + ε45x5.
(d) Consider the polynomial

∏
i<j

(xi − xj).

(c) Since f3 is symmetric, we have

f3(x1, x2, x3, x4, x5) = f3(x2, x1, x3, x4, x5).

Extracting the third root, we have

f(x1, x2, x3, x4, x5) = εq3f(x2, x1, x3, x4, x5) = ε2q3 f(x1, x2, x3, x4, x5).

Thus, ε2q3 = 1, and so εq3 = 1. Similarly, f(x⃗) = f(x⃗α) for any per-
mutation α exchanging two elements from the set {x1, x2, x3, x4, x5}.
Therefore, f is symmetric.

3.3. (a) x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1.
(b) First prove that if a permutation maps the polynomial of Prob-

lem 3.2.d to itself, then the permutation is even. This implies that the
permutation can be represented as a composition of cycles of length 3,
see [ZSS, p. 23.2.4].

3.4. The proof can be found in [Sk15].

3.5. (c) (abc) = (ac)(de)(ab)(de).

3.6. Answer: (a), (b) — no.
Lemmas 2.23 on keeping cyclic symmetry and 3.4 on keeping even

symmetry also hold for rational fractions, see [Sk15], [Sk19, p. 9.4.2].
After that, we can proceed analogously to the solution of Problem
2.22.
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3.7. Answers: (a), (c), (d), (e), (f), (h) ”— no, (b), (g) ”— yes.
Denote r := 3

√
2.

(a) Assume that
√
3 is representable in this form.

First solution. Then

3 = (a2 + 4bc) + (2ab+ 2c2)
3
√
2 + (2ac+ b2)

3
√
4.

Since the polynomial x3 − 2 has no rational roots, it is irreducible
over Q. Thus, 2ab + 2c2 = 2ac + b2 = 0 (cf. 3.8.b). So we have
b3 = −2abc = 2c3. Hence either b = c = 0 or 3

√
2 = b/c. Both cases are

impossible.
Second solution. Denote P (x) := x2 − 3. By the Conjugation

Lemma 3.8 (e), P has three roots x0, x1, x2 defined in the statement of
the lemma. Since none of them is rational, the equality b = c = 0 does
not hold. So by the Linear Independence Lemma over Q[ε3] 3.8 (b

′)
the three roots are distinct. This is a contradiction.

(b) We have (1+5 3
√
2+ 3

√
4)(3+ 3

√
2− 8 3

√
4) = −75. (This equality

can be easily obtained by the undetermined coefficients method or ap-
plying Euclid algorithm to x3−2 and x2+5x+1, see solution of 3.10.)
Therefore,

1

1 + 5 3
√
2 + 3

√
4
= − 1

25
− 1

75
· 3
√
2 +

8

75
· ( 3
√
2)2.

(c) Assume that cos(2π/9) is representable in this form. This num-
ber is a root of the equation 4x3 − 3x = −1

2 . Its other two real roots
are cos(8π/9) and cos(4π/9).

Repeat the second solution of (a) for P (x) := 8x3 − 6x − 1. We

obtain that the roots x0, x1, x2 are distinct. Since εk3 = ε−k
3 , we have

x2 = x1. Thus, x1 and x2 can not be both real and distinct. This is a
contradiction.

(d) Assume that 5
√
3 is representable in this form. By the Rational-

ity Lemma 3.8 (f), 5
√
3 is a root of a cubic polynomial. This contradicts

to the irreducibility of the polynomial x5 − 3 over Q.
(e) Analogously to (a) and (c), by the Conjugation Lemma 3.8 (e)

it follows that the polynomial x3 − 3 has three roots x0, x1, x2 defined
in the statement of the lemma. Thus, (a+br+cr2)εs3 = a+brε3+cr2ε23
for some s ∈ {1, 2}. By the Linear Independence Lemma over Q[ε3]
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3.8 (b′) we have a = 0 and bc = 0. Hence either 3
√
3 = br or 3

√
3 = cr2.

This is a contradiction.
(f) The proof is analogous to (c).
(g) This equation has a root 3

√
2 + 3

√
4.

(h) The only real root of this equation is 3
√
3 + 3

√
9. Assume that

this number is representable in the required form. Repeat the second
solution of (a) for P (x) := x3 − 9x− 12. We obtain that x0, x1, x2 are
all roots of P .

On the other hand, all roots of the equation are

y0 :=
3
√
3 +

3
√
9, y1 :=

3
√
3ε3 +

3
√
9ε23, y2 :=

3
√
3ε23 +

3
√
9ε3.

Since the equation has exactly one real root, we have x0 = y0. Then
either x1 = y1, x2 = y2, or x2 = y1, x1 = y2.

Denote R(x) := 3
√
3x + 3

√
9x2 and let S(x) := a + brx + cr2x2 or

S(x) := a+ brx2+ cr2x in the first and second case, respectively. Then
the polynomial R(x)− S(x) has three distinct roots 1, ε3, and ε23. But
the degree of this polynomial is at most 2. Thus, R = S. Hence either
3
√
3 = br or 3

√
3 = cr2. A contradiction.

3.8. (a) Suppose that x3 − r3 is reducible over Q. Then it has a
rational root. This is a contradiction.

(b) Assume the contrary. Divide x3 − r3 by a + bx + cx2 with a
remainder. By (a), the remainder is nonzero. Both polynomials x3−r3

and a+ bx+ cx2 have a root x = r. Hence the remainder has the root
x = r. Thus, the remainder has an irrational root. This is impossible
because the remainder has degree 1.

(b′) Consider the real and the imaginary parts separately.
(c) Divide our polynomial by x3 − r3 with a remainder. Taking

x = r and applying Linear Independence Lemma (b), we get that the
remainder is zero.

(d) By (c), if R3 = r3, then R is a root of our polynomial.
(e) Let P be the given polynomial, and set G(t) := P (a+ bt+ ct2).

Then G(r) = 0. Hence by (d) we have G(rε3) = 0 = G(rε23).
(f) First solution. Taking x = y + a we see that it suffices to

prove the assertion for a = 0. The number t = br + cr2 satisfies
t3 = b3r3 + c3r6 + 3bcr3t.
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In other words, since u3 + v3 +w3 − 3uvw is divisible by u+ v+w,
the number a+ br + cr2 is a root of the polynomial

(x− a)3 − 3bcr3(x− a)− b3r3 − c3r6.

Second solution. Denote x0 := a+ br + cr2. Expand the numbers
xk0, k = 0, 1, 2, 3, as polynomials in r:

xk0 = ak + bkr + ckr
2.

It suffices to find numbers λ0, λ1, λ2, λ3 ∈ Q, not all zeros, such that
λ0+λ1x0+λ2x

2
0+λ3x

3
0 = 0. So, these numbers must satisfy the system

of equations 
λ0a0 + . . .+ λ3a3 = 0,

λ0b0 + . . .+ λ3b3 = 0,

λ0c0 + . . .+ λ3c3 = 0.

It is known that a homogeneous (i.e. with zero right-hand parts) sys-
tem of linear equations with rational coefficients, where the number
of equations is smaller than the number of variables, has a nontrivial
rational solution. Hence, the required numbers exist.

The obtained polynomial has degree exactly 3 by lemmas 3.8 (e,
b′).

Third solution. Denote A(x) := a + bx + cx2. The product (x −
A(t0))(x − A(t1))(x − A(t2)) is a symmetric polynomial in t0, t1, t2.
Hence this product is a polynomial in x and the elementary symmet-
ric polynomials in t0, t1, t2. The values of these elementary symmetric
polynomials at tk = rεk3 (k = 0, 1, 2) are the coefficients of the polyno-
mial x3 − r3, and hence are rational. So the considered product is the
required polynomial.

3.9. By the Rationality Lemma 3.8 (f) there exists a cubic polynomial
having a+br+cr2 as a root. Since the given polynomial P is irreducible
over Q and has the same root, we conclude that degP 6 3. By the
Conjugation Lemma 3.8 (e), P has three roots x0, x1, x2 defined in the
statement of the lemma. Since P is irreducible over Q, none of its
roots is rational. So the equality b = c = 0 is impossible. By the
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Linear Independence Lemma over Q[ε3] 3.8 (b
′), x0, x1, x2 are distinct.

Hence degP = 3.

Since εk3 = ε−k
3 , we have x2 = x1. Hence x2 and x1 cannot be real

and distinct. So x2, x1 ∈ C− R. Then P has a unique real root.

3.10. Assume that after extracting the third root we get number r.
If |r| ∈ Q, the statement is trivial. If |r| ̸∈ Q, then the polynomial
x3 − r3 is irreducible over Q.

It suffices to prove that 1
a+br+cr2

= h(r) for some polynomial h.

By the Irreducibility Lemma, the polynomial x3 − r3 is irreducible
over Q. Hence it is coprime with a + bx + cx2. Therefore, there exist
polynomials g and h such that h(x)(a+ bx+ cx2) + g(x)(x3 − r3) = 1.
Then h is the required polynomial.

3.11. Denote r := 7
√
2 and A(x) := a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ a6x
6.

(a) Assume that
√
3 is representable in this form. By the Con-

jugation Lemma 3.12 (c), the polynomial x2 − 3 has roots A(rεk7) for
k = 0, 1, 2, . . . , 6. Since this polynomial has no rational roots, the Lin-
ear Independence Lemma over Q[εq] 3.14 (b) yields that these roots are
distinct. This is a contradiction.

(b) Assume that cos 2π
21 is representable in this form.

First solution. Analogously to part (a), the given polynomial P
has pairwise distinct roots xk := A(rεk7) for k = 0, 1, 2, . . . , 6. Since
P (0) > 0, P (1) < 0, and P (2) > 0, the polynomial P has a real root

xk different from x0. We have εk7 = ε−k
7 . Hence xk = xk = x7−k. A

contradiction.
Second solution. Denote by P the polynomial such that cos 7x =

P (cosx) (prove that it exists!). The roots of the polynomial 2P (x)+ 1

are real numbers yk = cos
2(3k + 1)π

21
with k = 0, . . . , 6. One of them,

namely y2 = −1/2, is rational.
In the following paragraph we prove that y0 is irrational.
(Otherwise, the equality ε221 − 2y0ε21 + 1 = 0 implies that ε21 =

a + i
√
b for some a, b ∈ Q. Then the number ε7 = ε321 also has this

form. But ε7 is a root of the irreducible4 polynomial 1 + x+ · · ·+ x6,

4The irreducibility of the polynomial g(x) = 1+ x+ . . .+ x6 can be proved, e.g.,
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which contradicts to the analogue of Theorem 2.3 for numbers of the
form a+ i

√
b.)

Thus the number y0 is an irrational root of the polynomial 2P (x)+1
2x+1

which has degree 6. Then Conjugation Lemma 3.12.c and Linear In-
dependence over Q[εq] Lemma 3.14.b show that this polynomial has
seven distinct roots, which is impossible.

(c) Assume that 11
√
3 is representable in this form. Then by the Ra-

tionality Lemma 3.12 (d), there exists a nonzero polynomial of degree
at most 7 having 11

√
3 as a root. This contradicts the irreducibility of

the polynomial x11 − 3 over Q.
(d) Assume that 7

√
3 is representable in this form. Analogously

to (a), all the complex roots of the polynomial x7−3 are A(rεk7) for k =
0, 1, 2, . . . , 6. Therefore, A(r)εs7 = A(rε7) for some s ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Hence by the Linear Independence Lemma over Q[εq] 3.14 (b) we have
ak = 0 for each k ̸= s. Therefore, 7

√
3 = asr

s. This is a contradiction.
(e) Assume that one of the roots is representable in this form.

The given polynomial P has no rational roots. Then Conjugation
Lemma 3.12.c and Linear Independence over Q[εq] Lemma 3.14.b yield
that P has pairwise distinct roots xk := A(rεk7) for k = 0, 1, 2, . . . , 6.
Since P (0) > 0, P (1) < 0, and P (2) > 0, the polynomial P has a real

root xk distinct from x0. From the equality εk7 = ε−k
7 it follows that

xk = xk = x7−k. This is a contradiction.

3.12. (a) All the roots of the polynomial xq−rq are r, rεq, rε
2
q , . . . , rε

q−1
q .

Assume that xq−rq is reducible over Q. Then the absolute value of the
constant term of one of its unitary irreducible factors is rational and
equals to the product of absolute values of k of these roots, 0 < k < q.
Therefore, rk ∈ Q. Since q is prime, we have kx + qy = 1 for some
integers x, y. Thus, r = (rk)x(rq)y ∈ Q. This is a contradiction.

(b) Assume the contrary. Take the smallest degree polynomial A(x)
for which the statement is false. Let R(x) be the remainder of xq − rq

divided by A(x). Then degR < degA, R(r) = 0, and R(x) ̸= 0 by (a).
This contradicts the choice of A.

by applying the Eisenstein criterion to the polynomial g(x + 1). However, in this
particular case it suffices to prove that g has no divisors of degree 1 and 2 with
rational coefficients.
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(c) The solution is analogous to that of 2.2 (c, d), 3.8 (d). Use (b).
(d) The proofs repeat the second and the third proofs of the Rati-

onality Lemma 3.8 (f). It is only necessary to replace 3 by q and 2
by q − 1 throughout the proofs (for example, in the second line of the
second proof put k = 0, 1, 2, . . . , q).

3.13. (a) Assume that our polynomial is reducible. The constant
term of any its unitary factor lies in Q[εq] and equals to ±rkεmq for

some m. Then rk ∈ Q[εq]. Now as in the proof of Lemma 3.12.a we
obtain that r ∈ Q[εq]. This is a contradiction.

Parts (b,c) are deduced from (a) analogously to the corresponding
parts of 3.12.bc.

3.14. (a) Suppose that the polynomial is reducible. Analogously to
the proof of the Irreducibility over Q[εq] Lemma 3.13 (a) we have r ∈
Q[εq]. Thus, r

2, r3, . . . , rq−1 ∈ Q[εq].
In the following paragraph we prove that r is a root of some poly-

nomial of degree at most q−1. This would contradict the irreducibility
of xq − rq over Q.

Expand the numbers rk as polynomials in εq for k = 0, 1, . . . , q− 1:

rk = ak,0 + ak,1εq + . . .+ ak,q−2ε
q−2
q .

It suffices to find numbers λ0, λ1, . . . , λq−1 ∈ Q, not all of them zeros,
such that

λ0a0,m + . . .+ λq−1aq−1,m = 0 for every m = 0, 1, . . . , q − 2

Such numbers exist analogously to the corresponding assertion in the
second proof of the Rationality Lemma 3.8 (f).

Part (b) follows from (a).

3.15. Assume the contrary. Denote by P the given polynomial. The
assumption q < degP contradicts to the Rationality Lemma 3.12.d. If
q > degP , then by the Conjugation Lemma 3.12.c and the Linear In-
dependence Lemma over Q[εq] 3.14 (b), the polynomial P has pairwise
distinct roots xk = A(rεkq ) for k = 0, 1, 2, . . . , q − 1. For q > degP
we get a contradiction. When q = degP the conditions q ̸= 2 and
xk = xq−k ̸= xk yield the uniqueness of the real root.
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4 Additional problems for successful teams

4.1. (a) Let x, y, r ∈ R, p, g ∈ Q[u, v] and p1 ∈ Q[u, v, w] be such
that g(x, y) ̸∈ Q(x+ y, xy) and{

r2 = p(x+ y, xy)

g(x, y) = p1(x+ y, xy, r)

(cf. Problem 2.14.c). Then r ∈ Q(x, y).
(b) Let x, y, r ∈ R, p ∈ Q[

√
2][u, v], g ∈ Q[u, v] and p1 ∈ Q[

√
2][u, v, w]

be such that g(x, y) ̸∈ Q(x + y, xy,
√
2) and the equations of (a) hold.

Then there are ρ ∈ Q(x, y), π ∈ Q[
√
2][u, v] and π1 ∈ Q[

√
2][u, v, w]

such that the equations of (a) hold with r, p, p1 replaced by ρ, π, π1.
(c) Rationalization Lemma. Let x, y, r ∈ R and F ⊂ R a field

containing x+ y, xy, r2 but not r. If F (r) ∩Q(x, y) ̸⊂ F , then there is
ρ ∈ Q(x, y) such that ρ2 ∈ F and F (ρ) = F (r).

4.2. Denote aj = σj(x1, x2, x3), j = 1, 2, 3.
(a) Let x1, x2, x3, r ∈ R, p, g ∈ Q[u1, u2, u3] and p1 ∈ Q[u1, u2, u3, v]

be such that g(x1, x2, x3) ̸∈ Q(a1, a2, a3) and{
r2 = p(a1, a2, a3)

g(x1, x2, x3) = p1(a1, a2, a3, r)
.

Then r ∈ Q(x1, x2, x3).
(b) Rationalization Lemma. Let x1, x2, x3, r ∈ R and F ⊂ R

a field containing a1, a2, a3, r
2 but not r. If F (r) ∩ Q(x1, x2, x3) ̸⊂ F ,

then there is ρ ∈ Q(x1, x2, x3) such that ρ2 ∈ F and F (ρ) = F (r).
(c) Proposition. If x1, x2, x3 ∈ R and x1 is {a1, a2, a3}-expressible

by quadratic real radicals, then x1 is {a1, a2, a3}-expressible by quadratic
real radicals so that every radical is in Q(x1, x2, x3).

4.3. (a) Let x, y, r ∈ C, p ∈ Q[u, v] and p1 ∈ Q[u, v, w] be such that{
r3 = p(x+ y, xy)

x = p1(x+ y, xy, r)

(cf. Problem 2.14.d for k = 3). Then r ∈ Q[ε3](x, y).
(b) Same as (a) with x = p1(x + y, xy, r) replaced by g(x, y) =

p1(x+ y, xy, r) for some g ∈ Q[u, v] such that g(x, y) ̸∈ Q(x+ y, xy).
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(c) Rationalization Lemma. Let x, y, r ∈ C and F ⊂ C a field
containing x+ y, xy, ε3, r

3 but not r. If F (r)∩Q(x, y) ̸⊂ F , then there
is ρ ∈ Q(x, y) such that ρ3 ∈ F and F (ρ) = F (r).

(d) Rationalization Lemma. Same as (c) with x, y replaced by
x1, . . . , xn and x+ y, xy replaced by σ1(x1, . . . , xn), . . . , σn(x1, . . . , xn).

(e) Rationalization Lemma. Same as (d) with r3, ρ3 replaced by
rq, ρq for a prime q and ε3 replaced by εq.

(f) Proposition. If

x1, . . . , xn ∈ C, M := {σ1(x1, . . . , xn), . . . , σn(x1, . . . , xn)}

and x1 is M -expressible by radicals, then x1 is M -expressible by radi-

cals so that every radical is in
∞∪
q=3

Q[εq](x1, . . . , xn).

4.4. There are numbers x, y ∈ R such that if p ∈ Q[u, v] and
p(x, y) = 0, then p = 0.

Such numbers are called algebraically independent over Q.
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