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MAJIA TEOPEMA HA ®EPMA

OpanmycknoT Jpyouren Ha MatematukaTta I[ljep @epma, koj mo mpodecuja O
MIPaBHUK, Al 3a0eJeXuTeNIeH MPUIOHEC BO pa3BOjoT HA TeopujaTa Ha OpoeBu. Herosa
HajII03HaTa TeopeMa ¢ TakaHapeyeHara rojieMa Teopema Ha depma, Koja ce oxHecyBa Ha

n

peureHneTo Ha paBenkata X' +Yy" =2", x,y,z,neN u n>3, u 3a koja Pepma TBpAET

Jieka HeMa pellleHHe, HO JieKa Ha MapruHaTa Ha KHUrata Hema JIOBOJIHO MECTO Ja To
UCIIMIIE JIOKAa30T. 3a Ja ce JOKake OBa TBPJACHC OWie MOTPEeOHU HEKOJIKY CTOTHIN
TOJIMHU, HO OpOjHHTE OOMIM Ja c€ Hajie JOKa3 MPUIOHECIE 3a Pa3BOjOT HA MHOTY
MaTeMaTH4KU JUCHMIUIMHY. Jlen ol HUB IeHec Jie)aT BO OCHOBAaTa Ha COBpEMEHATa
MaTeMaTHKa U HHQopMaTHKa.

Bo Hammte pasriienyBama HeMa Jia ce 3aIpKyBaMe Ha rojemara teopema Ha depma,
TYKy ke ja pa3riefame IpUMEHAaTa Ha TaKaHapeueHaTa mana Teopema Ha depma, Koja
keja npudarume Oe3 noxas. [Ipuroa, 1a HanomMeHeMe JeKa, 3a pellaBamke Ha 33Ja4d BO
KOHM ce NPUMEHYBa OBaa TeopeMa HEOIXOJHHU CE 3HacHa 3a KOHIPYCHIUHTE BO MHOXE-
cTBOTO 11enu Opoesu (Bumu [1], [2] u [3]).

Teopema 1 (@epma). Ako p e npoct 6poj u NZD(a, p) =1, Toram

aP1=1(modp).m

Hocaemnma 1. Ako p e mpoct 6poj, Toraii 3a ceKoj 1ei 6poj a Baxku
aP =a(modp).
Jloka3. Ako p|a, Toram jacko aP =a(modp). Axo pJa, Toram ox Teopema 1
creyBa aPt=1 (mod p), u ako mocneAHaTa KOHTPYEHIIMjaTa ja MOMHOKUME CO & J0-

ousame aP =a (modp).m

Ja pasrienaMe HEKOJIKY HIPUMEpH.

Ipumep 1. Ako p u ( ce pa3aUyHH IPOCTH OPOEBH, TOralll
-1 -1
p¥™+gP " =1(mod pq) .
Joxaxwu!

Pemenne. On Teopema 1 cienysa ql(pq_l—l) " p|(qp—1 —1). Cnopen Toa
pa|(p%t-D(@" -1, re.

pal (p9gP - pit—gP 4. (1)
Bunejku p u g ce mpoctu OpoeBU BaKU
pa | p?gP . v

Ox (1) u (2) Hemocpeano ciemysa aeka Pq | ( pq_l +q p-1 -1, re.

pdt+gPt=1(mod pg). m




IMpumep 2. Onpeneny TO OCTATOKOT O] JEIEHETO Ha OPOjOT (8574 +1999)16 co 13.
Pemenne. bunejku 13 e mpoct 6poj u 1385 ox teopemara Ha ®Pepma cienysa

852 =1(mod 13), ma 3aroa 85’2 =1(mod13). Ox mpyra crpana 85=7(mod13), ma
satoa 85% =49 = —3(mod 13) . Criopex Toa, 85’ = —3(mod 13).

AHajorHo, 19'% = 1(mod13), om kame criemyBa Jeka 19% = 1(mod13). Ho,
19=6(mod13), 192=36=-3(mod13) u 19°=-3.6=-5(mod13) . Cropex Toa,
19% = 5(mod 13) .

OZ( JA0cCera N3HCCCHOTO ClIcAyBa JACKa

85'% +19% = -8 =5(mod 13) .
Ho, 5° = —1(mod 13) , ma 3aToa 56 =1(mod 13), T.c.
(85" +19%°)16 =1(mod 13) . m

Mpumep 3. Axo a e ien 6poj Takos mro NZD(a,35) =1, Toram 6pojot
A=(@*-1)(a* +15a° +1)
ce nenu co 35. Jlokaxwu!

Pemenne. bunejku 5fa u 5 e npoct 6poj ox Teopema 1 ciemysa a’ =1(mod5),
T.C. 5|(a4 —1) u3aroa 5| A. IloHaramy,
A=@*-1(a* +15a% +1) = (a* -1)(a* +14a% +a° +1)
=14a%(@* - +@°-1)@%+1)@* +a +1)
=14a%(a* -1)+@% -1)(a% +1)

bunejku 7 | a, moBropHO on Teopema 1 crnenysa ab =1(mod 7) . Taka 7|(a6 -1) u
7|14, na3aroa 7| A. Koneuno, on 5| A, 7| A u NZD(5,7) =1 cnenysa 35| A. m

IMpumep 4. Ako a e e 6poj Koj He € IeMB CO 3, ToTarn a®-a= 0(mod 213 2).
Joxaxwu!
Pemenne. Uvame: 2°-2=2.3%.5.7.13. buziejkn MHOXKHTENHMTE c€ 3aEMHO
HpoCTH OPOEBH JIOBOJTHO € Jia IOKaKeMe JIeKa Ce HCIOJIHETH KOHTPYCHIIHUTE
a3—azO(mod m),sa m=2,9,57 u 13.

3a M=2,57 u 13 ToyHOCTa HA MOCIEIHUTE KOHIPYECHIMH CleqyBa o Teopema 1.

HaBucTuHa, ako M | @ , Toram O4HIyIeIHO € JieKa a®-a= 0(mod m) . Ako NZD(a,m) =1

TOrant am_lzl(mod M), oI Kaae CTeleHyBajKu CO CTENeH % JoorBaMe

at? =1(mod m) , ma 3aroa at

3-a (mod m) . OcranyBa 1a ro pasrieaame ciaydajor m=9.
bunejkn a He ce aemu co 3, umame a? =1(mod 3), T.e. a? =1+3k, keZ. Orryxa,

a® = 149k +27k? +27k® =1(mod 9) , na satoa a'? =1(mod 9) , re. a> =a(mod 9) . m




Hpumep 5. Heka p e npoct 6poj u p=4k+1,k >1 e npupoxen 6poj. Jokaxu ne-
xa axn k2K =1(mod p) .

Pemrenne. Ouurnenno NZD(k, p)=1. Ox teopemara ma depma ciegayBa jacka
K =P =1(mod p) . 3unaun, p| (k2k +1)(k2k —1) u IOBOJHO € Ja JIOKaXeMe JeKa
p/ (k2k +1) , ox o ke ciemyBa qexka p | (k2k -1).

Heka mpermocraBume peka P | (k2k +1). Toram k%K = —1=14k (mod p) u on

NzD(k, p) =1 nobuBame neka k2k-1 -2 (mod p). Ako aBeTe CTpaHM Ha IOCIIEIHATA
p TP

p-1 _ k2k(2k—1) = 2p—1

5 2k nobusame

KOHTPYEHIja ' CTENIEHyBaMe Ha CTEIICH

(mod p) .
p-1_ 2k(2k-1) _

Ho, o teopemara Ha ®epma crienyBa 25~ =1(mod p), ma 3atoa k =1(mod p).

Koneuno, o mocienHara KOHTPYEHIMja U OJ k2K = —1(mod p) nobueame meka p =2,

o € npoTuBpeuroct. O qo6KreHaTa MPOTUBPEYHOCT CIEAYBA TBPACHETO Ha 3a/1a4aTa. |

10n+1
Mpumep 6. Jlokaxxku aeka 3a cekoj mpupoaeH 0poj N 6pojot 22 +19 e cnoxeH.

Pemenue. O Teopemara Ha depma ciieayBa Jeka 210 =1(mod1l), ma 3aroa
2ton =1(mod11), mro 3Haun meka GpojoT 2100 _ 2 e nemm co 22, T.e. 2100 =
22k + 2, 3a nexoj k € N. Otryka, moBTOpHO 0] Teopemara Ha Depma ciieryBa eKa:

200 520522k _ 4.1k _
=29(2°°)" =4-1" =4(mod 23) ,

10n+1 10n+1
na 3atoa 23|(22 +19) . Koneuno, ouaejku 22 ! +19> 23, 3a n>1 nobusame ne-
1)

10n+1
Ka ceKoj mpupoeH 6poj N Opojor 22 +19 e ciioxkeH. m

Ipumep 7. Ako p e mpoct 6poj, Toraur 7p+3P —4 ne e Touen kpazmpar. Jokaxu!

Pemenune. Heka npernocraBuMe jeka P € npoct Opoj morojieM o 3 u
m=7p+3° -4
€ ToueH kBaapat. Heka m= rl2 3a HeKo] N e Z. On teopemata Ha PepMma crienyBa aeKa

m=7p+3°-4=3-4=—1(mod p).
Axo p=4k+3, k e Z, Toram noBTopHo 011 Teopemara Ha Pepma g00UBaMe JieKa

—15 m2k+l = n4k+2 =n p—l = 1(m0d p) 1

wTo e mpotuBpeuroct. Taka p=1(mod4). Toram m=7p+3P —4=3-1=2(mod4),

IITO € MPOTUBPEYHOCT OMJICjKM TOUEH KBaJpaT HEe € KOHIPYeHTeH co 2 mo monyi 4. 3a
p=2 nobouBame M=19, u3a p=3 mobuBame neka M =44, mWTO 3HAYH JAEKA U BO

nBata cinydan M=7p+3P —4 me e Touen kBapar. m

Ipumep 8. [oxaxu nexa cexoj mpoct Opoj P e Jenuresl Ha OECKOHEYHO MHOTY

6poesu oz BUIOT 2" —N.




Pemenne. Ako p =2, Toram 3a N =2K OpoeBUTE O BUIOT 2% _2k ce nemmsu co
p = 2. Heka nmpernoctaBuMe jicka P € HemapeH mpoct 0poj. bunejku NZD(2, p) =1

cropen Teopemara Ha Pepma, fobuBaMe neka 2 P11 (mod p) . Toramr 3a GHUITO KOj

npupozeH 6poj M Baxu (2p_1)m =1" (mod p), oaHoCHO

2™(P1) =1 (mod p). 1)
Hexa M e npupozneH 6poj Tako mro m= -1 (mod p) . Toram
m(p-1)=-1(p-1) =1 (mod p) )

Ox (1) u (2) nobuBame neka
2M(PD _m(p-1)=0 (mod p).
bpoeBn M kowm ro ucnosnHyBaaT ycinoBor m=—-1(mod p) uma GeckoHeuHO MHOTY. bu-
nejku m=-1(mod p) nobuBame nexa p|(m+1), onHocHo neka M= pk —1 3a Hekoj
npupojier 6poj K. ObpatHo, cexoj 6poj oa BuaoT M= pk —1 ro UcHoIHyBa yCIOBOT
m=-1(mod p) .
MmuoxectBoto {n=(pk—-1)(p—1)| k € N} e GeckoHeuHO MHOXKECTBO Ha MPUPOAHH

6poeBH 3a KoM € HeroHeT ycaoBot pl(2" —n). m

Mpumep 9. Jloxaxu neka 3a CEKOj HEmapeH MpocT Opoj P MocTojaT OECKOHEUHO
MHOTY nIpupoau 6poesn N takeu mro p|(2"n+1).

Pemenne. Heka N e menapen npoct 6poj u n=(p-1)(kp+1), 3a k=0,1,2,3,....
HNmame n=-1(mod p). CornacHo co Teopemara Ha Pepma 2Pt =1(mod p) u ako

NoclieJHaTa KOHIPYCeHIMja ja CTeleHyBamMe Ha cTeneH kp+1, noOuame nexa

2" =1(mod p) Cropex toa, 2"n+1=(-1)-1+1=0(mod p). Ho, k=0,1,2,3,..., na

3aT0a MOCTOjaT OECKOHEYHO MHOTY MPHUPOIHH OpoeBU N co 0apaHOTO CBOjCTBO. M

Mpumep 10. Joxaxu nexa mery OpoeBuTe (22n +1)2 +22 , kare N=12,... uma
0ECKOHEYHO MHOTY CJIO)KEHH OpOEeBH.
Pemenue. TakBu ce Ha puMep cuTe OPOEBH O JajeHaTa HU3a 3a Kou N=28K +1 ,

k=12,3,.... Ox Teopemara Ha Pepma HMaMe 228 =1(mod 29) na 3a k =1,2,3,... Baxu
2228k _ 1(mod 29) . 3naum, 3a N =28k +1 Baxu

(22" +1)2 +22 =25+ 4 =0(mod 29) ,
T.e 29| (22n +1)2 +22 Opy WTo OHACjKM 3a Cekoj UpupoaeH Opoj K  Bakwu
n=28k+1>29, cnenysa neka (22n +1)2 +22>29. Otryka crnenyBa Jieka OpoeBHTE
(22n +l)2 +22,3a n=28k+1, kane k=12,3,... ce coxenu. m

Ipumep 11. Ako p e mpoct 6poj, Toram P|11..122...2...99...9-123456789 . Jlo-

p p p
Kaxu!




Pemenne. 32 p=2, p=3, p=5 TBpPACHETO HEMOCPEAHO CIEAYyBa O NPHU3HAINTE
3a 1enuBocT co OpoeBute 2,3 u 5. Hexka p >5. Toram umame

N =11..122...2...99...9 123456789
p p p

=(10P -1)+810P(10P —1) + 210?P(10P —1) +...+ 1108P (10P —1).
9 9 9

Ox teopema 1 crenysa nexa 10P —1=10-1=9(mod p), oxHOCHO % =1(mod p) , ma
3aroa

N=9+8-10P +7-10%P +...+108P =9+8.10+7-10% +... + 108 = 123456789(mod p),
LITO BCYIIHOCT U TpeOalle Ja ce JoKaxe. W

Ha kpajot ox oBoj Ham ocBpT Ha Manara Teopema Ha DepMa Ke HaBeneMe HEKOJIKY
3aJ1a4¥ 3a caMOCTOjHa paboTa.

1. Jlokaxwu meka ox 5| (2a3 —3a2b+2b3) crenyBa feka 5|a u 5|b.

2. Tlpuponuute O6poeBu a u b ce takBu mro Gpoesutre 15a+16b u 16a—15b ce
MOJTHY KBAJIpaTH Ha IpHPoAHH OpoeBu. Hajmu ja MUHUMATHATA MOYKHA BPEIHOCT Ha
MOMAJTHOT O[] THE KBaJpaTH.

3. Hajau ru cure npupoasu GpoeBu X,y ¥ Z 3a Kou Baxu 7 +13Y =27,

4. Hexka N =n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3), kage N e npupojaeH Opoj. [Ja ce mokaxe, neka
He mocTou 1en 6poj M, 3akoj N + m® = 2008 .

5. Heka N e mpupozaen Opoj. Jla ce ompemenu HajMaauoT mpupojeH 6poj K 3a koj
[OCTOjaT NPUPOJHHU OPOEBH &y,8y,...,8y TAKBH Ja

7.2"=a? +a5 +..+a? .
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