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INVERZIJA I 
 
Voved 

Ima mnogu geometriski zada~i koi {to se re{avaat so 
pomo{ na geometriskata transformacija inverzija, koja pak ne se 
izu~uva vo na{iot obrazoven sistem. Za taa cel vo slednite redovi 
}e gi razgledame nejzinite teoriski aspekti i primena. No,  
najnapred da dademe mala poddr{ka za podobro razbirawe na  
sodr`inite {to sledat kako i na koristenite poimi. Isto taka ve 
upatuvame i na broevite 49 i 50 od matemati~koto spisanie “Sigma” 
od 2000/2001, kade vo statijata Preslikuvawa vo ramnina preku 

kompleksni broevi, od R. Mal~eski i A. Mal~eski, inverzijata e 
razgledana so pomo{ na aparatot na kompleksnite broevi. 

 
1. Da se potsetime. 

Vo geometrijata se razgleduvaat razni preslikuvawa na 
mno`estva od to~ki. Takvite preslikuvawa gi vikame geometriski 
transformacii. Nekoi od niv go zadr`uvaat rastojanieto me|u 
to~kite, niv gi narekuvame izometrii (centralna i osna simetrija, 
translacija, rotacija). Kaj drugi rastojanieto me|u to~kite se 
smaluva ili zgolemuva, niv gi narekuvame transformacii na 

sli~nost. Izometriite se poseben slu~aj na transformacii na 
sli~nost. Homotetijata koja se izu~uva vo na{iot obrazoven sistem 
e isto taka transformacija na sli~nost. Ovde }e se potsetime na 
definiraweto i na nekoi svojstva na homotetijata koi }e gi 
koristime vo ovaa statija. 

Neka vo ramninata P e dadena edna fiksna to~ka O i k0 e 

realen broj. Na proizvolna to~ka AP $ pridru`uvame to~ka A/ od 

ramninata P, A/O, takva {to OAkOA /
. Taka definiranata 

transformacija na ramninata P se vika homotetija so centar vo O 

i koeficient k i }e ja ozna~uvame so Nk
0  ili H (O, k).  Homotetijata 

ja zadr`uva kolinearnosta na to~kite vo ramninata, prava {to ne 
minuva niz centarot na homotetijata ja preslikuva vo prava 
paralelna na dadenata, agol vo ednakov na dadeniot. Ovde od 
poseben interes e preslikuvaweto na kru`nica pri homotetija.  

Kru`nica so radius r , pri homotetija so koeficient k se 

preslikuva vo kru`nica so radius kr. Bilo koi dve kru`nici vo 
ramninata se homoteti~ni, pritoa koncentri~nite imaat samo eden 
centar na homotetija, a onie koi ne se koncentri~ni mo`e da imaat 
eden ili dva centri na homotetija (ako se dva  toga{ edniot se vika 
nadvore{en a drugiot vnatre{en). Konstrukcijata na centrite na 
homotetija, se vikaat u{te i centri na sli~nost, }e ja izvedeme vo 
sklop na zada~ite {to ovde }e gi re{avame. 
 Vo statijata isto taka }e go koristime i poimot stepen na 

to~ka A vo odnos na kru`nica k(O, r), a toa e brojot dk(A) = OA2 - r2. 



 
 

2. Prava i to~ka kako kru`nici. 
 Neka vo ramninata se dadeni prava r, to~ka M na nea i 

poluprava h so po~etok vo M i normalna na r.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                          (Crt. 1) 
Da konstruirame kru`nica k so centar vo proizvolna to~ka 

O od polupravata h, koja{to ja dopira pravata r vo to~kata M. Ako 
to~kata O se dvi`i po polupravata h i posledovatelno gi zazema 
polo`bite O1, O2, O3, O4, . . . na niv }e odgovaraat soodvetno 
kru`nicite k1, k2, k3, k4, . . ., koi{to ja dopiraat pravata r vo 
to~kata M. Toga{, mo`e da se ka`e, deka sekoja sledna kru`nica se 
pove}e se isprava, bidejki sekoja sledna kru`nica ima se pomala 
krivina (pod krivina na kru`nica se podrazbira vrednosta na 
izrazot 1/r , kade r e radiusot na kru`nicata). Ova dava za pravo 
sekoja prava da ja razgleduvame kako kru`nica, imeno kako 
kru`nica so beskone~no golem radius. Isto taka, i sekoja to~ka 
mo`e da se razgleduva kako kru`nica i toa kako kru`nica so radius 
nula, koe pak sleduva direktno od definicijata na kru`nica. 
Razgleduvaweto na pravata i to~kata kako grani~ni slu~ai na 
kru`nicata e dosta zgodno pri tretiraweto na nekoi zada~i od 
geometrijata, a osobeno kaj inverzijata. Ova dozvoluva nekoi 
razgleduvawa i rezultati  od niv da imaat pogolema op{tost. 

 
3. Definicija i osnovni svojstva na inverzijata. 

Neka vo ramninata P e dadena to~kata O, a m0 e pozitiven 
realen broj. Razgleduvame preslikuvawe I od P/{O} vo P/{O}, kade 
na proizvolna to~ka A O od ramninata i se pridru`uva to~kata 
A′ koja {to le`i na polupravata OA i go zadovoluva ravenstvoto 

mOAOA  ' .                                            (1) 

           Definicija 1. Preslikuvaweto I: P/{O}P/{O}, definirano 
so (1) se narekuva inverzija so centar vo O i koeficient m.  

Od definicijata, bidej}i to~kata A′ e ednozna~no 
opredelena, preslikuvaweto  e injekcija. So isklu~uvaweto na 
to~kata O od ramninata P (to~kata O nema slika i niedna to~ka od 
ramninata ne se preslikuva  vo nea), ova preslikuvawe e i 
surijekcija. Zna~i inverzijata I e biektivno preslikuvawe. 
]e navedeme, doka`eme i primenime nekoi svojstva na inverzijata. 

Teorema 1. Inverzijata e involutorno preslikuvawe. 



 
 

Dokaz. Od I(A)=A′ sleduva deka A′ le`i na polupravata OA i, 

pritoa, mOAOA  ' . Ako I(A′)=A1, toga{ A1 }e le`i na 

polupravata OA′, koja se sovpa|a so polupravata OA, pritoa 
/

1

/ OAOAmOAOA  , od kade sleduva deka A1=A, t.e. I(A′)=A. 

Zna~i I2=E i kako I e biekcija imame I=I‾1, t.e. inverzijata e 
involutorna. 
 Teorema 2.To~kata e nepodvi`na za inverzija ako i samo ako 

pripa|a na kru`nicata k0(O, m ).  

Dokaz. Ako to~kata e nepodvi`na za inverzijata t.e. 
I(A)=A′=A  i bidejki m>0, mo`eme da zememe m=r2 (r>0) toga{ 

ravenstvoto (1) }e premine vo oblik 
2/ rOAOA  , odnosno 

22 rOA  , ili rOA  , {to zna~i mno`estvoto od to~ki vo 

ramninata nepodvi`ni za inverzijata I e kru`nica so centar vo O i 
radius r. Obratnoto tvrdewe se ostava za ve`ba na ~itatelite.  

Definicija 2. Kru`nicata k0(O, m ) ja narekuvame 

kru`nica na inverzijata (1). 
Postoeweto na kru`nicata k0 e pri~ina inverzijata so 

pozitiven koeficient da ja narekuvame u{te i inverzija vo odnos 
na kru`nica, vo ramninata postoi u{te inverzija vo odnos na dve 
paralelni pravi, vo prostorot inverzija vo odnos na sfera i dr. 

Odovde, a osobeno vo delot so zada~ite zaradi 
poednostaveno zapi{uvawe, za inverzija so centar vo O i 
koeficient m (= r2) }e pi{uvame I(O, r). 

Teorema 3. Sekoja vnatre{na to~ka na kru`nicata na 
inverzijata se preslikuva vo nadvore{na to~ka i obratno. 

             Dokaz. Ako A e vnatre{na to~ka za kru`nicata k0(O, m ), 

toga{ mOA  , pa ako I(A)=A′, toga{ od mOAOA  ' sleduva deka 

/OA  m , {to zna~i deka A/ e nadvore{na to~ka za k0. Obratnoto 

tvrdewe se doka`uva analogno. 
Osnovna konstrukcija. Slikata A/ na proizvolna to~ka A 

pri inverzijata I , ako e poznata kru`nicata k0, mo`e da se najde na 
sledniot na~in. Ako A le`i na kru`nicata k0, toga{ A/=A.  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 (Crt. 2)                                                  (Crt. 3) 



 
 

 Neka sega A e nadvore{na to~ka za k0 (crt. 2). Toga{ niz 
to~kata A povlekuvame tangenta t kon k0 . Od dopirnata to~ka T 
povlekuvame normala kon polupravata OA. Prese~nata to~ka na 
OA so taa normala e baranata slika A/ na to~kata A pri 

inverzijata I. I navistina triagolnicite OTA i OA/T se 
pravoagolni so zaedni~i agol kaj temeto O, pa tie se sli~ni, od kade 

{to sleduva OA/:OT= OT:OA, t.e. OAOA/=OT2=m=r2 . Ako A e 
vnatre{na to~ka za k0, }e ja iskoristime istata konstrukcija vo 
obraten red (toga{ A i A/ si gi zamenuvaat mestata). 
**Da zabele`ime deka dokolku to~kata A e poblizu do centarot na 
invervijata (i e vnatre{na za k0), toa nejzinata slika A/ e dotolku 
podaleku od centarot na inverzijata (i e nadvore{na za k0) i 
obratno. 
  Teorema 4. Neka I e dadena inverzija so centar vo O i 
koeficient m , A i V se proizvolni to~ki, dodeka A/ i V/ se nivni 

sliki pri inverzijata. Toga{ OVA=V/A/O i OAV=A/V/O. 
 Dokaz. Ako to~kite A, V i O se kolinearni, toga{ tvrdeweto e 
jasno. Zatoa, da pretpostavime deka to~kite A, V i O ne se 
kolinearni i neka se rasporedeni kako na crt. 3. Od I(A)=A/ i 

I(V)=V/ , imame mOAOA  '  i mOBOB  /
, od kade {to 

OAOA/=OVOV/ , odnosno OA:OV=OV/:OA/, ova zna~i deka OAV 
i  

OV/A/ se sli~ni. Od ovde sleduva deka OVA=V/A/O i 

OAV=A/V/O. 
 Konstrukcija: Se sveduva na osnovnata za to~kite A i V. 

**Da zabele`ime deka direktno od T.4 sleduva  OAV~OV/A/, od 

kade lesno se izveduva deka:   
OBOA

rAB
BA
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//
, kade r2 = m.          (2) 

 Teorema 5. Sekoja prava {to minuva niz centarot na 
inverzijata se preslikuva vo samata sebe, a sekoja prava koja ne 
minuva niz centarot na inverzijata se preslikuva vo kru`nica koja 
{to minuva niz centarot na inverzijata. 
  Dokaz. Neka I e dadena inverzija so kru`nica na inverzija 
k0(O, r), a r e proizvolna prava od ramninata ~ija slika ja barame. 
 Ako r minuva niz centarot na inverzijata, soglasno so 

definicijata za inverzija, slikata A/ na proizvolna to~ka A(O) 

od r le`i isto taka na r, i obratno, proizvolna to~ka V/(O ) od r e 
slika na to~kata V od r. Zna~i I(r)=r/=r. Pri toa samo to~kite vo 
koi taa prava ja se~e kru`nicata k0 se nepodvi`ni (T.2.), ostanatite 

to~ki (O) se preslikuvaat spored (T.3.) 
 Neka pravata r ne minuva niz centarot na inverzijata i da go 
zememe najop{tiot slu~aj koga r ne ja se~e kru`nicata k0 (crt.4). 
Najnapred  da ja najdeme slikata M/ na to~kata M koja e presek na 
pravata r so normalata na r niz O. Potoa na pravata r izbirame 

proizvolna to~ka R(M) i ja nao|ame nejzinata slika R/. Spored 

(T.4)  OR/M/=OMR, no OMR=900, zna~i i OR/M/=900, t.e. R/ 



 
 

le`i na kru`nica r/ ~ij dijametar e OM/. I bidejki R e proizvolna 
to~ka od r sleduva deka slikata na sekoja to~ka od r le`i na 
kru`nicata so dijametar OM/. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                            Crt. 4                         

Obratno, neka N/(O) e proizvolna to~ka od kru`nicata r/. Da ja 
ozna~ime so N prese~nata to~ka na pravata ON/ so r. Za da 
konstatirame deka N/ e slika na N pri inverzijata I , dovolno e da 

doka`eme deka ON ON/=r2. Bidejki  OM/N/   ONM (pravoagolni 
triagolnici so zaedni~ki agol vo temeto O), sleduva 

ON/:OM=OM/:ON, od kade imame ONON/=OMOM/, no  OM 

OM/=r2, toga{ i ONON/= r2.  Zna~i r/ =I(r).  

 Konstrukcija: Za da ja najdeme slikata r/  na pravata r {to ne 
minuva niz centarot O na inverzijata, dovolno e da ja najdeme 
slikata M/ na to~kata M, toga{ slikata na pravata r e kru`nicata 
so dijametar OM/.  
 Kru`nicata r/ poednostavno se nao|a vo slu~aite koga r ja 
dopira k0 (Crt. 5), toga{ M=M/ i koga r ja se~e k0 (Crt. 6). Za da ja 
najdeme kru`nicata r/ vo slu~ajot koga pravata r ja se~e k0, ja barame 
ortogonalnata proekcija na to~kata O vrz pravata r, i neka toa 
bide to~kata R. Vo eden od presecite na kru`nicata na inverzijata 
k0 so pravata r povlekuvame tangenta t. Presekot na pravata OR so t 
e slikata R / na to~kata R pri inverzijata I. Baranata kru`nica 
(slika na pravata r) e kru`nicata {to minuva niz prese~nite to~ki 
na k0 so r i niz to~kite O i R/, taa ima dijametar  OR/. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                     Crt. 5                                            Crt. 6 
**Da zabele`ime deka tangentata t na kru`nicata r/ vo  to~kata O e 

normalna na OM, a bidejki i pravata r e normalna na OM, sleduva 

deka tangentata (t) kon kru`nicata-slika e paralelna so pravata-
original (r). 


