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NERAVENSTVO NA JENSEN 
 

Doka`uvaweto na neravenstva pretstavuva eden od pointeresnite, 
no i pote{kite, problemi vo matematikata. ^esto pati za nivno doka`uva-
we se koristat, ve}e poznati, neravenstva. Vo ovaa statija ke se zadr`ime 
na neravenstvoto na Jensen.  
 

1. Konveksni i konkavni funkcii 
  

Funkcijata    RbaRbaf  ,,:  ja narekuvame konveksna ako za 

proizvolni  baxx ,, 21   va`i 

        22112211 xfxfxxf            (1) 

kade {to .0,0,1 2121    

 Ako za 21 xx   i 021   namesto   va`i znakot , za funkcijata f  
velime deka e strogo konveksna. 

Geometriskoto zna~ewe 
na poimot konveksna funkcija 
mo`e da se vidi od slednite 
razmisluvawa. 

Da go razgledame grafi-
kot na funkcijata  .xfy   Ne-

ka  baxx ,, 21   se proizvolni 

to~ki  21 xx   i neka  bax ,3   

taka {to .231 xxx   
Ponatamu, ozna~uvame 
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       22112211 ,,,,, yxByxAxfyxfy   

Broevite 1  i 2  se nenegativni i nivniot zbir e 1. Bidej}i funkcijata f  
e konveksna, od neravenstvoto (1) dobivame 

                2211221122113 yyxfxfxxfxf                     (2)      

Neka   331 , xfxC  i  221132 , yyxC   . To~kata 1C  e to~ka od grafikot, a 

to~kata 2C  e to~ka od otse~kata .AB  Od neravenstvoto (2) se gleda deka 

to~kata 1C  ne e nad to~kata .2C  Ako f  e strogo konveksna funkcija, toga{ 

to~kata 2C  e nad to~kata .1C  
Zna~i, ako zememe bilo koi dve to~ki A  i B  od grafikot na 

konveksnata funkcija ,f  toga{ grafikot na f  ne e nad otse~kata .AB  
Analogno definirame konkavna funkcija.  

 

Funkcijata   Rbaf ,:  ja narekuvame konkavna ako za proizvolni 

 baxx ,, 21   va`i 
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        22112211 xfxfxxf            (3) 

kade {to .0,0,1 2121    

Ako za 21 xx   i 021   namesto   va`i znakot , za funkcijata f  
velime deka e strogo konkavna.  

Sli~no kako kaj konveksnite funkcii, ako zememe bilo koi dve to~-
ki A  i B  od grafikot na konkavnata funkcija ,f  toga{ grafikot na f  ne 
e pod otse~kata .AB  

 Funkcijata f  e konkavna ako i samo ako funkcijata f  e konveksna. 

   2xxf                        xexf    

                                     xxf sin                                             xxf ln  
 

Primeri 
 

1. Funkcijata RRf :  opredelena so 2)( xxf   e strogo konveksna 

na .R  Navistina 0,,,, 212121  xxRxx  i .121    Toga{ 
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 Vakviot na~in na proverka na konveksnosta (konkavnosta) na dade-
na funkcija e kompliciran. Ako znaeme kako izgleda grafikot na dadena 
funkcija, toga{ mo`eme da odgovorime na pra{aweto dali funkcijata e 
konveksna (konkavna). 



 

 

 Vo slednite tri primeri, vrz osnova na grafikot, daden e odgovor 
na ova pra{awe. 

2. Funkcijata   xexf   e konveksna na .R   

3. Funkcijata   xxf sin  e konveksna na intervalite od oblik  

   ,,2,12 Zkkk    
a konkavna na intervalite od oblik  

   .,12,2 Zkkk    

4. Funkcijata   Rf ,0:   opredelena so   xxf ln  e konkavna na 

intervalot   .,0   

 

2.  Neravenstvo na Jensen 
 

Neravenstvo na Jensen. Neka   Rbaf ,: e konveksna funkcija. To-
ga{ za sekoj priroden broj n  va`i neravenstvoto 

       nnnn xfxfxfxxxf   ...... 22112211  

kade {to   0,...,,,,,...,, 2121  nn baxxx   i .1
1


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Analogno, ako   Rbaf ,: e konkavna funkcija, toga{ za sekoj 
priroden broj n  va`i neravenstvoto 

 

       nnnn xfxfxfxxxf   ...... 22112211  

kade {to   0,...,,,,,...,, 2121  nn baxxx   i .1
1




n

i
i  

Dokaz. Neravenstvoto }e go doka`eme so principot na matemati~ka 
indukcija. 

Za 1n  imame    ,11 xfxf  {to e to~no. 
 

Da pretpostavime deka neravenstvoto e to~no za ,kn   odnosno, ne-
ka va`i  

           kkkk xfxfxfxxxf   ...... 22112211                   (4)  

kade {to   0,...,,,,,...,, 2121  kk baxxx   i .1
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 ]e poka`eme deka neravenstvoto va`i za .1 kn   

 Neka ),(,,, 121 baxxxx kk  , 0,,, 121 kk    i .1
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Ako ,01 k  toga{ go dobivame neravenstvoto (4), za koe {to 
pretpostavivme deka e to~no. 

 

Neka .01 k  Toga{ .01  kk  Ponatamu, neka 
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Jasno,  .,bax  Od induktivnata pretpostavka dobivame  

 
  

         
      ....

...

...

...

111111

1112211

1112211

11112211

1

1

1





 


















kkkkkk

kkkk

kkkk

kkkkkk

xxfxfxf

xfxfxfxf

xxxxf

xxxxxf

kk

k

kk

k











 

 

Bidej}i funkcijata f  e konveksna, od poslednoto neravenstvo i od 
neravenstvoto (1) dobivame 

       11111111 ......   kkkkkkkk xfxfxfxxxf  . 
Sega tvrdeweto sleduva od principot na matemati~kata indukcija.  

 
3. Primena 
 
Primer 1. Neravenstvo me|u aritmeti~ka i geometriska sredina. 

Neka 0,...,, 21 naaa  i neka .,...,2,1,ln niax ii   Funkcijata   xexf   e kon-
veksna funkcija na mno`estvoto realni broevi. Koristej}i go neraven-
stvoto na Jensen, dobivame: 
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aaa aaae nn  ...21

1...ln
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21  
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   nnn aaaaaa n  ...... 21
1
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Primer 2. Neka  



n

i
in

1
21 1,0,...,,    i  .0,...,, 21 naaa  Da se do-

ka`e deka 
n

nnn aaaaaa  ...... 21
212211  . 

Funkcijata   xxf ln  e konkavna na intervalot  ,0 . Zna~i 

       nnnn afafafaaaf   ...... 22112211  
odnosno, 

  nnnn aaaaaa ln...lnln...ln 22112211    

  n
nnn aaaaaa  ...ln...ln 21

212211   

a ottuka, so antilogaritmirawe, se dobiva 
n

nnn aaaaaa  ...... 21
212211  . 

Poslednoto neravenstvo e poznato pod imeto te`i{no neravenstvo. 
 

Primer 3. Ako  ,  i   se agli vo triagolnik, doka`i deka 
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 Funkcijata   xxf sin  e konkavna na intervalot  
2

,0  . Bidej}i 

  ,,0,,
2222
  koristej}i go neravenstvoto na Jensen za konkavna funk-

cija, dobivame 
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Ako go logaritmirame poslednovo neravenstvo, dobivame 
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Bidej}i funkcijata   xxg ln  e konkavna na intervalot  ,,0  so povtorna 
primena na neravenstvoto na Jensen, dobivame 












 






 





 















2223
1

2223
1

2223
1

333

sinsinsinlnsinlnsinlnsinln

sinsinsinlnsinln 222






 

odnosno 
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So antilogaritmirawe na poslednoto neravenstvo dobivame  
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Zada~i za samostojna rabota: 
 

1. Ako  ,  i   se agli vo triagolnik, doka`i deka 

2
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222
sinsinsin   . 

2. Neka ,,ba i   se pozitivni realni broevi, taka {to .1   

Doka`i go neravenstvoto  
11

baab  . 
3. Ako ba, i c  se pozitivni realni broevi, doka`i go neravenstvoto 
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