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A. Muminagi}, J. Carstensen, Danska 
 

EDNA ZADA^A, POVE]E NA^INI ZA NEJZINO 
RE[AVAWE 

 
 Vo SIGMA, vol. 23 (01|02), no. 1 go ~itavme ~lanakot EDNA ZADA^A 
POVE]E NA^INI ZA RE[AVAWE, koja ja napi{a Risto Mal~eski, Skopje. 
Takvi statii se sekoga{ interesni, da se re{i edna zada~a na pove}e na~ini. 
Vo ovaa mala statija nie }e go napravime toa so slednata zada~a. 
 

 Zada~a. Doka`i deka  

33 33 3 323333  . 
 

 Re{enie 1. Voveduvame oznaki 3 3 33a  i 3 3 33b . Spored toa 

treba da doka`eme deka  
3 32 ba              (1) 

Ako zamenime vo izrazot 33 ba   dobivame  
 

 633333333 33
3

3 3
3

3 333 




 





  ba .    (2) 

Za ba  , od 0)( 2 ba  dobivame  

 02 22  baba    abbaba  22 .    (3) 
 

Ako gi iskoristime prethodnite neravenstva, neposredno dobivame  
 

 

)())(( 2233 baabbabababa     )(3)(3 33 baabba     (4) 

i 

2464)(4)(3)(3)( 333333333  babababaabbaba  
 

(zaradi (2)). Od 24)( 3  ba  dobivame 33 3224  ba , t.e. neravenstvoto (1) 

e to~no.  
 

 Re{enie 2. ]e poka`eme deka  

3
22

33 baba   .           (5) 

kade a  i b  se razli~ni pozitivni realni broevi. Jasno e deka 

)()(0 2 baba  . 

Ako poslednoto neravenstvo go pomno`ime so 3  dobivame 
  

 )()(30 2 baba    3223 33330 babbaa    
 

 322333 3344 bbaababa    
 

(ako podelime so 8 ) 

 8
)(

2

333 baba      2
3

2
33 baba   . 

Zna~i, neravenstvoto (5) e to~no. Ako vo neravenstvoto (5) zamenime 

3 3 33a  i 3 3 33b  dobivame  
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33 33 3 323333  . 

Zna~i, po~etnoto neravenstvo e to~no.  
 

 Re{enie 3. Voveduvame oznaki 3 3 33a  , 3 3 33b  i 3 3c . Treba 

da poka`eme deka cba 2 , t.e.  

 02  cba .            (6) 
 

Neravenstvoto (6) e ekvivalentno so neravenstvoto 0)()(  cbca . 

Poslednoto neravenstvo e ekvivalentno so  
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33
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cbcb
cb

caca
ca . 

Ako vo levata strana na poslednoto neravenstvo zamenime 3 3 33a  , 

3 3 33b  i 3 3c  dobivame  
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Poslednoto neravenstvo e ispolneto bidej}i  
 

0 ab )0( 22  ab ,   022  caca    i   022  cbcb . 
 

Zna~i neravenstvoto (6) e to~no, t.e. 02  cba . Ako vo poslednoto 

neravenstvo zamenime 3 3 33a  , 3 3 33b  i 3 3c  dobivame  

33 33 3 323333   

{to treba{e da se doka`e.  
 
 Obop{tuvawe. Kako i vo mnogu drugi slu~ai, taka i vo ovoj slu~aj 
dadenoto neravenstvo mo`e da se obop{ti. Obop{tenoto neravenstvo bi bilo 
 

 nn nn n nnnnn  2 ,  Nn .             (7) 
 

]e poka`eme deka neravenstvoto (7) e to~no za bilo koj priroden broj. 
 

  

 Dokaz 1. Voveduvame oznaki n n nna  , n n nnb  , t.e.  
 

nn nna  ,            (8) 
 

nn nnb  .            (9) 

Ako gi sobereme (8) i (9) dobivame  

  nba nn 2      n
nn ba



2

.          (10) 
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Od (7)  so vovedenite oznaki imame  
 

    n nba 2    nba n
2       n

nba 
2    (zaradi (10))   22

nn banba   .    (11) 
 

]e go poka`eme deka neravenstvoto  
 

  22
nn banba                 (11’) 

 

e ispolneto za bilo koi pozitivni realni brovi a  i b .  
 

 Dokazot }e go izvedeme so pomo{ na principot na matemati~ka 
indukcija. Jasno e deka za 1n  neravenstvoto (11’) e to~no. Za 2n  imame  
 
 

abba 222      222 )()(2 baba      222
22 baba   , 

 

pri {to ravenstvo va`i ako i samo ako ba  .Bidej}i vo na{iot slu~aj ba  , 

dobivame  

 222
22 baba   . 

Zna~i, za 2n  neravenstvoto e to~no.  

 Neka pretpostavime deka neravenstvoto e to~no za kn  , t.e. 

 kbaba kk

22
  , pri {to ravenstvo e ispolneto ako i samo ako ba  . Ako 

poslednoto neravenstvo go pomno`ime so 2
ba  dobivame  
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1

2
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 kkkk bbabaakba

.        (12) 

Bidej}i 
  

0)...()())(( 1221211   kkkkkkkkkk babbaabababaabbaba , 

odnosno  
11   kkkk baabba  

 

koe e ispolneto za bilo koi pozitivni realni broevi a  i b . Ako poslednoto 

neravenstvo go primenime vo neravenstvoto (12) dobivame  
 

 

  2
1

2
11   

kk bakba  
 

so {to induktivniot dokaz e zavr{en. So toe e doka`ano i neravenstovoto (7). 
 

 Dokaz 2. ]e dademe samo skica na dokazot. Kako i vo dokazot 1 dobivame  
 

  22
nn banba   . 

 

Poka`i deka funkcijata kxxf )( , k  e priroden broj pogolem od 1 , e 

konveksna funkcija za 0x , a potoa primeni go neravenstvoto na Jensen. (Za 

sekoja funkcija )( xf  konveksna na intervalot ],[   ispolneto e neraven-

stvoto 
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 , ],[  a ; Nn ).  

 Konveksnosta na funkcijata kxxf )( , k  e priroden broj pogolem od 

1 , za 0x , mo`e da se doka`e i so pomo{ na matemati~ka indukcija.  


