


I'nucop Tpenueecku
Kocmaoun Tpenueecku

MATEMATHKA
7 o0oenerue



OOOOOOOOOOOOOOOOOOGOOOCOCOGOOOOOG BOBE]L 000000000 OOOOOOOOOOOOOOOOOOO00

Vuebnukor Maremaruka 3a VI OAACJICHHUE € MNITYBaH COITIACHO HOBAaTa HacraBna nporpama
mo maremaruka 3a OCHOBHO y4wiuiiTe. Marepujanor e mojeneH Ha et Temu. Ha kpajoT ox cexoja
TE€Ma C€ JaJICHU 3aJlayu 3a IMOBTOPYBAKE U YTBPAYBAKE, KaKO U 3a/la4yd 3a CAMOKOHTpPOJIA. CQKOja on
3/IaYNTE 332 CAMOKOHTPOJIAa HOCH 1O 6 0OJ0BM KOW MOXKAT Na OWjar MoAeNieHH Ha €THAKBH JCIIOBH,
aKo 3aj1ayara e TojlelicHa Ha moj3anaqu (mox a, 0, B,...), a CKajara 3a CaMOOLICHYBaEbe € CiajHara:
0-22 (uemosonen), 23-35 onenka 2, 36-50 orenxa 3, 51-62 orenxa 4 u 63-72 onenka 5. Tue Tpeba na
HpHIOHECAT 3a TIOBTOPYBake M MPOIabodyBambe Ha CTEKHATHTE 3HACHA, KAKO M CO 3all03HABAE CO
HHUBHAaTa IIpuMEHa BO )KUBOTOT. Bo y‘-IC6HI/IKOT CE JaACHU U HEKOJIKY JICKITNU UJIN JICJIOBU OJ1 JICKIIUH KON
HE C€ MPEABUIACHU CO HacraBnara mmporpaMa u Tu€ MOoXKat aa I'i KOpUucTaT YYCHUIIUTE KOU caKaar 11a
3Haar moBeke. OBHeE JIEKIMH Ce 03HAYCHH CO SBE3/a M CE MPHJIATOICHH CIIOPe]l TeKMHATA Ha BO3pAcTa
Ha YYCHUILIUTE.

Bo mpBara tema ke ce 3amo3HaeMe CO HEKOW Ba)XKHHW HOBHU TIOMMH BO T€OMETpHjaTa
Kako IITO Ce BEKTOPHTE W TpaHCianujara. Bo BTopata Tema ke ce 3amo3HaeMe CO TIOMMHTE
3a CTENeH, KBaJIpaTeH KOpPEH O]l palmoHajieH Opoj, co peasiHuTe OpOEBH, a BO TpeTara Tema
Ke ce 3amo3HaeMe CO IMOJIMHOMHTE KaKo U CO OlleparuuTe co HUB. Bo yeTBpTara u BO merrara
TeMa Ke ce 3armo3HaemMe co (opMyIid 3a IPeCMETyBamkEe Ha MJIOMITUHATA HA MHOTYaroJHUIIATE
" kpyrort, [IuraropoBara TeopeMa Kako W CO €ICH OJ HajBAXHHUTE MOMMH BO MaTeMaTHKaTa
- co moumoT dyHKumja. Ke ce 3amosHaeme i co MpBHUTE HAJIPOCTH QYHKIMK HA TpaBaTa U
oOparHaTa TPOMOPIIMOHATTHOCT Mery BenmuuHUTe. J[0OpOTO COBIaAyBame Ha OBHE BaXKHU
TEMU K€ BU OBO3MOXKH JIECHO CHAOTamhe BO PEIIABAKETO HA HHU3A MPOOJIEMHU O TIPAKTUIHHOT
YKUBOT U YCIICITHO CJICJICH-¢ Ha HACTaBaTa 10 MaTeMaThkKa, (PU3MKa U JPYyTUTE HAyKH.

3anaunte 3a BeXOU ce MOAENEeH! BO TPU KAaTErOPUH:

a) 3a1auu 03HAYCHU CO KPyKUe . Toa ce 3agaum co kou ce BpIIK yBexOyBambe Ha
COOJIBETHUTE MOMMHU U Oapama BO HACTaBHATa €AMHKA.

0) 3aja4m 03HAYCHU BO TPUATOIHUYE . Toa ce mocnoxxeHu u MOTENIKU 3a]1a4u, YUe
pelIaBame € NPONpPaTeHO CO COOABETHO YIATCTBO.

B) 3a/1auu 3aTBOPEHH BO KBajparde = . Toa ce 3ama4m, IITO MOXKAT Jia C€ KOPUCTAT 3a
MOJrOTOBKA HA HapeaHaTa HaCTaBHA €MHKA.

Ha kpajot o1 yueOHHOKOT AaJIeHH C€ ONTOBOPH HA CKOPO CUTE 3aJ1a4H, a Ha MIOTCIIKUTE
ce JaJeHH yIMaTcTBa 3a pelllaBambe WM penieHuja. [lpenopadimBo € nma ce pasmienaar u
pelieHujaTa Ha THE 3a1a4u.

Ha curte yueHUIM UM MMOXKeTyBaMe MHOTY YCIIeX BO COBJICTYBambETO HA HOBUTE 3HACHA.
Toa cexako MOke J1a ce MOCTUTHE CaMO CO TPYA U PEIOBHO yUCHE.

OO ABTOpI/ITe OO
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I.1. MPABELl U HACOKA

. 3a KoM JBE TpaBH INTO JEKAT BO €IHA pPaMHHMHA BEJIUME JIeKa C€ TapayeiHH?
HanprajTe HekonKy mapajiesHy paBy BO BalTUTE TETPaTKH!

3a mapanenHoCTa Ha TpaBUTE 3a0eseKyBalll
JieKa BakKaT CJICIHUBE CBOjCTBA!
1°. Cekoja npaBa e napaJjejHa cama co ceoe.

2°. AKo mpaBaTa p e mapaJjejHa co mpaBara (, /% 6
C

TOraml ¥ nmpaBara ( e mapaJieJiHa Co nmpaBara p.

3°. AKko mpaBara p e napaJiejiHa co NpaBara \

g, a mpaBaTa ( e mapaJieJiHa CO NpaBara [, TOrami X
npaBara p e napaJjieJiHa co npasara I. Tien il

S Megunuyuja 1. MHOKecTBOTO 01 CHTe NMPABH IITO Ce MAPAJETHU CO

@'i Ja/ieHa mpaBa a ce BUKa Mpasell, 3a/1a/ieH co npasarta a (upt. 1).

©
ITpaBara a, wim xoja Owio apyra mpaBa x Of IPaBeLOT 337aJeH CO NIpaBaTa d, C€ BUKA
NPeTCTABHUK Ha TOj npasel. O akcuoMaTa 3a MapajeHOCT Ha IIPaBUTe CIIEeIyBa JIeKa BaKu
CJIEZIHOTO CBOjCTBO:

Hu3 cexoja Touka of pAMHMHATAa MHHYBA €IHA H CAMO €{HA MPaBa o] 1a/IeH Mpasell.

@ Kou moumu ce xopucrar Bo nepuHUIIM]jaTa 32 TOUMOT IPaBEIl?
@ Jlanu e TOYHO JieKa: ako JBE MPaBH MMaaT UCT MPABEI, TOTAIll THE CE MapasieTHH?

.Cera ke ce 3a1o3HaeMe CO €/IeH IOUM - IOUMOT HacoKa. Toj IOUM YeCTO ro CpeTHyBame

1 BO CeKOjiHeBHETO. Benmme, Oponot ucruioBu Bo Hacoka Oxpua-Ceetn Haym, aBHOHOT mmosiera
Bo Hacoka Ckomje-benrparn, ,,Hacoka ceep”, uTH. Hacokara 0OM4HO ja 03HaYyBame co CTpelika
(upr. 2), xaKo Kaj cooOpakajHUTE 3HAIH.

Jla ro pasjacHHMe TOj TOUM O] YUCTO TE€OMETPHUCKA TIIeTHA TOYKA.

Hexa a e mpousBoHa mpasa, a p, 4 u I' - MOIynpaBH Ha Hea.

3a nomynpasutre p u ( (upT. 3) BenuMme geka MMaaT MCTa Bacoka (WM JeKa ce
WCTOHACOYEHM), a 32 TOJYIPaBUTEe p U I - JeKa UMaar CHPOTHBHU HACOKM (WK JeKa ce
CIPOTHBHO Haco4eHH). Pa3riienyBajku ro pTexoT 3 3a0einexyBaMe Jieka 3a HCTOHACOUCHHUTE
TIOJIYTIPaBH p ¥ (] BAXU ¢ C p, a 3a COPOTUBHO HACOYCHHTE IMOJYNPABH p U I HUTY €IHA Of
MOJIyTpaBUTE p M ' HE € MOJMHOXECTBO Ol Jpyrara Iojiynpara, T.e. pzr u r< p Opa
CBOjCTBO Ha TOJIYNPABUTE p, ( U I, TO KOPHCTHME 3a [1a ja BOBEIUME ClIeHATa Ae(HHHIIM]A:

OO OO OO
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‘ ‘ Lpt. 2

9 Hepunuyuja 2. IBe noaynpasu o1 elHA NPaBa ce BUKAAT HCTOHACOYEHH,
> KOra eIHaTa o] HHMB € IOJAMHOMKECTBO O] JApyrara. A JBe NOJYNPaBH O
eHA MpaBa ce BUKAAT CIPOTHBHO HACOYEHH, KOTa HHUTY €IHA O] HUB He e
NMOJMHOKECTBO HA JIpyrara.

(G

34
2

r< ______________________ ]_IpT. 3

Hexka nonynpasure AB u CD nexar Ha qBe pa3iuvHu napaiensu npasu (upt. 4). Axo
HU3 HUBHUTE NOo4eTHH TOuku A 1 C TIOBJIE€YEeMeE MpaBa, Taa Ke ja pa3[aesii paMHUHATA HA JIBE
MOJypaMHUHHU CO 3aeHUYKa rpanuna - mpasata AC. Axo nonynpasute 4B u CD nexar Bo eqna
OJ1 THC TIOJTypaMHHHH, TOTAIll THE CE BUKAaT HCTOHAcO4YeHH (LpT. 4a). AKO, IaK, MOIYIPaBUTE
AB u CD nexar Bo pa3IMYHHU MTOJTYPaMHHHH, TOTAIll THE CE BUKAAT CIIPOTUBHO HACOYEHH (IIPT.

46). a) 3

Lpr. 4
HcTonacoueHocTa Ha MOJYIpPaBUTE ja O3HadyBame co 3HaKoT ,, T, a crnpoTHBHO-
HACOYEHOCTA - CO 3HAKOT ,,'N«“. Ha npumep:

p™Mq, p™r, 4BTTCD (upt. 3 u 4a).

PasrnenyBajku ro npTexoT 5 3a0enexxyBame Jeka 3a HCTOHACOYEHOCTa Ha MOTyIIPaBUTe
BakaT CJIEeTHUBE CBOjCTBA:

1°. pTTp, |‘1|/
2 pg=gMp, A=
3°. (pTTq u qTTr):pTTr. ’ ;/>

9 1pr5
Cumbornor ,,= “ ro yurame: ,,... ,,aK0 ..., TOrami ... Win ,,01 ... caeayna ...".
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Ipr. 6

(€]
Jepunuyuja 3. MuoxecTBoTO P0ojI cCHTE MOTYNPABH, KOU C€ HCTOHACOYEHHU
! €O /Aa/ieHa MOJIyNnpaBa p ce BUKa HACOKA, 3a/1aJleHa €O MOoJIynpaBara p.

[Tomympasa p, unu koja OuIIo Ipyra moiynpasax oJf Hacokara P 3aiajieHa co moiaynpaBara

P, ce BUKa MPeTCTABHUK Ha Taa HAacOKa. Benuwme yire neka noynpasara p uma Hacoka P.

O‘II/IFJIGILHO, AKO JIBC MOJIYIIpaBU JICKAT HA ABC IIPpaBU KO HC CC MMapaJICJIHU, TOrall THC

onpeaciayBaar pasjiniHd HACOKH. AKO, MaK, MOJYIIPAaBUTC JICIKAT HaA IIapaJICIIHU IIpaBU, THC
omnpeaciyBaaTr UCTU UJIN CIIPOTHBHU HACOKH.

o

@

®0 @
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11

' Jlanena e npasa p. Kosiky pa3ianuHu HaCOKU MOXKE J1a C€ 3a/1a/1aT CO MOIYIIPaBy KOU JiexkKar

Ha rpasara p?

Korky pa3nmnaam HaCOKM MOKAT Jla Ce 3a7a/1aT CO MOJTyIPaBH, KOH ja COMPIKaAT Koja OmIIo
CTpaHa Ha JIaJIcH TPUATOJTHUK?

3ATAUH

Hanena e monymnpaBa AB u npou3BonHa Touka M ¢ AB. Konky pa3nuyHu MOTyNpaBH:
a) MCTOHACOYEHH, 0) CIPOTHBHOHACOYECHH CO MONympaBaTa AB MOCTOjat, IITO MUMaar
MOYETOK BO Toukata M?

[Tokaxku nexa, ako JajieHa Mpapa ja ceue eHa Ipasa Off JaJICH MPaBell, TOTalll Taa T cede
CHUTE IIPaBH Of TO] IPaBEILL.

IToxaxxu J€Ka, aKO IBEC IIPaBHU d U b ce ceyar, Toraii TuC HE HpHnafaaT Ha UCT IpaBeCIl.

Ncronacouenute nonynpau AC u CD nexar Ha ucra npasa. Koja ¢urypa moxe na
Ouje: a) yuujara, 0) MpeceKoT Ha THe Tonynpasu? HampaBu rpTexu.

CnporuBHO HacodeHuTe morynpasu AB u CD nexar Ha ucta npasa. Koja ¢purypa moxe
na Ouje: a) yHujaTa, 0) IpecekoT Ha THe moaynpaBu? HampaBu cOOMBETHH LIPTEXKH.

Hanen e aron AOB u mpousBosiHa Touka M. KoHcTpyunpaj aron co Teme Bo Toukara M, yuu
Kpai¥ ce: a) HCTOHACOYCHH, 0) CIIPOTUBHO HACOUEHH CO Kparurte Ha aronor A0B.
Jlokaxku iexa: JiBa aria co COOJBETHO CIPOTHUBHO HACOYEHH Kpalll C€ eTHAKBH.

OO OO OO
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1.2. HACOYEHA OTCEYKA. BEKTOP

3HaeMe, HU3 KO OWJIO BE pa3nuyHu TOuku A U B BOo paMHMHATa MHUHYBa €IMHCTBEHA
mpaea p, TO ja o3HadyBame yiite u co npasa AB. Co AB ro o3HadyBaMe H JIeJIOT O IipaBaTa
p OTpaHUYEH CO TOUKHUTE A U B, KOj ce BUKa O0Tce4yka co kpajuu Touku A u B. Toukure A u
B ru cmerame ,,paMHONpaBHU" U HE MpaBUMe pa3iuka Mely orceukata AB u orceukara BA.
Meryroa, mocrojat mpoOiIeMu BO KOH C€ pa3IyieayBaaTr U OTCEUKH, Kaj KOM €IHaTa KpajHa TOUYKa
ce cMeTa 3a MOYeTOK, a Ipyrara KpajHa Touka - 3a Kpaj Ha OTcevkara.

& Megpunuyuja 1. Orceuxara, Ha K0ja eHATA KPajHA TOYKA € 3eMeHA 32 MOYETOK,

t@i a Ipyrara - 3a Kpaj, c€ BHKa HACOU€HAa 0TCeYKa HJIH BEKTOP.

Ako Ha orceukara 4B Touykara A e m30paHa 3a MOYETOK, & B - 3a Kpaj, Toraml Taka

OIpEAC/ICHATa HACOUCHA OTCCYKaA CI/IM60JII/I‘-IKI/Ija 3aluiryBamMe Co AB. Hpnroa, Ha IMpBO MECTO
To NUIIyBaMe MOYCTOKOT, a Ha BTOPO MeCTO-KpajOT Ha HacodycHara OTCCUKa.

Hacouenara orceuka, OJHOCHO BEKTOPOT AB T0 L[pTaMe Kako OTCEYKa CO CTpelIKa,
IITO ja CTaBaMe Ha KpajoT BO Toukara B (1pt.7). BekTtopure 4ecTo ru 03HaUyBaMe U CO MaJu

JIATUHCKU OYKBH, KOTa Ha/l HUB CE€ CTaBaT CTPEJIKH, Ha pumep: a, b, ¢ utH. (upt. 8).

é/lé A ;» - c F
b —E
Lipr. 7 D Ipr. 8
@ OGenexu Tpu pasiaudHu Toukn co AB u C 1 HaupTaj rv HacoueHute orcedku AB, AC

u BC!
Kaj cekoja HacoyeHa OTCEYKa, OMHOCHO BEKTOP, pasjMKyBame: J0JIKHHA, MpaBel U
HAaCOKa Ha BeKTopoT. Ha npumep:

—_—

Axo AB e BEeKTOp, TOTall pacTojaHuEeTo AB ce BUKa I0JI’KHHA HA BEKTOPOT AB 1 ce

O3Ha4yyBa Co ‘AB‘ ,unmu AB . IlpaBenot, 3a7a7eH co npasara AB, ce BUKa mpaBell HA BEKTOPOT

—_—

AB . A Hacokara, 3a/1aJieHa co ToJrynpaBara AB, ce BUKa HacCOKa Ha BeKTOpoT AB . Axo nBa
BEKTOpa MMaar UCT TpaBell, T.e. THE JIeKAT Ha €IHA MpaBa WM HA JIBE Pa3IUYHU MapajieTHu

MpaBH, TOTAlll BEIUME JeKka THE ce koJuHeapHu. Ha npumep, Bektopure AB, CD un EF,

OIHOCHO @, b m ¢ Ha OPTEXKOT 8 ce KOJIMHEapHHU.
@ Bekropute AB u PS ce konuHeapHu. Jlanu ce konuHeapHu U Bektopure 4B u SP?

3a Bextopute AB u CD Benume neka ce neronacouenn u mamysame AB 1T CD, ako



nonynpasute AB u CD ce ucronacouenu (upt. 9), a 3a Bekropure EF u GH Benume

JIeKa CE CIHPOTHBHO HACOYEHH U IHUIyBaMe EF T GH , axo nonynpasute EF u GH ce
cnpOTuBHO HacoueHu (upt. 10).

D B F Toukure Au B ( A # B) onpenenysaar
G nBa Bektopa AB n BA, xou nmaar mcra
JIOIKMHA, HO C€ CIIPOTHBHO HACOYEHHU.
C A F E

Z[Ba BCKTOpA, KOM HMAAT HUCTAa HOJDKHHA U
CIIPOTHMBHU HACOKH, CE€ BHUKAAT CIIPOTHBHU

Lipr. 9 Llpr. 10 BEKTOPH.

—

AKO a e JazieH BEeKTOp, TOorall CHPOTUBHUOT BEKTOP HAa HETO I'O 03HAYYyBaMe CO —d .
Bo Maremarukara yecto maTu ce pasrviellyBa HacOU€Ha OTCEYKa BO KOja MOYeTHATa U
KpajHaTa TOYKa Ce COBITaraaT, Kako Ha MpUMep HacoueHara orceuka MM . TakBUTE OTCEUKH
BO KOM IOYETHATa M KpajHaTa TOYKa Ce COBMAraaT c€ BHKAa HYJITAa HACOYeHA OTCeYKa WU

HYJTH BeKTOp. Toa e BeKTOp co AOJKMHA HyNa, HO 0e3 oIpe/iesieH npasel u 6e3 onpeaeneHa
HacoKa. 3aToa HYJITH BEKTOPOT € KOJIMHeapeH €0 CeKoj Apyr BeKTop. Cekoj HyATH BEKTOP IO

o3HauyBaMe ymte u co 0.

@\‘ a) 3amnuIy ' CUTE HEHYJITH BEKTOPH co KpaeBu BO Au B (A # B).
~ 0) 3anuiy M CUTE BEKTOPH CO KpaeBH BO TOUKUTE A 1 B.

©

Jlanu e TouHO JeKka: a) AKo J1Ba BEKTOpa MMaaT MCT MpaBell, TOorall THe MMaarT U HCTa
Hacoka, 0) AKo J1Ba BEKTOpa UMaaT UCTa HACOKA, TOTAlll THE UMAaT U KCT MpaBell, B) AKO
JIBa BEKTOpa C€ CIPOTUBHO HACOYEHH, TOTAIll THE UMAaT MCT MpaBel?

Jlanu e ToyHO TBpAEHETO: J[Ba BEKTOpa MMaaT HCT MpaBell, ako U CaMO aKo THE Ce
VMCTOHACOYEHU WU CIIPOTHUBHO HACOYCHU?

Touno 1 e nexa: a) Cexou JiBa HCTOHACOYCHU BEKTOpa ce KoiauHeapHu?, 0) Cexon aBa
CIPOTHBHO HACOYEHHU BEKTOPA CE KOJTHHECAPHH?

Hanpraj HeKkoJIKy BEKTOPH CO €HAKBA JOJDKUHA.

Kaksa Bpcka mocrou Mery NODKMHUTE Ha BekTopute ABu BA? 3anummu ja Taa Bpcka.

Koj BekTop vMa moBeke: a) mpasiiu, 0) HACOKH?

®®0 6 6

—_— —

10 /[lanen e BexTop AB u mpousBoiHa Touka M. Hanpraj BEKTOp a CO IMOYETOK BO TOYKara

—_—

M, K0j 1a € UICTOHACOYeH O 4B W Ja Ma UCTa JOJDKHUHA CO HETO.

OO OO OO
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1.3. EIHAKBOCT HA BEKTOPU

? Jepunuyuja. Bextoputre AB u CD BeimMe JeKka ce €IHAKBH, aKO THE
@ HMaAaT IHAKBH JIOJZKMHU U C€ HICTOHACOYEHH, T.€. aKO

|AB|=|CD|uAB ™ CD.

Lpr. 11 b B Lpr. 12 pr. 13
H

Ha npumep, Bekropure AB u CD na prex 11 ce eaHakBy U MUITyBamMe AB=CD. Ho,

C A

Bektopute EF u GH Ha upt. 12 He ce eHaKBH, HAKO UMaat eaqHakBu AoipkuHA (3omTo?). U

BEKTOPHTE P_Q u RS (pt. 13) He ce emHAKBH, HAKO UMAT UCTa Hacoka (3o01ro?).
CuTte HyITH BEKTOPH CE€ eTHAKBU Mery cebe, T.e. AA=BB=CC=...=0.

On nprexor 14 commacHo AeduHUIMjaTa 3aKITydyBame

/D ACKa CIHAKBOCTA HA BCKTOPHUTC ' UMa CJIICAHUBC CBOjCTBa:
// B 1°. AB = 4B,

E A 2°.AB=CD = CD= 4B,
Lipr. 14 3°.(E=@I/I @':ﬁ):ﬁ:ﬁ

Ha uprexot 15 mienate Tpu rpynu Ha €IHAKBU MeTy ceOe BEKTOPH.

§ A

Lpr. 15 Lpr. 16

@ ITo3uaro e neka AB = MN . Janu e TouHo neka: a) AB || MN, 0) AB =MN?

Heka e naen Bektop AB u eaHa npou3BoHa Touka M ¢ AB, unu M' € AB. Ke nokaxeme

JIeKa TTOCTOU €IMHCTBEH BEeKTOp MN , CO MoYeToK M, Koj € eTHAKOB CO JIaJCHUOT BEeKTOp AB
(upr. 16).

HaBucrtuna, cormacHo akcuomara 3a napajieJHoCT, HU3 Toukara M MUHyBa €TUHCTBEHA
IIpaBa p - napajieiaHa co npasara 45. Ako Ha npaBara p oj Toukara M BO HaCOKa Ha BEKTOPOT




_—

AB ja naneceme orceukara MN (W = @), ke nobueme enuHcTBeHa Touka N - Kkpaj
Ha Gapanuot Bekrop MN (upr. 16).

_ _—

Konctpykimujara Ha BEeKTOpOoT MN ce BUKAa NpeHecyBame Ha BeKTOPOT AB on
Toukara M (uprt. 16).

3HaLII/I, HAaJlCH BCKTOP a MOXKC Ia CC IIPCHCCEC O KOja OMJI0 TOYKA BO paMHHUHATa.

3ATAUH

(2\ ' Ha uprexor 17 npasute a,b,c u d ce napanennn.
- Jlanu € TOYHO JeKa:

a) AB=KL, 6) AB=FG B) BC=KM ,
r) EG=PQ, n) AC=FH ) PR=KL?

®

Jlany € TOYHO TBPJEHETO:
(AB|| KM u AB=KM) = AB=KM .

Heka ABC e tpuaronnuk, a Toukute M, N, P ce
cpenuHH cooaBeTHO Ha cTpanute AB, BC u CA. [lanu e
TO4YHO jeka (upt. 18):

a) AM = MB, AP=BN , ) PN = MB,
r) AP=CP, ) NC=BN?

®

- — -

Ha nprexot 19 3amanenu ce Bekropure a, b, ¢ =

©

u Toukara M. [Ipenecu ro cexoj o THE BEKTOPH OJ1 _—

Toukata M. M\
GS\‘ Hanpraj mpousBosien Bekrop a u u3bepu touka N. b =

Hajmu touka M taka mTo MN = a. Kojky TakBU TOYKH

M mioctojar?

Hanpraj Bektop AB v o3Haun tpu Touku M, N u R

kako Ha 1pT. 20. [IpeHecH To BEKTOPOT AB on cekoja
oxn touknte M, N u R.

8 Kou on crnemHuBe TBpACHa ce TOYHH: a) AKO JBa Tpr. 20
BEKTOpa ce KOJIMHEApHH, TOTalll THE C€ €IHAKBH,

0) AKo JiBa BEKTOpa C€ KOJMHEAPHU U UMaaT eTHAKBH JOJKHHH, TOTAIll THE CC €HAKBH,
B) AKO JiBa BEKTOpa CE €JHAKBH, TOTAIIl THE CE KOJIMHEAPHH, T') AKO JiBa BEKTOpa MMaaT CTHAKBH
JIOJDKUHH Y ICTA HACOKA, TOTAIll THE C€ STHAKBU?

OO OO OO
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9 Hexka 4, O, B ce Tpu pa3nInyHu TOYKH. JlOKaxu JeKa:

ako Baxxu paBeHCTBOTO AO = OB, Toram toukara O e
cpenuHa Ha oTceukara AB.

C A
110‘ 3emu J1Ba IPOU3BOJIHUA BEKTOPA AB u CD Y TIPOM3BOJTHA ©
TOYKa M, 10TO0Aa KOHCTPYUPAj TH BEKTOPUTE MN = 4B
u MK=CD! Lpr. 21 D

11 Pagmycute OA, OB, OC u OD ua KpY)KHHIIaTa K 00pa3yBaar YeTUPH MPaBH ariH (L[pT.
21). 3emu mpon3BoHA TouKa K M KOHCTPYHPaj TH BEKTOPHTE:

_— _— s —

KL =0A,LM =OB,MN =0C u NS =OD.

Onpenu kakBa gurypa oOpa3yBaar Tre BeKTopru. KakoB € BEKTOpPOT SK ?

. 4. COBUPAIBE HA BEKTOPHU. CBOJCTBA

.HeKa aub censa BeKTOpa, & O-MpOoU3BOJIHA TOYKa BO pamHuHara (upt. 22). [la ro
npeHeceMe BEKTOPOT a ox Touxara O, 4Hj Kpaj J1a TO 03HaYMMe co A, a IoToa Jia To IIpeHeceMe
BEKTOPOT b o1 Toukara A 1 KpajoT J]a My TO O3Ha4UMe CO B, T.€. 1a T’ KOHCTpYHUpaMe BEKTOPHUTE
OA=an TB:E(upT. 22).

Bo 10j ciyuaj Toukure O u B onpenenyBaar €JeH HOB BEKTOP OB, YHj TIOYETOK €

IIOYETOKOT Ha BEKTOPOT a=04,a Kpaj My € KpajoT Ha BEKTOPOT b=0B.3a BEKTOPOT AB=b

BEJIMME JIEKa € HAI0BP3aH BeKTOP Ha BeKTopoT O4 =a.
3a Ko /1Ba BEKTOPH BeJIMME JieKa ce HajoBp3aHu? [lokaku ro Toa u co mpumMep.

Jla o3Haunme co O' apyra mpoU3BOJIHA TOYKA BO PAMHHHATA U J1a TH KOHCTpyHpame Ha
TOPHUOT HAYMH BEKTOPUTE OAd=awu AB=b (upr. 22). Ke noGueme BeKTOp O'B'. Moxe
Jla ce JJOKaKe JIeKa BEeKTOPUTE OB u O'B' ce ennaxsu. Toa MOKa)KyBa JIeKa 32 CUTE MOXXHH
moJyioykOou Ha Toukata (' BO paMHHHATa, HACOUEHUTE OTCEUKHU O'B' oTpesieNlyBaaTr €/1eH HOB

BEKTOP ¢, IITO € ¢AHAKOB CO BEKTOPOT OB (upr. 22).

Q|

Lpr. 22



3a BEKTOPOT ¢ BeJIMME JieKa € 30Mp Ha BEeKTopUTe a u b.

—

9 Jleqpunuyuja. Axko a n b ce nBa Bekpora, O e NPOU3BOJHA TOYKA U
o

"

| M IHUIIyBaMme:

—

OA+AB=0B,te. a+b=c.

OA=a,a AB=b, Toram BekTopoT OB = ce BUKa 30Mp HA BEKTOpPUTE a U b

Ja 3abenexxume eka ropHara aepuHuimja

3a 30uMp Ha JBa BEKTOpa a W b BaXH U KOTra

BEKTOPHTE anbce konuHeapHu (uprt. 23).

O S Lpr. 23 D
- ¢
3Hauu, 3a KOM OWJIO TP AajeHu Touku A, B, - c L X ¢
C Ba)ku paBEHCTBOTO: g \ 20 '
. - o b
AB+ BC = AC, a
KOE C€ BUKA MPABWJIO HA TPHATOJTHHK. Lipr. 24 A a

30MpOT Ha TPH AaJCHH BEKTOPH TO ONpeIeayBaMe Kora KOH 30MpoT Ha MPBUTE JBa
BEKTOpa I'0 JI0/aJIeMe TPETHOT BEKTOp (UpT. 24), UTH.
@ JlaneHu ce iBa BEKTOpa aub (pr. 25). Konctpyupaj ru 30MpoBUTE:
a) a+b, 0) b+a.
@ JlaneHu ce Tpu BEKTOpHU a, b,c (upr. 26). Konctpyupaj ru 30MpoBUTE:

a) (5+5)+2, 0) 2+(79+Z), B) (E+Z)+Z§.

b ¢
i p \

Lpt. 25 Lpr. 26

.Oz[ anreOpara 3HacMe JieKa orepalfjata coOupame Ha pallMOHAIIHA OPOCBH I'M MMa
cBojctrara: 1°. a+0=a, 2°. a+(-a)=0, 3°. a+b=b+a, 4°. (a+b)+c=a+(b+c), kane a, b, ¢ ce kou
OuII0 parMoHaTHu OPOEBH.

WHTepecHo € 1a BUIMMe JJaJid ¥ BOBE/ICHATA Olepalirja cCoOMpame Ha BEKTOPU MMa
CJIMYHU TaKBU CBOjCTBA.

Heka e manen Bekrop a = AB u Hyatu Bekrop 0= BB. HuBHuor 30up, coriacHo
MIPAaBUJIOTO HA TPUATOJIHUK, Ke Ouse

OO OO OO
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a+0=AB+BB=AB=a.
Co 10a oKaxaBMe JIeKa:

1°. 3a cexoj BEKTOp a, Ba)Ku paBeHCTBOTO a+0=a.

Hexka e nmagen Bektop a = AB. Toramr cripoTUBEH Ha HEro ke Ouje BEKTOPOT —a = BA.

HaBucrtuna, ako ru codbepeMe Tue JBa BeKTopa ke modueme: a + (—a) = AB+ BA= AA=0. Co
TOA JOKa)KaBMe JIeKa.

2°.3a cexoj BEKTOp a, Ba’KM paBeHCTBOTO: a + (—a) =0,

T.€. 30UpOT Ha KOM OMIIO JIBA CIIPOTHBHHM €/I€H Ha JPYT BEKTOPHU € HYJATH BEKTOP.
Cera ke mokakeMe Jieka cOOMPameTO HAa BEKTOPUTE € KOMYTAaTHBHA M aCOIMjaTHBHA
oreparyja, T.e.

3°. 3a cexom 1Ba BeKTOpPa @ U b BaKM PaBeHCTBOTO: a+b=b+a.

-

4°. 3a cexou TpH BEKTOPU a, b,c BaKu PaBeHCTBOTO: (a+b)+c=a+(b+c).

—

3a J1a To JIOKa)XXeMe CBOjCTBOTO 3°, BEKTOPHTE aubru MpeHecyBaMe OJ1 UCTA TOUYKA-TIOYETOK
O.Hexa a=0A4 u b=0OB. Hexa M e taxsa Touxa mto AOMB e napaiesnorpam (upt. 27).

On cBojctBara Ha mapanenorpamor AOMB 3Haeme
neka OA=BM n OA || BM. OcBen Toa, BEKTOpPHTE

OA u BM ce ucroHacouyeHHu, Ia 3atroa BM =a.

Amnanorno, Baxu AM = b. 3aroa:

—_— — —

a+b=0A+AM =OM wu b+a=O0B+BM =OM
Ta BaXKH:
a+b=b+a.
®dakToT eKka BeKTopoT OM e 30up Ha
BEKTOPUTE OA n OB, xane M e TakBa TOUKa IITO
AOMB e napanenorpam, ce BUKa NPaBuJio Ha
napaJjieJiorpam.

3a 11a ro mokakeMe CBOjCTCTBOTO 4°, m30upame

npou3BosiHa Touka O. Heka A e TakBa TOYka MITO -
OA=a, B e taksa Touka mro AB=b u Cetakea O (a+b)+c = a+(b+c)

Touxa mwro BC =¢ (upr. 28). Ipr. 28

Toramr on yprexoT 28 nmame:

(5+5)+Z=(&+ﬁ)+ﬁ=@+?€=ﬁ‘ u



a+(b+c)=04+(AB+BC)=04+ AC =0C,
I1a riiegamMe JeKa

(E+Z§)+E:5+(_6+E).

3AIAYA

@ Pagunycute OA, OB, OC, OD Ha kpyxHuuiata K (1pt. 21) o6pasyBaar ueTHpH IpaBH ariu.
Konctpyupaj ru 36upoBure:

a) OA+OB,6) OB+0C,8) OA+0C, 1) OB+0D, 1) OA+OB+0C +OD.

Hanen e mecraronaukor ABCDEF (upt. 29). Onpenu E
ro 30MpOT Ha BEKTOPUTE: D
a) AE + EF, 6) AE + ED+ DB, 8) BD+DC,
r) AB+BD+DE, ) BD+DC +CB. F C
S5 Ogpenu, Ha KOW BEKTOPHU MPETCTABYBa 30HUP CICTHHOT A
BEKTOD. B
a) DC,0) BC,B) AB (upr.29). [Ipr. 29
@ Jlagenn ce Bekropute a, b, ¢, d (upt. 30a).
Kouctpyupaj ru BekTopuTe: 2)

a) 5+I;,6) a+e, B) l;+3,r) Z;+E,J1) 5+(—5).

@ Oznauu met paznmuynu Touku co 4, B, C, D u E. Co p : /

nomom Ha Bekropure AB=a, BC=b, CD=c¢ u .
— = —_— == — b
DE = d w3pasu ru Bekrtopure. AC, CE n AE. \
8  Iokaxu Jeka Baxu TBPIACHETO, a=b=>a+c=>b+c. 6) a ~
b
| 9 JlaneHu ce BEeKTOpHTE a u b urtoaxara M (pr. 300). M

Opn toukara M HaHecH IO BEKTOPOT 4 W HErOBHUOT
kpaj o3Hauu 1o co N. [Toroa ox Toukara N Hanecu ro Lpr. 30

BEKTOPOT —b ¥ HEroBHOT Kpaj o3Hauu ro co P. Ha kou

BEKTOpH, BeKTOpoT MP e 30up?

OO OO OO

BEKTOPU. TPAHCJIALIUJA




I.5. OI3EMAIBE HA BEKTOPU

Omnepanujata of3eMame Ha BEKTOpH ja aAeduHHpaMe (MCTO Kako Kaj OpOeBUTE) KaKo
oOpaTHa orepalirja Ha COOMPamETO Ha BEKTOPH.

o

e Jlepunuyuja. Pazimka Ha BEeKTOP a €O BEKTOP b Ce BUKA TAKOB BEKTOP

@ { X 4Hj 30Hp CO BEKTOPOT b € eIHAKOB CO BEKTOPOT a, T.€. 1a BaXKu x+b=a.

Pazimkara Ha BEeKTOPOT a €O BEKTOpP b Ce 03HAYYyBa co x=a—b.

—

Ke mokaxxeme JACKa 3a faJICHU BCKTOPU a U b , CCKOT'alll TIOCTOU TAKOB BEKTOP X = a — b.

B -
Hexka BeKTOpI/ITC a u b mmaar 3aCJHUYKH ITOYCTOK

b P O,re.nekae a=0A, b=O0B (upr. 31). bapanunor Bekrop
(ako mocToM) MOXeE J1a ce HaHece BO ToYKara B W Heka ¢

a=0A4. Ho, Ounejku 30upor h+x=0B+BM =0M

Q|

MoOpa Jia € €IHAaKOB CO BEKTOpoT a = OA, 3atoa Toukata M
Lpr. 31 Ke ce coBIIajHe co Toykara A, T.e. M=A4.

Cropen Toa, MPaBUIIOTO 32 OJ]3€Mab€ Ha BEKTOPH, IVIaCH: OA-OB = BA.

Ke nokaxenme gexa: O3eMambeTo Ha BEKTOPOT b on HEKOj BEKTOP a MOXe J1a Ce 3aMEHN
CO J10aBambe KOH @ Ha BEKTOPOT —b,wro e CIIOPOTUBEH HA b, Te. Baxu: a—b=a+ (—B),
OJTHOCHO pa3JinKara a—b € eHaKBa Ha BEKTOPOT a+ (—E) .

3a J1a ro JoKakeMe Toa, JIOBOJIHO € Jia MoKakeMe neka b +[a + (—b)] = a. HaBuctuna,
Bp3 OCHOBA Ha CBOjCTBaTa Ha 30MPOT Ha BEKTOPUTE, UMaMe:

l;+[5+(—l;)]=[2+(—l;)]+l;:5+[(—l;)+l;]:2+6=2.

@ Haupraj 1Ba mpou3BOJIHN BEKTOpa au b,amnoroa KOHCTPYHpaj TH pa3IuKHUTeE:
a) a—b,0) b—a.

[1ITo 3abenexyBali o1 perieHneTo Ha 3a1a4a 1? Jlanu pemieHujara moj a) u 0) ce ucTu?
3abernexyBalll J1eka BEKTOPUTE a—b u b—a He ce eIHAKBH, TYKY CIIPOTHUBHH.

3HayM KOMYTAaTHBHHUOT 3aKOH 3a OJ3¢Mare¢ Ha BEKTOpH He Baxku. McTo Taka u
aCOIMjaTUBHUOT 3aKOH 32 OJI3EMAThe HA BEKTOPH HE BAKH. Bo Toa 5ecHO ke ce yBepuIl ako
u3oepent TPH BEKTOPH a b W ¢, Kajie WTO ¢ e HeHyJITH BEKTOP, & I0T0a ¢ KOHCTPYKLMja Ha
BEKTOPUTE (a b) cua- (b c) ke 3a0eeXuI JIeka OBHUE JIBa BEKTOPA CE Pa3IIUIHH.

[Tpu ocobGoayBame 011 3arpajii BaykaT HCTUTE MPaBHJIa KOM BaXkKaT MPU 0CI0001yBabe
OJ1 3arpajid BO €JIeH M3pa3 OJ1 eI WK PallMOHATHN OPOCBH.



3ATAUA

@ Jlanenu ce 1Ba KOJMHEApHU BEKTOpa a U b co ucra Hacoka. KoHcTpyupaj ja pasnukara

a-b,axoe a) |a>|b], 6) |al<|b|, B) |al=|b].

@ JlaneHu ce Tpy BEKTOPH CO 3a€AHUYKH MOYETOK ! SA , SB ) SC. Konctpyupaj ru BekTopure:
a) SA-SC, 6) SB—SA, B) SC-SB.

@ Harnpraj n18a npoun3BosiHu BeKTOpa au I;, a M0TOa KOHCTPYHPA] T BEKTOPUTE:
a) a+b, 6) a—b, B) b—a, ) —a—b.

7 C
5 Hauprexor 32 3aganeHu Ce BEKTOPHUTE AB=a, 5 - .
BC=b, CD=c. a c
W3pasu ru BekTopuTe: 54, @, DB u DA o momont A
Ha BEKTOpUTE a, b U c. Lpr. 32 B

6 VYopocrtu ru uspasure: a) (E +A_(f)+ (@ —E),
6) (4B — AC)~ (DB —DA), B) (AB — BC)+(CB—~CD)~(CD + AD).

@ Onpeay T BEKTOpUTE: a) a-a, 0) a-0, B) 0—a, r) (5+l;)—l;, 1) 5—(5+5).
8 CoO KOHCTpYKIIHMja MOKAXKH JIeKa BaXKU PaBEHCTBOTO a-b= —(E — ;) .
9

Hexka A4,B,C,D ce npou3BoJIHA TOYKH BO paMHHHATA. J{OKaXH:

_— — — —

10 Hanpraj mpoU3BONIEH BEKTOP @ , @ TI0TOA KOHCTPYHMPAj TH BEKTOPHTE!

a) a+a,06) 5+5+5,B)2+5+5+5.
1.6. MHOXEIBE HA BEKTOP CO BPOJ. CBOJCTBA

. Hexka e 3amanen Bexktop a. 3HaeMe Aa ro ofpeaume 30upoT
a+a+a+a (upr. 33). Toj 30up kpaTko To 3amuiryBame co 4a u

ce BHKa MPOM3BOJ Ha BEKTOPOT a co Opojot 4. OuurienHo e neka

AOJDKUHATAa Ha IMPpOU3BOAOT da e CAHAKBa HAa JOJDKMHATA HAa BCKTOPOT

a TIOMHOYKEHa cO 4, 1 MMa UCTa HacoKa co BeKTopoT a (upt. 33).

Lpr. 33
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HpOI/I3BO)10T Ha BEKTOpPOT a CO 6p0j0T 1 ro BUKamMe caMHOT BCKTOp a, a [IPOU3BOJ Ha

BEKTOpPOT a co Opojot —1 ro BUKaMe —a, IITO € CIPOTUBEH Ha AaJCHUOT BeKTop a (upt. 34).

IIpou3sBon, mak, Ha BEKTOPOT a CO HEKOj HEraTuBeH Opoj, Ha mpumep, co 6pojot —4, ro
BUKaMe TaKoB BEKTOp AM , uMja JOIDKMHA € €JHAKBA Ha JOJDKUHATA HA BEKTOPOT @ MIOMHOYKECHA

co Opojor |-4|, a uma Hacoka IITO € CIPOTHBHA Ha Hacokara Ha BekTopoT a (upt. 35). Bo
CMHCIIa Ha Toa ja npugakame clieHaBa OIITA!

///

N

/b‘0
M
Lpt. 34 Lpt. 35
o | Jepunuyuja. IIpousBog HA HEHYJTH BEKTOP a co opojor k=0 ce
(€]

BUKa TaKOB BEKTOP, ‘Il/lja AO0JIKUHA € €JHAKBA HA NMPOU3BOAOT O JO0JKHHATA

Ba BEKTOPOT ¢ W AaNCOJYTHATa BPeJIHOCT Ha OPOjoT X, U € HCTOHACOYEH CO

R

9

BEKTOPOT ¢ npu Kk > 0, 8 CHPOTUBHOHACOYEH €O BEKTOPOT ¢ mpu k< 0.

[Tpou3BOIOT Ha BEKTOPOT a co OpOjOT K TO O3HAUyBaMe CO x a . COrIacHo nepuHAIIjaTa
uMame JieKa |1<5| = |K||5|

Co ropuara neduHuigja He ce omdareHu caMo CiIydyauTe Kora a =0 ux=0. Hus
T'H BOBElyBaMe CO JOIMOJHUTEIHU ACPUHUIIUN: K* 0= 6, 3a cekoj opoj k, u 0 a= 6, 3a CEKOj
BEKTOP a.

On ycBoenara jeuHHIMjA CIeIyBa JIeKa: BEKTOPUTE d U Kd CE WIW UCTOHACOUYCHH
(mpu x > 0), nnu cipoTuBHO HacodyeHu (npu x < 0), T.e. *MAaaT UCT NMpaBell, OTHOCHO JeKa ce
KOJIHHEAPHH.

@ ) JlazeH e BeKTOp a. Kouctpyupaj ru BekropuTe: a) 2 a, 0) -3a.

.Oz( anreOpara 3HaeMe JieKa orepalyjara MHOXKEHE Ha PallMOHATIHA OPOCBH T'H UMa
CBOjCTBara:
1°. l-a=a, 2°. (kp)-a=Kk(p-a), 3°. (xk+p)-a=ka+pa, 4°. k(a+tb)=ka+kb,
kaze K, p, a u b ce mpousBoiHM OpOEBH.
Mosxe 1a ce Mmokaxe Jieka, TAKBU CJIMYHU CBOJCTBA MMa M OTepalldjaTa MHOKEHE Ha
BEKTOp CO OpOj, OMHOCHO JCKa.

3a Kou OWJI0O BEKTOPH ¢ M b W KOM OMJI0 OPOEBH K H p, BaKAT paBeHCTBATA:




1°.1.a=a, 3°. (K+p)-5= k5+p5,

2°. (kp)-a=k(pa), 4° k(a+b)=ka+kb.

3ATAYH

@ 3anaj ABa BEKTOpa a u b, noroa KOHCTPYHpa] T BEKTOPUTE:
a)3a+b, 6)2a-3b, B) a-b.

3a kou BpeAHOCTH Ha Opojot K Bektopure a, (a#0)uka ce:
a) UCTO HACOYCHH, 0) CIIPOTUBHO HACOUCHH, B) €HAKBH, I') CIPOTUBHHU BEKTOPHU?

@ 3a Kou BpPEAHOCTH Ha OpojoT K ce TOYHM MCKa3uTe:
a) Ka=a, 0) |1<5|> |5|, B) |K5|<|5|, Kaje a e HEHYJITH BEKTOP?

@ Kowu cBojcTBa Ha omeparjata MHOXKEHE Ha BEKTOp CO Opoj TH M3pa3yBaaT paBeHCTBATA:

a) (m-n)a :m(n-a), 0) m5+n;=(m+n)5, B) ma+ml;=m(a+l;)?

6 Kopucrejku ru CBOjCTBaTa Ha OMEPAIMUTE CO BEKTOPH, YIIPOCTH ' U3PA3UTE:
a) 2a—-3b—a+5b,6) 2(3a+b)+3(—a+2b),
8) 3(a—25) - 2a +4[La—15).

@ Ha uprexxor 36 3amazgeHu ce BEKTOpUTE

—_ -

a, b, c u d. W 3pa3u ru Bekropute b, c u d a

b
IIPEKY BEKTOPOT a . /
Ha nprexot 37 3agaieHu ce BEKTOpPHUTE OA,

OB u OC . Onpenu tv OpOEBUTE K, K,, K,, 32

Lpt. 36

KOH BaKar paBeHCTBaTa: @ = Kl a‘i 0 O_C7 =
x, 04, OB =1,0C.

@ Heka O, A u B ce npou3BoiHU TOYKH, & M
HEKa € cpelrHa Ha orceukara AB. Jlokaxu

JieKa 0—M=g(@+ﬁé). c

Lprt. 37

10 Hekxa ABC e mnpou3BOJIEH TPHATOJIHWUK, a [ HEroBOTO TexwuiTe. JloKaxku eka:
AT + BT +CT =0.

OO OO OO
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.7. CKAJIAPHU U BEKTOPCKHU BEJINYNHHU

Bo npeTxomHuTe JEKIMK ce 3aII03HaBME CO BEKTOPUTE, ONEPALMUTE CO HUB M HUBHUTE
cBojcTBa. BujoBMe Jieka cBOjcTBaTa Ha OIEPALMUTE CO BEKTOPH CE AHAJIIOTHH KaKO OHHE
3a OpoeBuTe. Bo mpakTHKara HajuecTo ce cpekaBaMe CO JIBa BHJA BEJIMYHMHU. CKAJAPHU U
BEKTOPCKH.

CkaJiapHH BeJIMYUHH CE OHKE, KOU CE HAIIOJTHO OTIPE/ICIICHH CO 33/1aBambe Ha €JICH 0poj,
OJIHOCHO CO HMBHaTa rojeMuHa. TakBH ce, Ha MPUMEp: TeMIepaTypara Ha BO3ayXoT (MepeHa
BO Llem3nycoBu cTemenn), Macara Ha €IHO Tejao (MepeHa BO TPaMOBH), TOJKMHATA HAa HEKOja
orceuka (MepeHa BO METPH), IUIOIITHHATA Ha JBOP (MepeHa BO M?), BOIYMEHOT Ha HEKOE TEJIO
(Mepen Bo M®) utH. 3abeneKyBame Jieka CUTE TIPETXOHO HABEICHN BEJMIUHY CE €HO3HAYHO
OTIpEIETICHU CO COOJIBETHATA EAMHHIIA MEPKa M MEPHHUOT Opoj.

BekTopcku BeJIMYMHHU, TIAK, CE OHWE BEJIMYMHU 32 YUE 3a/IaBamkbe € MOTPeOHO HE caMo
HUBHATa roJIeMUHa, TyKYy ¥ HUBHaTa Hacoka. Tue ce cpeTHyBaaT MHOT'Y YeCTO BO (PM3UKaTa M BO
TexHuKara. TakBH ce, Ha MpUMep: Op3uHara, 3a0p3yBameTo, cujara u Apyrd. EBe a1Ba npumepa:

IMpumep 1. Exen Bo3 ce nBmxu co Op3una ox 100 Km Ha vac, a e/ieH MaTHUK BO BO30OT
ce IBWKH co Op3uHa o 5 KM Ha yac. KonkaBa e Op3uHara Ha MaTHUKOT BO OJIHOC Ha 3emjara?

bunejku Op3uHaTa € BEKTOpCKa BEJIMUYMHA, HEOMXOAHO € Jla 3HaeMe JaJii MaTHUKOT BO
BO30T C€ JIBUKH BO MCTaTa HACOKa Kako M BO30T, WIIM aK, BO CIIPOTHBHA HACOKA. AKO C€ IBHKU
BO HCTa Hacoka kako u Bo30T (upt. 38a), Toram OGapaHara Op3uHa Ha matHUKOT ke Oume 100
km/h +5 km/h=105 km/h Bo Hacoka Ha IBUXKEHETO HA BO30T. AKO IaK, IATHUKOT CE€ JBHUKH BO
HAcoOKa CIPOTHUBHA OJ1 IBMKEHETO Ha B30T (1pT. 380), Torarn Oapanara Op3una ke ouge 100
km/h-5 km/h=95 km/h Bo Hacoka Ha JBHKEHETO HA BO3OT.

Ipumep 2. Tpu jaxxuma ce Bp3aHU BO
jason, @ ocTaHATHTE KPAeBH ja30JIOT IO TerHarT &)

TPH Jiella BO pas3iIMYHU HACOKU. AKO Jerara vV, V.

BOCIIOCTABHJIE PAMHOTEX3, IITO MOXKE Ja ce g

Ka)ke 3a TPUTE BEKTOPHU Ha cuiia? —
Heka jazomor e Touka O, a Tpure Llpr. 38 Vo Ve

BCKTOpPHW Ha CHJIa TH O3HAa4YMMe CO a,bn C
(upt. 39). dakToOT ACKa Aemara BOCIOCTABUIIE
paMHOTEXa, BCYITHOCT, TOKa)KyBa JeKa 30UpOT

Ha Bekropute a,bu c e 0, e. a+b+c=0.

@ Kowu BenmmumHM ' HApeKyBaMe CKaJIapHu?
Habpoj Hexou ox1 HUB.

2 Kon  BennmuuHM  I'M  HapekyBame TTpr. 39
BekTOpcku? Habpoj HeKou o7t HUB.



@ On npeametot reorpaduja 3HaEI 1eKa BO CeKoja Touka o 3eMjata (OCBEH BO CEBEPHHUOT
Y jY)KHHOT TIO0JT), IHO3HAYHO CE€ OINpPECICHN HACOKHUTE. MCTOK, 3amaj, ceep u jyr. Heka
HHE ce Haorame BO Hekoja Touka A. a) [lamu co mpaBeroT ceBep-jyr € omnpeesieH BEKTOp
B0 Toukara A? 6) /laiu co Hacoka BO HCTOK € OTpeJieieH BEKTOp Bo Toukara A?, B) Jlamu

CO IPUABHMKYBAaE O] TOUKaTa A 3a SM BO HACOKA 3arajl € OIPE/EIeH BEKTOP BO TOUKaTa
A?

@ JlazieH BEKTOp a=AB MIPETCTaBH IO Kako 30up o a) 1aBa, 0), TPH, B) YECTHPH KOU OHIIO
BEKTOPH.

|. 8. TPAHCJIALIMJA

Bo VI oapnenenue ce 3amo3HaBME CO JABa BHJA IPECIUKYyBamke Ha paMHUHAaTa Ha
camara cebe. Toa Oea ocHa u meHtpajHa cumerpuja. Cera ke pasmiegaMme yuITe €IeH BHU]I
MIPECINKYBamke, HAPEUCHO TPAHCIANMja.

Heka e nmajmeH exen Bektop a. 3HaeMe, BO Koja OMIIO TOYKa S 0l paMHUHATA MOCTOU
eIMHCTBEH BeKTOp SS1, KOj € emHakoB co BekTopoT a (upt. 40). 3Haum, 3a cekoja Todyka S
MOCTOM €IMHCTBEHA TOYKA S, TaKBa ITO SS1=a.

Jla u3BpLIMME €1HO MPECIUKYBakbEe HA TOUKUTE
0] paMHHUHATa CorIacHo nmpaBuioTo: Ha cekoja Touka M,

_—

1 ce mpuapyKyBa Toukara M, TakBa ITO BEKTOpOT MM

M, B
s, A, C
e Ja € eIHAKOB CO JAAEHHOT BekTop «. Ha Toj Haumm
B
M umame: M > M,, A— A4, B— B,, C — C, utH. (upr.
S A c 40). OBa npecirKyBambe Ke ro BUKaMe TpaHcJaamuja 3a

BeKTOP a, WK cCaMO TPaHCcJIaluja, a ke ro 03HadyBaMe

Lpr. 40 C . . .

co 7- . Cropen T0a ja yCBOJyBaMe ClICAHABA!
? Hepunuyuja. Tpanciaanuja 3a BeKTOp a ro BUKaMe IPecaKyBambeTO
v (na paMHMHATA HA caMaTa Ha ce0e), IPH Koe Ha ceKoja Touka M ce NPUAPYKYBa

‘- Touka M, TakBa mto MM =a.

JlajeHnor BeKTOp a ce BUKA BEKTOP HA TpaHciaumja 7-, Toukara M- ciaMKa Ha

TouKara M npu 7-, a Toukara M-opuruHai Ha M.

OO OO OO
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Jla pasmiename TpaHclIanyja 3a HYATH
BEKTOp. AKO Toukara 4 ce Mmpeciuka BO TOUKa Al,

TOTAlII ﬂl -0 , a 3aT0a A, =A. 3Ha4u ceKoja To4Ka
ce MpeciIMKyBa caMa Ha ce0e. 3aToa TpaHcanyjara
3a HYJITH BEKTOp ja HapeKyBame HIeHTHYHA
TpaHcJaNuja.

Axo Toukara M, e ciuka Ha M 1ipu 7-, T0a
.
: . M, =7-(M).
ro sanunrysame. M —— M, umu M, =7.(M) Ipr. 41
3a ja ce ompenenu ciukara M, Ha Toukara M nipu 7-, JIOBOJIHO € BO TOYKaTa M na

—_—

ce mpeHece BeKTopoT a. [Ipu Toa ro mobuBame eAMHCTBEHUOT BeKTOp MM 1 = a, 4nj Kpaj €
Oapanara Touka M- crimkaTa Ha To4kara M.

@ JlaneH e BeKTop a utoukn A, Bu C. W3Bpimm Tpancnamnuja Ha Toukute A, B u C 3a
BEKTOP a.

Co tpancnanmja 7- MOXeMe J1a BpLIMME [PECIMKYBabhe He CaMo Ha LieaTa PAMHUHA,
TYKY U Ha ceKoj e’ o Hea. Ha npumep:

Bo pamuunara Heka e 3amazeH Bekrop a W exeH TpuaromHuk ABC (upr. 41). [a
W3BpIINME TpaHcanyja Ha TpuaronHukotr ABC 3a BekTop a , 3Hauu: cexojatouka A, B, C,....M,...

o tpuaronnukor ABC 11a ja npeciukame npu Tpancnanuja - . llpuroa, MHOKECTBOTO Off CHTE
HUBHHU CIIUKU Al,Bl,CI,...,Ml,... ke ro o0pa3yBa TPHATOJTHUKOT A,B,C,-civka Ha TPHArOJIHUKOT

ABC npu 7-. Toa cumbonnyku ro sanunrysame: A4, B,C, =7-(A4ABC).
a
Tpancnaudja 3a BEKTOp -a, T.e. 7 - Ce BHKAa CNPOTHBHA TPaHCJIaUMja HA
TpaHcJIanujaTa 7.

Ipuroa Baxu: Ako 7-(M)=K, toram 7 - (K)=M. 3omro? OGjacHu co HpTex.

@ Janenu ce Tpu HekonuHeapHu Touku A, B u C. KoHcTpynpaj ja cinukata Ha Toukata C npu
TpaHcanuja: a) 3a BeKTop AB, 0) 3a Bektop BA .
3 | Ilosnar e enen map coonBETHU TOUKU A U A, ipu TpaHcanujara 7. Ha mito e eqnaxos
BEKTOPOT Ha TpaHcjalujara?

@ Janenu ce Tpu paznuuau KoiauHeapHu Touku A, B u C. KoHcTpynpaj ja cikara Ha TouKara
C co TpaHcnaija, mpHu Koja Toukara A ce IpecIMKyBa Ha Todkara b.



G ) Ha nprexor 41 n3BpiueHo e npecnukysame Ha Tpuaronaukor ABC co tpancnaumja 7- Ha

AAB,C, . Ilpu koja Tpancnanuja Tpuaronnukor AB,C, ke ce npecimka Ha AABC?

6 Ha uprexor 42 HaupTaHu ce JBE HCKPUICHH JTHHUU az B D

ABCDE... co enHakBU cTpaHu AB=BC=CD=DE=... \A\M,/

U eJHAKBU arM Mery HejBI/IHI./ITe CTpaHu. Ako D B oe E @
NPETHOCTaBUME. MCKpIIEHATa JIMHUja J1a C€ HIMPH U Ha
JIEBO U Ha JIECHO, TIOCTOU JIM TPaHCJIalKja MpH Koja Taa
ce mpeciuKyBa cama Ha cebe? Opapenu ro BEKTOPOT Ha " A D E H
Taa TpaHCcaluja.

Lpt. 42

G ) HaBexu npuMepy Ha (GUIypH, KOM MOXKe 1a Ce IPECIHKaaT caMu Ha cebe co IOMONI Ha

 HeKoja TpaHCIaIuja.

(g | Jlazenu ce nBe: a) UCTO HACOYEHH, 0) CIPOTUBHO HacoueHu nonynpasu AB u MN. [lanu
MIOCTOM TPaHCJAIKja IMPH KOja eIHaTa MOIyIpaBa ke ce Mpeciika Ha apyrara?

9 Ha mpasara p naienu ce aBe Touku 4 u B. M3Bpium TpaHcialmja Ha mpaBaTa p 3a BEKTOP:

a) AB, 0) BA . Ha wro ce NpEeCIMKYBa paBara p Ipu Taa TpaHcIanuja?
10 Janen e BekTop a . O3Haun zBe T09ku A U B u KOHCTPYMpaj TM HUBHUTE CIIMKU A, ¥ B,

npu TpaHcianujara 7-. Cropey ru pacrojaHujara AB u A B, . lllTo 3abenexynai?

. 9. CBOJCTBA HA TPAHCJIALIMJATA

Tpancnamujara ru UMa CiIeIHUBE TOBaKHU CBOjCTBA:
1°. Ilpu TpancianujaTa 7- 3a CEKOH Be TOYKH A M B M HUBHUTE CaMKH 4, =7-(A)
a

uB =t (B) Ba’Ku paBeHCTBOTO El = 4B . Toa YIITE IO UCKa)KyBaM€e U BaKa:
Tpanciaanujara ru 3anasyBa pacTojaHujara.
Heka 4 u B ce aBe NpOU3BOJIHU TOUYKH, A1 u Bl-HI/IBHI/ITe
cmky npy Tpancnammja 7- (upt. 43). Toraw nmawme: Ad =a
uBB =a. Crnopen toa: AA=BB, a OTTYyKa CJIeyBa JeKa
|TA1 |=| FBJ u AA ™ BB, omnocno AAi = BB u
AA 11 BB,.

AKo A, n B, He nexar Ha npaBara 4B, Toralil THe JIeKaT Ha €/IHa UCTa [OJyPaMHUHA 110

OJIHOC Ha mpaBaTa AB. 3a 1a ToKaxeme JeKa AB= A B, T0BOIHO € J1a TIOKaKeMeE JIeKa
AABA, = AB/AB.

OO OO OO
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Tpuaronuunure ABA, u B A, B ce ckianuu, Ounejku crpanara 4,B e 3aeqnnuka, noroa
AA=BB, n ZAAB = /B B4, (xaxo Hau3meHnuHn armu). Criopen toa: AB = 4 B,. Tounocta
Ha TBPJEHETO BO CIIy4ajoT Kora A, u B, nexar Ha npaBara AB ke ro npudarume 6€3 n0kas.

2°. Ako ToukaTta M nexu mely Toukute 4 u B u ako M, = T- (M), 4 =7-(4) m

B, =7-(B), Toram caukara M, aexu mely cimkure A, v B, Ha Toukurte 4 u B.
a
OBa CBOjCTBO IO UCKa)KyBaMe YIITE U HA CIEIHUOT HAUWH:
Tpanciaanujara ro 3ana3yBa nojpeayBambeTo Ha TOUKHUTE.

Hexa toukara M nexu mery Toukute 4 u B (upt. 44). Toram
BAXKHU PABEHCTBOTO AB =AM + MB. A oxn M, =1.(M),
A4 =7-(A) u B =7.(B) (upr. 44) COmIacCHO CBOjCTBOTO
1° cnenyBa nmeka AB= AB,, AM =AM, n W:WU

Ta 3aMEHYBajKH T BO MIPETXOTHOTO PABEHCTBO, JOOMBaMe

AB, =AM, + M B,, a Toa 3Ha4M JicKa TouKara M, nexu
merly Toukure A, u B,

3°. Tpanciauumjara 7- cexoja ¢purypa O ja npeciaukysa Bo ckiaaHa ¢purypa O,
Te. ©=7.(P) = ® =O.
Toa 3Haum nexa npu TpaHcIanyjaTa;
a) Otceukara AB ce mpeciuKyBa Bo €1HaKBa Ha Hea oTceuka A B ;

0) Cekoj aroj ce MpeciIrKyBa BO €IHAKOB cO Hero arodi (upt. 45);
B) Kpy:xuunara x(O,r) ce mpeciukyBa Bo CKJlaJHa co Hea Kpyxuuna «,(O,,r,) (upr. 46);

B, Lipr. 45 7 Lpr. 46
/
Ol Al
: WA
p k k,
O A

r) Cekoj TPHAroJIHUK Ce MPECIUKYBa BO CKJIaJICH CO Hero TpuaroiaHuk (ipt. 41), utH.
On (6) cnenysa neka: Ilpu TpaHcaanujaTa JBe MapajeJIHH NMPaBH ce MPECJIUKYBAaT BO

JABe MapaJieJJHU NMPaBH, a B¢ 32¢eMHO HOPMAJIHU NIPABH - NAK BO /iBe 32¢MHO HOPMAJIHU
NpaBH.

4°. Tlpu TpaHcaanujaTta 7; ceKoja mpaBa p ce NMPecJUKyBa BO MapajieTHa co Hea
npaBa WJju Ha camara ceoe (upt. 44 u 47).

5°. TIpu TpaHcianujara 7; ceKoja moynpasa ce mNpecjuKyBa BO IMOJIynpaBa Hc-
TOHaco4eHa co Hea (1pT. 48).



(i\ ) 3eMU e/lHa TpaHCIALKMja ¥ KOHCTPYHPaj ja U Hea CIMKATa Ha:
' a) mousynpasa, 0) mpasa, B) aroi.
(2\ ) ITpu Tpancnamuja 7; Ha Koja GUIypa ce npeciuKyBa:
’ a) aroyot, 0) TPHArOJHUKOT, B) KBaAPaToOT, T') YHUjaTa Ha JABE MapaJieTHi PaBH,
1) YHHMjaTa Ha JIBE MIPaBU IITO CE cevar?

3ATAUH

6\ JBe npasu a u b mTo ce ceyar, npu TpaHcaauujara 7, ce NpeciIuKyBaaT Ha NPaBUTE d, U
b,. BO koja TouKa ce npecauKyBa MPeCeKoT Ha NpaBuTe a U b npu Taa TpaHcnanuja?

 JlaneHu ce ABe mapajenHn eaHaksu orceukd AB u CD (AB||[CD u 4B =CD). Koaky
TpaHCIIAllUU TIOCTOjaT Py Ko oTceukara AB ce nmpecnukyBa Ha orceukara CD?

[Tpu Tpancnanujara 7; KOM MPaBH Ce MPECIUKyBaaT caMu Ha cebe?

-® @

JHanenu ce aBe napajienHu npasu p u (. Konky TpaHcnanuu mocrojar npy Kou mpasara p
ce IpecluKyBa Ha rpaBara (7

7 ) Jlanenu ce nBe Touku 4 U B v TpaHcnanuja T, Taksa mto T(A) = B. Konctpyupaj ja cimkara

@

Ha JajaeHa kpyxuuia (B, r= E) IIpU Taa TpaHcaluja.

®

' Jlazen e Bexktop a u orceuku MN u KL (upr. 49).
KoHcTpynpaj rv CIUKHATE HA JaJICHUTE OTCEYKH IPH L

TpaHciamnujara 7; . N Zz/
' Bo pamuunara nagenu ce Tpu Touku A, B u M u

JIBE TpaHcmamuu 7 U T2 ONpEenesieHH COOJABETHO M K

®

co Bexropute AB u BA. KoHCTpympaj ru ToukuTe
M, =7,(M)u M, =1,(M,). o 3a6enexysamm?

Lipr. 49

®\‘ 3amaneH € BeKTop a u orceuka AB. Ilpu TpaHcianuja 3a BEeKTOp a oTceukara AB ce
- mpecinukyBa Ha orceukara CD. IMocrom nu TpaHcinanuja mpu kKoja orceuxkara CD ce
MPeCIMKYyBa Ha JajieHara oTceuka AB? AKO MMOCTOH, OTPEIEIH IO HEJ3UHUOT BEKTOP.

OO OO OO
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1.10. MIPUMEHA HA TPAHCJIALIUJATA

TpancnamujaTa Haora MMPOKA MPUMEHA MTPH JTIOKAKYBAKETO HA HEKOU TBPACHA U
pelaBameTo Ha HEKOW KOHCTPYKTUBHH 3aJ1a4H.

Teopema 1. Axo KpauuTe Ha €I€H aroj ¢c€¢ MCTOHaACO4€HHu COOABETHO CO
KpauuTe Ha APYyr aroJ, Toram Tue ABa arjia ce¢ ¢IBaKBU.

Ipernocraeka: OA||0. A, u OB||O,B, (upr. 50).
Tepaewe: LAOB = LAlOlBl. B
Joxka3. Jla ja pasiaremame TpaHcianujata 3a

BekTop OO:, npu koja Toukara O ce NpeciIuKyBa Ha =

toukara O,. IIpu Taa Tpancnaunuja nomynpasara OA ke 2

Ce IpeciMKa Ha MCTO HacodeHara monmynpasa O A, a -7 0y A
nonynpasata OB - Ha UCTO HacoYeHaTa Moaymnpana O'lBl, o A

(upt. 50). Cnopen toa, aroior AOB 1pu TpaHCalujaTa

3a Bektop OO ke ce npeciuka Ha arojor A O B,, a Toa Tpr.50

3Hauu nexka LAOB = LAlOlBl.

Teopema 2. ]IBe mapaJjieJiHu MPaBH OTCEKYBAaaT O JAPYrHd JABe MapajejaHu
NMPaBH eTHAKBH OTCEYKH.

IIpernocraBka: ABHCD u AC ||BD (upt. 51).

Tepaeme: AC=BD. D
Jloka3. Jla ja pasmiename TpaHCJalpjaTa mIToO TOYKATa
A ja npecnukyBa Bo Toukara B. Toa e TpaHcnanuja 3a BEKTOP
AB . Co nea npasara AC ce IpeciIiKyBa Ha [paBaTa napajeia c 8
CO Hea, IITO MMUHYBAa HU3 TOo4ykata B, T.e. Ha mpasara BD. A
npaBara CD ce npecnukysa cama Ha cebe (3omro?). Toukara A

C, xoja ¢ npecek Ha npaBure AC u CD, ce mpecimkyBa Ha

MpeceKoT Ha HUBHUTE ciuku BD N CD = {D}, T.e. BO Toukara
D. 3naumy, t(4) = B, ©1(C) = D.

Crnopen Toa, nipu 7, orceukara AC ce npecinukyBa Ha oTceukara BD, a Toa 3Hauu neka
AC=BD.

3apgaua. /lanenu ce: TpaHcnamMja 3a BEKTOP a, KpyXHHIa ¥ 1 npasa p (upt. 52).

pr. 51

Konctpyupaj touxn C ek u C, € p, raxsu mrro 7-(C) =C,.
Pemenne. Ananmsa. Jla npetnocraBuMe Jieka 3aj1adara € pemena u neka C u C, ce

0apanute Toukn (C ek, C, € p) (upr. 52). bunejku T;(C) =C,, 3aroa CC, =E, OJIHOCHO
CC, MM A4B n CCi = AB. Hus toukara C MHHYBa €IMHCTBEHA TpaBa p, - TapajiejHa Co
naneHata Tpasa p. [ename, mpasata p, € CIMKa Ha NpaBaTa p TP TPAHCIAIHja 33 BEKTOP

BA=CC=-a




IIpaBara p, co Kpy:xHHIaTa kK UMa JBe 3aequuuky Touku C u D (Bo cnenmjanen ciyyaj
THE MOXKE J]a UIMaaT v CaMo €/THa 3a¢THUYKA TOUKA, MJIH JIa HeMaaT 3a¢THUYKH TOYKH), & TOUKHTE

C,u D, ce nuBHu ciuku ipu 7, (upt.52).
Koncrpykumja. Ja koHCTpywpame mpaBara
p=7_-(p), mpecexor pyNk={C,D} u Bexropure
CC, =2, DDi =a, a co Toa W TOYKHTE C =T;(C) u
D, =7-(D).
Joxa3. On KOHCTpYKIIMjaTa CieayBa.

Juckycuja. Ako npasara p, ja ceue Kpy>KHHULATA,
3a/[a4ara uMa JIBE Pelenrja. AKO Mak p, € TaHreHTa Ha

K, 3ajjauaTa UMa €IHO peIIeHHue, a ako P W K Hemaar
3a€ITHUYKH TOYKH, TOTAIll 33/1a4aTa HeMa pericHue.

3ATAUH

1 JlageHu ce: TpaHCIALM]a 32 BEKTOP @ = AB U IIpaBuTe
p u q (upr. 53). Ha npapara ( xoHCTpyHpaj Touka C, q

Koja ke Omzje ciuka Ha Touka C Oon mpamara p TpU B
TpaHcnanuja 7 . a

2 Jlamenu ce: orceuka AB u mpaBu a u b (upr. 54). A
Koncrpynpaj orceuka 4,B, Takpa mro E1 = AB u / p

A B/||AB, a unu kpajHu TOUKHM Ja JIEKAT COOABETHO HA

Lpt. 53
npaBuTe a U b.

3 Jlamenu ce: orceuka AB, KpyKHHUIA K ¥ TpaBa p (upt. 55). Koncrpyupaj orceuka 4B,
eIHaKBa U mapayesiHa co AB, yiu KpajHH TOYKHM J1a JIEkKAT COOABETHO Ha K H p.

@ Hanenu ce: kpyxuuna k(O,r) ¥ BEeKTOp a. KoHcTpywmpaj ja cnukara Ha Kpy)KHHLATA K
pu TpaHcianuja 7 .

Lpr. 54 b Lpt. 55

= B
-—_—
B\
A
k
/O a p

OO OO OO
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3AIAYU 3A TIOBTOPYBAILE U YTBPAYBAIBE -I

Janena e nonynpasa AB u touka O ¢ AB . Koncrpyupaj nonymnpasa co mo4eTok Bo Todkara O,
KOja €. a) NCTO HacoveHa, 0) CIIPOTHBHO HacOYeHa co moiaymnpaBara AB.

@ IomynpaBuTe P, q 1 I 1exar Ha exna npasa u: a) p1 Tqu pT7Tr, 6) pTTqu pTir, B) pTau pTir.
HWcnvraj gainu mosynpaByuTe ( M I € HCTO HACOYEHH WJIM CIIPOTHMBHO HACOYEHH.

3 . Jlokaku JieKa: JBe CIPOTHMBHO HACOYEHH MOJYNPABH CE IEHTPAIHO CHMETPUYHH BO OIHOC Ha
Cp€arHara Ha OTCCUKara, HITO 'l CBP3yBa HUBHUTC IMOYCTHU TOYKH.
[onymnpasute P,q 1 I KAt Ha JaeHa Ipasa ¢, IpH 1to Pq u qcr. Jlamu e touno aeka: a) pT1q,
6)p T4r, B) qTTr?
Axo nonrynpasara p uMa Hacoka R nunryBame, peR. Jlanu ce ToYHM TBpIEHATA:
a) (peR u qeR)=pM™aq, 6) (peR u qTTp) = qeR?
@ Hacokure R u Q ce 3agaaenu COOABETHO €O MOJympaBuTe @ U b. Jlaiu € TOYHO TBPAECH-ETO:

(aeRbecQualltbh)=R=Q?

[Tokaxu KoM Ofi BEKTOPHUTE Ha LPTEKOT 56 ce: = > = ¥
a) MCTO HACOYCHHU, 0) CIPOTHBHO HACOUYCHH, B) e r
KOJIMHEApHH, T) €HAKBH. 5 - n 1
f m q
Heka A, B, C ce Tpu IpOU3BOIHA TOUKH. J{oKaxKu 7 i R»
— c
neka AB+BC+CA=0. d
O , h 0 i S8
@ Hanen e Bextop a = AB . Konctpyupaj ro ' I
Bektopor b, axo:a) b=3a, 6) b=0,5a,8) b=-2a. Lpr. 56

3a ko BpeHOCTH 071 OpojoT K BekTOpoT ka—-a (2 #* 6):

a) € eJIHAKOB CO BEKTOPOT a , 0) € HyJITH BEKTOp?

@ 3a Bekropute g u D nosmaro e gexa: a) a=3b,6) a=-2b. Moxe 7u 0 TOa 1a CE 3aKIy4H

JeKa BEKTOpuTe a U b ce konuHeapHu?

12 3a xou Bpeanocru Ha 6pojor ki Bektopor ka —2a (a #0): a) uMa ucTa HACOKA KAKO BEKTOPOT

a, 6) nMa CIpOTUBHA HAaCOKa OJ HaCOKaTa Ha BEKTOPOT a ?

13 Jloxaxu nexa: ako AC =2 AB , Toram Bektropute BA u BC ce cpoTHBHU BEKTOPH.
IToctou nu TpaHchanuja, NP Koja: a) elHa CTpaHa Ha TPHATOJHHUKOT CE MPECIHKyBa Ha JApPyra
HEroBa CTpaHa, 0) elHa CTpaHa Ha KBAJAPATOT ce MPECINKYBa Ha Jpyra HeroBa crpana’?

Hanenu ce aBe ucto HacoueHu nonynpasu 4B u CD. Konky Tpancnannu mocrojart, KOu moiaynpasara
AB ja npecnukyBaar nHa CD?

16 Jlanenu ce: orceuxa 4B n KPY)KHULW K, H K. Koncrpyupaj (ako nocrou) orcedka 4, B, - eHaKBa
¥ TIapasiesiHa co AB, a Yiu KpajHu TOYKH J1a JIEKAT COO/IBETHO HA K, U K,.



17 . Bo xoj ciy4aj Baku paBEHCTBOTO: a) |2+ b I=| a [+| b [, 6) |E+l;|:| a - b [?

- - -

18 . Onpenu tpu BexTOpH a,b ¥ ¢, TAKBHU IITO JIa BAKH:
a) (a+b)+c=b,6) (a+b)+c=0.
19 Hexka AA; , BB, wn CC, ce TeXUIIHU JMHUU HA TPUATOJHUKOT ABC. Jlokaxku JeKa BaKu:
ﬂl + E‘él + C_C;1 = 6

Jlanenu ce: orceuka AB u mapasu p, u p,. Koncrpyupaj (axko moctou) orceuka 4 B, - efHaKBa u
napa’enna co AB, a unM KpajHu TOYKHM [J1a JIE)KAT COOABETHO HA P, U P,

3AIAYU 3A CAMOKOHTPO!IA -I

@ Hckaxu ja neuHUIMjaTa 3a; a) HCTO HACOUEHOCT, 0) CIIPOTHBHO HACOYEHOCT Ha JBE MOIYIIPABH.
@ Kakga pa3nmka mocTou momery mouMHTe ,,[ipaBel] Ha BEKTOPOT" H ,,HACOKA HA BEKTOPOT"*?

@ Moske 11 J1Ba BEKTOPa, KOH JIe)KAT Ha Pa3IMdHK [TPaBH Jia OuaT KOJTMHEAPHH?

—

@ JlaneH e BeKTOp @ ¥ MpouM3BOIHA Touka S. KoKy BEKTOpH, €JHAKBU Ha BEKTOPOT ¢ MOXKE Jia ce
MpeHecar of Toykara S?

Kako n Ha KoKy HaYMHU MOXe Ja Oujie 3aaieHa TpaHcianujara?

@ [Ipu Tpancnauujara 7; Ha Koja GuUrypa ce npeciuKyna:
a) oTcedka, 0) mpaBa, B) MOJIYNpPaBa, ') KPYXKHUIIA, 1) KPyr?

@ Hanena e kpyxuuna (0, r) u Bektop a . Bo koja Touka ce npecinkyBa EHTapoT Ha KPY)KHHUIIATa

K TIpY TpaHciauujara a ?

Toukute A, B, C u D nexar Ha enHa npasa. [lajiu € TOYHO TBPACHETO: ATB = aj — A—C; = Fﬁ ?

—

@ Hanen e Bektop a . KoHcTpyupaj BeKTOp X, TAaKOB ITO Ja Baxku: a+x=0.

—_— — —  —

@ Heka A, B, C, D ce Temuma Ha eeH yetnpuaronnuk. Jlokaxu nexa: AB+ BC + CD + DA = 0.

@ Onpeny, KakBa Bpcka (3aeMeH OIHOC) TOCTOU roMmery Bekropute: a —b u b—a?

@ Jlanenu ce: orceuka AB, kpyxHuua x u npasa p. Koncrpyupaj (ako nocrou) orceuxa 4, B, - enHaksa
Y mapajieiiHa co AB, a yiK KpajHU TOYKH J1a JIKAT COOJIBETHO Ha K | .

OO OO OO
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TEMA |1
CTEIIEHWN.

KBAJIPATEH KOPEH

11.1. CTEIIEH CO NOKA3ATEJI TIPUPOJEH BPOJ

11.1.1 ITouM 3a cTeneH

. [To3Haro e neka 30MpoT Ha €THAKBU COOUPOIM BO MHOKECTBOTO Ha PAIIMOHAIHUTE
OpoeBH KPaTKO IO 3aIUIITyBaMe BO BHJI Ha TPOU3BOI:

atrata+..+a=na, (@ €Q ,neN)
(n cobuporm)
Ha nmpumep: a) 7+7+7+7+7=5-7=35,

o (e (e

CnUYHO Ha TOA ¥ MPOM3BOIOT HA STHAKBY MHOKUTEIH YCBOEHO ¢ (IO JI0TOBOp) Ja ce
3aMuIIyBa KpaTKo co mocebeH u3pa3 HapedeH creneH. Ha npumep:

a) mpou3BoAoT 3-3-3-3 KpaTko CUMOOJIMYKH TO 3anuiiyBame co 3*,

0) (-2):(=2)-(-2):(-2)-(-2)=(-2)*,
BEIGIGE-G)
B) ——————— =| — .
3)\3)\3/\3 3
Cnopen toa, uzpasure 34, (-2)° u % K€ ' BUKaMe CTeNeHH Ha PalMOHATHUTEe OpOeBH

3, —2 1 —. 3Ha4yM, IOUMOT CTEIIEH IO BOBEAYBaMe CO CJIeTHaBA:

o) Jlegpunuyuja 1. 3a xoj 6u10 panuoHaJieH 0Poj a M Koj OUJI0 MPUPOIEH
opoj n; umame: a'=a

@‘ aaa..a=a", (@cQ ,neN).
/54, (n o

(n MHOXKUTEIN)

BpojoT a ce BuKka 0CHOBA Ha CTETICHOT, a 72 € MOKAa3aTeJ Ha CTCIICHOT a" , T.C.
[OKa3aTes Ha CTENEHOT
CTEIEeH
OCHOBA Ha CTENIEHOT
Bpennocra, mak, Ha MPOU3BOAOT a'@*a*d...."d CC BUKA BPETHOCT HA CTENMEeHOoT a" .
CreneHoT @" ro UnTaMe: ,,a Ha N-TH CTENEH" .

1) TIpecmeraj ja BpenHocTa Ha creneHotr: a) 2% 06) (-5)3%

. CornacHo nedunmIjata 1 ocHOBaTa Ha CTEMEHOT @” MOXe Ja Ouje. Koj Ouio
MMO3UTHUBEH PAIlMOHAIICH OpOj, HETAaTHMBEH paIllMOHAJICH OpOj, WM HyJa; a MOKa3arejaoT N-Koj
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owuno napen npuponeH opoj n=2K, (ke N), uiu Henapen npuponeH 6poj n=2k—1, (keN).
Bo 3aBHCHOCT 0/1 TOa KaKOB paliMOHajIeH OpPOj € OCHOBATA Ha CTEMIEHOT M KAKOB IPHPOICH
Opoj € oKa3aTesoT Ha CTENEHOT, ke Oue:

1) Ako ocHOBaTa @ Ha CTeNeHOT a" e MO3UTHBEH PAlMOHAJIEH OPOj, TOram
3a ceKoj (MapeH WJIM HemapeH) MPUPOIAEH OPoj N, cTeneHoT a" € MO3UTHBEH
panuoHaJjieH 6poj, T.e.

(aeQ', neN)=a">0.
2) AKO a e HeraTHBEH PAllMOHAJIEH 0POj, TOTall BasKH:
a) (acQ ,n=2k,keN)=a"=a*>0mn
6) (acQ ,n=2k-1,keN)=a">0=a"""<0.
3)Ako a=0,Toram a"=0"=0-0-0---0=0,
N maru
4) Ako a # 0, Ttoram gepunupame a’=1.

Bo crienmjanen ciy4aj, ako OCHOBara Ha CTENEHOT € €ANHMIA, TOTAlll BpeIHOCTa Ha
CTETEHOT € €IHAKBA Ha ¢IMHUIIA.
Ha npumep: 1°=1, 6unejkn 1°= 1-1-1=1; 1%=1.1-1-1=1, urH.

2 ) TIpecmeraj ja BpeIHOCTA HA CTEIICHOT:
a) 2°u 2%,0) (-5)*u 5% B) (-3)°u 3° 1) (-1)* m (-1)~

3AJIAUM

3 | 3anuiiny I'M HajKPaTKo CIEIHUBE U3PA3K:
a) 7+7+7+7 u 7-7-7-7, 6) b+b+b u b-b-b, B)a-aaaa+ccec.
4 ) TIpecmeraj ja BpeaHOCTa Ha u3pasor: a) a>+b® 3a a=—2 u b=3, 6) a®>-a 3a a= -3.

5 Jlamu ce enHakBu crerennte: ) 3*u5®; 6)3*wm 43, B)1%wm 2'?

6 | IlpoBepu janu e MpaBUIIHO MOMOIHETA Tabenara:

X —4 -3 —2 -1 0 1 2 3 4 5
X2 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25
X3 —64 —27 -8 -1 0 1 8 27 64 125

7 ) Hajau ja BpemHOCTa Ha CTEMEHOT X°, aKO X € {—1,%,—%,0,1,3}.

8 | IlpoBepu ja TOYHOCTA HA PABEHCTBOTO:
a) 5=(-5)*, 0) (—4)* =—(4), B) —3*= -1.34
r) (-1)°=(-1)?% n) (-1)°=(-1)’, r) (-1)°=-1%



11.1.2 IlpercTaByBame Ha OPOj BO BU/ HA CTeNeH

. Co nomor Ha crerneHu co ocHoBa 10 MokeMe J1a TH IPETCTaByBaMe roJICMHUTE
OpoeBH, UMajKH TIPEIBUI JIeKa:

1000...0=10"
(n mymn)
IMpumep 1. 250 000 000 = 25 -10°.
[Ipu 3anuiryBame Ha rojieMuTe OpoeBu
- BooOMuacHoO € nudpuTe mpea U Mocie JenuMaiHaTa 3alupKa Ja ce rpynupaar BO
TPy MO TpU UU(pPH, OCTaBajku Mery TPyNUTe Mpa3eH MPOCTOP WM CTaBajKH TOYKA Ha TOA

MeCToO,
- BOOOMYAEHO € JIa M 3alMIyBaMe BO OONMK d,,a,a,ad;...-10", Kaze a, € ennonuppen

0poj, a a,,a,,a,,... CE NENUMAJIN.

Toa ke ro mryctpupame Ha CIICIHUOT TIpUMeEp.

IIpumep 2. Bo actpoHOMHjaTa pETKO C€ KOPUCTAT BOOOMYACHUTE SIMHHIIN 32 JOJDKUHA
KaKo IIITO C€ MeTap M KWIoMeTap, OUIejKH THE ce MPEMHOTY Majii BO OJIHOC Ha pacTojaHHjaTa
Mery HeOecHUTE Tella. 3a Taa Lell c€ KOPUCTAT MOTOJEMHU JIOJDKUHCKU €IMHULIU, KAaKO IITO CE
aCTPOHOMCKA €IMHUIIA, TAPCEK U CBETIIOCHA roinHa. ElHa acTpoHOMCKa eIMHUIIA € TIPOCEYHOTO
pactojanue nomery 3emjara 1 COHIIETO U Taa H3HECYBA MPUOIIKHO

1a.e. =1,495985-10" m.
[TapcekoT mak, € MHOTY IOToJIeMa eIMHHIIA 33 JOJDKHHA U Taa N3HEeCyBa
1 ps = 3,085 6-10¢ m.

Co mapcenu ce Mepat pacTojaHujara omery seezaure. Ha npumep, pacTojaHueTo 0O HAIIUOT
COHYEB CHCTEM JI0 IICHTAapOT Ha HallaTa rajakcuja € okoiy 9 ps. be3 kopucreme Ha cTeneHu
OBHE JIBE JOJDKMHU T 3aITUITyBaMe KaKo

1a.e. =149598 500 000 m (3ammpkara ja momectyBame 3a 10 mecTa HaJeCHO)

1 ps = 30 856 000 000 000 000 m (3amupkara ja momectyBame 3a 16 MecTa HaiecHO)
3a unTame W 3aHIIyBake Ha TOJIEMHTE OpOEBH, HEKOM OJl cTerneHuTe ox oomuk 10" mmaar
TOOMEHO CIIEIjalTHi UMUba. TaKBH c€ CTETICHHTE:

10° ce unra KMJI0 U ce Oenexu co K, 10° ce unra rura u ce 6enexu co G,
106 ce unura mera u ce 6enexu co M, 10*2 ce ynra Tepa u ce Geexwu co T.

Ha npumep, Memopujara Ha KOMIjYTEPCKUTE AUCKOBH HAjUECTO ja M3pazyBame BO TMradajTu
(Gb), Taka mro 1Gb = 10°Mb = 10°%b = 10°b.

. Co nomorr Ha ctenenu co ocHoBa 0,1=10" Mmoxeme /1a TH 3amUIIyBaMe MaIUTe
OpoeBH, UMajKH MPEABUIL ACKA
0,000...01=0,1"=10".
(n mymH)

Ipumep 3. 0,0000075 = 0,75-0,1°=0,75-10° = 75-0,17 = 75-107 urH.

[Tpu 3anumryBame Ha MaquTe OpPOEBH, KaKo M 3a TojemMure OpoeBH, BOOOMYACHO € Ja
udpuUTe Mmocie JerrMaIHaTa 3anupka ce rpynupaar Bo rpynu 1o Tpu uudpu, octaBajku Mery
IpyIuTe Mpa3eH MpOCTOp WM CTaBajKU TOYKa Ha TOA MECTO.

33



3a ynTame U 3aMUITyBamkbe Ha MAIUTE OPOECBH HEKOU OJ1 cTerneHuTe o oonmk 10" nmaar
NOOWEHO CIEIUjaTHA UMUbA. TakBH c€ CTETICHUTE:

10! ce unTa memm u ce Geexu co d, 1078 ce unTa MHKPO U ce Oeexu co L,
1072 ce ynTa HEHTH U ce OeIekKu co C, 10° ce ynuTa HAHO U ce Oenexu co N,
1072 ce unTa MHJIM U ce Oenexu co M, 1072 ce unTa MUKO 1 ce OEIEKH CO P.

v
N
age: =

3ATAYH

KN

1 Bp3unara Ha cBemmHara nzHecyBa 300.000 kKm Bo cekynna. Toj momarok 3amumim ro co
ITOMOIII Ha cTeneH co ocHoBa 10.

2 | Pacrojanmnero on 3emjata 10 MeceunHara, Koe mpuOIMKHO € eqHakBo Ha 384 000 km,

HU3pasuTe ro BO METPU U CAHTUMCETPH, KOpI/ICTejI’(I/I TOo IpUTOA CTCIICHCKUOT 3aIluC.

3 ' TIpecMeraj KOJIKY CEKyHIM MMa BO TEKOT HA €HA TOJIMHA, 3¢MajKH IIPHUTOA JIeKa roJMHaTa
nMa 365 7ieHa, a moToa TOj pe3y/ITar 3alMIIeTe TO KOPUCTEJKU CTETICHCKH 3aITuC.

4 | JleHemHUTE acCTPOHOMH CMETaaT JeKa CTapoCTa Ha Hallara BCElieHAa M3HECyBa OKOIYy
13 500 000 000 roguHu. 3anuiieTe ro Toa BpeMe CO TOMOIII Ha CTETICHH.

5 ) o e morosemo 10°cm wmmm 1pm?

6 ' Kosiky HaHOMETpHY MMa BO €IICH MUJIUMETap?

11.1.3 IIpecmeTryBame HA OpoeH U3pas

Jla 3abenexume Jieka MPeCMETYBakbETO Ha BPEJHOCTA HAa CTENEHOT IPETCTaByBa HOBA
orepaiyja, HapeueHa cTelneHyBame.

° Jegpunuyuja. MHOKeH€TO HA KOHeYeH OPOj HA eJTHAKBM MHOKUTEJIH ce

@i BHKA CTeNeHyBame.

[a ro pasmiename CleIHHOB:
IMpumep 1. Jla ce oapeau BpeaHoCTa Ha U3pas3or 2+5-3%,

Pemenne. IIpBo ja mpecMeTyBamMe BPEIHOCTA HA CTEMCHOT 3%, mMOoTOA IO M3BPIIyBaMe
MHOXKEHHETO U Ha Kpaj COOMPamEeTo:

2+5-3*= 2+5-(3-3:3-3) = 2+5-81= 2+405 = 407.

On MuHaTara roJiHa 3HaeMe JieKa ako BO ¢/IcH OpOeH M3pa3 ce jaByBaar caMo YCTUPUTE
OCHOBHHU anredapcku onepaiuu (coOupame, 013eMarmbe, MHOKCHE U JICTICHE), TOTalll, HajIIPBO
' U3BPILyBaMe OIEPAIIMUTE MHOXKCHE U JCTICHE, a II0T0a OIIepaluUuTe COOUPAhE U OJ13eMabe.
AXO OCBEH OCHOBHHUTE YETHPH OTIEPALIMK BO €/ICH M3pa3 Ce jaByBa M Olepalyjara CTeIeHyBambe,
TOTrall ro TpuMEHyBamMe CJICAHOTO ITPABUJIO.
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IIpu mnpecMeTryBameT0 Ha BpPeIHOCTA HA OpOjHUTe H3pPa3u HAJjOPBO IO
U3BpIIYBaMe CTeNEeHYBaETO, M0TOA ONEePAMUTE MHOMKEHH€ U jIejielhe, U Ha KPajoT r'u
U3BpIIYBaMe COOMPAHETO U 013eMAHETO.

Ce pa30bupa, oBa IpaBWIO Ce NMPHMEHYBa JOKOJKY HE € O3HaueH PeIOoCiIelOoT Ha
U3BPIIYBabE Ha ONMEPAIUTE CO MTOMOII Ha 3arpajiu.

Hpumep 2. 2) 1+6-(27:3°)’=1+6-(27:9)°=1+6-3’=1+6-27=163,

0) 3-4%2°=81-64:8 =81-8=72.

3a mpecMeTyBame Ha BPEIHOCTA HA CTEIICHUTE U OPOJHUTE M3pa3d YeCTO CE CIYKHME
U CO JUTUTPOH.

3AJJAUN W@;

1 IIpomepwu ja ToYHOCTA HA PaBEHCTBATA! X
3
a) (2-3)=24.3%  0) 23.2°=2%° =28, ) (ij = 4—

2 | Criopeau ro MPOU3BOJIOT:
a) Ha crenennte 32 u 32 co 35, 0) ma 2% u 2* co crenenor 2'.

3 ' TIpecmeraj:
a) 210-29-28_27_26_25_24_23_22_21_20
0) 3*—-2-(3*+33+32+3'+37%), B) [3*+(5%-32-22:6)]:10.

4 ) Koj 6poj e noromnem: 3* miu 43?

11.2. OTIEPAIIMU CO CTEIIEHHA

11.2.1. MHoOXkeme U 1eJIeHh-€ HA CTeNEeHU CO eJHAKBHU OCHOBH

1 MHoxkeme HA CTEeNEHH CO €IHAKBH OCHOBH. /la 'M MOMHOXXHMME CTEIICHHTE CO
€IHAKBU OCHOBHU 3°-3%,
Kopucrejku ja pneduHunMjata 3a CTETIEH W aCOIMJaTUBHHUOT 3aKOH HA MHOMXEHETO,
nobuBame:
35:34=(3-3-3-3-3)+(3-3-3-3) = 3-3-3-3-3-3:3:3-:3 = 354 =39,
Boomro, 3a crenrennre a" u a", (a € Q, m,n € N) umame:
a™a"=(a-a-a...a)'(a-a'a...a)=a-a-a...a =am™.
muath  nuatd  (m+n) natu
Crnopen toa:
I[Ipou3Boa0T Ha Ba CTEeNEHA CO €IHAKBH OCHOBH € €IHAKOB HA CTEMEH CO
HCTATA OCHOBA M MOKA3aTeJl eIHAKOB HA 30UPOT 01 MOKA3aTeJIUTEe HA THE CTeNeHH,

T.€. a”-a"=a"", (aeQ,mneN).
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1 ) Ilpecmeraj ro npou3BOAOT:
a) a*a®, 0) x>x4 B) Yy, r)c"cC.

Moke J1a ce moKake JIeKa M MPOU3BOJIOT OJ1 TOBEKE CTEIIEHU CO STHAKBU OCHOBH, COIJIACHO CO
acolIMjaTUBHUOT 3aKOH, ke Ouje:

k — min k - a(m+n)+k - am+n+k.

a"-a"-a" =(@"-a")-a" =a""-a

OTTyKa mpaBUIIOTO:

HpI/I MHOKCHE€TO HA CTCIICHH CO €¢/ITHAKBU OCHOBH, OCHOBATA OCTaAHYBa MCTAQ,
ad CTECNIEHOBUTE IMOKa3aTeJIH ce coﬁnpaaT.

. Jlesiembe HAa CTENEHH €O eTHAKBH OCHOBH.

Jla BuiMMe Jjaiid KOJIMYHKUKOT Ha J[Ba CTEIEHA CO €IHAKBU OCHOBU MOJKE J1a CE IPETCTaBU
BO BUJI Ha CTEIICH CO UCTaTa OCHOBA.

3a Taa 1en Ke ru pasnieiaMe ClIeJHUBE IPUMEpH:

IMpumep 1. Kommurukor 5:5% 1a ro mpercraBuMe BO BUJI Ha CTEIIEH CO OCHOBA 5.

Pemenne. CornacHo neduHHIIMjaTa HA OTIepaIfjaTa IeJICHkhe, 1a Ce OIPEIN KOTMIHUKOT
57:5% 3Hauwm, 1a ce Hajae TPET CTEMEeH CO OCHOBA 5, KOj MOMHOXKEH CO AenuTesoT 5° na ro mane
neneHukot 57. OuuriieiHo e aeka 6apaHrOT KOJHYHKK Ke Ouze crenenot 54, 6unejku e 5*53=57,
[Tokazarenor Ha CTENEHOT-KOJUYHUK (Op0ojoT 4) OUHUIIICHO JIeKa ¢ STHAKOB Ha pa3iukara /—3
OJ1 IOKA3aTeJIUTE Ha JICICHUKOT U JICTUTEIIOT.

JTo GapaHHOT CTENECH-KOIMYHUK MOYXeE J1a JI0jIeMe U BaKa!

5" (5:5-5-5)-(5-5-5)
5° 5.-5.5
3a0enexxyBame JieKa, BO OBOj ClIy4aj MOKa3aTejoT Ha CTENEHOT JEJIEHUK € TIOrOJIEM OJf
[I0Ka3aresioT Ha cTeneHoT-aenuTen (7>3).
Bo ommrro, 3a crertennre a™ u a", xane € a 0 u m>n Baxu:

m

a”:a"=a"".

57:5 = =(ckparyBame co 5-5-5) = 573 = 5%,

Cnopen Toa:
Ko iM4HMKOT HA 1BA CTENeHA €O eIHAKBH OCHOBH PAa3JIMYHU O] HYJIA, Kaj KOU
MOKA3aTeJI0T HA JeJIEHHKOT € MOrojieM 0/ MOKAa3aTeJI0T Ha IeJTUTENOT, € e[IHAKOB Ha
CTeNeH €O MCTATAa OCHOBA M MOKAa3aTe]l eIHAKOB HA Pa3J/IMKATa O] MOKa3aTeJInTe Ha

JAeJIEHUKOT M JeJuTenor, T.e. a” :a" =a™", (aeQ, a #0, mneN u m>n).

2 ) IlperctaBu ro BO BU/] Ha CTEIICH KOJUYHUKOT:
a) a*:a’, (@a#0); 6) 4%45 B) x%x* (x#0),

IMpumep 2. Kosmunuror a*.a’, (a # 0) He MOXe /1a Ce MPETCTaBH BO BUJI HA CTETICH CO
OCHOBa a, OUJIEjKU HE TIOCTOM CTEIEH CO OCHOBA d, KOj KOTra Ke Ce IOMHOKH €O &’ Ou ce T00HI
CTEeneHor a*.

3aroa KOJUYHHUIM HA CTCTMEHHM Kaj KOW IOKA3aTejoT Ha JICJICHHKOT € MOMayl Of
MOKAa3aTesioT Ha JISJIUTENIOT HeMa Ja pas3riieayBame.

IMpumep 3. Kommunukor a°a’, (a # 0) Moke aa ce MpeTcTaBW BO BHJ Ha CTEIEH
a®:a’=a’. buzejku e a°:a® = 1, 3atoa e MCIPaBHO INTO YCBOMBME jieka: ako a # 0,roramr a°=1.



3AJIAYM X

3 | M3BpIIM 'O MHOYKEEETO HA CTENEHUTE:
a) 2325  0) (-5)*(-5)%  B)aa® T1)xb-x"

4 | V3Bpim ru 03Ha4EHUTE MHOKEHA Ha cTeneHuTe. a) 32-3*3% 6) 4-424%, B) a*a®a>a.

5 ) CrerneHOT @° 3aIuIyg ro Kako IMPOM3BOJ OJT IBA CTEIEHA, O] KOU €JHHOT MHOYHTEI JIa €:
a)a*, 0)a®, B)a, 0)d, 0)dd
6 ' 3a koj 6poj NeN e Touno TBpaewmeTo: a) 32-3"=3Y°, 6) 4*a"=d’, B)a*a®=a""?

/ I/ISBpH_II/I TO ACJICHETO HA CTCICHUTE:

2 12 . 2 10
a) 2123, 0) [gj [Ej . B)(-5):(-5)°, 1) x¥x'?, x#£0.

8 | Crenenor a®®, (@ #0), 3amuIIu ro KaKo KOJIWYHHUK O] CTEIICHH, OJ KOH JAEICHHUKOT Ja

oune: a) a®, 0) a?®, B) a®.
9 ) Tlpecmeraj: a) (a%a?)-a®,  6) a%(a*a®), B) (a®a®)-a%
a’-a’ a"-a*
10 . Vmpocru ru uzpasure: a) —,— (a #0), 0) — (a#0, m+4>n).
a a

11 ' TIpecmeraj ja BpeqHOCTa HA U3PA30T

1 1
2 3 a:—’b:—— 3 2 L _ _
a) a*+h3 3a 5 3 0) x*—x*+3x—1 3a x € { 2,0,2}.

3
12 CrenenyBaj ru uspasure: a) (2a)°, 0) (3ab)?, B) (g] .

I1.2.2. CrenenyBame Ha MPOU3BOJ, KOJMYHHUK U CTeNeH

. CrenenyBame Ha nmpou3sBon. M3paszor (ab)* npercraByBa crenen Ha MPOU3BOIOT
OJ1 MHOXHTEJIUTE a H b.

CormacHo co ne(huHUIMjaTa Ha CTETIeH, 8 CO TOMOII Ha KOMYTaTHBHUOT U ACOIIUjaTHBHUOT
3aKOH Ha MHOJKCHHETO, U3pa3or (ab)* moske maro Tpanchopmupame Bo: (ab)*=(ab-(ab)-(ab)-(ab)=
(a-a-a-a)-(b-b-b-b) = a*b*. BoomTo, 3a cekoj crenen ox BuaoT (ab)", (a, beQ, neN) umame:

(ab)"=(ab)-(ab)-(ab)... (ab)= (a-a-a...a)-(b-b-b...b) = a™b"

N MHOXHWUTEIIN N MHOXHWUTEIIN N MHOXHWUTEIIN

Cnopen Toa:

N-TH CTENEH HA NMPOM3BOJ O MHOXUTEJIUTE a U be €¢IHAKOB HAa MPOU3BOAOT
01 N-TUTE CTEeIIeHU HA MHOKUTeEJIUTE.
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Ha mpumep: (ab)® =a’hs, (xy)* =x*y*, (3x)3= 333 = 27x%.
CrnuyHoO, 3a CTETIEHOT Ha TIPOU3BO/T O] TOBEKE MHOXKHUTEIIN NMaMe:

CrenenyBaj 'l MPOU3BOJUTE:

a) (5a)°, 6)(=3a)", B) (=x)*=((-1)x)>, 1) (5xy)*.

CoryiacHO CBOjCTBOTO Ha CUMETPUYHOCT Ha paBeHcTBara (a=b—= b=a), ox (ab)" =
a™b", ciaeayBa jeka BakKd U paBEHCTBOTO

1)
PaBenctBoTo (1) ro nckaxyBame:

HpOI/I?.BO}]OT Ha CTCIICHHU CO €ITHAKBHU MMOKa3aTe/IU € €IHAKOB HA IIPOU3BOAOT
HAa HUBHHUTE OCHOBH CTCIICHYBAH CO 3A€IHUYKHOT IMOKa3aTeJl.

Ha npumep: a) 245¢= (2:5)*= 10°= 10000,  6) 850,125° = (8:0,125)°= 1°= 1.

@ IIpecmetaj: a) (—6)*(-5)?, 6) 4°-0,25°, )4’ (%j

-CTeneHyBa}be Ha koan4yHuK. CornacHo neuHuIIMjaTa Ha CTENEH U MPaBUIIOTO 32
MHOXXEHE Ha JIPOTKH, UMaMe:
5
3) 33333 33333 _35 .5

(3:4) :(Z ————————— SRR 0 394

Boomiuro, 32 a,b€Q, b#0 u ne N, Baxxu paBeHCTBOTO:

CHOpCI[ TOA. N-TH CTENEH HAa KOJMYHHUK € €JHAKOB HAa KOJUYHHUKOT 01 N-THUTE
CTENEHHU HA JCJCHUKOT U JCJIUTEJOT.

Ha mpumep: a) (2:3)*=2%3*% 0) (ij -r

y)

@ CrerneHyBaj ja qponkara (KOJTUYHHKOT):

2) (g) 6) G) (a#0), B) Gj (x#0).

n

:bn’

a
OI[ PAaBCHCTBOTO (gj CJIeyBa U paBEHCTBOTO.

(b=0).

Crnopen toa:




Ko/lM4HHUKOT HA cTeNEeHH €O eTHAKBYU MOKa3aTeJIM € eJHAKOB Ha
KOJHYHUKOT O HUBHUTE OCHOBHM CTCIICHYBAH CO 3A€AHUYKHUOT IMOKa3aTeJI.

3 6 3 4 4
Ha mpumep: a) %:(Ej =3’=27,6) 27:(%) , b#£0 .

4 ) Ha moroneH HaYMH NMPECMETaj ja BpeJHOCTA HA U3Pa3oT:
a) 18%3%  0) (-0,2)%(-0,02)%  B) 75°25°
.CTeneHyBarbe Ha cTeneH. ComtacHo aAepUHUIIM]aTa HA CTENIEHW U TIPABUIIOTO 3a
MHOKEE€ Ha CTENEHH CO eIHaKBM  OCHOBH, 3a wm3pasor (a%)® moGuBame:
(a4)5 =gtatatatat = gt =54 =20 re. (a4)5 = 4%,

Boommito, 3a koj Ousio panuoHaneH 0poj a u m,n-npupoaHu OPOEBH, BaXKH PABEHCTBOTO

CreneH ce cTeneHyBa KOra 0CHOBAaTa HAa CTENMEHOT Ce CTeNeHyBa Co
NMPOU3BOI0T HA CTENMEHOBUTE MOKA3ATEJIH, T.C.
@m"=a™, (aeQ;m,neN).

Ha mpumep: a) [(-2)%]°= (-2)*2=(-2)*=64, ©6) (*)"=x*", (neN).
5 ) Crenenysaj ru crenenute: a) (a®)? 0) (a%)°,  B) (¥~

3AJIAUU ; zo\fé ?

ANFEA

Cnopen Toa:

6 ' Msepmmu ro crenenysameto: a) (5ab)®, 0) (-2xy)*,  B) (—axy)’.
7 ) Cexoj o1 IPOU3BOMTE HA CTEIIEHH 3AITUIIN IO KaKO CTEIEH O] TPOM3BOI:
a) 3*4* 0) 274% B) 32a°0®% 1) —10004°h°.

8 ' Ha HajmorozieH HauMH OAPEIH ja BPEIHOCTA HA H3Pa30T:
a) 2+5%0,014, 0) (-4)*25°, B) (0,25)>2°

4 3 P 4 7 5
9 C ' ; =1, 0) |= — 1.
TETIeHYBaj TY JPOTKUTE. a) ( 5 j ) ( 3 j B) (10)

10’ Cekoja ox ApONKUTE 3AMHUIIN ja KAKO CTETICH Ha JPOIKA:

4 32x° 0,001a’
2) a_ 6) o B) ola
16 3125 8

11 3amwmmm ro u3pa3oT BO BUJ HA CTETICH CO OCHOBA X'
a) (x?)%,  0) x&° B) (x*°, 1) X% @) xSix4
12 Crenenor 3% 3anmim ro Kako crerneH co ocHora: a) 9, 6) 27, B) 81, 1) 243.
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1. 3. KBAIPAT U KBAAPATEH KOPEH HA PAIIUOHAJIEH BPOJ

11.3.1. [Tonm 3a KBaaApaT HA palHOHAJIEH OPOj

3HaeMe, IPOU3BOIOT Ha J[BA €JHAKBU PALMOHAIHU Op0ja aa MOKPATKO IO 3alUIlyBaMe
BO BHJI HA CTEIEH a2, T.€.
aa=a’, (acQ).
IMpumepn: a) 4-4=42?, 6) (-5)(-5) = (-5)2
CreneHor a? ro uynTame: ,,a Ha KBaJApar", a 3a a2 yIuTe BEJUME JIeKa € KBaJpar Ha
PALMOHAJIHHOT OPOj a.

1 3anuim ra Bo BHJ HA IPOU3BOM CTCIICHUTE:

1 3Y
a) 62’ 6) (_7)2’ B) (_15)21 F) (g)! I[) (_0!8)2'

IIpumep. /la ru ogpennume KBaipaTUTe Ha pallHOHAIIHUTE OPOEBH:

2) @ 6) (—%j D8, N0 x) (1)

5 55 25 1 1) 1
Pemenue. a) (g) = gg = g, 0) (— Ej . (— Ej = 7 B) (-8)-(-8)=64,

r) °=00=0, n)(-1)?*=(-1)(-1)=1.
On oBue nmpuMepH, a Bp3 OCHOBA Ha MpaBuIaTa 3a MHOXEH-€ Ha JiBa pallioHaIHu Opoja
CO WCTH 3HAIH, 3aKITy4YyBaMe:

KBaaparor Ha k0j 0MJ10 TO3UTHBEH HJIM HETaTHBEH PAllMOHAJIEH Opoj e
NMO3UTHBEH PalMoOHAJIeH Opoj, a KBaApaToT Ha OpojoTt Hy.Ja e 0.

Toa cum060AMYKH IO 3anUIIyBaMe:
xe Q= x2>0.
HawmecTo na kaxxeme: KBaapaToT Ha KOj OMIIO palioHalieH Opoj € TO3UTHUBEH palliOHAICH
Opoj WM HyJa, YECTO BEJIMME JIeKa TO] € HeHeraTuBeH paluoHaJjeH 0poj.

a) 7'7, 0)(-3)(-3), B) %%, r)1-1, n)0-0.

3 | TlomonHy ja Tabenara:

1 1
X = - 2 -2 0 0,2 10 -0,01
3 2

X2




4 Jlamu mocTou parioHajaeH Opoj, Urj KBajapar € HeraTUBeH 0poj?

5 | [Ipecmeraj ro kBaapaToT Ha Opojot: 9, -9, 1, -1, —10, —2.

2 2
6 | Tlpecmeraj ja BpeaHocta Ha u3pasor: a) (—3)°—(—4)?, 6) 5:(-5)*+3, B) [%j —(%) :

7 Jlanu e TouHO Aeka: a) KBagpatot Ha 1ien 0poj e, ucTo Taka, men 6poj, 6) KBaaparot
Ha HECKpATJIMBa JAPOIIKA €, NaK, HeCKpaT/auBa Aponka? Mcnuraj ro Toa Ha HEKOJIKY
MIPUMEPH.

8 KBaaparoT Ha Koj palMoHalieH Opoj € eJHaKOB Ha OPOjoT:

a)l, 6)4, B)25 1)9, n)49?

11.3.2. Iloum 3a kBajgpaTeH KOpPeH O] pallMoOHAJIEH OPOj

. PemaBame Ha paBeHkaTa x’=qa, (a >0).

[la ro pasmiename ClIeIHUOB:
IMpumep. YUuwmuniHAOT ABOp MMa (opMa Ha KBajapar W mMa IwiomTtuHa P = 81m?
(upt. 1). KonkaBa e go/pKHMHATA HA ABOPOT?

X Pemenne. AKo JOJDKMHATA HAa KBAAParoT (ABOPOT) ja
O3HaYUMe CO X, TOTAIll HeroBara IIOMTHHA P=x"X=x? BO 0OBO)]
ciny4aj ke oume x°=81. 3Hauu, 3a 1a ja ofpearMe A0KUHATA
81 m2 « Ha CTpaHata Ha KBaApaToT (ABOpOT), Tpeba aa ja pemrume
paBenkara x> = 81,

OuurnenHo € Jieka T0CTOjaT JIBE BPEIHOCTH Ha
MpoMEeHIMBara x, unj kBaapar ¢ 81. Toa ce OpoeBute 9 n —9.
Hasuctuna 9%=81 u (—9)?=81. 3naun, 9 u —9 ce pemeHuja Ha

Hpr. 1 paBenkara x> = 81,
Bo nammor ciryuaj 6apanara JomKiMHA Ha YYHIIMITHAOT IBOP Ke O1J1e CaMO MO3UTUBHOTO

pernenre Ha paBeHkara x? = 81, t.e. x=9. [Ipyru npumepu:
a) PaBenkara x’=16 uma aBe pemenuja: 4 u —4, ounejku 4°= 16 u (—4)°= 16.

2 2 . , 4 y ’
6) Bpoesure 3 u— 3 Ce pellleHrja Ha paBeHKara x- = 3 ouejku 3 =y a MCTO Taka

2)" 4
H|l——| =—.
3 9

B) Bpojor 0 ¢ penienne Ha paBenkara x> = 0, ounejku 02= 0.

OTTyKa 3aKilydyBame:

PaBeHKkaTa o1 BUIOT X* = g, Kajie A € HeKOj MO3MTHBEH PallHOHAJIEH OPoj,
HMa /IBe pellleHHja, KOM MMAaaT UCTA alcoJyTHA BPEAHOCT, HO ce Pa3jIMKyBaaT
camo no 3HaKkoT. PaBenkara, nak, x’= 0 nma equHcTBeHo pemenue 0.
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Tpeba na 3abenexumMe 1eKa, paBeHKara o1 BUIOT x> = @, KaJI¢ & ¢ HEraTUBEH PalliOHAIICH
Opoj He ja pemraBame (pasrieayBame), OuMICjKU HE TIOCTOM PAllMOHAJICH OpOj, Yuj KBajpar
HEeraTHBEH Opoj.

Ha npumep, paBenkara x? = —9 BO MHOXECTBOTO Ha pallMOHAIHUTE OpPOEBH HEMa
perieHwuja.
4
: _ 2 _
1) Pemw ru paBenkure: a) x2= 36, 0) x” = 9 B) x?=—1.

.HonM 3a KBajJpaTeH KopeH. HeHeratuBHOTO peliieHre Ha paBeHkara x> = a, (a >0)

Ce BUKa KBAJPaTeH KOPEH Ha PalMoOHAIHHOT Opoj &, (¢=>0) u ce 3anuiirysa co Ja, (a>0).

3HAKOT \/— € O3HaKa 3a KBaJjpaTeH KOpeH. bpojoT a BO U3pa3oT +/a ce BUKa MOJKOPEHOB
0poj WiIu MOAKOPEeHOBA BeJINYNHA.
Crnopen Toa, MOMMOT, KBaIpaTeH KOPEH Ha pallMOHAJICH Op0j ro BOBElyBaMe CO CIIE/THABA!

? Jepunuyuja: KBagparen kopeH Ha 6pojot a, (@ > 0) e HeHeraTuBeH 0poj
@ x, (x=0), unj kBagpaT e eTHAKOB Ha OPOjOT a, T.e.

a=x & x°=a, (a>0,x>0).

4 2 ’ g
Ha nmpumep: a) Ji6 =4, ounejku 4°=16 u 4>0, 0) \/; = 3 ounejku (%) =—,

9
B) /0 =0, Guzejku 02=0.
CuMOooT ,,<"“ ce yura: ,,... aK0 U caMo aKo..." Wi ,,...eKBUBAJEHTHO HA...“.

2 ) Jlokaxwu JieKa ce TOUHU paBEeHCTBATA:
a) /64 =8, 6) +/144=12, B) +/900=30, r) /0,09 =0,3.
Bunoswme jiexa paBenkara x’=81 uma e pemennja 9 u —9. HuB cera Moxkeme j1a ' 3amuiieMe

v Baka: /81 n —+/81. 3uaun, paBenkara x’= 81 umMa perienuja x= V81 nx=—+8], te. x,=9u
x,= —9. Benume ymTe neka, paBenkara x°=81 uma MHOxecTBO pemennja M = {9,-9}.

HeneratuBHOTO pelienne Ha paBeHKara x*=a, (a > 0) T.e. KBaApaTHHOT KOPEH Ja, (a
> 0) ro BUKame yIITe ¥ ApUTMETHYKH KBAaJPaTeH KOPeH Ha OpojoT a .
Ha mpumep, 7 € apuTMETHYKH KBaipaTeH KOpeH Ha OpojoT 49, HO —7 He € apUTMETHIKH
KBaJIpaTeH KopeH Ha Opojot 49, ounejku —7 < 0.
KBagpaTHHOT KOpEeH Ha paliMOHATHUTE OPOCBH ' UMAAT CJICTHUBE TOBAYKHH CBOjCTBA!

1°. 3a cexoj HeHeraTHBEH PallMOHAJIeH OPOj a@ Ba)KU PaBEeHCTBOTO:

Ja* =a.
Toa cnemyBa ox camara neUHHUIM]A 32 KBaIpaTeH KOPEH.
Ha npumep: \/3_2=\/§: 3, \/7_2=\/E =17.
2°.3a cexon HEHeraTHBHM PAlHOHAJHHU GPoeBH a U D Baku paBeHCTBOTO:

Va-b=va b.



Ha mpumep, +/4-25 =+/100=10, a ucro taka u v/4-25 =+/4-425 =2.5=10.

3°. 3a cexou panmonaauu 6poeBn ¢ >0 u b >0 Baxku paBeHCTBOTO:

a_a
b b
36 36 36 6
a HpI/IMep 4 \/_ HNCTO TaKa U 4 4 2
3AJIAUM ©

3 ' Pemmm ru paBenkute: a) x2 =64, 0) x*=1, B) x’=36.
4 TIpecmeraj ja BpeIHOCTa HA KBAIPATHHOT KOPEH:

a) V4, 6) V121, B) 0,64, 1)1, ﬂ)\/g

5 | Ilpecmeraj ja BpeqHOCTa HA U3PA30T:

a) 5-4/9, 6) —3-4/16, B) —4-,/0,01, 1)

6 ' IlomonHu ja Tabenapa:

/400
et

X 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

X2

7 Kopucrejku ja ropHaBa Tabena, mpecMeraj:
a) V289, 0) /225 ++/144, B) /324 —+/169, 1) /361 ++/256.

8 ' Ompenu ja BpeqHOCTA HA U3PA30T:

3 2
a) V7>, 6), /(Ej . B) {(O1)° .
9 | HcnuTaj 3a Kou BpeAHOCTH Ha poMennmBata xe{2,—3,6,0,—4} e TouHO paBEeHCTBOTO

/.2
X =X.

10 Yupoctu ro uspasor: a) vV49a’, (@ >0), 6) v/36x>, (x> 0).
11) Mpecmeraj: a) 4/25-0,04,  6) \/64:016,  B) /18:8=+/9-2-2-4.
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11.4. IPECMETYBAIBE KBAJ/IPATEH KOPEH O/l PALTMOHAJIEH
BPOJ

Ke nokaxkeme Ha MpUMEPOT 3a KBAAPATHUOT KOPEH +/7 Kako ja ofpeayBaMe Herorara
BPEIHOCT CO TOYHOCT Ha TPH JCIIMMAJIH.
[IpBo ompemyBame momery KBaJpaTUTe Ha KOM JBa Iienu Opoja ce Haora Opojot 7.

bunejku e 22 < 7 < 32, 3aroa ke ouge 2 <\/7 < 3. 3Haum, BpeIHOCTA Ha \/7 € HeKkoj Opoj of
uaTepBaior (2,3).

I'o paznenyBame uHTepBaIoT (2, 3) Ha OpojHarta ocka (LPT. 2) Ha IeCET €AHAKBH JICIIOBH,
a 1MoToa TW MpecMeTyBaMe KBaJIpaTHTe Ha cekoj on Opoesure: 2; 2,1; 2,2; 2,3; 2,4;..., 3. Taka

nobuBaMe neka 6,76=2,6° < 7 < 2,7°=7,29. 3aroa ke oune 2,6 <\/7< 2,7.

! ! ! ! ! b ! ! ! ! ! S

21 22 23 24 25 26 27 28 29 3 31 X

Lprt. 2

3Hauu, BpeAHOCTA Ha V7 e HEKoj Opoj ox uHTepBaioT (2,6; 2,7).
Cera unrepaior (2,6; 2,7) ro pasmenyBame Ha jeceT eiaHakBu jaeiosu: (2,6; 2,61],
(2,61; 2,62], ...,(2,69; 2,7] u npecmeTyBajku TH KBaJpaTUTE Ha CeKOj o OpoesuTte: 2,61; 2,62;

2,63; ... nobusame neka 2,64? < 7 < 2,652, onHocHo 2,64 <\/7< 2,65.

3uaun, 7 €(2,64;2,65).
Co naramoriHa mojenda cera Ha HHTEpBAIOT (2,64; 2,65) Ha jeceT eHAKBH JICJIOBH U
MIPEeCMETYBakE HAa KBAJIPaTUTE HA Pa3IeTHUTE TOYKU HAa OpojHATa OCKa, ja JoOMBaMe U Tperarta

JenuMalia Ha BpeIHOCTa Ha \/7 , T.e. 2,645 < \/7 <2,646.
[IponomkyBajku ja oBaa mocTanka HaTaMy Ke Jo0ueme ce morojeM Opoj Ha JIeuMatu

Ha JICIMMaJTHOTO MPETCTaByBamke Ha OPOjoT \/7 .
Taka ja moObuBame mpUOIMKHATA BPEIHOCT HA \/7 CO TOYHOCT Ha TPH JICIIMMAIIH,
nmu co touynoct a0 0,001 u numryBame: \/7 ~2,645 co HemOCTHT, UIH \/7 ~2,646 co BHIIOK.

OuurnenHo e aexa Ha OpojoT 7 na OpojHara ocka My OAroBapa TOYHO OJpeeHa TOUKa, Koja
¢ HaJIeBO o7 Toukara 2,646, a HagecHO ox Toukata 2,645 (1pr. 2).

1) Co npumena Ha mokakaHara MoCTanka MPECMETaj ja Ha JBE JCHUMAIN NPUOIIKHATA
BPETHOCT Ha KBaPAaTHUTE KOPEHU:

V2, 6)43, B) 5, D6, n),48 1) A4l0.

3a mpecMeTyBame Ha KBaJIpaTHUOT KOPEH Ol palMOHAIHUTE OpOEBU HAJYECTO KOPUCTUME
TaOMUIU WU IUTUTPOH:



1) Tadmmua. Ha kpajor Ha yuyeOHHMKOB JajicHa ¢ TalluIla 3a KBaJpaTHUTE KOPESHH Ha
opoesute o1 1 mo 1000 co aBe nerumany.

Bo kononara N momecTenu ce neceTkute Ha TpPULUPPEHUOT Opoj, UHj KBaApaTeH KOpeH
ro 6apame, a Bo penot N moMmecTeHu ce enuHUIMTE Ha Toj Opoj. Taka, Ha mpuMep, ako cakame
Jla TO OfipeluMe KBaJPaTHUOT KOPEH Ha TpuludpeHnoT 6poj 427, Bo xononara N ro Haorame
opojot 42 (42 necerku), a Ha JeCHO BO KojioHaTa 7 (7 eAMHUIM), IOTOYHO BO MPECEKOT Ha
penot 42 u xonoHata 7 ro ynutame 6pojot 20,66. Toa e GapaHHOT KBaJIpaTeH KOpeH Ha OpojoT

427. 3uaun, /427 ~20,66 co TOYHOCT Ha JABE JEIUMAIIH.

Jpyr npnmep: /6,3 = L 2,50 _ 2.510.

100 10

@
2) durutpon. Ha nurutponor (upt. 3) ro u3bupame O6pojot 427  C | Ea
(co mpuTHCKame Ha KOMUETO Ha Tactarypara o pexa 4, 2, 7). Kora [SHOf -]
Ha eKpaHoT ce TojaBu 427 ro MpUTHCKaMe KOITYETO CO O3HaKa \/_ e O
M Ha €KpaHOT Ke ce MojaBu OapaHara MPUOIMKHA BPEIHOCT Ha LR 2N 3 ’H
(O AM N -

KBaJPaTHUOT KOpeH /427 ~20,663978. [ToToa Bo 100ueHNOT Opoj
3eMaMe OHOJIKY JIeIIMaJIN KOJIKaBa IITO TOYHOCT Oapame. Ipr. 3

3a mpuOMIKHO IMPEeCMETyBamke Ha BPEJAHOCTAa HAa KBAJPATeH KOPEH OJ KOj Owmio
paroHaneH Opoj MOCToM ToceOeH aJropuTaM, KOj CO IojaBara Ha JUTHUTATHATA TEXHUKA
BO MpaKTHKaTa To U3ryOM OHa 3HaYeH-e, Koe MopaHo ro umamie. OBoj alropuTaM € JAaJcH BO
Cclie/IHaTa HACTaBHA €JIMHKA M € HAMCHET 3a OHKME KOU cakaar Jia TU IPOIIUPAT CBOMTE 3HACHA.

3AIAUA @

2 ) Co momonr Ha TabnuIa Wik JUTUTPOH OAPEIH ja MPUOIIKHATA BPEIHOCT Ha OpOEBHTE:!

a) V78, 6) 245, B) 485, 1) |73.

3 | Jlaj cnobomHa mpolieHKa 3a NpuOImKHATa BPEAHOCT Ha KOPEHUTE:

a) \/E , 0) \/ﬁ , B) /50, r) m , TIOTOA TPOBEPH ja CO TabJIMIA UK

JAUTUTPOH.

_—

4 Co nomo1 Ha TabnuIa WIK AUTUTPOH OJPEIH ja MPUOIMKHATA BPETHOCT HA OpPOEBUTE:

a) 30, 6)+107, B) 7,52, 1) 121

5 KakoB 0poj (mapeH wiu HemapeH) € MPOM3BOIOT: a) Ha JBa mapHu Opoja, 0) Ha MapeH u
HerapeH 0poj, B) Ha /1Ba Hemapau Opoja? [Tokaxku ro Toa Ha MPUMEPH.
6 Bpojor @?, (aeN) e: a) mapen, 0) Hemapen. Mcnuraj kakoB 6poj (MapeH WM HEMapeH) e
Opojor a.
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11.5.AJITOPUTAM 3A IPECMETYBAIE HA KBAJIPATEH KOPEH*

Bo nperxomHara nexipja mokaxaBMe Kako Haorame KBaJpaTeH KOPEeH OJ1 pallHOHAIHU
OpOeBU CO KOpHCTEHE Ha TaOnuia W ITUrHTpoH. Toramn 3abenekaBMe JieKa 3a Haorame Ha
KBaJIpaTeH KOPEH O] KOj OWJIO e WK JeTiMalieH Opoj TOCTOU 1 TOCEOCH aJIFOPUTAM 32 TOA.
CMmeTtame fieka o] MHTEpEC € J1a To AaJieMe TOj aIrOpUTaM.

AnroputMot (mocTarnkara) 3a Haorame Ha KBaJpaTeH KOPEH OJ1 IeJIU U JCHUMAIIHU
OpoeBH Ke ja MOoKa)keMe Ha CIIEAHUBE HEKOJIKY TPUMEPH:

A. HpecMeTyBaH)e Ha TOYHHU KBAAPATHU KOPEHHU OX LEJTU GPOCBI/I

IIpumep 1. JTa ro npecmerame KBapaTHUOT KopeH /104976 .
Pemenne. bapanuoT kBagpaTeH KOpEH ro Haorame Ha CJIEJHUOB HAYMH:

1. TTonkopeHOBHOT OpOj TO paszmeryBaMe Ha TPyIH O 10

nBe nudpu  ox AecHO Ha jeBo. IIpBara rpyma ox JieBO MOXe

“ Jla IMa 1 camo efHa uugpa. bpojor Ha rpynuTe mokaxyBa KOJIKY
mudpeH e 6apaHUOT KBaJIpaTeH KOPEH.

1014976 =324 2. bapame Opoj unj kBagpat e 10, unu Haj6mmu3ok 1o 10,
9 HO romain o7 Hero. Toa e 6pojot 3, 6unejku e 3°=9<10. Bpojor 3 e
I 49 ‘622 npBa nudpa Ha 6apaHUOT KBAIpaTeH KOPEH.
— 3. Kgsaaparor Ha Taa mudpa (3°=) 9 ro s3anuiryBame moj
% npsara rpyma (10) u ro onzemame o Hea. JloOuBamMe MPB 0CTATOK
2576 644 -4 - 6pojor 1.
2576 4. Kon 10OMEHHOT OCTATOK ja cryIiurame (IOMmUIlyBaMe
—0 oJyiecHO) BTopata rpyma 1udpu 49. Ja ognenyBame mudpara Ha

enuauiuTe 9, a ocranaruor O0poj 14 ro menume co yaBOeHaTa
(mymiupana) npsa nudpa (3:2=) 6 Ha kopeHOT U K00uBame 2. Toa
¢ Bropa nudpa Ha 6apaHuOT KOPEH.

5. Kon ymBoenara (myrmpana) mpBa idpa (6pojor 6) ommecHo ja JOMUIIyBame
Bropara nudpa (2) Ha KOPEHOT U Taka 100ueHHOT O6poj (62) ro MHOKKUME co BTOpaTa Iudpa (2)
Ha KopeHOT. Toj MpPOM3BO/ I0O 3amuIyBame Moj crymTenara Bropa rpymna (149), omzemame u
no0nBaMe BTOP 0CTATOK - Opojot 25.

6. Kon T0j ocrarok ja crmymrame Tperara rpymna (76) ox moakopeHoBHOT 6poj. Of Taka
nobueHnot O6poj 2576 ja omnerryBame mocieaHaTa mudpa 6, a ocramatuot 6poj 257 ro genume
CO YABOCHHUOT (AyIuiMpaHuoT) Opoj oOpasyBaH oj npBuTe jABe HUdpH Ha KopeHoT (32:2=) 64,
T.e. 257:64~4. Taka ja ogpenyBame Tperara udpa 4 Ha 6apaHUOT KOPEH.

7. Taa Tpera 1mudpa Ha KopeHoT (4) ja JomuIilyBaMe Ha JCCHO KOH YIABOCHHOT OpoOj
oOpa3yBaH oj mpBuTe JBe HUPpU Ha KopeHOT (32:2=) 64 m Taka mobuenuor Opoj 644 ro
MHOXHME cO Tperara nudpa (4); 100MeHHOT MPOW3BOJ IO MOTIHUIIYBAME MO CIyIITeHATa
TpeTa rpymna u oj3eMame.

8. Ha uct HauuH mocramyBaMe W CO 4eTBpTara rpymna u co APYrd Tpynu (ako uma
TaKBH). AKO TMOJKOPEHOBHOT OpOj € TOUEH KBaJpart, TOralll MOCISAHUOT OCTATOK € HyJa. Taka e



BO HAIIMOT CIIy4aj, KaJie TPETHOT OCTAaTOK € HyJa.

3Haun, OapaHUOT KBaJIpaTeH KopeH ¢ 4104976 = 324.

Yecro maru npu OapameTo Ha BTOpara, TpeTaTa WM Ha HEKOja Ol HapeaHuTe udpu
Ha KBaJIpaTHUOT KOPEH, NIPH JICTICHETO He ce 100MBa BUCTUHCKUOT MHOXKHUTEI, TYKY ce J00HBa
MHOKHUTEJ, KOj € TIOTOJIeM O] MOTPEOHUOT BO CIIy4ajoT. Bo TakoB ciiydaj TOj MHOXKHTET T'O
HamallyBaMe 3a eJ{Ha, IB€ ¥ OBEKe eAMHMIIH, JO/IeKa He JoOreMe MHOXKHTEIN CO KOTo J00MBaMe
Opoj mITO € HajONMMU30K U ITOMaJl, WM €IHAKOB Ha OpPOjoT 071 KOj 0J3eMaMme.

IIpumep 2. Ja o mpecMeTame KBaIpaTHUOT KOpeH + 74529 .
Pemenue. [{udpara Ha cTOTKUTE € OYUTIIETHO 2, OUIEjKU

22<7<32, bpojoT 8 He MOXKe J1a ce 3eMe 3a Bropa nugpa Ha KOPEHOT,

“ ounejku mpou3BonoT 48-8=384 e moronem ox 345.
Ce nmokaxxyBa jieka 7 (a He 8) e Bropa nudpa Ha GapaHHOT

7145(29 =273 KBaJIpaTeH KOpeH, a mudpara Ha SIUHUIUTE € 3.
4 Crnopen Toa: /74529 = 273.
345 :47.7 Ipumep 3. la ce onpenu /1690000 .
329 Pemenue. bunejku e /169 =13, 3aroa 6apaHuoT

1629 :453-3 KBaJIpaTeH KopeH ke oune /1690000 =1300.

1629 Toa e BO CONTacHOCT CO CIIEAHOBO MPABHUIIO.

0

KBagparunor xopen o mea Opoj, Koj 3aBpuIyBa Ha
napeH Opoj HyJIM U € TOYEH KBaJpaT, ro npecMeTyBaMe Kora ke
ro opeAuMe KBAIPaTHHOT KOPeH o1 OpojoT 0e3 HyJINTe U KOH
A00MEeHHOT pe3yJITaT J0NuIIeMe IBA NATH MOMAJIKY HYJIH.

b. IIpubjanskHa BpeIHOCT HA KBaJpPaTeH KOPEH 01 e U JenuMaJieH Opoj

3Haeme, caMo OpoeBUTE KOM C€ KBaJpaTh Ha HEKOj APYyT Opoj, UMaaT TOUYCH
KBaJipareH KopeH. CuTe ocTaHaTh OpPOEBU HEMaaT TOYHH KBaJparHu KopeHu. Criopen Toa,
KBaJIpaTHUTE KOPeHH Ha OpoesuTe 2, 5, 8, 10 u npyru ce npanuoHaHu OpOEBU U MOXKE J1a TH

IpecMeTyBaMe caMO HUBHUTE TIPUOIIMKHK BPEAHOCTH cO ofpeeHa Tounoct o 1; 0,1; 0,01;
0,001 u TH.

Ipumep 3. Jla ce onpenu mpuOIMKHATA BPEIHOCT HA KOPEHOT /17 CO TOYHOCT 10

0,01. _
Pemenme. 3a Taa nen noxkopeHoBUOT Opoj 17 ro 3amuuryBaMe BO BUJ Ha ACLUMaJICH

Opoj co JBe TPpyIH OJ1 IO JIBE HYJIH U JOOMEHHOT OpOj TO KOpeHyBaMe.

Criopen Toa, Oapanara mpuOIMKHA BPEIHOCT HA KBAJPAaTHUOT KOPEH V17 Ha mse
JeLMMaIH, OAHOCHO co TourocT 10 0,01 co Hemoctur e /17 ~ 4,12.

IIpumep 4. [la ce oapean npuOIMKHATA BPETHOCT HA KOPEHOT \/5,2T CO TOYHOCT
o 0,01.
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“ G Pemenue. IlomkopeHoBuoT Opoj
ro paszieixyBamMe Off JIEBO U JIeCHO Of

17,0000 = 4,12 5124150 =2,29 JelMMaTHaTa 3allupKa Ha TPYIIN OJ1 O JBE
16 4 mudpu. CO 1en u mociaeaHara rpymna ja
— = uma JiBe 1UQpH, oJ] ISCHO Ha MOCIIeAHATA
100 :81-1 124 :42.2 JenrMalta JonuinyBaMe earaa Hyna. [Toroa
81 84 KOpeHyBaMe Ha [MO3HATHOT HAYHH.
1900 :822 .2 4050 :449 -9 3Hauu, KBaJpaTHUOT KOPEH HMa
1644 4041 NpUOIHKHA BpeaHOCT 2,29 CO TOYHOCT 10
- - 0,01 co Henoctur.
256 9
3AJIAUU w
e
1 ) Kako ro onpeznemyBame OpojoT Ha UpUTE HA KBaJpaTEH KOPEH 0] Opoj KOj € ToOUeH
KBajpar?

2 ) Onpeny rv KBaJIpaTHUTE KOPSHU HA OpOEBHTE:

a) 841, 0)1936, B)134689, r)229441.
3 ' Opapenu v KBapaTHUTE KOPEHHU Ha OPOEBUTE:

a) 360000, 6) 291600, &) 1008016, r) 22500 .
4 Oppenu Tv KBaJpaTHUTE KOPEHHU HA OpOEBUTE:

a) 13,69, 6)1,44, 8)0,49,  r)0,00.

5 ) Oppenu ja mpuOiMKHATa BPEIHOCT HA KBaApaTHUTE KOpeHU co TouHocT 70 0,1:

a)\/ﬁ,6)\/ﬁ,3)\/1,_5, r) 4/7,65.

6 ' Oxpenu ja mpuOIMHKHATA BPETHOCT HA KBaJIpaTHUTE KOpeHH co TouHoCT 10 0,01:

a) 4/4,5 , 6) 4/0,0045.

Cure pe3ysTaTi POBEPU TH CO TUTUTPOH.

11.6. IOUM 3A UPALIMOHAJIEH BPOJ

X Ha nprexx 4 wMame KBajapar, 4Hja IUTOMITHHA € P=2cm?

JloybkuHaTa Ha HeroBaTa CTpaHa Jia ja o3HauuMe co x. Hemo3narara

JO/DKMHA X Ha KBaJPaTOT Ke ja OipeIuMe KOoTra Ke ja pelimMe paBeHKaTa
x2=2. (1)

Lpr. 4 Cropen Toa, bapaHara JOJKHHA Ha KBapaToOT CO IIOMITHHA 2cm?, ke

P=2cm?| x




Ou/Ic HEHETaTMBHOTO pellicHKe Ha paBeHkara (1), a Toa e
x=4/2.

Jla ce 3ampaimame KakoB 0poj e V22
Jlasu e Toj pupoieH (IelT MO3UTUBEH) OPoj, IIITO OYUTIIEAHO He ¢, Onnejku 12=1<2<22=4,
Jlanu e Toj parmoHaieH 6poj? 3Haeme, palmoHajeH Opoj € cexoj Opoj ILTO MOXKeE 1a CE€ MPETCTaBU

BO BHJI Ha JIPOTIKA £, (peZ, geN). Ke 1o 10Ka)eMe CIIeTHOBO TBpACHE:
q

Teopema. BpOjOT\/E He e paloHaJjeH 0poj.

Joxka3. /la mpernocTtaBuMe JieKa TBPJIECHETO BO TEOpeMara He € TOYHO, a TOYHO € JieKa
V2 e panmoHaneH 0poj u JeKa BaKH PaBEeHCTBOTO
pP
V2 ==, )

q
Kaae p u (g ce3aeMHO IPOCTHU 6pOCBI/I. HmMmeno, ako p 1 (Q HE CE€ 3a€MHO IPOCTHU 6p0€BI/I, CCKOjHaT

MOXEME da CKpaTuME CO HUBHUOT HajFOJ'IeM 3aCJHUYKH JCIIUTCII U Ja )IO6I/IeMe HECKpaTinBa

2
npornka. Co KBaJpupame Ha paBeHCTBOTO (2) ce q00uBa 2 = EJ , OTHOCHO 20°=p?. O p*=2¢°

q
3aKiydyBaMe Jeka p e mapen 0poj, T.e. p=2K, (keN), ma Baxu (2K)?=20?, 4k?=2¢? ogHOoCHO

2k?=g?. Ox mocneaHoTO paBeHCTBO (°=2K? criemyBa jeka u OpojoT ( e mapeH 0poj, T.e. q=2m,
(meN).

Cropen T0oa, BO paBeHCTBOTO (2) P W (] ce mapHH OpoeBH, a TOa MPOTHBPEYH Ha
NPETIOCTABKATa JIeKa P U  CE 3aEMHO IPOCTH OpOeBH. 3HAYM, THE JBaTa HE MOXKAT Ja Ouaar
napuu Opoesu. OTTyKa ciieyBa Jicka paBeHCTBOTO (2) He € TOYHO, 11a OCTaHyBa Jia IpuQaTuMe

nexa 2 ¢£, , OIIHOCHO sieKa /2 He e pauuoHasneH 0poj, T.e. V2 Q.
q

PasrneganunoT mpuMmep jacHO ykKakyBa JieKa olepalfjara KOpeHyBambe He OO0Bp3yBa
MOKpaj palyoHATHUTE OpOeBHW Ja BOBEJAEME W HOB BUJ Ha OpOEBH, KOM Ke€ TH BHUKaMe
UPAIUOHAJIHH OPOEBH.

jo)) Jegunuyuja. Cexoj 0poj xoj He Moke
(€]

Ja ce MPeTCTaBH BO BH HA APONKa P (pez,
\ q
“ geN) ce HapeKyBa HpalHOHAJEH OPOj.

©

Moske na ce Jokaxe JieKka upalroHaaIHi OPOEBH ce 1

KOPEHHUTE: \/5,\/6,\/7,\/1,_5 WTH.

[IpeTxomHUOT a0Ka3 jJeka OpojoT \/5 HE MOXKE

Ja CC 3alliMIe KakKO APOIlIKa MY an/Inafa Ha aHTHUYKHOT

Apncﬁﬁeﬁ ¢dunozod Apucroren (384-322 roz.m.H.e.).
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a) 8 cm?, 6) 12 cm?, B) 20 cm?.
2 | Oppenu ja BpeAHOCTA HA: a) N2, 6) v/3, B) /5 co tounocr 0,001.

3 | Ha OpojHara ocka MpeTcTaBy T'd HpAllMOHATHUTE OPOCBH:

a) 5, 6) V12, B) V6.

4 ) Onpeny ToO MHOXKECTBOTO PEIlICHHja Ha PaBCHKATa!
a) x*=11, 6) x?>=16. KakBu OpocBH ce HEj3UHHUTE peIIeHU]a?

5 | Pemmnt ru paBenkure: a) x’=8, 0)x?=9, B)y?=14.
6 Jlokaxu neka /5 e UpaoHaieH 0poj.

7 Axo a ub (b#0) ce pamonannu 6poeBH, KaKBU OPOEBH CE:

a)a+b, 6)ab, B)ab, 1) n)%?

Il. 7. PEAJIHU BPOEBU

.Bo U3MHHATUTE TOJJMHU CE 3aIlI03HABTE CO CIICAHUTE MHOKECTBA OJ1 OPOCBH:
- MHOXKeCTBOTO mpupoaHu 6poesu N={1,2,3,...}
- MHOX€eCTBOTO 1eu opoesu Z={..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}

- MHOXKECTBOTO parroHaiHu 6poesu Q ={ £| p,qeZ, q=0}.

3a HuB Bakat penamuure:. NcZ < Q.

Bo mperxongnara sekiyja ce 3armo3HaBME M CO MPAIOHATHUTE OpPOEBH, HA MpHUMED,

Ke mokaxame JeKa MpalHOHATHH OPOEBH MMa OSCKOHEYHO MHOTY, IypH M IOBEke
OTKOJIKY paliMOHaIHU OpPOEBH.

Teopema. BpoeBuTe 01 BUAOT a +72 u b2, (beQ ) ce mpanmonaHu
OpoeBu.

Moxka3s. [la mpernoctaBuMe Jeka a++2 ub+2 me ce UPALMOHATIHUA OpOEBH, TYKY

r

JieKa Tue OpoeBU ce paluoHaIHU. Toram of a+\2=Lu b2 =—, cjaenyBa V2 :E—a
r . q . S q
u /2 =—b, wro suaun nexa 2 e parronaieH 0poj (Oumejku pasnukaTa ¥ KOTHYHUKOT Ha

s . )
JIBa paIioHaIHU Opoja, UCTO Taka ¢ paluoHaleH O0poj), a Toa € HeBO3MOKHO. JloOueHara

KOHTPAJMKIMja TOTBpPAyBa Jeka OpoeBHTE O BUIOT a++2 U b-\/E , WUCTO TakKa ce



WpaIMOHATHUA OPOEBU: 3+\/§, —5+\/5, 2\/5, —7\/5, WUTH.

Cnopen Toa, co MOMOIII CaMO Ha e/IeH UpaljlioHaJIeH Opoj V2 dbopmHpaBmMe OECKOHEUHO
MHOT'Y UpaIlMOHAIHU OPOEBH.

MHOXeCTBOTO Ha CHTE MpAI[MOHAIIHU OPOEBU aKo To 03HaYMMe co |, Toramr yHujara of
MHOkecTBaTa Q U | ke mpercTaByBa HOBO MOIIMPOKO MHOXKECTBO 011 OpoeBu. Toa MOmmpoko
MHOXECTBO OJ1 PallMOHATHH U UpAIIMOHAHU OPOEBU CE BUKa MHOKECTBO HA peajTHH OPOeBH
u ce o3HauyBa co R. Cropen Toa, Baxu: R= Q Ul u npuroa QNI =J.

3Ha4u, cexoj peajieH OpPOj € WK PAIIMOHAJIEH UJIM UPALIMOHAJIEH.

. 3HaeTe JieKa CeKoj palMoHaIeH Opoj MOXKe Jla e MPETCTaBH BO BHJI HA JCIIMMAJICH
0poj (yuire BenrMe BO CBOjOT JAeMMMAJIEH 3aIHiC), T03HATO HU € JIeKa Ha CEKOj PalliOHaJICH

Opoj oaroBapa KOHEUEH WM O€CKOHEYEH, HO TICPUONYCH JICITMMAJICH 3aIlnC.
1 3 2

1 5
Ha npumep: 5 =0,5, 2 =0,25, - 3 =-0,6, 3 =0,666... = 0(6); P =0,8333... = 0,8(3).
MeryToa, mokpaj OECKOHEUHU TEPUOIUYHH JEIUMAIIHU 3allUCU TOCTOjaT M HETIePUOINIHU
OeCKOHEYHM JAeUUMajHU 3anucd. Ha mpumep, TakoB ¢ OCCKOHEYHHOT JEIMMAJICH 3aruc
0,20200200020... Bo k0j OpojoT HA HYJIHUTE CE 3roJieMyBa 3a €lcH. TaKBHOT HEMEPHOAUYCH
OecKOHEYEeH JIeUMalIeH 3aluc My OrOBapa TOUYHO Ha €IeH MpaluoHajIeH Opoj.
S Jedunuyuja. Koj 6M10 KOHe4eH WU NMEPUOIMYEH, UJIH HeNlePUOIUYEH
t@i 0eCKOHe4YeH JelMAaJieH 3alic ce BUKA peaJieH 0poj.

.I[a BUIMME KaKO TH CIIOpeAyBaMe peaTHuTe OpOeBH.
Hexka ce nanenu nBa peannu Opoja x U y, YMH ACLUMAIIHU 3aIHCH CE:
x=a,a3a@,., y=b,,bb,b,.., 1)

Kajie a, ,b0 ce nenu OpoesH, a al,bl,a2 ,bz,as,b3,...e{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} ce udpu-aerumMay.
[Iputoa ce moroBapame, BO JBaTa 3amuca, 1a HE ce€ CIy4YHd OJ HeKoja Jelrmalia HaTaMmy Ja €
camo uudpara 9. Ha npumep, na Hema 3anuc ox obnuk 0,34999..., 6unejku toj 6poj Moxe n1a
ce m3zeanauu co 0,35. Toramr:

1°. PeasinuTe OpOCBH X U ) C€ €IHAKBH, aKO M CAMO aKO UM C€ CIHAKBH IIEJIUTE JICTIOBU
U MM C€ €THAKBU CHTE COOABETHHU JCIUMAIIH, T.€. X=Y <:>a0:b0 ua=h, a2:b2,a3:b3,...

2°. 3a 1Ba MO3UTHUBHU peaHu Opoja x u Y magaaenu co (1) Baxu:

-aKko e a,< bo, Toram € x <y,

-aKo € a,= bo, HO a, < b, Toram e x <y,

-akoe a,= bo, a=b,noa,<b,, Torame x <y, utH.

Ha mpumep: 5,31407261... < 5,31407467..., Ounejku umMaaT €IHAKBU IEIH JICTIOBU U
€IHAKBU MM C€ TIPBUTE TET JICIIMAJIH, a 3 MECTHTE JAenumaiu ¢ 2 < 4,

Axo peanHHTE OPOEBH IIITO T'H CIIOPETyBaMe CE HEraTHBHHM, TOTAIII IPABHIIOTO € 00PaTHO.
Opn nBa HeTaTUBHU peaHU Opoja moMall € OHOJ IIITO UMa MOToJIeMa arlCoJIyTHA BPEIHOCT.

Ha mpumep: —5,31407261... > -5,31408631...

AKO UMaMe TIpeIBU/I JeKa CEKOj HETaTHBEH peasieH Opoj € moMall Of] HyJia, a Hyjara €
romaJia oj] CeKoj MMO3UTHUBEH peasieH Opoj, ToTalll CIIOPEIyBalk-ETO Ha JIBA peajiHu Opoja cexorarl
€ MOKHO KOTa C€ ITO3HATH HUBHHUTE JCIIMMAITHU 3aITUCH.
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3AAYN w

1 ' Kowu oz cieHMBE UCKa3M C€ TOYHU:
a) Nc Z, 6) QnZ=Z, B) QU Z=Q, r) RNQ =Q, 1) RN 1=Q?

2 ) Ogapenu ro IeUMaHUOT 3alKc Ha OpOjoT \/5 CO TOYHOCT Ha JBE ACUUMAIIH, U
crniopeau ru opoesure: a) 1,41 u \/5, 0)15u OB

7
3 Oz[pezm ' ACIIMMAJIHUTC 3allMCH Ha 6p06BI/ITe: z, \/g H —, a I0TOA CIIOPCAHU I'.
6

4 ) Cropemu ru Gpoesute: a) —3,814243... u —3,814235, 6) —3,814243...u —+/16.

5 ' Kopucrej ku ru camo mudpure 0 v 3 HaMUIIK BO ICIUMATHH 3aIHACH:
a) JiBa palMoHaIHu Opoja, ©0) eeH UpaluoHaICH OpOj.

6 ' bpojor 0,1212212221... (0pojoT Ha ABOJKHTE IMOCTOjaHO CE 3roJeMyBa 3a €/ICH) JajH €
panMoHaieH WiIK UPALMOHAJICH?

7 ) Bbpoesure 2,5; —3,75; 1,5 npeTcTraBu Tv BO BUJ Ha APOIIKA 2 Kazie p u ( ce 1enu Opoesy;
MI0TOA MPETCTaBH I'M Ha OpojHATa OCKa. 1

1. 8. HPETCTABYBAILE HA PEAJIHUTE BPOEBHU
HA BPOJHA OCKA

Munarara yyeOHa rofirHa NpUpPOAHUTE, LEIUTE U PAIMOHAIHUTE OpPOEBH F€OMETPUCKH
T'H IPETCTaByBaBME CO TOYKH Ha OpojHara ocka (Upr. 5). 3a nenure OpoeBu Toa cTaHyBa JIECHO,
KOTa Ha CEeKoj 1ies Opoj MpHAPYKyBaMe TOYHO IO e[JHa ToUKa Ha OpojHara ocka (UpT. 5).

Jla ce moTceTuMe Kako paliluoOHaIHUTE OpoeBU T IpeTcTaByBaMe Ha OpojHaTa ocka. Ha

. : .7 .
npuMep, Kako ja oapeayBaMe TOYKara, IITO My ja IpUApy’XKyBame Ha OpojoT 9 Ha 6pojnara
ocka orceykara-cerMeHToT [0,1] ro pasmenyBame Ha ocyMm enHakBH nenoBu (UpT. 5), ma

. .
ceamara jendeHa Toyka ja mpuapyKyBame Ha Opojor ry Ocranarute nen0eHU TOYKU UM TH

123456
PUAPYKyBaMe COOJIBETHO Ha OpOEBUTE: g, = s == =

-3 -2 -1 0 1 2 SR

. ) 7.
Toukara mwro Tpeba na ja mpuapyxume Ha OpoOjoT — Py ja ozpenyBamMe Hale€BO O]

nouetokoT O, a Ha pacTojaHUE OJ] HETO €THAKBO HA Y



Ha oBoj HaunH Ha ceKkoj parrioHaJIeH Opoj I MOXKe J1a ce MPUAPYKHU caMmo e1Ha Touka M
Ha OpojHara ocka. bpojor I BeninMe ¢ KoopaAMHaTa Ha Toukara M u nutryBame M(r). Toukure,
IITO C€ MPUAPYKEHH Ha PAIIHOHATHHA OPOEBHU CE BUKAAT PAlIMOHAIHM TOYKH Ha OpojHATa OCKa.

OuurnenHo e Jeka, Ha CEKoj palroHalieH Opoj My oJroBapa TOYHO €HA PallMOHATHA
TOYKa Ha OpojHaTa OCKa, M OOpaTHO: CEeKOja palMOHAJIHA TOYKA € CIMKa HAa TOYHO €CH
panmoHaines 6poj.

[Tpu oBa mpeciuKyBame COUyBaH € MOPENOKOT, T.€. 32 JiBa pallMoHAIHU Opoja a u b,
(a< b), na nomanmor 6poj a My oxrosapa Touka A, Koja Ha OpojHaTa ocka mpeTxoau (ce Haora
npes) Ha Toykara B (IITo e mpuapykeHa Ha oroJieMuoT 6poj b).

[Tpuponno e ma ce mocrtaBu mpamamero. Ha Opojnara ocka Ox manu mma camo
pammonanau Toukn? Ce MmokaxkyBa Jeka Ha OpojHaTa OCKa MMa W JIPYTrd TOYKH, KOU HE Ce
palMoHaHU TOYKH, T.€. HA KOM HE MOXE Jla UM C€ MPHUJIPYKU HUTY €ICH palloHaJeH 0poj.

Ha mpumep, nokakaBMe Kako ce MPecMeTyBa KBaJPaTHUOT KOPEH +/7 U KakKo CO MOMOII Ha
BMETHATH (CTETaYyKH) UHTCPBAJIH:

(2;3)>(2,6;2,7) > (2,64, 2,65) o (2,645; 2,646)... unu gomwkunu ce: 1, %ﬁ jaoapemnyBame
TOYKATa IITO My OATOBapa Ha OpojoT J7 (upr. 2).
Co rakBara nocranka Mo)KeMe Ha CEKOj UpallMOHAJICH U peajieH 0poj 1a My IPpUIpYyKUME
camo eJlHa To4YKa Ha OpojHaTa ocka. OTTyKa MOXKe J1a 3aKITyduMe JIeKa:
Ha cexoj peasen (paumonasieH ujin upanuoHasieH) 6poj MoxkeMe 1a MPUAPYKUAME MO
e/lHa TOYKA Ha OpojHaTa 0CKa, H 00PATHO: CEK0ja TOYKA Ha OPOjHATA 0CKA e MPHAPYAKEeHA

(e cimka) TOYHO HA eleH peaJieH OPoj.
Axo A(a ) u B( ) ce nBe pa3nuuHu TOYKU Ha OpojHara ocka Ox, Torarr Toukara A e

npen B, ako u camo ako a < f.

3ATAUA 5

1 ' Ha Gpojuara ocka Ox mpeTcTaBu T peasHuTe OpOeBU:

@%, 6)425 810, 1) V15, 1)

2 | Ha 6pojHara ocka Ox KOH OJ] TOYKUTE CO KOOPHHATH:

A(-2,45), B(- \/g), C(\/E), D(-2 \/g) ce Haoraar mpeJ| Toukara B(—\/g)?

3 ) Jamu e Touno nexka: a) Qc R, 0)IcR?

4 1 KakBO MHOKECTBO IpETCTaByBa mpecekoT: a) RN Q, 60)RNI?
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3AJAYU 3A IOBTOPYBAILE N YTBPAYBAIBE -11

@ [Ipecmeraj ja BpeqHOCTA HA CTEMICHOT:

3 3
a) 631 6) ('6)3! B) 171 F) (_1)71 H) (gj ’ 1!‘) (_ _] ' e) _34’ >K) _(_7)2'

5
@ 3a KakBH BPEIHOCTH Ha /1 € TOYHO HEPABEHCTBOTO:
a) (-5)">0, 0) (-5)"<0?
3 Jlamu e Touno TBpAemeTo: @) 22 = 4%, 6) 3° = 9%?
@ [TpoBepu Jay ce TOYHU PaBEHCTBATA:
A a) 1+3=2%,  6) 1+3+5=3?,  B) 1+3+5+7=4%2, ) 1+3+5+7+9=52,
5 | YnpocTH 1o u3pasor:
a) 2416, 6) 3m%.27, B) a"-d*a.
3a koja BpeiHOCT Ha n€N € TOYHO PaBEHCTBOTO:
a) 32.31 =31 0)a"-a®=ad°, B) ¢’-c"=c1?

@ Bamuimm ro a® Kako cTereH co ocHoBa: @) a2, 0) a°, B) a®.

@ 3a Koja BpEIHOCT Ha /1 € TOYHO PAaBEHCTBOTO!
: a) (3%)" =31, §) (5")*=5%, B) 5"-5¢=5127

Onpeny T CUTE TTAPOBU MPUPOAHU OpoeBH (m,n) 3a Kou Ke Oue TOYHO PaBEHCTBOTO:

a) (2mn =25 6) 3m-3" = 81.
. Mery kou pupOIHN OPOCBH C& HaoTa KOPSHOT:

a) /52, 06) 110, B) 1507

@ 3a kou Bpennoctu Ha n €{1,2,3,4,5} TBpIEHETO € BUCTHHHUTO:
a) 2"< 20, 6) 10 <10"< 1000, B) 0,0001<0,1"?

12) TIpecmeraj ro n3pasor (kopucTejku JUTUTPOH MK TaOIHIIA):
a) 2+3/45 -2,5/20 , 6)+/17 +2/51 -3/74

@ AKo npupoaHUOT Opoj a €:  a) mapeH, 0) HemapeH 0poj,
KakoB Opoj (mapeH WM HemapeH) € HerOBUOT KBaapar a’?

@ [Ipecmeraj ro u3pa3oT 0e3 KOPUCTEHE Ha Ta0IUIA UK JUTUTPOH:

a) V2 6 /48, 6) 2(3++/5)- (/5 —1)-3++/5 +3.

3AJTIAYU 3A CAMOKOHTPOUIA - 11
@ Ynpoctu ro u3pasor:
12 8 8
a) 212. 1 . 6) 31 .(12
12 6 5):
[Ipecmeraj ja BpegHOCTa HA U3Pa30T:

)52, 652 ) s



@ W3Bp1u ru crenenyBamara:
a) (-3a*b?)?,  6) (-1,5:¢>b*°,  B) (2-a)"

@ Co koJiky 1udpu € 3anuiinan cekoj o1 OpoeBUTE:
a) 10’, 6) (10%3,  B) 10%10%?

n 2
") pecmeraj 2 .

@ 3emajku npenBun aexa " =da
@ Kosnky cantumerpu KyOHu nma 1 m®?

@ Onpeny ja BpeAHOCTA HA OPOJHUOT H3pa3:

1

3-2-4 5+2-4
a’) PN 6) o 4
(6-2)-3 57 +1
IIpecMeTaj ja BpeJHOCTA Ha H3PA30T;
65
) e O @D maz2mbsy

@ Konky nma nukomerpu Bo 1 mm?

@ Konky xunobajti umMa BO eJieH ruradajt?

@ ITpecmeTaj 0O M3pa3oT (KOPUCTEJKH TUTOTPOH WK Tabauma): 3—2 \/g +4,5 \/E .

@ IpecMeTaj TO H3pa30T 63 KOPHCTEHbE Ha TAGIIHIA WK AUTHTPOH: V3 -4/3° .

OO OO OO

CTEIIEHU. KBAJIPATEH KOPEH







( TEMA 111 )

n

111.1. AJITEBAPCKHU U3PA3. BPOJHA BPEJJHOCT HA U3PA3
111.1.1. Bpojuu u3pasu

Hexka ce nanenu Opoesute 12 u —4. 3HaeMe Kako HUBHHUOT 30Up, pa3iuKa, IPOU3BOJ U
KOJTMYHHUK CUMOMIMYKY T'H 3anuiryBame. Toa ce uspasure: a) 12 + (—4) unu 12 — 4, 6) 12 — (—4),
B) 12 - (-4) ur) 12 : (—4). bunejku 4ieHOBUTE U HUBHUTE BPSTHOCTH CE€ OPOEBU 3aT0a THE CE
BHUKAaT OPOjHH M3Pa3H.

HajennoctraBHu OpojHM U3pa3u I'M cMETaMe caMuTe cuMoOoin Ha Opoesute: 1, 2, -5, 3,

3

0, =, 3 Crnoxennrte OpojHU U3pa3u r'u 00pazyBaMe MOCTAIHO MoarajKu O/l HajeJHOCTABHUTE

5

IIPEKYy HUBHO BP3yBamkEe CO HEKOM OJI 3HAIIMTEC HA OCHOBHUTE OIICpALIUU: +, - a IIpuUTOa
KOPUCTUME U 3arpaiu.

Ha npumep: a) 4+28:5, 6) (v4—1)-3°, B) 16
15:3-5
AKO I'tl U3BpIIMME Ha3HAYCHUTE ONEePAIH BO U3PA30T, IPHUIPKYBajKH CE HA PETOCIEA0T
Ha HUBHOTO M3BPIIIyBamke, ke ToduemMe oapeaeH Opoj, Koj ce BHKa OpojHa BPeIHOCT HA U3Pa30T,
WM KPaTKoO, CaMO BPEeJHOCT Ha U3Pa3oT.
Ha npumep:
a) Bpennoct Ha m3pazor 4 +28:5 e 9,6. HaBucrnna: 4 +28:5=4+5,6 =9,6.

0) BpeanocTtHa u3pas3or (\/Z —1)-3%e 243. HaBucruna:
(Ja-1)-3=(2-1)-3-3-3-3-3=243,

16 . .,
B) U3pazor ————— Hema OpojHa BpEIHOCT, OMICjKH HE CHTE HA3HAYCHH OICPAIIUH

ce uzBonuBH. Mimeno, nenemeto co 15 : 3 — 5 = 0 He e moxkHO. TakBUTE U3pa3u BeIuME JeKa
HEMaaT CMHUCIIA.
N3pas, mro ce cocton camo o eneH Opoj, MMa OpojHa BPEAHOCT €IHAKBA HA CAMHUOT

TOj OpOj.
@ Onpenu ja BpenHOCTa Ha OPOjHUOT U3pa3:

2) 30-5-6,6) 02:5+5:02, B) ——123>_
2:3+2-5
@ dopmupaj 6poeH u3pa3s Bo KOj ke ydecTByBaaT HajMaJKy /iBa Opoja, TaKOB LITO

HEroBaTa BPEJIHOCT /1a Oujie eJHaKBa Ha:
a)8, 0)-2, B8)0, 1)1, n)-01

OO OO OO
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3AIAUU ;

3 ' Koj ox OpojauTe m3pasu Hema OpojHA BPEIHOCT U 30ILTO:

33+2°:8 4 -2°.5 6:3+8:3
a) =22 g L B) —oroi,
5:0,2-25 10-26:2 4-9-6
4 He I/I3BpIHYBajI'(I/I 'l HA3HAYCHUTC OIICpalvu, CIIOpCAu ' Bp€AHOCTHUTEC Ha I/I3paSI/ITeZ
5 7

) 242 u24:0 ,6) 25-5u 25-(-5)

5 | M306epu eneH 0poj, Koj ke OmJIe IoroJieM O €IHHUOT, a IIOMAJT O APYTHOT O CIICTHUBE JIBa

opoja: a) 2,18 u 2,19,6) —-0,6 u 0,32, B) % u %

6 ' Kopucrejku ja mudpara 2 TpunaT COCTaBH U3pas, udja BPEIHOCT Ja €:
a)2, 0)3, B)6, T1)8.
7 | Kopucrejku ru nudpure 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 u 9 o exnamni, coctaBu u3pas yija BpeaHOCT
¢ enHakBa Ha: a) 5, 0) 13.

8 ' Kopucrejkn ru mudpure 1 n 2 coctaBu U3pas uuja BPEAHOCT € €IHAKBA HA 5, a MpUTOa
uudpute 1 u 2 n1a ce nojaByBaar ucT Opoj maT.

111.1.2. U3pa3u co npoMeHJINBH
[To3Haro HU € AeKa 3a 0O3HAYyBal€ Ha MAPHUTE W HETMapHUTE OPOEBH T'M KOPUCTHUME

coonseTHO m3pasute: 2K u 2k-1,(k € N).

Tyka OykBata K ro 3amenyBa koj Owio mpupomaeH Opoj. 3Haum, K Moxe ma mo0uBa
pa3IMYHH BPETHOCTH, HO O]l MHO)KECTBOTO Ha MPUPOJHUTE OPOCBH.

TakoB cumbon (OykBa), KOj € 3acIHMYKA O3HAKa 3a CIIEMEHTHTE HAa HEKOE JaJICHO
MHOXECTBO, CE€ BUKa IIPOMEHJIMBA, a J1aJICHOTO MHOXKECTBO CE BHKA JOMeH WJIH Je(pUHHIITOHO
MHOKeCTBO Ha mpoMensmBata. Criopes Toa, Bo u3pasute 2K u 2k—1 6ykBara K e mpomeHJIHBa,
aco k€ N e xaxan (3a1aieH) TOMEHOT Ha ITpoMeHrBara K .

Bbpoesure, mak, 2 1 —1 Bo rOpHHBE J1Ba M3pa3a, KOW UMaart rnocrojana (puKcHa) BpeIHOCT
IITO HE ja MEHYBaaT, C¢ BUKAaT KOHCTAHTH. 3Ha4YM, KOHCTAHTA € 0poj (00jeKT) o MOTMOJIHO
onpeneieHa ((pUKCHA) BPEIHOCT BO AajeH U3pas.

W3pasu, BO KOM ydecTByBaaT MPOMCHJIMBU CE BHKAaT M3Pa3d €O MPOMEHJIHBH HJIH
ajnredapcKu M3pasu.




Cnopen 6pojoT Ha IPOMEHIIMBUTE pa3IMKyBaMe: U3Pa3u €O eHA POMEHJIUBA, €O /IBe
NPOMEH/IUBH, CO TPH NPOMEHJIMBU HUTH.

Jla ru pa3rienaMe uspasure. a) 3_a , 0)3x—y, B) .
a-2 xX—y

N3zpazor 2 € CO ellHa MPOMEHJIMBA. 3a @ = 4 TOj 10OWBa BPEAHOCT =4, 3a
a— _

a = 3 10j 1061Ba BPETHOCT ) =9.3a @ = 2 T0j HEMa CMHCIIA, a 32 HeKOja JApyra BPEeAHOCT

Ha @, pa3auvHa o1 2, TOj CeKoraml JoOWBa IO €IHa TOYHO OfpeieHa BpeIHOCT. Benume aexa
JIOMEHOT HA MPOMeHATa HA MPOMEHJIMBATA ¢, a BOSIHO CO TOA U JIe(PUHHUIIMOHATA 00JIacT Ha

n3pa3oT

€ MHOXCCTBOTO Ha CUTC pCajiHAu 6pOeBI/I pa3iuyHu ox a = 2. Toa cuMOOIUYKH

IO 3aMuIIyBame
D= {a| aeR, a#2}.

? JepuHunmona o6jgacTt Ha ajaredapcku M3pa3 co eIHA MPOMEHJHBA
< ce BHKA MHOKeCTBOTO HA CHTe BPEIHOCTH HA MPOMEHJHMBATA, 32 KOH
@i U3Pa30T UMa CMHUCJIA.

N3pazor 3x —y e co aBe mpoMeHIuBU. Herosara BpeqHOCT 3aBUCH OJ1 TPOMEHATa
¥ Ha BeTe mpoMeHauBu. Ha mpumep, ako e x = 4, y = 3 Toj nobuBa BpeaHocT: 3 -4 -3 =12 -3
= 9. Ako, nak, x = 3, y = —3, Toraui BpeJIHOCTa Ha U3Pa30T 3x — y € eAHaKBa Ha 12.
Co npyru 360poBu BeuMe: Ha mapot opoesu (4; 3) (kaje Ha IPBO MECTO € BPEIHOCTA
Ha MMPOMEHJIMBATA X, @ HA BTOPO MECTO — BPEIHOCTA HA MPOMEHJIMBATA )) Ha U3Pa3oT 3x — y My
oIroBapa BpeaHOCT enHakBa Ha 9; a Ha mapot (3,—3) My oarosapa BpeaHocT 12.

Jlepunauimonara oomact Ha uzpazor 3x —Yy e D ={(x,y) | x,yeR}. Uzpazor

€ UCTO co aBe mpoMerauBH. Toj nma cmucia (yiiTe BenuMme: e Je(pMHUPaH) 3a CUTE TTAPOBU

peannu 6poesH (x,y) 3a kou e x # ). Criopen Toa,

D ={(x,») | x,yeR, x# y}.
Kaj u3pasute co JBe MpOMEHIIMBY IiiefaMe Jeka HUBHATA Je(UHUIIMOHA 00JIACT CE COCTOH Of
CHTE MapOBH BPEIHOCTH HAa IPOMEHIIMBHTE 32 KOU M3pa30T € Ae(hUHHUpPaH.

~. 3a oHHMe KOH caKaar Ja 3HAaT IoBeKe.

Hue negunupaBMe KOHCTAaHTH M NMPOMEHJIMBU BO Cllyyaj Kora MMaMme OpoeH H3pas.
Ce mpamryBame mTo ke OMaaT KOHCTaHTH, a IITO MPOMEHJIMBU BO reoMeTpHjaTa. 3a Taa Iiel
HarpTajte eneH TpuaroaHuk ABC, enna mpaBa a, enHa touka M utH. Oyrupure mro cre TU
Halpraje, Ha IpuMep ToukaTta M, ce KOHCTaHTH, Oujejku Toukata M e TOUHO OmpesiesieHa BO
pamuauHara. Ho, ako Hanmmmre Tpuaroaauk ABC, ipaBa a, Touka M uTH. HO 0e3 1a ce 3a7a/IecHn
oBHe (GUTYpH BO paMHUHATA, TOTAII THE (PUTYPH CE TPOMEHIIUBHU. 301ITO?

OO OO OO
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3ATAUH

1 Opnpenu ja 6pojHaTa BpeHOCT Ha H3PA30T:
a)3a-(a—4) 3a a € {-2,-1,0,1,2}, 0) x?—2x + 53a xe{-3,0,3,5}.

2x*—x+5 : :
2 ) NaneH e uspazor A == = Onpenu ja HeroBara OpojHa BpeaHOCT 3a X € {2,
x —
-1,0,1,2}. 3a xou 0/ 1aJICHUTE BPEAHOCTH HA MPOMEHJIMBATA X M3PA30T € HelehuHUpaH?
Oppenn TO JIOMEHOT Ha MPOMEHJIHMBAaTa M JeUHUIIMOHATA O00JacT Ha H3Pa3oT.

3 | [omonuu ja Tabnumara:

1| 3
-2 0 2 3 |-3<| = 5
X 2| 7
x+2-(x-1)
4 ) Onapenw ja OpojHara BpeIHOCT Ha U3pas3oT: a’— 2ab, 3a:
a)a=3,b=2; 6)a=-2,b=0; B) a=0, b=35.
5 | TlomonHy ja TabnuIaTa Ha BPEAHOCTUTE HA N3PA3HTE:
(x, ») x—2y 2y —x x+y-2
31
(4! _2)
(_51 _l)
(2,05)

[ITo 3abenexyBam? KakBu ce BpeAHOCTUTE HA U3PA3UTE X — 2y U 2y — X 3a UCT Map BPEIHOCTH
Ha MIPOMEHJIUBUTE X U V7

6 | 3a koM BPeIHOCTH HA IPOMEHJIMBATA X HEMa CMHKCJIa U3Pa3oT:
7 5x° 2x+12
a) , 0) ?
2x—12

6—x x+2'
7 ) Onpenu ja nepuHUIIMOHATA 00TACT HA U3PA3OT:

B)%, r)

l+a y+6 7
: , T) 4(y-3), .

i—a Do DA NG

8 ) N30epu ezneH, koj OWIo map BPEJHOCTH HA MPOMEHIMBUTE X U Y 3a KOj HEMa CMHUCIA

2 5 7 —
0 B y.

a)%, 0)

H3pas3or: a) ity 2y’ .
9 ) Oapenu ja neduHUIIMOHATA 00JACT HA U3PA3OT:
1 1 5 1 2
a —+——, 0) —, : .
) X =1 ) xt—1 2 x(x+1)




CocraBu u3pa3 koj HeMa j1a 6uze nepuHupat 3a 3 u —3.

111.2. TIOUM 3A MOHOM. CJIMYHU U CITPOTUBHU MOHOMUA

I[a ' pasriegame CICIHUTE NOCAHOCTAaBHU U3Pa3H.

2

- KOHCTaHTHHTE OpoeBH, Kako mto ce: 0; 1; 2; -3; ——... (1)
-IPOMEHIIUBUTE: X, V), Z, ...,a,0,¢, ...p,q,... (2)
Bo moenHoCTaBHUTE W3pa3y criaraar u U3pasuTe mTo ce GOPMHUpPaHH CO BP3yBarbe Ha HEKOU OJT
uzpasute (1) u (2) co 3HaKOT 32 MHOXKEHE: ,,-“. Ha mpumMep, TakBu ce n3pasure

X-x-x; —-3-a-b-b; §a2~(—4~a~cz) 3)

: L2 >
VeBoeHo e u3pasute x - x - x; —3-a-b-b; —a”-(—4-a-c”) TOKparko ja r'u 3amuiryBaMe
3
3 2 8 3.2 .
cox®, —3ab’u — 3 a’c”, uCTyIITajKu O MPUTOA 3HAKOT 32 MHOXKEHHE.

3a m3pasure x - X - X ¥ x° BEJIMME JieKa ce mAeHTHIHU. Tre 1001Baar eTHaKBY BPEIHOCTH
3a Koja OWMJI0O BPEAHOCT HAa IPOMEHJIMBaTa X. 3aMeHara, MakK, Ha €/IeH O]l HUB CO JIPYTHOT
WJICHTUYEH U3pa3, Ce BUKAa WIEHTUYHA TPpaHcPopMmanuja.

WNnenTnyHuTe M3pa3W MOBP3aHUW CO 3HAKOT HA PABEHCTBO YECTO NMaTH HCKAKyBaaT
HEKOM MaTEeMaTHYKH [TPpaBHjIa WK 3akoHu. Ha mpumep, m3pasute X +yu y+X; (X+y)+z u
X+(y+2); X-(y+2z)u Xy + Xz ce MICHTHYHH, a paBCHCTBAaTa X +y =Y + X,
(X+y)+z=x+(y+2), x-(y+2)=xy+xz
T'Y U3pa3yBaaT KOMyTaTUBHHUOT, ACOIUJaTUBHUOT U TUCTPUOYTUBHUOT 3aKOH.

Wspasure o Bumor (1), (2) u (3) ce Bukaar MOHOMM.

[TouMOT MOHOM IO BOBEIyBaMe€ CO CIIETHABA:

© Jegunuyuja: Monom e uzpa3 popMupan o KOHCTAHTH (OpoeBH),
t@i NPOMEHJIUBH M 3HAKOT HA ONePalUjaTa MHOXKeEHE ,,- .

Ha npumep, MoHomu ce u3pasurte: 7; @; X; —bazb?,; gax3.

ax
Jla ogbOenexume aeKka —,~ € MOHOM, HaKO COAPIKHU JeNeHme co 3, OuAejku MOXKeMe J1a TO

3

3alMUIICEME KaKo IMPOU3BOJ 5 - ax.

I'mename, monomot —6a%h? ce pasnmkysa ox moHomor —2 -a-a-3-a-b - b mo Toa
IITO TOj MMa €/IeH OpOeH MHOXHTEN —6, KOj CTOHM Ha IPBO MECTO U CEKOj MMPOU3BOJI HA THAKBU
MIPOMEHJIMBH BO HETO € TPETCTaBEH CO CTereH. TakBUOT B HA MOHOMOT C€ BHKAa HOpMAaJieH
WIM CTaHIap/eH BUJ HA MOHOMOT.

OO OO OO
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@ CBGI[I/I ro MOHOMOT BO CTaHAApPJACH BU/] U ITOKAXXU I'O HCTOBHUOT 6pOGH MHOXHUTECII.
4
a) 3x2- (—4x), 6)2abc-7a, B) 7a2b - 0,7ax.

BpojHMOT MHOXHTEI Ha MOHOMOT BO HOPMAlieH BHJ, CE€ BHKA KOE(HIMEHT HA
MOHOMOT, & IIPOM3BOIOT Ha MPOMEHJIMBHTE BO HETO - IIaBHA BPEIHOCT Ha MoHoMoOT. Ha
npumep, KoepuImeHToT Ha MoHoMOT —3a*h? e eHaKoBHA —3, a TIaBHATa BPEIHOCT € €HaKBa
Ha a*b?.

bunejkneax?=1-ax®> u—ax?=(—1) - ax?, 3aroa cMeTame Jeka KOePUIIHEHT HA MOHOMOT

ax? e 1, a ma —ax? e —1. I'megame, Tve JBa MOHOMA MMaar MCTa IJIaBHA BPEIHOCT, @ CE

pa3IMKyBaar caMo M0 HUBHUTE KOE(DHUIIMEHTH.

@ [lITo e KoeduIMeHT, a MITO IJIaBHA BPETHOCT HA MOHOMOT?

Z[Ba MOHOMaA, KOM UMaaT ucCTa ri1jaBHa Bp€AHOCT, C€ BUKaaT CJIMYHU MOHOMM.
Z[Ba CJIIMYHHU MOHOMM, IIaK, YHH KOG(bI/II_[I/ICHTI/I CC CIPOTHBHU 6p0€BI/I, CC BHKaar
CIIPOTUBHUA MOHOMM.

Ha npumep: ciimaan Mmonomu ce 3x%y, —4x?y u —x?y, a CIPOTUBHUA MOHOMH C€ MOHOMUTE:
a) —3ab?wm 3ab? ©0) a’b*m —a*®, B)—xwuux.

b
ey
2

3AJIAUN

@ 3anumm: a) TP MOHOMH YUK KOE(DUIIMEHTH C€ HETAaTMBHM PEAHU OPOEBH,
0) Tp¥ MOHOMH KOH C€ Pa3IMKyBaaT caMo M0 KOe()UIUEHTHUTE.

@ Onpenu ro KOe(pUIIMEHTOT U TJIABHATA BPEIHOCT HA MOHOMOT:
a) 3ab?-2a3, 6) -5x°, B) —a%? r)xx.
5 ' Cekoj 01 MOHOMHTE 3aIIMLIH IO KaKO IIPOM3BOJL, TaKa LITO €IHAOT Off MHOXKHUTEIUTE 1A
oume 3x* a) 6x%y?, 0)x3H7, B) 4x°.
6 | Oapenu Kou OJ1 CJICAHUBE MOHOMH CE CITHYHHM:
a)4a’h, 6) —3ab?  B) dax®, 1) —-2ax}, n) 2a°b, 1) 5axd.
@ Onpenu Kou Of1 CJICTHUBE MOHOMHU C€ CIIPOTUBHHU:
a) —x?, 0) 2ax, B) x?, 1)—3ax?, n)—2ax, ) 3ax

111.3. BUHOM. TPUHOM. IOJIMHOM

. Ako 4 u B ce nBa HECITMYHU MOHOMA, ToTa anredbapckuot 30up 4 + B ce BUKa
1
ounom. Ha npumep, uspasure: a + b; 1 + v, 2x*— 3y (tyka 2x*— 3y MOXe J1a ce 3aruiie

kako 2x°+ (—=3y)) ce OuHOMM.
Mouomurte 4 u B BeimmMe ce WieHOBU Ha OuHOMOT 4 + B.



Ce nmocraByBa npamameTo: 11ITo ako 4 u B ce CIIMYHN MOHOMH?

Torami, Ha npumep, u3paszot 3x + 5x (cormacHo TUCTPHUOYTHBHUOT 3aKOH HA MHOXKCH-ETO
BO OJIHOC Ha COOMpameTo) ke Oue exnakoB Ha 3x + 5x = (3 + 5) - x = 8x, T.e. ke Ouge MOHOM,
a He 6ouHoM. OTTyKa 3aKiTydyyBaMe JieKa:

30MpoT HA ABA CAUYHH MOHOMA € TPeT MOHOM CJIMY€H CO HUB.

. Axo A, B u C ce Tpu HECITUIHA MOHOMH, Toram anredbapckuor 30up 4 + B + C ce
BuKa TpuHOM. Ha npumep, uspasure a + 2b — 3¢, x> — 2x + 5, %xz—xy + 3)? ce TpUHOMH.
Mounomure A, B u C Benume ce 4ieHOBH Ha TpUHOMOT A + B + C.
Boommiro, ja ycBojyBame crieqHaBa:

S Jepunuyuja: U3pa3or, miTo e ajare4apcku 30Mp 01 HEKOJIKY (eeH, 1Ba,
tgi TPH WJIH MOBEeKe) MOHOMHM Ceé BUKA MOJHHOM.

34

Cnopez[ OoBaa ILC(I)I/IHI/ILII/Ija, MOHOMMHTE, OMHOMUTE U TPUHOMMUTE CC CHCHI/IjaJ'IH BUJOBU
IIOJIMHOMH, U TOA MOHOMHUTEC CC €IHOYJICHH IOJTUHOMM, OMHOMUTE - JABOYJICHU IMOJIUHOMM, a
TPUHOMHUTE - TPUYJIECHU MMOJTHHOMMU.

[[a ro pasriicgaMe noJJMHOMOT:

1 1
4a° - 3a* + d’a + §a2—5a+a—25a-a+6+5a4. (1)

Toj conpsku IEBET WIEHOBH, O]l KOM HEKOH HE CE€ BO HOPMAJIEH, @ HEKOM CE BO HOPMaJIeH
BuJ. Taka, Y4IEHOBUTE-MOHOMMTE:. @+ @ U — 2—a - a He C€ BO HOPMAJICHEH BUI. AKO HUB TU
JI0BEZIEME BO HOPMAJIEH BHI, TOJIMHOMOT K€ TJIaCH:
3 4 3 1 2 1 2 4
4a® - 3a* +a +Ea —5a+a—25a + 6 + 5a°. (2)

Bo nmonunomor (2) miegame 1eka iMa CIMYHH YIEHOBH. AKO HUB T TPYITUPAME M FO IPUMEHHME
JTUCTPUOYTHBHHOT 3aKOH, OJIMHOMOT (2) Ke 1o J1001e BUIOT:

1

1
4a° + a® — 3a* + 5a*+ Eaz— ZEaZ —5a +a+ 6,

4+1) -a*+(-3+5)-a*+ %—2% -a*+(-5+ 1) - a + 6, oqHOCHO (3)

5a + 2a* — 2a* — 4a + 6.

Osgaa Tpanchopmaliija Ha MOTMHOMOT (2) ce BUKa CBeIyBaH-€ HA C/IMYHUTE YICHOBH
BO HETO.

I'mename, Bo momuHOMOT (3), KOj € MACHTUYCH HA AaICHUOT MOJUHOM (1), CUTe HEeroBH
YJICHOBHM CE€ BO HOPMAJICH BHJI M HEMA CIIMYHHU WICHOBH. TaKBHOT BHUJI Ha JaJ€H MOJIUHOM CE
BHKa HOPMaJIeH BH/I. 3HAaYH, 1a1eH MOJHHOM € BO HOpMAaJieH BH/I, AKO CHTE HErOBH YJI€HOBH

OO OO OO
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C€ BO HOPMAJIEH BUA M1 AKO HE COAPKU CIUYHHA YJICHOBHU.

G.\‘ ILOBGI[I/I T'0 IOJJMHOMOT BO HOpMAJICH BUI.
i a) 3x®—4x?+ 2x + 5%+ 4x + 7,
0) 8ab? — b®*— 64% + 3a%b — 3ab?+ 2b* + 4a.

.
3AJIAYHN 3

@‘ Ox monomute: 5ax?; — 3a%x; 0,2ax?; — x?; — 5; 4a’x; — 3x hopmupaj HEKOJIKY OUHOMH.
(é\ Ox monomute: a, — b, ac, — 4a, — a%b, 3ac, 5b, 7a%h, 2abc, popmupaj HEKOIKY TPUHOMH.

(1_1\ JloBeay ro MOJIMHOMOT BO HOPMaJIEH BUJL:
' a) a-a-a-a-a—4a-a-a-at+ba-a-a—7a-a-a+3a-a+2ab-6,
0)3x-x-x—15x2-x +52x-x— 1,
B) 3x - (—2y) — 4x?- 2x + 8x*— 3xy + x - 5.

G‘ 3anucotr abc o KOPUCTUME 3a O3HAYYyBamke Ha TpuludpeH Opoj, BO KOj UMa a CTOTKH,
b necetku u ¢ emunui. Toj Opoj MOXKe Ja TO MPETCTaBUME W BO BHJ HA MOJHHOM:

abc = 100a + 10b + ¢. Ha npumep: 567 = 100 - 5 + 10 - 6 + 7. [IpeTcTaBy It BO BUA Ha
nonusoM Gpoesute:  a) abed,  0) xyz, B) ab, 1) ba.

(é\ ' Onpen ja ne(pUHULMOHATA 0ONACT HA HOJIUHOMOT:
2x+5y—-1

a) 2x2—3x+7, 0) %xy—x+2, B) g

(7\ ' Oxpenu ja 6pojHaTa BPEAHOCT HA MOJIMHOMOT:
: a) 3x’+ 2x +53ax =10,06) —4ab’+ 3ab—-a?+2b 3a a=-2ub=8.

(8\ ' Oxpenu ja 6pojHara BpeaHocT Ha ouHomuTe: A(x) = 2x?— x, B(x) = — (2x°—x) u
- C(x) = -2x?+ x 3a xe{-3,-2,0,1}, a moroa criope/u IH.

I11.4. CTEIEH HA MOHOM 1 HA ITIOJIMHOM

BunoBme, MOHOMUTE U, OMIITO, TIOJTUHOMHUTE MOXE Ja OWIaT co €IHa, BE, TPU WU
MoBeKe MPOMEHINBUA. MOHOMHUTE, ONHOMHTE, TPUHOMHUTE H, OIIITO, ITOJTMHOMUTE TH Pa3IuKYy-
BaMe YIITE €JICH O]l APYT U CIIOPEl HUBHUOT CTENeH.

.Bo HOPMAJTHHOT BUJI HA CEKOj MOHOM BOOOHMYAEHO € TIPOMEHJIMBUTE BO HETO Ja TH
nozapeayBame 1o a3oyden pexa. Ha mpumep, numrysame morom 3a®b?x, a ne 3b%xa® wnm 3xb?as,
Kaj MoHOMHUTE CO €IHa NMPOMEHJIMBA CTEINEHOT Ha MPOMEHJIMBATA € W CTeNeH Ha
MoOHOMOT. Ha niprmMep: MOHOMOT — 2x° € OJ1 TPET CTEIEH, @ MOHOMOT 7a* € OJ1 YETBPTH CTEIIEH,
WTH.




3a KOHCTaHTHUTE, KaKo HITO ce, Ha mpumep: 8, —5, 3 U CJI. CO UCKJIyYOK Ha KOHCTAaHTaTa

0, o 1oroBop 3eMame JeKa ce o HyJTH creneH. Ha koncranTara O He U npuIaBaMe HUKAKOB
CTEIICH.

Kaj MoHOMHTE CO J1BE M TPH ITPOMEHIIMBH PA3JTHUKyBaMe CTeNeH Ha MOHOMOT I10 OJIHOC
Ha CeKoja MPOMEHIIMBA OJJICITHO M CTeNeH Ha MOHOMOT I10 OJJHOC Ha CUTe MpomeHauBu. Ha
npumep, MoHOMOT 7a2b%c e oz BTOp, TpeT, IPB CTENEH [0 OIHOC Ha CEKOoja IPOMEHIMBA a, b 1
¢ COOJIBETHO; @ 10 OJIHOC Ha CUTE MPOMEHJINBH TOj € ox (2 + 3 + 1 = 6) mectu creneH. MoHo-
MOT, TIaK, X € OJI TIPB CTETICH T10 OJJHOC Ha X, OJf BTOP CTEICH 110 OJHOC Ha Y, a OJI TPET CTEIeH
10 OJTHOC Ha X U ).

@ OI[pCI[I/I IO CTCIICHOT Ha CCKOj Ol MOHOMHUTC 110 OJHOC Ha CCKOja IIpOMCHJIMBA U 110 O~

HOC Ha CUTC HpOMeHJ'II/IBI/I:
a) —3x"y3, ©) 0,5a’b", B) —4, B) 6abc.

.anrnez[Ho € JIeKa, CeKOj YICH Ha JIaJIeH MOJIMHOM MMa OJIpeJIeH CTEIEH 10 OIHOC Ha
CeKoja MPOMEHJIMBA W TOYHO OJIPEJIEH CTEIEH 110 OJJHOC Ha CHTE MPOMEHIIMBH BO HETO.

OrryKa crietyBa JeKa:

YsieHOBHTE Ha CEKO] TIOJIMHOM BO HOPMaJIeH BUJI MOXKE Ja TH MOJIPEIyBaMe HITH CIIOPeST
omarayKdTe CTEMEHH HA eIHAa O] MpPOoMeHJMBHTe (OOMYHO CIOpes] TpBaTa Mo a30ydeH
pe MPOMCHJINBA), WA CHOPeN OMarayKuTe CTENeHH HAa YIEHOBHTE IO OJHOC HA CHTE
npomeBauBHu. Hue ke ro mpaktukyBaMe npBuOT HauuH. Ha mpumep, momuaomotr 7x* — 3x3 +
4x?— x + 5 e BO HOpMaJIeH BHJ U TIOAPEICH € M0 ONMaradyKuTe CTENCHU Ha X, a MCTO Taka U
noHOMOT 3x*y? — x3y? + 2x%)% — Bx)® + 4y + 2 € BO HOpMaJIEH BUJI M TIOAPEIEH € 10 OIalaqKuTe
CTETEHH Ha IPOMEHIIUBATA X.

CreneH HAa MOJMHOMOT BO HOPMAJICH BHJ CO €IHA NMPOMEHJIMBA CC BHKa CTEICHOT
Ha HajcTapuoT wWieH (T.e. YWIEHOT CO HajBUCOK CTEIEH). A CTENEH Ha IOJUHOMOT CO MOBEKE
MMPOMEHJIUBH € HAJBUCOKHOT CTEIEH, IITO IO MMa HEKO] o7 MOHOMHTE - coouponu. U kaj
MOJIMHOMHTE CO ITOBEKE MPOMEHJIMBH, IOKPaj CTENEH Ha IMOJMHOMOT II0 OJHOC Ha CHTE
NPOMEHIIMBH, Pa3IMKyBaMe M HErOB CTEIEH 10 OJHOC Ha HEKOja OJpelNeHa MPOMEHIINBA BO
Hero. Ha mpumep:

[MomuuomoT X3 — 2x2+ x — 3 €O elHA IPOMEHJIMBA € O[] TPET CTereH. II0IMHOMOT, TaxK,
X%y — 4x?y?+ 5xy — 1 co J1Be MPOMEHJIMBY € OJ TPET CTETIEH TI0 OJHOC Ha X, O BTOP CTEIEH I10
OJIHOC Ha Y, @ O] YCTBPTH CTEIEH TI0 OJHOC Ha JABETE MPOMEHIIUBH X H .

3AIAYH

@ Onpenu ro CTerneHOT Ha MOHOMOT:
a) 12x%, 6) 9x°, B) 8xy*, T1)-5, m) 15x%3, 1) 3a’b’c.
@ HaBenu tpu pa3nuuHu MOHOMHU CO KOS(PHUITMEHT —5 U MPOMEHIIMBY X U ), TIPU IIITO CEKO]
Jla € OJ YSTBPTH CTETICH 10 OJHOC Ha X H ).

OO OO OO

IMOJIMHOMH




Q Koj o1 MOHOMHTE UMa HAjBUCOK, a KOj HajHU30K CTEIICH:
4x5’ 9x3y4’ _5xy4’ x3y3’ _y3?
r5 ) Toapeu ro MOIMHOMOT I10 CTENeHHTE Ha IPOMEHIIHBATA X:
a) 4x — 3x%y —x%?+ 3y°— 1, 6) 6ax®— ba*x*+ 3x*— ax + 1.
r6 ) JlajieH e NONMHOMOT CO JIBE npomeruBH: 4x?%)°— 3xy* + 5x*2 + X3y — 2x°+ 4y*— 1. Tlonpenn
TO 110 OMarauyKUTe CTEICHH Ha!
a) MPOMEHITHBATA X, 0) mpoMeHIMBaTa y,  B) [0 JBETE MPOMEHJIHUBH.

111.5. COBUPAIBLE U OA3BEMAIBE HA MOHOMMU

. BunoBme seka, 30MpOT Ha ABa CIIMYHU MOHOMA € TPET MOHOM CJIMYEH CO HUB, YHj
Koe(pUILIMEHT € eTHaKOB Ha 30MpOT 0/ Koe(UIIMEHTUTE Ha MOHOMUTE-coOrpour. Ha mpumep,
3a CIIMYHUTE MOHOMU 3x 1 7x umame: 3x + 7x = (3 +7) - x = 10x.

Cera nma ru cobepeMe HECIMYHUTE MOHOMH Sx M 3y. bapanuor 36up cuMOOIMYKHU TO
3anuiryBaMe Kako anredapcku 30up Sx + 3y. JloOueHnoT uzpa3 He € MOHOM, HO TOj € OJpe/ieH
OMHOM, WJIH, TaK, MOJUHOM. Bennme, 30MpOT HAa HECTUYHUTE MOHOMHU Sx U 3y € €HAKOB Ha
OMHOMOT 5x + 3y, UMM YICHOBU CE IaJICHUTE MOHOMHU.

Cnopen Toa, 32 1a codepeMe HEKOJIKY MOHOMH, J0BOJIHO € /1a I'M 3anuilieMe eJeH Mo
APYT cO HUBHHUTe 3HAIH (KaKo anrebapcku 30up).

[Totoa, ako Bo 10OMEHHOT 30Mp (TOJIMHOM) MMa CIIMYHU WICHOBH, BPILIUME CBEYyBambe.

rl\ Cobepu T MOHOMUTE:
1 1
a) Eab, 3§ab u 7ab, ©0) 5a’b, —3ab? -a%h? 4ab, 6a u 2b.

3a cobupameTo Ha MOHOMH Ba)KaT KOMYTaTUBHHUOT U aCOIMjaTUBHUOT 3aKOH.

O,Z[?)eMaHJCTO Ha JIBa MOHOMa Iro BpIIMMC Ha UCT HAYWH KAKO U OA3CMALCTO Ha
paroHaiHu OpoeBu. Jla ce morcetume, o OpojoT a 1a ce oa3emMe OpojoT b, TOBOIHO € KOH
OpojoT a J1a ce J0/aje CIPOTUBHUOT OpOj HAa HAMANIKUTENOT b, T.e. a—b = a + (-h).

Cropen Toa, 32 0J13MambETO Ha JIBA MOHOMA BayKH CJICTHOBO:

IIpasuno. On moHOMOT A 1a ce o3eMe MOHOMOT B, 10BOJIHO € KOH MOHOMOT
A na ce nonajae CipOTHBHUOT MOHOM HA MOHOMOT B, T.e.
A—-B=A4 + (-B).

Ipumep. Jla ce Hajae pasnukara Ha MOHOMOT 4x%y® co moromoTr —3X%y2,
Pemenne. 4x%y® — (—3x%?) = 4x?y3 + 3x3y2.

3AJJAUN

- AN
6 Ox moromot 9a?b oxzemu ro moHomort: a) 3a?b, 6) —2ab?.



G Oxpeiu o 36MPOT Ha MOHOMHUTE:
a) 4ab? —ab, 2a’b, 3ab, ©0) 8a%?, —3ab? 4abc, 2ac? 6a’c u —7a%b?.

Q ) Oz MOHOMOT 3x)2 OZI3EMHU IO MOHOMOT: a) —5x12 6) 4x%), B) —x.
'5 3anuimy ro CIPOTHBHHOT MOHOM Ha MOHOMOT: a) 2ax®, 0) —7a*xy.

' 6 3amuinu ro 30MPOT HA MOHOMOT:
a) 6ab?, 6) —4ab u HeroBHWOT CIPOTHBEH MOHOM. Ha I1ITO € eIHaKOB HUBHHOT 30Hp?

(7 \ Onpenu tv OpOjHUTE BPETHOCTH HA TPHHOMHUTE:
a) A(x) = -3x2+ 2x — 5, B(x) = — (-3x*+ 2x — 5) u C(x) = 3x2— 2x + 53a xe{-2,-1,0,3},
a TI0TOa CIIOPE/IH TH.

111.6. CITIPOTUBHU NIOJIMHOMMHU. OCJIOBOAYBAIGE O/1 3AT'PAIN

.PeKOBMe JIeKa 3a MOJIMHOMUTE Ke BasKaT OCHOBHUTE 3aKOHHU U CBOjCTBA HA OTIEPALIUHUTE

CO paunoHaigHUTe OpoeBU. EMHO 0/ THE CBOjCTBA € IITO: CeKOj palMOHAaJIeH OP0j a MMa CBOj
CIPOTHBEH PAallHOHAJIEH OPoj — @, TaKkoB ITO Aa Baxu: a +(—a) = 0.

AHaJIorHO, 32 NOJMHOMOT Ke Baxku: P + (—P) = 0, kazie P ¢ HeKOj OJIMHOM. 3HAa4YH, CEKOj
MOJIMHOM P MIMa CBOj CPOTHUBEH MOJMHOM, IITO O O3HaYyBame co —P.

Ha mpumep:

a) 3a momuHOMOT 5x°— 2x HeroB cnpoTHBeH MoauHOM ¢ —(5x* — 2x) = —5x3+ 2x,
ounejku Baku (5x°— 2x) + (—5x*+ 2x) = 5x3— 2x — 5x%+ 2x = 0.

0) 3a momuHOMOT 4@+ 3a — 1, HeroB crpoTHBeH MoaUHOM € — (4a?+ 3a — 1) =
—4a*—3a+ 1 ounejku e (4a*+3a—-1)+ (-4a?-3a+1)=4a*+3a—-1—-4a*-3a+1=0.

q ) 3aIHLLIK TO CIPOTHBHHOT MOINHOM HA IOIMHOMOT!
a) 5x®—4x*+x—1, 6)—7ax+ 2x*—5a +09.

. HpI/I 3alMUITYBAKBCTO HA AAaJICH NTOJMHOM, Y€CTO, UCTUOT I'O 3aTBOPAMC BO 3arpazaa
mnpen KOja HC MMITYBAMC HUKAKOB 3HAK, a ITPU 3alIUITYBAKBLCTO HA HCTOBUOT CIIPOTUBCH ITOJIMHOM,
TOram UCTUOT, UCTO TaKa, I'o 3aTBOpPaMC BO 3arpajiata, HO, IIpEA HCA MUITYBAMC 3HAK MHHYC

Ocno0oayBameTO O/ THE 3arpajy o BPIIMME COITIACHO MTpaBUiIaTa;

| mpaBuJ0. AKO mpej 3arpajgara He CTOM HHKAKOB 3HAK, HJIH CTOH 3HAKOT
IUIYC, TOram 3arpajara Moxe /a ce M30CTaBH M YJICHOBHTE BO 3arpajara ru
3aJpPKyBaaT CBOUTE 3HALM.

Ha npumep, 03HaueHHOT 30Mp Ha MOJIMHOMH IO TpaHCHOopMUpaMe:
(Bx2+ 7x = 5) + (-2x*—x + 9) = 3x?+ 7x — 5 — 2x*— x + 9 (ru cBeyBaMe CIUYHUTE YICHOBH)
=x?+ 6x + 4.

OO OO OO

IMOJIMHOMHU




Il mpaBwiio. Ako mpea 3arpajaara CTOM 3HAK MHHYC, TOTalll 3arpajaara u
3HAKOT MHHYC MO’Ke /1a ce M30CTaBaT, a 3HAIIMTEe HAa YIEHOBHTE BO 3arpajaara ce
MEHYBAaT BO CIIPOTHBHH.

Ha npumep, CipOTHBHUOT MOJMHOM Ha OIHHOMOT P = —3x?+ 5x — 1 e nonmuromot —P
= —(-3x*+ 5x — 1) = 3x*— 5x + 1. [ToHekorai craHyBa MOTPEOHO IpyIMa YWICHOBH HA Ja/ICH
MOJIMHOM J1a c€ 3aTBOpAT BO 3arpaja. Toram ce mpuapXKyBaMe Ha CII€JHUBE JIBE€ IpaBuiIa 3a
3aTBOpam-E BO 3arpaja:

Il mpaBui0. Ako npen 3arpajara ce CTaBH 3HAK ,,+“, TOrai CUTe YWIeHOBHU
BO 3arpajara ce 3anMiIyBaaT co CBOUTE HEMPOMEHEeTH 3HAIU.

Ha mpumep: x%— 3x2+ 2x — 6 = (x®— 3x?) + (2x — 6).

IV npaBui1o. Ako npej 3arpajgara ce CTaBU 3HaK ,,—‘, TOraul CUTe 4IeHOBU
BO 3arpajiaTa ce 3alUIIYBaaT CcO CHIPOTUBHU HA CBOMTE 3HAIN.

Ha npumep: x*—2x°—x + 2 = (x*— 2x?) — (x — 2).

3ATAUM

2 | TpancdopMupaj ro u3pasoT BO MOJHHOM BO HOPMaJICH BUJI:
a) (1+ 2a) + (a®-3a), 0) (x*-~x+5)— (x¥*+x+7).
3 ' YipocTH ro u3pasor:
a) (x**-2x+y)—(-3x+)?-4), 0)(a®-a*+a—-1)+ (2a°—a+1).
4 ) Pelll I paBEHKUTE:
a) 5-2x—(3x-9)=5, 6) 1- (2x—3)=8-6x, B) (7 +2x) — (4x -12) = 25.
5 Jlokaxwu aeka BpexHocta Ha u3pa3oT 1 — x?+ (1 + 3x — x%) — (3x — 2x?) He 3aBuCH 0
POMEHJTUBATA X.
6 # Jlanm e TOYHO JieKa:

a) 30MpOT Ha TPH MOCIICAOBATEITHA IPUPOIHU OPOEBH € JCITUB CO 3,
0) 30MpOT Ha YETHPH MMOCIICIOBATEIIHU IPUPOIHU OPOCBHU € JeHB co 47

7 Jloxaxku nmeka:

a) 30MpoT Ha JBa aBonudpeHu Opoja o BUIOT ab u ba e nenus co 11,

6) pasiukara ab — ba e genusa co 9.
8 | IlpercTaBu 1o moauHOMOT A = 2x°+ 3x? — x + 5 KaKo pa3imKa o MOHOM M TPHHOM.
9 ) TlpercraBu ro TPUHOMOT:

a) a’*+ 4a + 1, ©0)x*—x— 2 B0 Bu Ha 30Hp Ha JBa OUHOMA.

10 IIpercraBu ro TPUHOMOT:
a) a’+ 6a—2,06) x*+ x —4 BO BUJI Ha pa3jKKa OJ1 JABa OWHOMA.




I11.7. COBUPAILE U OA3EMAIBE HA IIOJIMHOMHA

CoOupameTo 1 0/13eMamkEeTO Ha JIBa MMOJIMHOMA TO BPIIIMME TaKa IITO, TIPBO, CO yIoTpeda
Ha 3arpajayd CUMOOJHMYKH TO 3amuilyBaMe OapaHHOT 30HMp, OMHOCHO pasiiiKa Ha TaJecHUTE
MOJIMHOMH, a TI0Toa ce 0CiI000ayBaMe Of 3arpagute. AKO BO JOOMEHHOT U3pa3 MMa CIUYHU
YJICHOBH, BPIIMME CBEIyBakbe HA UCTUTE U HA KPaj TH MOIpEIyBaMe WICHOBUTE Ha TOOUCHHUOT
TTOJTTHOM.

Jla ro mokakeme Toa Ha CJIeTHUBE TPHMEPH.:

IIpumep 1. Jla ce coGepar noIMHOMUTE:

A=5x>+3x—-7 u B=-4x>+6x+1.
Pemenne. bapanuor 30up ro 3anunryBame:
A+ B=(5x2+3x—7) + (- 4x*+ 6x + 1). [ToToa ce ociioboayBame o1 3arpaure:
A+B=5x2+3x—7—4x?+6x +1.
Ha xpaj v cBeyBaMe CIMYHUTE WICHOBH U Taka JOOMBaMe:
A+ B=x?+9x 6.

@ Onpeau ro 30MpoT Ha MOAMHOMHKTE: 2ax° — a’x + 3ax —4a u S5a*x — 6ax + 7Ta —x + 5.

Ipumep 2. Ox momuHOMOT A = 4x*+ 5x3 — 3x*+ x — 1 ;1a ce oa3eMe MOTMHOMOT
B=-3x*+5x*—x+6.
Pemenne. bapanara pasnuka ja 3anuiryBame:
A—B=(4x*+5-3x2+x - 1) — (— 3x®+ 5x*— x + 6). 1)
On3eMameTo Ha MOJIMHOMHU T'o Ie(UHUpaMe UCTO KaKo M 0J]3eMambeTO Ha MOHOMH, UMEHO
A — B = A + (-B), xane nonmuHOMOT —B e cripotuBeH Ha B. [locramyBajku Taka, 3a pa3inukara
(1) nobuBame:
A—B = (4x*+5x3-3x?+x - 1)+ [- (-3x*+ 5x>—x + 6)] =
= (4x*+5x*—3x?+x— 1) + [+3x3— 5x?+ x — 6] =
=4x*+ 5 - 32+ x -1+ 3x°-5x°+x—-6=
=4x*+ 8x— 8x2+ 2x — 7.
Hcrtrot pesynrar ke ro qodueme u ako Bo pasiukara (1) BenHamn ce ocnodoaume o
NIBETE 3arpaiy.

@ [Ipecmeraj ja paznukara Ha noauHoMuTe 4 — B, ako
A =T7ax*—5a* + 4ax — 2a, B =5a*c —4dax*+ ax —a + x.

3AIAUU

@ Hanenn ce nonuHomute. A = 4x?+ 3x — 1, B =3x?— 2x + 3u C = x?>— 8. ITokaxu jexa
Bakar 3akoHuTe: 4 + B=B+ A, u(Ad+B)+C=4+(B+ ().
@ HM3Bpiiu ro 03HAYEHOTO COOMpPAhE Ha MOJTHHOMH:
a) (2a®— 3b?+ 4ab) + (3b?— a*—ab + 3a—h),
0) (F—2x°+3x—1) + (x*—x*+ 1).

D\
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5 | Tpancdopmupaj ja Ha3HAYEHATA PA3JIMKA HA IOJIMHOMM BO 30Up Ha MOJIMHOMU:
a) (4ab*—2a°b + ab) — (3a%b —ab + 5a + 1),
0) (6x°—4x*+x*—1) — (x*+ 3x3+ 2x + 1).
' 6 M3Bpimm ru onepanuuTe co CTENEHUTE:
a) x>-x?, 0) x-x°, B) a®-a* a, r) (x?)>
7 3anwiy ro BO HOPMajeH BU MOHOMOT:
i a) 5ab?- (3a%), 6) —4ax- (—2ax?), B) 3abc - (- ac?).

111.8. MHOKEBE U IEJIEIBE HA MOHOMU

. Ja ru momuoxume moromute 3a?b u — 4abc.
Bapanuot npoussox ro 3anumiryBame 3a’b - (—4abc).
CoriacHO KOMyTaTHBHUOT M aCOIMjaTHBHUOT 3aKOH Ha MHOYKEH-ETO, HMaMe:
3a’b - (—4ab’c) =3 - (-4)a*>-a-b-b? c.
[Toroa ru MHOKHME CTEIIEHUTE CO MCTa OCHOBA 1 poouBame 3a’b - (—4ab’c) = —124%b3c.
I'nexame, NpoM3BOAOT HA IBA MOHOMA € HCTO TAKA MOHOM.
CnanyHO MMaMe U co IPOU3BOAOT Ha MoBeke of 1Ba MoHoMa. Ha mpumep:
—5ab?- 3a3- bc? = —15a°b*- bc? = —15a*b*c%
Toa e BO COMIacHOCT CO IIPaBUIIOTO!

MoHoMmu ce MHO2KAT, KOra ¢c€¢ mNoOMHOKAaT HUBHHUTE Koe(l)l/llll/leHTl/l, a UCTO U
CTCIIEHUTE 01 HUBHUTE INIABHU BPEIHOCTH, IITO HUMAaaT €IHAKBHU OCHOBH.

1) TIpecmeraj ro MpoU3BOXOT HA MOHOMMTE:
a) 2x2- (—3xy?), ©6) 4xy - bx, B) — 6ax?- (—3a*) - dax.

. Mounomot 12a°b na ce mogesnu co MoHoMOT —4a .
Bbapanuot konu4HuK o 3anuiryBame: 12a%h @ (—4a).

JlenemeTo Ha MOHOMH ja MMa HCTaTa CMHCIIA KaKo U JIJICHETO Ha pallOHAIIHUTE OPOEBH,
HMMEHO: J1a ce Toien OpojoT @ co OpojoT b, 3Ha4M 1a ce Hajae TpeT Opoj ¢ KOj MOMHOXKEH co b
1a ro najae opojor a, Te.a:b=c,akob-c=a.

Bo namos cityuaj na ce npecmera koandHUKOT 12a°h : (—4a) 3Haum aa ce Hajae TakoB
MoHOM M, mipu 1ito aa Baxku M(—4a) = 124°b.

JlecHo BoouyBaMe Jieka 0apaHHOT MOHOM-KOJIIMYHUK M ¢ MoHOMOT —3a?h.

Hasuctuna —3a?b - (—4a) = 12a4°b. 3naun umame: 12a°b : (— 4a) = — 3a°h.

B0 npakTika MOHOM c€ JIeJTH CO MOHOM COIJIACHO TIPaBUIIOTO:

MoHoM ce JeJH CO MOHOM KoOra, pBo, Koe(l)l/IlIPIeHTOT Ha JCJCHHUKOT
Cce moae/m Co Koe(l)l/IlIPleHTOT Ha geautesioT. IloToa, ommelHMTE CTENMEHH HA
NMPOMEHJ/IMBUTE O INIaBHATaA BPEAHOCT HA JCJICHHUKOT I'l A€JIUME CO CTCIICHUTE HA
COOABETHUTE MMPOMEH/IMBH O ACJIUTEJIOT.



CreneHHuTe HA MPOMEHJIHBHTE KOU C€ CPETHYBAAT CaMoO BO J1€JI€HUKOT, I'
npenecyBamMe (HempoMeHeTH) BO KOJTHYHUKOT.

AKO HEKO0ja IPOMEeHJIHBA BO JIeJIEHHKOT 1 JIeJINTEJOT HMa UCT CTeNeH, Taa
TPOMEHJINBA He BJIEryBa BO KOJHYHUKOT.

Ha mpumep: 6a%c3: (3a’x) = 2x?, Gunejkun 2x2 - 3a*x = 6a*®.
2 ) TIpecMeTaj o KOJIMYHUKOT HA MOHOMHUTE!
a) 4a’x: (—2a%), 6) 9x3:(3x?), B) 6a*x?: (3a%x?).

Kako 11To rieiaMe Bo TOpPHOBO MPABUIIO HUILITO HE CE TOBOPH 3a CJIEAHMUBE J(BA CIIy4aja,
KOM, MCTO TaKa, MOXKE JIa C€ CPETHAT IPH JEJIEHETO Ha MOHOM CO MOHOM, HMEHO:

- IIITO, KOTa BO JEJMTEIOT CE CPETHYBA IPOMEHJIMBA, KOja ja HEMa BO JE€JEHUKOT, WU

- IITO, KOra HEKoja MPOMEHJIMBA BO JIEJIEHMKOT MMa [OMajl CTENEHOB IOKa3aTesl OJf
COOJIBETHHOT CTEIEH Ha UCTATa IPOMEHIIMBA BO JETUTEIOT.

BuoBme sieka Bo cuTe Jl0cera pasmieiaHy Cilydad KOJIMYHMKOT Ha JBa MOHOMa Oere
aK MOHOM, HO, BO OBHE JIBa CJIy4aja T0a HE € TaKa.

5. 8a° 3a
Ha mpumep, xonmuunukot 8a?: (4ax) ogHOCHO P He ¢ MOHOM. McTo Taka m

s ax x
15a°x 5 .,
R = ? HE € MOHOM, OUJIEj KU COPIKU JIETICHE CO MPOMEHIINBA.

KOMUIHUKOT 15a%x : (3a2x%) =

Bo oBue n1Ba ciyyaja KOTUIHUKOT HA MOHOMHTE CaMO TO 03HaYyBaMe BO BUJI HA JAPOTIKA,
K0ja, MaK, He € MOHOM.

3AIAYU ,

3 | IlpecMeTaj ro MpoOM3BOAOT HA MOHOMMU:
a) a®-a? 0) 5a%h-3ab, B) —b5a-2a%h’, 1) —4xH?-(0,5ax%).

3
4 Tlpecmeraj: a) —8a'b’ -ZaCZ, 0) 7a’bh’x - (—4ab?), B) 2a°- b2

5 | M3Bpum ro 03HAYCHOTO JCIICHE HA MOHOMHTE:
a) 15a°b%c : (-5a°h®), 6) 24a4°b’c?: (8a%b’c?), B) —9a’b: (ab), r) l,2a’c: (0,4a’c).

6 | IIpecmeraj:

a) 0,5x% : (-0,04x%), ©) 18ax®: (6ax?), B) %xy: %xy

"7 ) YIPOCTH I'Yl KOIMYHHLUTE (IPOIIKHTE):

32a°b? —18x)°

a) 9a%?*: (—a*xy?), ©6) (-25a°bc?): (-10ah*x), B) 02 r) TXSf

OO OO OO
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Bo xon ClIy4an KOJIMYHUKOT Ha JiBa MOHOMA HE € MOHOM?

'9 CremnenyBaj TH CTEIICHHTE:

a) (@7 6) (),  B) ()

111.9. CTEIIEHYBAIE HA MOHOMMU

Heka MorOMOT — 3¢%x TO CTelEeHyBaMe Ha TPET CTEIEH.

BapaHuoT TpeT cTerneH Ha AaJeHHOT MOHOM — 3a®x To 3anmiryBame: (— 3a°X)3. bunejku
MOHOMOT IPETCTAaByBa MPOM3BOJI, 3aT0A COMIACHO TPABUIIOTO 3a CTENEHYBAbE Ha TMPOM3BOL,
nMame:

(=3a%)3= (=3)* (a?)®- x*=— 27a%".

bapanwnor crenen (—3a?X)® MoxXe 1a ce CBelie Ha MHOKEH-E Ha €IHAKBH MOHOMH:
(=3a*)*= (-3a%x) - (-3a%x) - (-3a*x) =(=3) - (-3) - (-3) - a® - a?*-a* - x - x - x = — 27a°%.

I'mename, ro 1o6uBMe UCTHOT pe3ynTar. OTTyKa MPaBUIIOTO:

Monom ce CTenmeHyBa, Kora CeKOj HETOB MHOKUTEJI C€ CTEINCHYBA CO UCTHOT
CTENEeHOB MoKAa3aTe)l U J00MeHUTe CTENeH! Ce IIOMHOMKAT.

HpI/IMep. (3x3yZ2)6 =36(x3)6y6(z2)6 =36x3~6y622-6 =3()x18y6212‘

7
™

3AJAUN ,

CQWEE S
H3BpIIIH rO CTENICHYBAKETO HA MOHOMHUTE!
a) (2a’b%)’, 0) (-5ab’)’, B) (-4x%y)? 1) (ab)’, x) (ax?y)”.
IMpecmeraj: a) (2axy)®, 6) (2,4a’xy)?, B) (5x%)3, 1) (3a?)
@ Koj 3akoH e nckakan co paBeHcTBOTO: (A +b)-c=a-c+b-c?

4 TIpecmeraj ro npoussozor (5 + 3 + 1) - 4 Ha /1B HauMHa.

111.10. MHOXEIE HA ITIOJIMHOM CO MOHOM

Jla ro MOMHOKHUME TOTUHOMOT 5x2— 3x + 1 co MoHOMOT 2x°.
BapanuoT npou3Boj1 ro 03HaYyBaMe:
(5x2—3x + 1) - 2% D
Co npuMeHa Ha TUCTPUOYTUBHUOT 3aKOH Ha MHOYKEH-ETO BO OJTHOC Ha COOMPaETO,
npou3BoAoT (1) Moxe ma ro TpancGopMupaMe BO MOIMHOM, YHH YICHOBHU CE IIPOM3BOIH HA
MOHOMH:



(5x2—3x + 1) - 2x*=5x%- 23+ (—3x) - 23+ 1 - 2x% = 10x°— 6x* + 2x°.
CnudHO mocTaryBaMe u Kora Tpeba JaJIeH MOHOM J1a TIOMHOXKUME CO HEKOj TTOJIMHOM.
Toram co npuMeHa Ha KOMyTaTUBHUOT U JUCTPUOYTUBHUOT 3aKOH JI0OMBaMe, Ha pUMeED:
—4a - (5a°b — 2ab — 3a) = (5a%b — 2ab + 3a) - (— 4a) =
=b5a%b - (— 4a) + (—2ab) - (—4a) + 3a - (—4a) = — 20a%b + 8a%b — 12a2.
OtTyKa ciieyBa IpaBUIIOTO:

IloauHOM ce MHOXKHM €O MOHOM, KOI'a CeKOj YJICH HA IMOJITHHOMOT C€ INIOMHOKH
€O J1a/ICHHOT MOHOM, a N0T0A J00MeHUuTe MMPpOU3BOIH C€ coﬁepaT.

(f ) IIpecMeTaj TM O3HAUEHUTE TIPOU3BOJIH:
' a) 2x- (3x*—4x +5), 6) (3x*—5x*+3x°—2x +4) - (— 6x),
B) (4a*—ab + b?) - 2ab.

3AJTAUM

(2\ ' IIpecmerayj:
a) (3a—5b) - 4ax?, 6) (7ab*- 3a’b + 4ab) - (—2ab?).

(?T‘ W3Bpim ru Ha3HAYEHUTE ONepalliy U YIIPOCTU I'O U3pa3oT:
N a) 5a- (2a—3b) —4b - (3a + 5b) — 2 - (a — 3b) + 8ab,
6) 2x[3y — 5(x — 2y)] — 8y[4x + Ty(x - 1)],
B) 5x -2 -{1-4(3x—-2a+1)-7-[a—(6x—3a)— 8]}

@ ) Tlokasku Jieka BpeHOCTa HA U3Pa30T HE 3aBUCH OJ IIPOMEHITUBATA X:
' a)2x-(x—3y+1)—-4y-(2x+y—3)—x- (2x— 14y + 2),
0) 3x - (@®+ 1) — 2a[3 — a(4x — 3)] — x(11a? + 3).
5 | Pemm ru paBeHkwure:
a)2-(3x—1)+x=33,6)3y-2-(y-5) =1,
B)b-(x-1)-3-(x-2)=9, 14 -(x—3)—-(2x+1)=5.

111.11. MHOKXEIBE HA IOJIMHOMMU

JAncTprOyTUBHUOT 3aKOH HAa MHOXXEEETO BO OJHOC Ha COOMPAmETO U O3EMAETO
OBO3MOJKYBa, KaKo IITO K& BUIMME, TPOU3BOIOT Ha J[BA MIOJIMHOMA J1a ¢ TpaHC(opMEpa BO BH/T
Ha nonuHOM. Ja ru momMHOXKuMe OuHomute a + b u € + d.

bapanuoT nmpousBoJ ro 03HauyBame

(a+b)-(c+d).
Axo 6uHOMOT & + b r0 O3HaumMe co OykBara M (cMeTajku ro Kako MOHOM), TOTal

0apaHMOT MPOU3BO/] Ke I1acu
M- (c +d).

OO OO OO
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CornmacHo mucTprOYTUBHUOT 3aKOH IO OOMBaMe PaBEeHCTBOTO

M - (c + d) = Mc + Md. (1)
3ameHyBajku BO paBeHCTBOTO (1) Hamecro M OumHOMOT & + b, ke moOmeme HOBO
PaBEHCTBO:
(@+b)-(c+d)=(@a+b)-c+(@a+hb)-d. (2

Kako mro mename npBuoT 6mHOM @ + b Tpeba ma ro MOMHOXKMME CO CEKOj WICH Ha
BTOpUOT OMHOM C + d. AKO Toa MHOXEHE I0 U3BpIINME, K& 100reMe KOHEUHO:

(@+b)-(c+d)=ac+bc+ad+bd. 3

Ha unprexor 1 gageHa e reoMerpucka

d b g WIIyCTpallyja Ha paBeHCTBOTO (3).
Cnopen Toa ke BakKu IPaBUIIOTO:
ac be c ITotuHOM ce MHOXKHM CO NOJMHOM, KOra
CeKOj 4YJIeH O] eIHHOT IOJMHOM Ce TOMHOXKH
— a b MOOJAEJTHO CO CEKOj YJIeH O/ APYTHOT MOJTHHOM, a
Tipr. 1 MoT0a 100MeHuTe MPOU3BOIHU ce codepar.

OBa mpaBuJI0 BO IPAKTHUKA MOXKE Jla ce€ MpUMEHyBa Ha jiBa HaunHa: 1. CO cekoj useH of
MHOYHTEJIOT JIa C€ IIOMHOYKH CEKOj WIEH Ha MHOKCHUKOT, HITH 2. CO CEKOj YWICH HAa MHOKEHHKOT
Jla ce TIOMHOXKH CEKOj WieH Ha MHOXKUTENO0T. Hue ke ro kopuctume npBuoT HaunH. Ha mpumep:

Ipu nmpecMmeTyBameTO Ha MPOU3BoAOT (2x3— x2y + 3xy?— 5)°) - (x*— 3xy + 2)?) HajupBO
CO TIPBHOT YWICH HA MHOXHTEJIOT (X?) TO MHOXKHME I10 PEJl CEKOj WICH OJ] MHOYKEHHKOT, ITOTOa
CO BTOPHOT WIEH HA MHOKUTEIOT (—3X)) MMaK, ro MHOXKHAME, 110 PeJ] CEKOj YIEH Ha MHOKECHUKOT
ntH. Taka goOHUBaMe:
(23— x%y + 3x)2—5)°%) - (x*— 3xy + 2)?) =
=2x3 x2—x?% - x2+ 3xy?- x2—5)2 - x2+ 2x3- (— 3xy) — X%y - (— 3xy) + 3xy?- (— 3xy) —
5p3. (= 3xy) + 2x*- 2y — x% - 2y%+ 3x)?- 2)? — 5)2- 2)2 =

= 2x°— x* + 3x%y? — 5xHR— 6xty + 3%y — AR+ 15x)t + 4xPy2— 2x%)2 + 6yt — 10)°.
Ha xpajor BpimMme cBejyBame Ha CIMYHHTE WICHOBH (aKO MMa TaKBH), Ia IPOU3BOIOT BO
HOPMAJICH BH/JI K€ TJIaCH:

(23— x%y + 3x)2— 5)°) - (x*— 3xy + 2)°) = 2x°— Tx*y + 10x%%— 16x%° + 21x)* — 10y° .

3AJAUN ,

1  TIlpecmertaj ru mpOU3BOIUTE:
a) (2a—3b)-(a—5b), 6) (6x*—2x+3)-(x—1), B) (7x*% —5xy +4?) - (2x —y).
2 ) V3Bpiiy ' HA3HAUYCHHUTE OTIEPALIUH:
a) @-3)-(@a+5 - (a—4)-(a+1)+(2a-3) - (-4a),
0) (x*+3x—1)-(2x+1)—5x - [2— (x— 1) - (3x + 2)].
3 ' Jlanenu ce ounomure: 4 = 2x — 1, B=2x + 1, C = 3x + 2. [Ipecmeraj:
a) AB, 0)AC, B)BC, 71)ABC, n)AB(-C0C).




4 Tlpecmeraj To U3pasor:
a)AB+C, 06)(A-B)-C, B)A+B)-(4- C), r1)4- BC,
ako A=x+2y, B=x—-y u C=3xy.
5 | Bo enHa oBolIHA rpaguHa UMajo @ peaa 1o b oBoIIHU apBja BO cekoj pea. Komiky npsja

MMaJIo MoBeKe BO JIpyra rpajinHa, Bo Koja umaiio 15 peaa moseke, HO MO 3 ApBja MOMAIIKY
BO CEKOj pejl, OTKOJIKY BO mpBata rpaauna. Oapenu ro 6pojot Ha apsjara 3a a = 30, b = 38.

6  Jlokaxku JieKa BpeaHoCcTa Ha u3pa3or x> — (x — 3) - (x + 3) He 3aBHCH O MPOMCHJIMBATA X.

| 7 ) [Tokaxku neka BaXKu paBEHCTBOTO:
a) (@®+ab+b?-(a-b)=a*-b3 06)(@—-ab+b?)-(a+b)=a+b’

111.12. ®OPMYJIU 3A CKPATEHO MHOXEIBE

Bo oBaa siek1uja ke Ce 3armmo3HaeMe CO TpanchopMalijara Ha HEKOM U3pa3u BO TIOJTMHOMH,
CO KOM MHOT'Y YECTO C€ CPETHYBaMe BO MPAKTHKATA. 32 HUB Ke U3BeJeMe MOCEOHH (OPMYJIH, CO
YHja TIOMOIII MHOTY TIOJIECHO C€ U3BeayBa Taa TpaHchopMmaiija. TakBuTe hopMyinu ce BUKaaT
¢opmyin 3a ckpaTeHO MHOKeH-e. HUB TM Ma MHOTY, HO HUE Ke Ce 3aJp)KUMe CaMO Ha JIBe.

Tue ¢dopMynn ke T'M KOpPUCTUME M TIOJOIHA TpU oOparHara TpaHcopmanmja:
pa3oKyBame Ha MOJTMHOMHUTE HA MHOKHTEIH.

111.12.1. [TpousBox o1 30Up ¥ pa3jinKa HA IBa MOHOMA

Hexa 4 u B ce nBa HecnnuHu MoHOMa. Toram HuBeH 30up e 6uHOMOT A + B, a HUBHA
paznuka ounomot 4 — B.

Jla To mpeTcTaBMME BO BHJ Ha IOJUHOM IPOU3BOJAOT Ol 30MPOT M pas3iuKara Ha
MoHoMHUTE A U B. bapanuot npousBox ke ouze:

(A+B)-(4-B)=A*>-AB+ BA— B?>= A*— B,
T.e. BXU (opmyrnara
(A+B)-(4-B)=4>- B (1)

N3paszor A%— B? ce BUKa pa3jidKa Ha KBajapaTu Ha MoHomuTe A U B. Criopen Toa:

HpOl/BBO}IOT o1 361/Ip0T H pasj/iMKaTa Ha IBa MOHOMA € €IHAKOB HA pa3juKara
HA HUBHUTE KBA/IpaTH.

Ha mpumep:
a) (2x+3y) - (2x -3y ) = (2x)*— (3y)* = 4x*— 9y,
0) (5ab’+ 4c?) - (5ab®— 4c?) = (5ab?)? — (4¢?)? = 25a%b*— 16¢*,
B) 5862 =(60-2) - (60 + 2) = 60>— 22 = 3600 — 4 = 3596.
1 ) IIpecmeraj To MPOM3BOJIOT:
a) (x+3y)-(x—3y), 6) («**-1)-(x*+1), B) (5+3a):-(5-3a).
[TpousBonoT ox 30up U pa3iuka Ha J1Ba Opoja a u b, ako a>b>0 moxe u reomeTpucku
na ce wiryctpupa (upt. 2).

OO OO OO
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Lprt. 2

3AJAUN

@ IMpecmeraj: a) (1 + 3x) - (1 —3x), 0) (%xy+1)-(%xy—l).

VYnpoctu ro u3pasor:

a)(@a-b)-(a+b)-(@+b?, 6)(Ba+bh)-(3a-b)-9a (a-3).
@ Pem ja paBenkara (2x — 1) - (2x + 1) — (4x2— 3x + 5) = 0.

Tpanchopmupaj ro U3pa3oT BO BU/ HA TIOJTUHOM BO HOPMAJICH BH/I:
a)(@-2)-@+2)-(@+4), 6)x-(x-5)-(x+5), B) (3-x)-(3+x)-(9+x?.

[Ipecmeraj 1 MPOU3BOAUTE:
a) 97 - 103, ©6)201-199, B)1,05-0,95 r)63-57, Ha HAjeTHOCTABCH HAYHH.

@ Crpanara Ha ezeH KBajapaT € x CM. AKo Heropara JOJDKMHA ce 3rojeMu 3a 3 Cm, a
Heropara IIMpHUHA ce HaMalu 3a 3 CM, ke ce 1o0ue npaBoaronHuk. Onpenu ja pasnukara
OJ1 TUTOIITHHUTE Ha KBAIPATOT U MpaBoaroyHUKOT. Koj nma moronema momruHa?

'8 Tpancdopmupaj TO NPOM3BONOT HA GHHOMHTE BO TIOTHHOM:

a) (a+b)-@+b), 6) (2a—b)-(2a—b), B) (3x+2y)"

111.12.2. KBaapaTt Ha OMHOM

Heka ce namenu nBa Hecandau MoHoMa A u B. N3pasor (4 + B)? ce BuKa KBaJpaT Ha
oumHomoT 4 + B.
CornacHo neduHuUIMjaTa Ha KBAJpaT U MPABUIIOTO 32 MHOXKEHE Ha MMOJTMHOMH, 32
uspasor (4 + B)?, nobusame:
(A+B?*=(A+B)-(A+B)=A4>+ AB+BA + B>= A+ 24B + B°.
3Hauy, KBaIpaToT Ha OMHOM TO OfIpelyBaMe COIIacHO (opMyrara

U+ B =4+ 2B+ B @




Cnopen Toa:

KBaagparor Ha OMHOM e eIHAKOB Ha 30HPOT 0] KBAJAPATOT HA NMPBHOT 4JIEH,
YABOEHHOT NMPOU3BO/ HA NPBUOT U BTOPHOT YJIeH U KBAJPATOT HA BTOPUOT YJI€H.

Ha mpumep:

a) (3x + 4y)? = (3x)?+ 2 - 3x - 4y + (4y)*= 9x? + 24xy + 16y7?,

6) (x—2y)’=[x + (2)P=x*+2-x- (-2y) + (-2p)’ = x*— dxy + 4”,

B) (—5—4a)*=(-5)*+2-(-5) - (—4a) + (—4a)*>= 25 + 40a + 1642

[IpecmeTyBameTOo Ha KBaAparoT Ha OMHOM MOXKEME M TOKparko, 0e3 3amucoT Ha
OJICTHUTE YEKOPH, TUPEKTHO J1a TO OApPEANME.

Ha npumep: (5x — 3)?= 25x*— 30x + 9.

@ Co kopucTeme Ha GopmyIiaTa 3a KBaJpaT Ha OMHOM, b bz
pecMeTaj:
a) (@+4)%, 6) (7T-y)y, B) (-3+y)% 1) (-x-1)%
®dopmynaTa 3a KBaapaT Ha OMHOM a
(a + b)>=a?+ 2ab + b?, xaxe a>0 u b>0,

T€OMETPHCKH € WITyCTpHpaHa Ha 1pT. 3. ath
O6paznoxu! Lpr. 3

Jla n3Beneme popmyrna 3a KBajapaT Ha paszivka Ha 1Ba MoHOMa 4 1 B. Kopuctejku ja
opmynara (2) noouBame
pMy.

(A—B)’ =(A+(-B))> = 4> + 2A(-B) + (-B)> = 4> —24B + B>, Te.

(A-B)’=A4>-24AB+ B’ (3)
Jla HamomeHHMe Jeka ako Tpeba ma ce mpecmera Ha mpumep (2a — 3b)?, moxeme
Jla peliaBaMe Ha JBa HayWHA: Ja 3aMeHuMe 4 = 2a u B = —3b, a nmoToa &a ja npuMeHHME
dopmynara (2), nm nak ga 3ameaume A = 2a u B = 3b, a moroa 51a ja npumenume Gpopmysara
(3). Pesynrarot e uicT ¥ BO J1BaTa Cily4aja.
OOuu ce 1a To UCKaxer co 300poBu mMpaBuiIoTo (3).
JlBete paBenctBa (2) u (3) Mokeme co enHa Gopmysia Jia TH 3alUIIUME Ha CICTHHOT

HaA4YMH.
(A+B) = A* +24B + B*.

3AJAUN

(é\ Tpancdopmupaj ru u3pa3uTe BO MOJTUHOMHU:
' a)(x+2)*-(x-2)-(x+2), 06)@Bx—2y)°— d,x+y)-(5x—y),
B) (x + 3y)?— 4(2x — y)*+ 5xy.

(é\ yl'[pOCTI/I jp1 I/ISPaSI/ITe:
’ Q) (2x—1) - @2x+1)—(2x-12  6)(c—x+2) (c—x—2).

OO OO OO
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4 ) Jloxaxku JieKa BakaT paBeHCTBATa!

a) x—y)P=x -2 +y%,  6) (x—y)°’=(—x) B) (-x—y)*=(x+y)>
5 | Co nomorr Ha (hopmysara 3a KBaapar Ha OMHOM MTPECMETaj TH KBaIPaTHUTE:

a) 412, ©) 23?2, B) 1012, 1) 99°, n) 682

6 Co momom Ha (hopmynara 3a KBaapaT Ha OMHOM HM3Beau (opMmyna KBaapaT Ha TPUHOM
(@+b+c)’=[(a+b)+c]>

7 Janen e tpuHomoT x*— 3x + 2. M3Bpiiu 3aMeHa Ha mpoMeHiauBara co x = y — 1 u
TpaHchopMupaj ro JOOMEHUOT TPUHOM BO HOPMAJICH BH/I.

'8 Koe CBOjCTBO Ha KOJIMYHUKOT TO 03HAYyBa PaBEHCTBOTO:
(@+b+c):d=a:d+b:d+c:d?

9 TIpecmeraj ja Ha aBa Ha4MHA OpOjHATa BPEAHOCT Ha U3Pa30T:
a)(48-18):6, ©0)(63+21):7.

111.13. AEJIJEIBE HA TIOJIMHOM CO MOHOM

ITommuoMmoT 8x% + 12x? na ro nomesmme co MOHOMOT 4x.

bapannot konuuHKK ro o3HaayBame (8x°+ 12x?) : 4x.

Bp3 ocHoBa Ha IUCTPUOYTHBHHOT 3aKOH Ha JICICHETO BO OMHOC Ha COOMPAmmETO,
noouBame:

(8x3+ 12x?) : 4x = 8x%: 4 + 12x%: 4x = 2x% + 3x.

Iposepka: (2x2+ 3x) - 4x = 8x+ 12x2. Cropea Toa, BaXKu PABHUIIOTO:

IMomHOM ce 1eJIH CO MOHOM, KOTa CeKO0j YJIeH Ha MOJUHOMOT Ce MOIe]IH CO
MOHOMOT ¥ JIOOMEeHUTe KOJIMYHHIIU ce coOOepar.

Ha npumep:
(15x% — 9x* + 12x%? ) : (-3x%) =
= 15x% : (—3x%) — Ox*: (—3x%) + 12x%y2: (—3x%) = — 5x%y + 3x — 4”2

OuurnenHo e Jeka, AajaeH MOJIMHOM 3a Ja Oujae JeluB CO aJeH MOHOM, MOTpPeOHO €
CEKOj WJIeH Ha TOJIMHOMOT Jia OHJie IETMB CO MOHOMOT.

3HaeMe BO KOM Cllydad JBa MOHOMa He ce JIeJIMBH, HO KaKo Ke MOo3HaeMe Kora JajieH
MIOJIMHOM HE € JIEJIHB CO JaJIeH MOHOM.

JlazieH mOJIMHOM HE € JIEJIUB CO J1aJIeH MOHOM:

- KOoTa JeIUTENOT - (MOHOMOT) COIPKH HEKOja IPOMEHIINBA, KOja HE CE€ COMPIKU Oapem
BO €JICH O] YWICHOBUTE HA ITOJIMHOMOT, HJTH

- Kora HeKoja MPOMEHJIMBA BO MOHOMOT MMa ITOTOJIEeM IOKa3aTell OJ MOKa3aTesIoT Ha
COOJIBETHHOT CTEIICH Ha Taa IMPOMEHIINBA OapeM BO €CH WICH Ha TIOJTMHOMOT.

BapaHWOT KOTMYHUK BO TAKBU CITydad camMo T'O O3HAYyBaMe M ITPETCTaByBa JIPOIIKA, UH]
MMEHUTEIT COJPIKU TIPOMCHIINBA, T.€. HE € ITOJIMHOM.
Sa+b a’—3b+2ab’

a Sab

Ha npumep, TakBU ce€ KOJIMYHULIATE:




3ATAYU

CSUEEN
@ Kako ce nenu momuHOM co MoHOM? [Tokaku TO Toa Ha MPUMEPOT:
(18a%b*x — 12a’h?+ 6a’b’c) : 3a%b?.

@ N3Bpiy ro 03Ha4€HOTO ACIICHE:

a) (20x*— 15x3+ 35x2— 5x) : bx, 6) (14a®— 21a*+ 35a°— 7a?) : (—7a?).
@ [Tpecmeraj ro KOJIMYHUKOT:

a) (8x°y° —12x°y +20x*y’) : (4x7y),

6) (0,5x°y° —0,8x°y* +3x*y’ — x’y°) 1 (-2x°?),

B) (9a°b’ —10a’b*> —12a*b* + a’b) : (-5a’h).

4 VI3BpIuy I'i Ha3HAYEHHUTE ONEPALIUK;
a) (8a®—4a*) : 2a®*— (12a*- 9a%) : (— 3a®), 6) Sax — 3a[2x — (9a*x — 6ax?) : (3ax)].

O6jacHu 301ITO CIIEAHUBE KOJIUYHUIIA HE CE MOJTMHOMH:
a) (2a—b):(5ab), ©0) (4ab-3a2+ b?):(2ab), B) (8x —5a): (34?).

‘ 6 TIlpecmeraj ru konmumunumuTe: a) 6345 : 15,  6) 25984 : 112.

111.14. JEJEBE HA TTIOJIMHOM CO IMTOJIMHOM

. [Tocrankara 3a ofpenyBame Ha KOTUYHUKOT Ha OpoeBute 651 u 21 3anumana e
JIEBO BO MO3HMLIMOHA (popMa, a JECHO BO MOJIMHOMHA (hopMma:

0 |

651:21 =131 (6-10°+5-10+1):(2-10+1)=3-10+1
—63 £6-10°£3-10

21 2-10+1

-21 £2-10+1

0 0

On nenemwero Ha OpoeBute 651 u 21 Bo monmmHOMHA (hopma 3aKiTydyBame JeKa MPBUOT
YJICH BO KOJIMYHUKOT Ce J00MBA KOra MPBHOT WICH Ha JCJICHUKOT CE TIO/ICJIU CO MPBUOT YWICH Ha
nemurenor: (6 - 10%) : (2 - 10) = 3 - 10. AHaJ0rHO ce oApeayBa ¥ BTOPUOT WICH Ha KOJIMYHHUKOT,
KOra MPBHOT YWIEH Ha OCTATOKOT Ce MOJIENHU CO MPBHOT wieH Ha aenutenort: (2 - 10) 1 (2 - 10) = 1.

[Tpu 013eMamkETO CE KOPUCTH MTPABUIIOTO, IEKa KOH HAMAJICHUKOT CE 10/Ia 1 HAMAJIUTEIOT
CO CIIPOTHUBHU 3HAIIH.

OBa npaBuUIIO CE MPEHECYBa J1a BAXKU U Kaj JIEJICHETO Ha OJIMHOMH.

OO OO OO
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|

(6x> +5x+1):(2x+1)=3x+1

3G 25 (6x7):(2x) =3x
2x+1 (2x):(2x) =1
+2x+1
0

Hpyr mpumep:

(24x° +6x*y+4x’y? =2x7y’ —4xp*): Bx* — y?) =8x" + 2x’y + 4xy?

+24x° F8x’y’ (24x7):(3x”) =8x’
6x'y+12x°y? —2x°y’ (6x*y):(3x*)=2x"y
+6x'y F2x*y’
12x°y? —4xy* (12x°y*): (3x*) =4xy’
+12x%y? F 4xy*
0

Z[a 3a0enexxume JACKa, IIOJIMHOMMUTC (,Z[GJ'ICHI/IKOT n ,Z[eJII/ITeJ'IOT) dKO HC CC IMOAPCACHH,
Tpe6a OpeTXOAHO Ha €€ moApeaar Iio oraraykuTe CTENEHH Ha €¢Ha HUCTa IMPOMCHJIMBA. Bo
HalnimoB cnyqaj THUC CC IIOAPCACHH 110 CTCIICHUTC HA IIPOMCHIJIMBATA X.

@ W3BpI1H ro JeIeHEeTo Ha TOJMHOMHUTE:
a) (x*+x*+1): (x®+x+1), 0) (3X°—8x*+8x3—5x?+3x—1): (x*—2x +1).

. KONMUYHUKOT Mpu JAeTEHETO Ha MOJIMHOM CO MOJIMHOM, CaMO BO PETKH CIy4Yau MOXe
Jla ce U3pas3u BO MOJUHOM. Bo ommit city4aj, mpu JelemheTo Ha MOJIMHOM CO MOJIMHOM J00uBamMe
MIOJIMHOM HETOJIH KOJIMYHUK U MOJIMHOM-0CTAaToK. [IpuToa, CTeneHoT Ha MOJTMHOMOT-OCTaTOK €
MTOHHU30K O CTENIEHOT Ha MOJIMHOMOT-/IEJIUTEI.
Ha mpumep, npu AenemeTo Ha MOJTUHOMUTE:

(5x’ = 6x" + 10x + 7):(x* —2x+3)=5x+4
+5x° F10x* £15x

4x> —5x + 7
+4x* F8x+12
3x -5

Jlo6uBame HerouH KonmudHUK ((X) = 5x + 4 u octarok r(x) = 3x — 5. [Ipuroa 3anurryBame




3x-5
x> =2x+3

5x%— 6x2+ 10x+7=(x2—2x+3) - (5x + 4) + 3x - 5.

JlenemeTo Ha 1Ba MOJIMHOMA CO OCTATOK € CEKOTall MOKHO U TIPHTOA:

Ja ce nmogeu moJuHOM A(x) co mojimHOoM B(x) 3Ha4u 1a ce opeaar ABa MOJMHOMA:
MOJHHOM-KOJIUYHHMK ((X) M MOJHHOM-OCTATOK I(X), Taka IITO Ja Ba)KH PaBEHCTBOTO

A(x) = B(x)q(X) + r(X) m cremeHoT Ha r(x) 1a € MOHU30K O] CTeNeHOT Ha ((X) uiIu
OCTATOKOT /Ia € HyJIA.

5x%—6x2+ 10x+7): (x*—2x+3)=5x+4+ , OJTHOCHO

(2\\‘ OI[peI[I/I o MOJIMHOMOT-HEIIOJIH KOJJUYHUK W ITOJIMHOMOT-0CTATOK ITPU ACTICHCTO
' (23 +x2+2x+1): (2—x+2).
MdopMyIIUTE 32 CKPATEHO MHOKEHE-E MOXKE JIa C€ MPUMEHYBAAT U IIPH JIENIEHETO Ha
nonmHomu. Ha mpumep, ox popmynara (x + ) - (x — y) = x*—)? ciemyBa neka
(P=y) i (x+y)=x—y mm (*=)%):(x—y) =x+y.

3AJAUH :

@ ' MI3BpILM IO 03HAYEHOTO JIeJIEHe¢ HA HOJIUHOMUTE:

' a) (6x2+8xy —8y?) :(3x—2y), 6) (12ab-16a+ 9b—12):(3b—4).

4 | TIpBo, moapeIU TU MOJMHOMUTE, a OTOA U3BPIIU TO JCIICHETO!

a) ((3x—3x*+2x3+2):(2—x), 0) (4ab—4b*>+ 35a?% : (2b + 5a).
(5\' W3Bpiiiu 1o 03HAYEHOTO JIENICHhE Ha MOJTMHOMHUTE CO OCTATOK:

‘\ a) (16x2—4x+4):(3x-2), 0) (a*+a®+7a*+ 3a+ 25): (2a>+ 3a + 5).
((; IITo ce moOuBa, aKo pa3IuKaTa Ha KBaIpaTUTe Ha JiBa Opoja ce MOJeNH CO:

a) 30upor, 0) pasnukara Ha THE OPOEBU?

(? | AKo paziukara Ha TpUIU(peHuTe OPOEBU X)z — ZVX C€ MOIENH CO pasjiuKara X —Z ce

J00MBa KOJMYHUK, IITO HE 3aBUCH 071 U300pOT Ha TpULUPpEeHUOT Opoj xyz . Jlokaxu.

'8 Koj uspas tpeba 1a cTOHM Ha MPa3HOTO MECTO 3a J1a BaKH PABEHCTBOTO!
a) 6x?+ 3x = (...) - (2x + 1), 6) 7x - (...) = 35x*+ 14x.

‘ 9 Tlomuuomor 24a‘— 484°— 4a® + 35a — 2 npeTcTaBy ro Kako MPOU3BOJ O JBa TIOJIMHOMA,
Taka [TO eIHUOT OJ HUB Ja oune 2a’— a — 2.

111.15. BUAOBU PALIUOHAJIHU U3PA3HN

Jocera paboTeBMe CO U3pa3u BO KOM ITPOMEHJIMBUTE CE CBP3aHU CaMO CO OTIEPAIIHTE!
coOupame, O3eMambe, MHOXKEHE M CTCIIEHYBamhe CO MoKa3aTel MpupojieH 0poj (crenwmjaneH
Cclly4aj Ha MHOXKEH-C) M TH HAPCKOBME MOJTMHOMM.

OO OO OO

IMOJIMHOMMU




W3paszure co MpOMEHIMBU T'M BUKame yiuTe u ajredapcku u3pasu. Cropen Toa,
MOJTMHOMUTE C€ €[IeH CIelMjalieH BUJ Ha anredapcku u3pazu. Anredapcku u3pa3u umame
pa3iINyYHU, HUB 'Y JeJIMMe Ha BUI0BH, CIIOPE]] TOa, KOU alnredapcku onepauu co IpOMEHIINBUTE
ce 3aCTarieHu BO HUB.

Cure mo3HaTH J0 cera anrebapcKkyd oOIepalud THU JeJUME Ha PalUOHAJIHM U
HpauUMOHAJHU omnepauuu. Onepauuure. codupame, OA3eMame, MHOXKeme, jejlermhe U
cTelMeHyBawe €O MOKa3aTes NMPHUPOEH OpPoj ce paUMOHAJHHU ONepaluM, a orepaiujara
KOpeHyBame ¢ HPallMOHAJIHA onlepanMja. 3aroa, anredapckuTe U3pasu BO KOU C€ 3aCTaleHH,
caMO palMOHAJIHU OMNEpaldyd CO IMPOMEHJIMBUTE CE€ BHMKAaT PALMOHAJIHH aJrebapcku
M3pa3u, a u3pasu BO KOM € 3acrareHa (MoKpaj APYTUTe) U onepalyjata KOpeHyBambe Ha HEeKoja
MPOMEHJIMBA, CE BUKAaT MPAIlMOHAJIHU ajredapcku u3pasu. Ha npumep, ox uzpasure:

2 -5
4x2y, X +3, §x~y2—3xy, x4x , \/;+y

MPBHUTE YETHPHU M3PA3U CE PAIlHOHAHYU M3pa3H, a ETTUOT € UPAIIMOHAJICH U3pa3.
Bo 3aBucHOCT 071 Toa: naju BO PAllMOHATHHOT M3pa3 C€ COAPKH HMJIM HE CE COIPKH
JIeTICHhEe CO TIPOMEHIIMBA, WM JCICHE CO M3pa3 CO NMPOMEHIIMBA, PAIlMOHAIHUTE M3Pa3H TH
JIeTUME Ha eI PAIIMOHAIHYN ¥ IPOOHH PAIMOHAIHYU U3Pa3H.
Crniopen Toa rv ycBOjyBame e pUHUIIANTE:

egpunuyuja 1. Pauuonanen ajre6apcku u3pas, Koj He COAPKHU JeJieHe
€O NMPOMEHJIUBA WJIH Jejielhe CO U3Pa3 KOj COAP:KM MPOMEHJINBA, ce BUKA 1eJ
? pauMoHAaJIeH U3pa3 UJIH MOJHHOM.
»

®
Hepunuyuja 2. Paumonajien ajare6apcku u3pas, Koj COAP:KM Jejiewe co
MPOMEHJIMBA WM JieJiere CO U3Pa3 KOj COAP KU MPOMEH/INBA, ce BUKA IPodeH
paluoOHaJIeH u3pas.

Ha npumep, 1poOHU pariioHaIHU U3Pa3H Ce U3PA3UTE!

2
S5x-2 y 2—x

@
L SREEN

1 ' Onpenu kou o1 CIIeHUBE PAIIMOHATHU U3Pa3H Ce IEJH, a KOU APOOHU paIlHOHAIHU U3Pa3H:
5) 3x° —xy+5
’ 14

2 3amuiny caMm TpH anredapcKu u3pasu, KOU He Ce PALOHAHY.

fge=

3AJTAUM

S5x—-y

X
a) 6—5xy, 0) , T) ;—2)/.

x—1

3 | Onpenu ja neuHUIIMOHATA 00JACT HA APOOHUOT paIlMOHAICH M3pas3:

+
) —— 6)3x+t, 5 22,
xX—y X x=3




4 Ckparu ru ApOIIKHTE:

(x+y)’ x'—4 1-a°

a) oy 6) 27 B) G

111.16. PA3JIOKYBAIBE IOJIMHOMU HA ITPOCTU MHOKUTEJIN

Jlocera HajMHOTY ce 3a/ipKaBMe Ha TpaHc(hopMalrjaTa Ha IeJIUTe PAllMOHATTHU U3Pa3H
BO MOJMHOMM BO HOpMaJieH BuJ. Ha mpumep, HayuuBMe Kako MPOU3BOJAOT HA JBA MOJMHOMA
Ia To TpaHchopMupaMe BO MOJMHOM BO HOpMasieH BUI. MeryToa, HEMOMAalKy BakHa € U
oOparHata TpaHcopmalmja: 1ajaeH IOJUHOM Ja c€ TpaHCPOopMHUpa BO MPOU3BO O MOHOM U
MOJTMHOM, WJIM BO MPOU3BOJ Ha JIBa MONMMHOMA. Taa TpaHcdopmalidja Ha MOJIMHOMUTE CE BHKA
Pa3ioKyBame MOJMHOMH HA MHOKHTEJIH.

Pa3noxxyBameTo Ha MOTUHOMUTE Ha MHOXXUTENIM € MHOTY CIIMYHA Ha Pa3iokKyBambeTo
Ha 1esnuTe OpoeBu Ha mpocTu MHOXuTenu. [1o3Hato e Jeka, He cexoj 1en Opoj Moxke Ja ce
pa3noku Ha MHOXKHUTENH. VICTO Taka, U He CEeKOj OJIMHOM MOJKE J1a CE Pa3ioku Ha MHOKUTEIH.
Ha nmpumep, GUHOMOT X + y HE MOKE J]a C€ Pa3I0kKHU Ha MHOKUTEIN BO MHOXKECTBOTO Ha IIEJIUTE
parroHaIHH U3Pa3H.

Cexoj Len palMoHaleH U3pa3, KOj He MOXE Jia C€ pa3jokKH Ha MHOXKUTEJIHU Ce BHKA
NPOCT WX HEPA3JI0KJINB, a BO CIIPOTUBEH CIIy4aj U3Pa30T CE BUKA CJIOMKEH.

[TocTojaT pa3nuyHU HAYMHU Ha Pa3ioKyBamke HA TOJMHOMUTE Ha MPOCTH MHOXKHUTEIH,
HITO T IPUMEHYBaMe OJ1 €eH JI0 APYT CIIy4a].

111.16.1. Pa3sio:xkyBame cO U3BJIeKyBame
Ha 3aeJHMYKMTE MHOKMTEJH MpeJ 3arpajaa

. OB0j HauWH Ha PA3NOKYBakE HA MOJIMHOMHUTE Ha MHOXXUTEIHM CE 3aCHOBA BP3
TUCTPUOYTUBHUOT 3aKOH HAa MHOXCHETO BO OJHOC Ha coOupameTo. Taka, 0l paBEHCTBOTO
(@a+b)-c=a-c+b-cconpomena Ha HETOBUTE CTpaHH, foObuBame: a-C+b-c=(a+b)-c.
Jla ru pa3riieiaMe ClIeIHUBE IIPUMEPH:

IMpumep 1. Jla ce pa3inoxu Ha MHOKHUTEIH TPUHOMOT

163y + 12x%y%— 8x%yz.

Pemienne. [IpBo T0 Haorame HajrOJIEMHOT 3aCAHUYKU JCIUTEN 32 KOC(HUIMCHTUTE
Ha TpuHOMOT. Bo nammor ciyudaj H3/] (16, 12, 8) = 4. [loroa miegame: mpoMeHIMBATa X C€
COZIP)KH U BO TPUTE WICHOBH U TOA CO HajHU30K CTEIIECHOB Moka3arel 2 (BO BTOPHOT U TPETUOT
YJICH), TPOMEHIIUBATA V CE COMPIKH, UCTO TaKa, BO TPUTE WICHOBH U TOA CO HAJHU30K CTEIICHOB
mokazaren 1 (Bo MpBHOT U TPETHOT wieH). [IpoMeHanBara z He ja pasrieayBame, Ouaejku He
ja comprkar cuTe uieHoBH. Ha Toj HaunH HaoraMme, MOHOMOT-HAJTOJIEM 3aCTHUYKH MHOKHUTEI
(memwrenn) Ha cHTE YWICHOBH Ha JaJCHHOT TPUHOM, Ke Oue: 4x?y.

[ToToa maJeHUOT MOJMHOM TO JEIUME CO MOHOMOT 4x?), a JOOHEHHOT TMOIMHOM-
KOJIMYHUK TO 3aTBOpaMe BO 3arpaza. Taka joOuBame:

16x3y + 12x%y? — 8x%yz = 4x%y - 4x + 4x?y - 3y + 4x?%y - (— 22) = 4x%y - (4x + 3y — 22).
IMpumep 2. Jla ce pa3noxu Ha MHOKUTETH OMHOMOT 15x° — 5x2.

OO OO OO
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Pemenne. [iename jaeka 3aeHHYKH MHOXKHTEN 3a JBaTa WiCHA € MOHOMOT 5Sx2.
W3BnexyBajku IO TOj MHOXKHTEIN IIpe] 3arpaja 1o0uBame:
15x%— 5x?= 5x2-3x — 5x? = 5x?(3x — 1).
Jla 3abenexxume Jeka, MOJMHOMOT IITO ce J00MBa BO 3arpajara Mopa Jia MMa HCTO
TOJIKY WICHOBH, KOJKY IITO UMa W JaJCHUOT MojuHOM. Hue Tyka mpen 3arpaja W3BICKOBME
5x?, HO MOYKEBME J1a M3BIICYEME U MHOXKHTEI: X2, — x%, — bx?, — 15x2, 10x? utH. Ha mpumep, ako
npen 3arpana usBinedeme —15x?, noduBame:

1 1
15x3— 5x2 = — 15x2- (—x) + (-15x?) - §= -15x% - (—x + 5).

Ipumep 3. Jla ce pa3inoku Ha MHOXKHTETH U3pa3oT 3a - (X —Y) + b - (y —X).
Pemenne. 3abenexyBaMe MHOKHTEIUTE X — ) W ) — X C€ CIOPOTHBHH OHHOMH, T.C.
y—x =—(x — ). Axo npous3BoaoT b- (y — X) ro 3ameHnmMe co HEMY HUAEHTHYHHOT u3pa3 — b -

(X —y), nobuBame: 3a-(x—y)+b-(y-x)=3a-(x—y)—b-(x—vy).

[ToToa co M3BJIEKYBamE HA 3a€AHNYKHOT MHOXKHTEN (X — y) TIpel 3arpaja, 1o0uBamMe:
3a-(x-y)+b-(y-x)=3a-(x-y)-b-(x-y)=(x-y)-(3a-Db).
@ HM3Beur 10 3a€HUUKUOT MHOKMTEN ITPEJL 3arpaia;
a) 8ab +12ac, 0)2a?—6a, B)x*—x?.
x* +ax
5x+5a’
Pemenne. [0 pasinoxyBamMe Ha MHOKHUTEIN OPOMTEIOT M MMEHHMTEIOT Ha JPOIKATA:

Ipumep 4. Jla ce ckparu gporkara

x(x+a)
S5(x+a)
Ha JPOTIKATa.

Co 10j MHOXMTEN, aKo X + a # 0, MOXe J]a ce CKpaTH JpoIKaTa, rna Jo0uBame:

. 3a6ene>1<yBaMe, OMHOMOT X + a € 3aCAHNYKHU MHOXMWTCII Ha 6pOI/ITCJ'IOT 1 UMCHUTCIOT

X’ +ax _x(x+a)_X
Sx+5a S5(x+a) S°
. [Ipu pemaBame Ha pPaBEHKUTE YECTO CE€ CTPEMHME JieBaTa HEj3MHA CTpaHa Ja
ja TpeTcTaBMME BO BHUJ Ha TMPOU3BOMA OJ JBA WM HEKOJIKY IMOJMHOMHU (Mely KOM MOXe
Ja ¥Ma ¥ MOHOMH), a JleCHara CTpaHa Ja ¢ Hyila. Ha mpumep na ja pemume paBeHKara
(Bx-6)-(5-x)=0.

Imegame, neBata cTpaHa € MPOW3BOA OJ JBAa MHOXKMTENA, a JIeCHAaTa CTpaHa € HyJja.
[To3HaTo HU € JeKa, MPOU3BOOT Ha JABA WIIH HEKOJIKY MHOXKUTEIU € €JHAKOB Ha HYJa, CaMO aKo
OapeM elieH o] MHOKUTEIUTE € Hyna. Toa 3Ha4H, JajieHaTa paBeHKa ke Ouie 3aJ0BOJIeHa CaMo
3a BPEIHOCTUTE Ha MPOMEHIINBATA X, 32 KOja BaXKU

3x—-6=0, oqgHocHO 5 —x =0,

WM CO JIPYTH 300pOBH: CEKOE pellleHHe Ha paBeHKara 3x — 6 = 0 e pelieHue W Ha JajeHara
paBeHKa, a M CEKoe pellieHne Ha paBeHkara 5 — x = 0 e, UCTo Taka, pelleHue Ha J1ajieHaTa paBeHKa
(3x-6)-(5-x)=0.

3HauM, MHOXXECTBOTO DCIICHHMja HA JaJicHaTa pPaBeHKa € yHHWjaTa OJf MHO)XKECTBara
perieHuja Ha mpocTutTe paBeHK 3x —6 =0u 5 —x = 0.




Ja pemaBame nipBara paBenka 3x — 6 = 0, x = 2. [iegame, Taa UMa eHO peIICHHUE X = 2.
Ja pemaBame BTOpara paBenka 5 — x = 0, x = 5. I Bropara paBeHKka nMa €IHO PEIICHHE X = 5.
Cropen Toa, JajieHara paBeHKa MMa MHOKeCTBO pemiecanja M = {2,5}.

3AIAUU

QS
G ) VI3BIIeYH I'U 3a€HUYKATE MHOKHTEIH P 3arpajia;
a) 3x — 3, 0) 2a>— ab, B) a® — a?, r) 3ax — ay,
n) —2a + 5ab, 1) 12ax —15ay, e€) a*?— ax®.
K4 PasioKu r¥ MOJIMHOMHUTE Ha MHOKUTEIH:
- a)x)*—b5xy—x%, 6)12x%?— 18x% + 6x%?%+ 30x*y,  B) 6a’c?— 8a’c®+ 16a’c.

G [IpeTrcTaBu ro u3pa3ot BO BUJ HA IPOU3BO/ O] BA MHOXKHUTENA!

a)a-(b-c)+c-(b-c), 6)a-(x—-y)-b-(y-x), B)(x—372—(3-x).

x+y 5) 2a+2b 5) (x—4)°
3x+3y" 7 (a+b)?’ 7 28-T7x

K6 CxparH TY JPOIKHTE: a)

G Jlokaxu aexa, OpojoT:
a) 38°— 38° e memmB co 37, 0) 34°+ 348 e nenwms co 35.

(é ) Pemmt v TH paBEHKUTE:!
2)5x-(x-1)=0, 6)(x+1) (x~3)=0,
B)x+4—-2x-(x+4)=0, nx-(x-1)+5-(1-x)=0.

‘ 91 Oppenu v MPOU3BOAUTE:
a) Bx—y)-(Bx+y), 6)(a—x):(a+x).

10 Monomor: @) 16x*?*  6) 25x%°, B) 4a’.
MPETCTaBH IO KaKo KBajpar Ha HEKOj APYT MOHOM.

111.16.2. Pa3o:xkyBame Ha MOJHHOMH 01 BUAOT A? - B?

[To3HaTo HU € PaBEHCTBOTO
(A4+B)-(4-B)=4>- B Q)
Co mpomeHa Ha MecTaTa Ha JieBaTa W JieCHaTa CTpaHa ro JoOuMBaMe HIACHTUYHOTO
PaBEHCTBO
A*~B*=(A+ B) - (A-B). (2)
3naun: Pasaumkara ox KBaJparuTe Ha JABa U3pa3a e eJHAKBA HA NMPOU3BOIOT O
pa3jinKaTa Ha THe U3Pa3u U HUBHUOT 30UP.
®opmynara (2) e 3romHa IpH PasjIoKyBamkeTo Ha OuHOMHTE O BHIOT A2 — B% EBe
HEKOJIKY TPUMEPHU.:
IMpumep 1. Jla ce pa3aoKu Ha MHOKHTEIA OUHOMOT 4x?— 9,
Pemenue. [ieiame jieka, 1aeHHOT OMHOM MPETCTaByBa pasjinKa o KBaaparure (2x)?
u 3%, YuM OCHOBHM ce 2x U 3.
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Co npumena Ha gopmynara (2), nobusame:
4x?— 9 = (2x)?— 32=(2x — 3) - (2x + 3).
IMpumep 2. Jla ce pa3ioku Ha MHOKUTETH OMHOMOT
25a%b? — 49¢2.
Pemenne. 25a%b? — 49¢? = (5ab)?— (7¢)? = (5ab — 7c¢) - (5ab + 7c).

1) Paznoxwu ru GMHOMHTE HA MHOKHTEIH: a) x>—)?, 0) a’— 1, B) 9x*— 25.

Ipumep 3. Jla ce pa3inoxu Ha MHOXKHUTEIH

12x3 — 3xy2.

Pemenue. UneHoBUTE Ha OBOj OMHOM HE MOXE J]a C€ NPETCTaBaT Kako KBaJIpaTH Ha
HEKOH M3pa3y, HO 3a0eiexyBaMe JIeKa 1 IBaTa dwieHa Ha ONHOMOT MMaart 3aeIHUYKUA MHOKUTEI
3x. Co HEeroBo M3BJIEKYBamkE MPEJ 3arpaja, 1oouBame:

12x%-3xy? = 3x - (4x*—y?).

Co Toa gaIeHNOT OMHOM € pa3JIoKEeH Ha MHOXKHTENU. MeryToa, 3a0eexxyBaMe OMHOMOT
MHOXHTEN 4x°— )2 € pa3iiKa Ha KBaJpaTH. 3aT0a TOj He € IPOCT M3pas3, CO HETOBO Pa3JIoKyBambe
cortacHo (hopmysata (2), KOHEYHO ToOUBaMe:

12x3—3xy? =3x - (4x*—»*) =3x - (2x — ) - (2x + ).

OBoj mpuMep MOKaKyBa JieKa pa3ioKyBambeTo Ha HEKOj MOJIMHOM Tpeda ceKkoranl ia
r0 OTIIOYHEME CO M3BIICKYBAhC Ha 3a€IHUUKUTE MHOKUTEIH NPeJI 3arpaja (ako Toa € MOXHO),
na JypH 10oToa Ja ce OJf CO IPUMEHa Ha HeKoja oll JOPMYIIUTE 32 CKPATEHO MHOXKEHE.

IMpumep 4. Jla ce pa3noxu Ha MHOKUTENH u3paszor (a + 1)? — b2,

Pemenne. (a+1)>-b?’=[(a+1)-b][(a+1)+b]=(a-b+I)-(a+b+1).

-
&

3ATAUH S

€]

Paznoxu ru CIICIHUBEC OMHOMM Ha MHOXKHTEJIH.

2 a) 9x??—1, ©0) a*—16°b%? B) 49x*— 36)~.
4 9
3 a) 100 — 94, 0) 25x°— —, B) x9— —.
) ) 5 ) X%y T

4 a)(x—y)*-1, 06)(1-x)*-4x% B)(a+2)?*(a-2)>

Pa310ku T ClIeIHMBE M3Pa3H Ha MPOCTH MHOKHUTEIN:
5 a) 5x*—20y?, 0) xY4*—x%»*  B) bx*—bx)”
6 a) x*—x»? , 0) a*— a%h?, B) 27ab?- 3ac?.
7 a) a®—a, 0) 3a?— 3b?, B) 8ax’— 2a.

2Y (1Y)

8 IMpecmeraj: a) 582—482,  6) 131°-692,  B) (7 g) —(65] .

9 Pemn tu paBenkure: a) x> =121,  6) x*—3x=0.



x> —6x 9—-3a 1-x*
10 C : , O , .
(\ KpaTtH I'M APOIKUTE: a) T ) Pt B) —
CLI ) Jlokaku 1ieka, 3a koj omio NeN BpeaHocTa Ha U3pa3or:

a) (n+11)2—n? e genusa co 11, 0) (4n + 7)>— 1 e nenusa co 4.

111.16.3. Pazno:xkyBame Ha TPHHOMH 01 BHAOT A £ 2AB + B?

PaBencTBOTO 32 KBaJpar Ha OMHOM

(4 + B)= A2+ 24B + B 3)
CO IIpOMCHA Ha MECTara Ha JICBAaTa U ACCHATA CTpaHa, ro I[O6I/IBa BUIOT.
A2+ 24B + B2= (4 B2 (4)

PaenctBoTO (3), 0OMHOCHO (4) 3arnuIiiaHo BO OBOj BHJI IIOTOHO € J1a Ce MPUMEHYBA 3a TPaHC-
dbopmarja Ha TpuHOMOT A%+ 24B + B? B0 KBaapat Ha OMHOM. J{a 1O TIOKasKkeMe Toa Ha TIPUMEpPH:

IMpumep 1. Tpunomor 9x? + 24x + 16 na ce pasiaoKy Ha JBa €IHAKBU MHOXKHTEINA,
OZIHOCHO BO KBaJpaT Ha HEKOj] OMHOM.

Pemenne. [meqame, 1Ba 0] HETOBUTE TPU UWICHA MOXEME Ja TM MPETCTaBHUME KaKo
KBaJipaTu Ha Hekou u3pasu. Toa ce wieHoBute 9x?*= (3x)? u 16 = 4%, a TpeTHOT YJIeH Ha TPUHOMOT
24x mpoBepyBaMe 1kl € YABOCH MPOU3BOJ O TUE H3Pa3H, T.C.

24x =2 - 3x - 4.
Toraru cormacHo paBeHCTBOTO (4) 1aJ€HHOT TPUHOM IO TpaHCchOopMUpame:
Ox?+ 24x + 16 = (3x)?+ 2 - 3x - 4 + 4= (3x + 4)%
Mpumep 2. Tpunomor 25x*— 20x%y + 4y? na ce mMpeTCTaBM Kako KBajpaT Ha OHHOM.
Pemenne. bunejku 1Ba HETOBH WieHA Ce KBAJIPaTH Ha MOHOMMU:
25x4= (5x%)% u 4y? = (2y)?,

OCTaHyBa yIITe Jia MPOBEPUME Jajiu TPeTHOT HeroB wieH — 20x%? ¢ yaBOCH MPOU3BOI O[]
MoHomHuTe 5x° 1 — 2y. HaBuctuna Baxku — 20x% = 2 - 5x?- (— 2y).

3Hauy, MOXKE a 3aIuIlIeMe

25x%— 20x2y + 4y? = (5x2— 2y)>.
(1\' Tpancdopmupaj To TPUHOMOT BO BUJ Ha KBaJpaT Ha OWHOM:
' a) x>~ 8x+16, 06)1+ 10y + 25y? B) y*— 2y + 1.

Ipumep 3. Jla ce pasnoxu TpUHOMOT x2+ 6x + 8 Ha MHOKUTEIH.
Pemenne. [laieHHOT TPHHOM HE MOJKE JIa CE MTPETCTABU KaKO KBAJIPaT Ha OMHOM.

HaBuctuna, iMame e/IeH WieH KBapar x?, II0T0a WICHOT 6x MOXKe J1a Ce MPETCTaBH KaKo
YABOCH MPOU3BOJ 011 X ¥ OpojoT 3, HO OpojoT 8 He e kBajapar Ha 6pojoT 3.

Axo cobupoxkoT 8 To 3ameHnMe co paznukara 8 = 9 — 1, Toramr 7aIeHUOT TPUHOM Ke TO
no6ue BUIOT:

xX+6x+8=x*+2-x-3+3F-1=(x+3)*-1.
Ogaa Tpancopmanuja Ha JaIlCHUOT TPHHOM C€ BHKa M3BOjyBambe HAa KBA/APAT 01 OMHOM BO
Hero. MeryToa, TOOMEHHOT U3pa3 MOXKE /1a IO pas3riieyBaMe U Kako pasjiiKa Ha KBaJpaTH, 1a
J1a IPOJUDKUME!
X+bx+8=...=(x+3)-1=[(x+3)-1[x+3) +1]=(x+2) - (x +4).

OO OO OO

IMOJIMHOMMU




3AJAUN

Paznoxu ru TPAHOMUTE HA MHOXXHTECIIN

2 a) x2+ 4x + 4, 0) a’-2ab +b?  B) 9x®+ 6x + 1.

3 a) 4x2+ 12x + 9, 0) a®—2a + 1, B) 16a’+ 24ab + 9b2.
1

4 a) 4a®>+4ab+b?  0) 4x>-2x + 7 B) ax’+ 2ax + a.

5 ' Ha MecrtoTo Ha sBe3quuKaTa CTaBU TaKOB YIEH 3a Jia ce J00Hue u3pa3, Koj Ke MOXKe Ja ce

3aIuIIe Kako KBaJpaT Ha OMHOM:
a) a®>+10a +*, ©0) x>—*+25, B)*—42ab+ 49b2

6 ' Ilpecmeraj ja BpeAHOCTa HAa U3Pa30T HAa NOOP3 HAYMH!

a) 47°+2-23-47+23%, 6)715°-2-715-215+21,5%
7 ) Ckpatu ja Iporkara:

3ax — 9y* —24y+16

2) 2ax a . 6) y y :
9x" —6x+1 16-9y
8 | Jlokaxxu JeKa u3pa3or:

a) a’—6a +9, 6) x2— 10x + 25 He MOXe /a 100ME HETaTHBHA BPEIHOCT.
9 MUznBow o TPHHOMOT KBaJIpaT Ha OMHOM:

a) x>— 14x + 48, 0)y?*+8y + 15, B)a’—8a—1.

10 Pa3znoxu T HAa MHOXXHUTEIIH U3pa3UTE:
a) x2+ 2xy +y?— %, 0)a’—2ab+b%2-49, B)x>—8x+16—Vy2

111.16.4. Pa3jioxyBame Ha MOJMHOMH CO TPyNUpame

OBO0j HaYMH Ha PA3JI0KYBAE HA MIOJIMHOMH K€ TO WIIyCTPUpPaMe CO CIETHUTE IPUMEPH.

IMpumep 1. Jla ro pa3noxuMe MOTHHOMOT X3 — 2X? + X — 2 Ha MHOXHUTEH. [ pynupajku
'O MPBUOT CO BTOPUOT WIEH, & TPETUOT CO YETBPTUOT YJICH, JoOUBaMe

=2+ Xx-2 =(X3-2)+(x-2)=x2- (x-2) + (x—-2) = (x - 2) - (x*+ 1).

IMpumep 2. J1a ro pasioxumMe MOJTHHOMOT X5 — X2y + 3Xy — 3y? Ha MHOHTENH. [ pyrupajku

TH IIPBHOT CO TPETUOT YJICH, @ BTOPHUOT CO YETBPTHOT WIEH, T00nBame
X3 — X2y + 3xy — 3y? = (*+ 3xy) — (y + 3y?) =x - (x*+3y) =y - (+3y) = (X —y) - (+ 3y).

OBO0j MeTO Ha PA3JIOKyBaHE HE CEKOTAII MOXKE J1a € IPUMEHH, UCTO KaKO U IPYTUTE METOMIM.
Ho, u xora Moxxe s1a ce MpyMEHU HEroBara IMPUMEHa YeCTO MaTh He € ouurienHa. Toa ke ro
WIyCTpUpPaMeE CO CIEAHUOT IpUMep.

IMpumep 3 (3a oHne Ko cakaar aa 3HaaT noBeke). /la ce pa3noxu TPUHOMOT
x*+ 6x + 8 na MmuoxuTenn. OBOj TPUHOM HHE TO Pa3IOKUBME BO MPETXOIHATA JICKIIHja, HO cera
ke MoKa)keMe Kako Ha JIpYT Ha4MH TOj MOXeE J1a c€ pa3ioku. AKo OpojoT 6 ro npercraBuMe Kako
4 + 2, ke nobueme




X+Oox+8=x2+(4+2) - x+8=x2+4x+2x+8=(x*+2x) + (4x + 8) =
=X-(X+2)+4-(x+2)=(x+4) - (x+2).
MeryTtoa, ako 6 ro 3ammmeBme kako 3 + 3, wim 5 + 1, mpobara Hemamie j1a Ouje yCrelHa,
OuIejK1 TOoa HE 1aBa pa3ioKyBamke Ha JaJICHUOT MOJMHOM. BeymHoCT, ako 100po o pasriename
MIPUMEPOT Ke 3a0eIeKUMe JIeKa IPeTCTaByBameTo 6 = 4 + 2 Bojele KOH pe3y/Tar, 3aToa IITo
CJIOOOHHUOT WICeH 8 ce jaByBa Kako MPOU3BOJ Ha UCTHTE OpoeBu 4 u 2. OBa BaXH BO OIIIT
ciydaj. AKO cakaMme Jia TO Pas3ioKUMe ITOJHHOMOT X2+ Ax + B, Toraimr mpoOIeMoT ce CBeAyBa
Ha Haolame Ha IeJTM WK PallMOHaIHU OpoeBu P u (, TakBu mTo 4 = P + U B = pg. Axo Bo
TOA yCIeeme, TOTall CMe ycIease J1a To Pa3IoKUMe TPHHOMOT:
X+ Ax+B=x*+(p+0)-X+pg=x+px+ox+pq=
=x-(x+p)+q-(x+p)=(x+q)- (x+p).

3AIAUN E

I[a CC pasjioKar CICIAHUTC IIOJIMHOMM.
a) X3—-5x2+x -5, 0)x*+x2+x+1, B) Y3+ 4y*+2y+8.

@ a) X'+ 3+ 32+ 9x, 6) Y -y'+y -y +y-—1.
3

a) x’+5x+6, 0) x*+x—-2, B) x*—x-2.

3AIAYN 3A IOBTOPYBAIBE U YTBPAYBAIBE -111

@ O MOHOMOT 7ax? 013eMHU TO MOHOMOT: a) 2ax, 0) Sax?, B) —5ax?.
@ [MonuuoMoT 2x2— 7x + 4 3amuIny ro Kako 30up oj1 J1Ba OMHOMA.

@ [MonuuoMoT 9a? — Sa 3anuminy To Kako pasjinKa Ha JBa MOJMHOMA, TaKa IITOo:
a) Hamanenuk jna oune 10a?— 5, 6) namanuren aa oume 4a’+ 4.

@ [pecmeraj:

a) (-5a + 6a?— Tax?) - 3a*x, ©0) 6ax?- (2x — 2x°+ 4a’x).

@ Jlokacu Jieka u3pa3oT € UICHTUYHO €HAKOB Ha HYJA!
aa-(b-c)+b-(c-a)+c-(a-b), 6)a-(b+c—-bc)-b-(c+a-ac)+c-(b—a).
Jlokaxku ieka BpemHocTa Ha u3pazor N - (N +5) — (n + 3) - (N + 2) 3a cexoj nmpupozaeH 6poj N e
nenuBa co 6.
@ Jlokaxxu Jteka KBaJpaToT Ha KOj OWIo mpupozieH Opoj 3a 1 e morojem o1 mpou3BOI0T Ha
HETOBHOT IPETXOAHUK M HETOBHOT CIICI0CHUK.
Jlokaku ieka BakaT paBeHCTBATa:
a)a*+b’=(a+b)*-2ab, 6)(x—-y)’=(y—-x)*, B)(a+b)’—(a—b)*=4ab.
AKko 30MpOT Ha /IBa HEMapHU Opoja ce MOMHOXH CO HUBHATA pa3iiuKa, ce J001Ba Opoj ACIHB CO
4. Jlokaxu.

OO OO OO

IMOJIMHOMH




-y)+2 2x+y)+xy -2

YIpocTu ru u3pasure: a) XX = y)+ 2%y , 6) (r+y)+xy—2x _
(x+»)y 5(x+2)

@ npecvieraj ja spexocta nia apomkara no najiparo gy B3 59745941

MCT B HOCTa H IIKaTa I10 HaJKpPaToOK I1aT. — Y, _—

’ . . T 12-11-12 25-7+25-5

@ 30UpOT HA TPH MOCIICAOBATEIHH IPUPOIHU OPOEBHU € €THAKOB Ha TPUKPATHATA BPEIHOCT Ha
CPEIHHOT 01 THE OpoeBu. Jokaxu.

HW3Bpiu ro o3Ha4eHoTOo Aeneme: a) (4x2—9) : (2x + 3), 6) (3x®*—b5x2+ x + 1) : (x*— 2x + 1).

[MosmuOoMOT 3x°— 2x2— 5x + 4 pasnoxu 1o Ha Ba MHOXKHTEINA, aKO 3HAEME JIeKa CAHHOT O HUB €
xX2—2x+ 1.
W3Bpin 1o nenemwero Ha monuaomute: a) (G — 32+ X — 1):(x — 1), 6) (0C+3x*+x+ 1) : (x + 1).

3AJJAYU 3A CAMOKOHTPOUIA - 111

1
@ CrenenyBaj ru MmoHomure: a) (—3a?b?)?,  6) (— 1§a5b4)5, B) (2a)*.

2x* =5
x=3

@ O;:[pejm o AOMCHOT Ha NPOMCHJIMBATAa X BO U3Pa30T

@ 3anuim ro COPOTUBHUOT MOHOM HAa MOHOMOT.

2x
Y , 1) —0,754%.

a) 2,4x?, 6) —5x)°, B) %a, r)

@ Ozpe TO CTENEHOT Ha MOHOMOT BO OJIHOC HA CUTE POMEHIIUBU:
a) 3a%b, 0) 4x%?,  B)-bx)®,  r)2x, n)5%b.
@ H3BpIIIH IO 03HAYEHOTO JIEJIEHE Ha MOHOMHUTE:
a) — 6a’b*: (—2ab?), 0) — 4x*: (8)?), B) (%y*) : (-0,2x%y?).

@ Pasjioxu ru Ha MHOXKHTENM HonuHomute: a) 64x2— 9, 6) 5x?— 20.

Mouomot a) 49xy3, 6) 2x%yZ, TOMHOXH IO CO MOHOM OJi HajMajia MOYKHa CTEIEH, TaKa IITO
IIPOU3BOJIOT Ja Ouie KBaIpaT Ha HEKOj MOHOM.

2

2
—_ + —_
YrnpocTu ro u3paszor At .
2(y=x)

Ha mectoto of sBe3nara ,,* cTaBu MOHOM Taka IITO TPUHOMOT X°+ * + 4y? na Guje KBaapar Ha
Hekoj OmHOM. KonKy MOYKHU OITOBOpH MMa 3aadara’?

Jokaxwu aeka m3pasor (N +5) - (n+7) — (n+2) - (n + 10) He 3aBucH o1 BpeaHOCTA HA OPOjOT N.
@ IMomuuromor Y3 — 3y?+y + 1 moxmenu ro co 6GuaoMoT Y — 1.

@ Pasnoku /v Ha MHOXKUTEINH MOJMHOMOTE: a) 4x?— 4x + 1, 0) y*+ 4xy?+ 4x?y.




( TEMA IV )

1

IV.1. HEHTPAJIEH AT'OJI. CBOJCTBA

. IToumot LEHTPAJICH arojl Yo BOBEAyBaME CO ClIICAHABA.

? Jlegunuyuja. Aroj, une TeMe € BO HEHTAPOT HA /IaJeHa KPY:KHMLA, a
@ KpaluTe My ce HACOYEHHU IO /IBa pajJuyca ce BHKa LEHTPAJEH aroJ Ha Taa

% .i KPYKHHULA.

Ha npumep, aronor AOB Ha nprexor 1 e nenTpaniexn
aroj Ha Kpyxuuuara K. 3a makot AB ol KpykHuiara K u
tetuBata AB, mTo ce compxar BO HeHTpadHuoT arol AOB
(upt. 1), BetmMe aeka ce cooaBeTHH (My OlroBapaar) Ha TOj A
aro, a 3a ieHTpaHuoT aros1 AOB BenuMme feka e Hajl JJaKOT
@, WIK JieKa e cooaBeTeH (My OAroBapa) Ha JaKOT AB

OJIHOCHO Ha TeTuBara AB. Ipr. 1

Teopema 1. Axo 1Ba HEHTPAJIHH arjia BO €IHA KPY:KHUIIA Ce eJHAKBH, TOTalll
eHAKBH ce 1 HUBHUTE COOJBETHH JIAIlM U TETHBM.

Yeaos: lanena e kpykuunara k (O, r) u ZAOB = ZCOD. (uprt.2).

TBp[[eH)e:/A—é:é—[SI/I AB=CD. D
r I s \ C
Joka3: Ke noxaxume neka AB = CD , a TBpACHETO JeKa VA
AB =CD ke ro npudarume 6e3 10Kas3.

criopel MPBUOT MpHU3HaK 3a CKiaagHocT Ha Tpuaroiauiy (CAC)

Ox 04A=0C (=r), OB=0D (=r) u ZAOB = ~COD, V B
: A

noousame neka AA B = AC D.Orryka cnenysa aeka AB=CD.
Moske 1a ce JoKake JieKa BaKU U oOpaTHara Teopema: Lpr. 2

Teopema 2. Axo nBa jiaka (OQHOCHO IBe TETHBH) BO €IHA KPYKHUI[A
ce eIHAKBH, TOTAll eJHAKBH c€ H HUBHUTE COOABETHU EHTPAJIHHU ATJIH.

OO OO OO

KPYXKXHHUIA U MHOTI'YAJIT'OJIHUK. IVIOHITHUHA




1 Oxony pamuokpakuot Tpuaronauk ABC €0 ocHoBa AB e onmmana kpyxHuna. Kaksu ce

KPYKHUTE JIAIH AC u BC?

. 3HaeMe JieKa anIuTe I'M KapakTepu3upa rnoceOHa BeTUYMHA, KOja ja HapeKOoBMeE
roJieMHHa Ha ariuTe. 3HaeMe MCTO Taka, CO IOMOIII Ha Hea MOXKeMe J1a BPIIUME CIIOpEelyBambe
U MEpEeHE Ha ariIuTe BO CTEMEHU.

Teopemure 1 1 2 HU JaBaaT MOKHOCT 3a CHIOPElyBabe U MEPEHE U Ha KPY>KHUTE Jalu
1 TOA MIPEKY CIIOpEelyBakbe U MEPEHE Ha HUBHUTE COOJJBETHU LIEHTPAIHHU arvIk. 3HA4YH, U JIAL[UTe
I'M KapaKTepu3upa oJpe/eHa BeJMUnHa, IITO € BO TECHA BPCKa CO rojieMUHAaTa Ha aruTte. Taa
BEJIMYMHA ja BUKaME aroJiHa roJleMHMHA HA KPYKHHUTe JIALM. YCBOjyBaMme:!

o

© Jepunuyuja 2. AronHa rojieMMHa Ha JaK 0] KPYKHMIATA ce BUKA
o 'i roJ1eMHHATA HA COOABETHHOT HErOB LEHTPAJIEH aroJl BO Taa KPYKHHIIA.

AronHara rojemMuHa Ha Jlakor AB cumOonmuku ke ja o3HadyBame ucto CO AB , kako
¥ CaMHOT JIaK, pasmiefaH Kako reomerpucka ¢urypa. Ha mpumep, aromnara roneMuHa Ha

—

noiykpyxHaunara n3necysa 180°, a aronnara ronemuna Ha takor MN 1mTo ogroapa Ha mpas

neHrpanen aron nznecysa 90° u mumryBame MN =90°.

2 ) Okony pamuoctpan Tpuaroaauk ABC e onmmana kpyxkauma. Oppead ja aroiHara

rosieMuHa Ha kpyxaute jaim AB, BC u AC.

3AJIAUUA

3 | Bo eqna Kpy»)KHHMIIA TOBJICUESHH CE JIBA 3a€MHO HOPMAJIHU IMjaMeTpa U HUBHUTE KPajHU TOUKH
Ce CBP3aHH IOCIIEA0BATEIHO CO OTCEUKHU. J{oKaxu ieka JOOUEeHUOT YETUPHArOJIHUK € KBaIpaT.

4 HaxkpyxHunara ce 1aJcHH JiBa eHaKBU KpykHu Taka AB n BC. Jlokaxu jeka KpyKHHOT
JIaK, YAH KPajHU TOYKH CE€ CPSIMHUTE HA JaJICHUTE JIAllH, € €THAKOB CO CEKOj Ol HUB.

5 ' Enen kpyeH Jak mpeTcTaByBa:
1 1 1
a) =0 6) Y B) Py
6 8 12
6 ' Jlaim e TouHO JieKa:
a) AKo JiBa Jlaka Ha KPy>KHHUI[aTa HE C€ €JHAKBH, TOTAIll U COOJIBETHUTE LICHTPAIHU arJIH
HE CE €qHAKBU?

6) Axo JBa IICHTPAJIHU arjla Ha €IHA KPY’KHUIla HC CC CAHAKBH, TOralll U COOABCTHUTC B
JIaKa HEC CC CIIHaKBI/I?

1 ) .
o T E on kpyxuuiara. Onpenu ja arojHara roieMrdHa Ha TOj JIak.



@ be3 ynorpeba Ha aroMep KOHCTpyHpaj KPY>KEH JIaK CO arojiHa rojieMyHa! D
a) 45°, ©6)30°, B)60°, T)135°. B
Ha uprexor 3 AB u CD_ce aujamerpu Ha KpyxHHIIaTa K.
Jlokaxu nexa: AC =BD u AC = BD.

@ Hus ennuot kpaj Ha nujamerapor AB Ha kpyxHunara K = N
C

noBiieueHu ce ase TeTuBu AC u AD, xou co aujameTapoT

) —_— = T. 3
3adakaar eqnaxBu ard. Jlokaxu neka AC = AD . lp

IV.2. IEPU®EPEH AT'OJI. TAJIECOBA TEOPEMA

. Aron, yre TeMe € HeKOja TOuKa O] KPY KHHIIATa, a KpaIluTe ja cedyar KpyKHHIIATa,
ce BUKa nmepudepeH aroJi Ha Taa KPy>KHUIIA, WA aroJl BIUIIAH BO KPY:KHHUIIA.

Ha mnpumep, aromor ABC ¢ mnepudepen aron Ha
B kpyxnunara K (upr. 4) 3a nakor AC, mTo nexu Bo obnacra

, Ha nepudepuuotr aron ABC, Benume neka ¢ cooaBeTeH (My
C oarosapa) Ha nepudepuuot aroia ABC, a 3a nepudepHuoT aron
k ABC Benume neka e Hajg jgaxor AC .
Ke nokaxeme /ieka Baku ClIe/THABA!
Teopema. I'onemuHara Ha cexoj nmepudepeH aroJa

L[pT.4 € €JHAaKBa Ha IMOJIOBMHaA 01 aroj”Hara rojJeMHuHa Ha
HEroBHOT COOABETCH JIAK.

YenoB: ZABC = 3 e nepudepen aroi Bo kpyxuuiiara K.

—_—

TBpaeme: LABC:B:A—ZC (upr.5).

OO OO OO

KPYKXHUIIA U MHOT'YAJIT'OJIHUK. IIVIOLITUHA




Jloka3. Ke pasnukyBame Tpu Cirydan:

a) lleHTapoT Ha Kpy>XHHUIIATa JICKH HA €ICH O] KpaluuTe Ha nepudepHuoT aroi (IpT. Sa).
Ja ro mosireueme paauycot OC. I'mexame, aromor LZAOC=a e nieHTpaneH aroi Haj takot AC,
HaJ[ KOj ce Haora u aajeHuot nepudepen aron LABC=p. bunejku aronoT o € HaJBOPEIICH Ha
paMHOKpAakuoT TpuarosiHuk BOC (_B = C- panuycu Ha Kpy>KHHIIaTa), 3aToa ke oume o=2p,

a
OMHOCHO [ =—. AKO 3eMeMe MpeBH/I IeKa: TOJIEMHHATa Ha LIECHTPAIHUOT aroj € eHaKBa Ha
AC (o= AC . a AC
arojHara rojeMuHa Ha cooaBeTHHOT Jak AC (o= AC ), Toram go0uBame: f=—=".
2 2
0) LleHTapot Ha Kpy>KHHIIaTa JISKHU BO 0O1acTa Ha nepudepHuoT aroi. ujamerapor BD
TIOBJIEYEH HU3 TEMETO Ha IEPH(EPHUOT arol [3, ro pasjenysa HICTHOT Ha JiBa fieJ1a 3, ¥ 3, Ipu m1to

B=B,+B, (upr. 50). 3a arnute B, u B, Bp3 OCHOBA Ha MPETXOJHHOT CIIy4aj, KMaMe:

—

AD DC
Az A
Crnopen Toa: ,B=,Bl+,BZ=A2D+D2C = AD;DC =A2C ,T_e,ﬂ:A—ZC.

B) LleHTapoT Ha Kpy)KHHIaTa JeXKH HaaBOp on nepudepuuor aroi (upt. 58). Bo 1oj
ClIy4aj, aKo To mosjedeme aujamerapotr BD, nanenunor aron 3 Moxe 1a 1o pasrieayBaMe Kako
pasnuka on nepudepuure armu B, u B, T.e. f=p,—P,.

—

AD DC AD-DC AC AC
- = = ,T.e.IB:T.

Cnopen toa: = f,— f3, = > 2 2

Co toa TeOopeMara € HCJI0CHO JOKaKaHa. On Hea clieayBa CJIeIHaBa BaXKHa.

Ilocneouya: Cure nepudepnu arnm Bo
eIHA KPYKHUIIA, IIITO Ce HAl MCT KPY’KeH JaK,
ce eTHAKBU Mery cede (pT. 6).

HaBucTtuna, roemMuHara Ha CE€KOj O THE € €IHAKBa Ha
MOJIOBUHA O] aroJiHaTa TOJIEMUHA Ha €I€H UCT KPY>KEH
JIaK. Lprt. 6

1 Kaxkos ACJI O KPYKHULIATA IPETCTABYBA KPYKHUOT JIAK HA KOj JICKH nepI/I(bepeH aroJi of.
a) 45°, 6) 36°, B) 30°?

. Ha nprexor 7 Hanprana e kpyxHuua co aujamerap AB. [ujamerapor AB ja
paszenyBa Kpy)KHMLIaTa Ha JIB€ MOMYKpYKHULIM. Ha enHa o MOIMyKpY>KHUIUTE Jla 3eMeMe
HEKOJIKY Inpou3BoiaHu Touku M, N, P, ... paznuunu og A u B. 3a nmepudepnure armu, yuu
Kpalu MHMHYBaaT HU3 KpajHUTE TOYKM Ha JaujameTapor AB yecto Benume jaeka ce ,,Hajg
NOJIYKPYKHULATA®, WK ,,HAJ ANjaMeTApPOT  Ha KPY>KHUIATa.




JlupekTHa mocieauia oj TopHaBa TeopeMa € U CJIeJHaBa!

TAJIECOBA TEOPEMA. Cexkoj nepugepeH aros HajJ NoJayKpyKHULIATA € MPaB.

Hapuctuna, nepudepuute armm ZM, ZN, /P,... (upt. 7)
M ce mpaBH, OWJIEJKU TOJIEMHHATa Ha CEKOj O HUB € €JHAaKBa Ha

P MOJIOBMHA O] arojilHaTa TOJISMHHA Ha IMOJyKpyXHHIarta Hax AB,
T.€. o1 180°.

Ilocheouya. Cute TOYKH O KpPYKHMLIATA CO
k nujamerap AB (ocBeH Toukute A W B) ce Temuma Ha
Lipr. 7 NPaBoaroJieH TPUArOJIHUK €O XHIIOTeHy3a AB.

TanecoBara Teopema, Kako IITO K€ BUIMME IIOHATaMy, MMa IIHPOKa IPUMEHA.

2

Janenu ce tpu Touku A, B u C Ha kpyxuuiara K, npu mro AC e nujamerap Ha K. Onpenu
ja ronemuHara ua aroiotr ABC.

3AJIAUUT

Bo kou rpaHuUIM ce MEHYBa rojieMUHATa Ha IIepru(EPHUOT aroi BO KpyKHHUIaTa?
Kosnkas e nmepugepHHOT aroj Hax KPy>KeH JIak, KOj IPETCTaByBa:

1 2 5 2
a)—, 0) —, B) —, I)—, OfKpyKHHIIaTa?

4 9 6 5

30UpoT 0f1 ToJIeMUHaTa Ha Mepru(epHUOT aroil U COOABETHUOT IIEHTPAJICH aroj U3HecyBa
180°. Onpenu ja roneMuHaTa Ha J[BaTa arja.

Hanena e npasa p u nBe Touku A¢p u Bgp. Ha npasara p onpenu Touka M, TakBa mro
aronotr AMB na e npas.

On Ttoukara M Ha kpyxnuuara K(O, r) ce moBnedeHu Be '
3aeMHO HOpMmasiHu TetuBd MA u MB (1ipt. 8). Pactojanuero 3
Mely CpelIWHUTE HAa THE TETUBU € €IHAKBO Ha CD=2,5cm. A B
Onpenu TO AMjaMeTapoT Ha KpyKHHIATa K.

Han crtpanara AB nHa pamHoctpanuotr Ttpuaronauk ABC k

KOHCTpyHpaHa € TOJYKPYXXHHUIA, KOja TH Ceue JPYTrUTe JBE Lpr. 8

ctpana Ha AABC Bo toukute M u N. Onpenu ja aromnara
roixemuHa Ha gJarure AM , MN u NB.

OO OO OO

KPYKXHUIIA U MHOT'YAJIT'OJIHUK. IIVIOLITUHA




9 Jlokaxu neka: AKo elHa TeTUBa U JAMjaMeTapoT Ha KpyKHuuara 3agakaar aroa ox 30°,
TOTalll OTCEYKaTa, IITO I'M CBP3yBa HUBHUTE HE3a€HUYKU TOUKHU, € €JHAKBA HA PAJIyCOT
Ha KPY>KHUIIATA.

10 Hampraj orceuka AB, u Heka a<AB. Hajnu touka C Taka mro TpuaromaukoT ABC e

MIpaBoaroJieH co mnpas aroi Bo Toukara C u BC = a.

11 Haupraj kpyxnuna k(O,r) u obenexu Touka S Hansop o Hea. KoncTpyupaj kpysxuuna K,
~ co mujamerap OS. Ako T e eana 3aeaHMYKa ToYKa Ha K 1 kl, JIOKaXH JIeKa TPUATOTHUKOT
OST e mpaBoaroJieH.

IV.3. KOHCTPYKILIUJA HA TAHI'EHTA HA KPYKHUIIA

. [ToumoT TaHreHTa Ha Kpy>KHUIA ro JeMHUPAaBME MUHATATa TO/IMHA CO CJIeIHABA!

© Mepunuyuja. TanrenTa Ha KPY:KHHIATA Ce BUKA PaBaTa, KOja JIe:KU BO
C 'i PAMHHMHATA HA KPY’KHUIIATA M CO HEa MMA CaMO €/IHA 3aeJHNYKA TOUKA.

3aeIHUYKATa TOYKA HA TAHTCHTATa U KPY)KHHIATA CE BHKA
JAONMHPHA TOYKA HA TAaHTCHTaTa, a PaJNYCOT IITO U OJroBapa Ha
Taa TOYKa ce BUKA paguyc Ha JomupHaTa Touka. [lo3Hato e: ako
ellHa paBa ¢ TanreHTa Bo Toukara T Ha kpykuuara k(O,r), Toramr
taa ¢ HopMmanHa Ha paguycoT OT (upt. 9). Cera ke ro 1oKaxeme
00paTHOTO TBpACHE!

Teopema: Axo eaHa mpaBa p MHHYBa HH3 TOYKara A of
nanena kpyxkuuua (O, r) u p1 OA, Toraum p e TaHreHTa Ha
KPY:KHHLATA

Lpt. 9

Yenos: Jlanenu ce kpyxuuna k(O, r) u npasa p. Heka Aek , Aep u pLOA (upt. 10).
Tepaemwe: [IpaBara p e TaHreHTa Ha KpykHuara k.

Joxka3z. On pLOA, ciexyBa Jeka pacTojaHueTo Ha Koja Omiio Touka M of mpasara p,
wto e pasnuuna og A (M=A), ke Guze noronemo ox paguycor A, re. M> A (3omro?).
Toa 3Hauw, jeka cUTEe TOYKHU OJ] IIpaBaTa, OCBEH TOYKAaTa A Jie)ar HaJBOP ON KpyxHuIara K.
Cropen Toa, mpaBara p 1 Kpy)KHUIaTa K mmMaat camo eaHa 3aeqHuuka Touka A, T.e. p[\k={A},
3HA4H, IIpaBaTa p € TaHIeHTa Ha KpyKHHIara K.




. ['opHaBa Teopema ja mpuMeHyBaMe Kora Tpeda Ja JOoKaXeMe JieKa elHa IpaBa €
TAaHICHTA HAa KPYXXHMIATA, a UCTO W NPU KOHCTPYKIMjaTa Ha TAaHICHTa BO JIaJicHA TOYKA O]
KPY>KHUIIATA.

3anaua 1. Jla ce koHcTpyupa TaHreHTa Ha Kpyxkaunara k(O, r) Bo gageHa Touka A of Hea.

Pemenune. 3a na koHCTpyupame TaHrenrta Ha kpyxHuiara kK(O, r) Bo Toukara A (uprt.
11) n0BOJHO € Jja KOHCTPyHpaMme TpaBa HU3 Toukara A, Koja ¢ HopMasHa Ha paauycoT OA. Toa
ro OCTHTHYBaMe Ha ClIeJHUOT HayuH: a) Koncrpynpame Touka M Ha nomynpaBara OA, TakBa
mwro AM = A, 6) Koncrpyupame cumerpana p Ha orceukara OM. Ilpasara p e Gapanara
TaHTeHTA Ha Kpy>KHUIaTa K.

3amaua 2. Jla ce koHCTpyHupa TaHreHTa Ha KpyxkHunara k(O,r), koja MUHYBa HU3 JaJIcHa
TOUYKa P IITO JISKH HAaJBOP O KpyKHHUIATa K.

Pemienue. Ananau3a: bapaHara TaHTeHTa HEKa € IpaBara , Koja MUHYBa HU3 To4ykara P u
ja nomupa kpyxuunara Kk o toukara T (upt. 12). 3a ga Oujte mpaBaTta TaHICHTA HA KPY)KHUIATA
k Bo Toukara T, moBosHo e aromor OTP ma Oume mpaB. A 3a fa Ouje TOj aroi mpas, COTIACHO
TanecoBara TeopeMa, JJOBOJHO € TOj Jia € Iepud)epeH aroJi HaJ[ MOJyKPYKHHIIATa CO AHjaMeTap
OP. Criopen Toa, mornupHata Touka T € eHa 0/ MPECCUYHUTE TOUKH Ha JajeHaTa Kpyxauna K u
kpyxkHuuara K , unj qujamerap e orceukara OP (upt. 12).

M

Lpt. 10 Lpr. 11

Koncrpykumja: Toukara P ja cBp3yBame co 1IeHTapoT Ha Kpy>KHuIaTa K u ja onpetyBame
cpenunara Ha orceukara OP. Ja koncTpyupame kpyxuunara kK (O, 1) Hax nujamerapor OP.
TI'o onpenysame npecexot KMk, a motoa HU3 cexoja TOUKa Ol HETo M Todykara P mosnekysame
mpasa.

Joxka3s. bunejku toukure O u P ox kpykHuiara kl Ce e/IHa BHATPEIIIHA U €/JTHA HA/IBOPEIIIHA
3a KpyxxHH1aTa K, 3aT0a k1 u K umaar nBe 3aequuuky Touku T 1 T, Te. kﬂklz{T, Tl}. Arnnre
OTP u OT P Bp3 ocnoBa Ha Tanecosara Teopema ce npasu. Toa 3naum nexa npasure PT u PT,
ce Hopmanuu Ha paguycute OT u OT, Ha 1anenara Kpy>KHHIA, 114 CIIOPE]] TOa, TUE Ce OapaHuTe
TaHTCHTH.

Juckycuja: bunejku 1Be Kpy>KHHIIM CE C€YaT CaMo BO JBE TOYKH, 3aT0a O]l TOYKA IITO
JICKHU HB.,Z[BOp o JaacHa pr)KHI/II_Ia MOKE 1a CC IMOBJICYUAT TOYHO ABC TAHI'CHTHU HA HEA.

Otceukara of1 TAaHTEHTaTa Ha KPYKHHIIATa, METy Koja OMIIO Hej3MHA TOYKA U TOTIMPHATA
TOYKA, C€ BUKAa TAHTEHTHA O0TCEYKA.

OO OO OO

KPYKXHUIIA U MHOT'YAJIT'OJIHUK. IIVIOLITUHA




3apaua 3. Jla ce mokaxke ieKa: TAHTCHTHUTE OTCEUKH OJf TAHT€HTHTE, IIITO CE TOBJICYCHHU

O/ TOYKa HAABOP O KpyzKHUIIATa, CC CIHAKBU.

Jloka3. Heka toukara P e nHamBopemHa 3a kpyxnunara K(O,r) m HH3 Hea Heka ce

NOBJICYCHU IBC TAHICHTH M CO IOIIMPHHU TOYKH Tn Tl'

Ha ru pasrnename tpuaronauute OTP u OT P (upt. 12). Tue ce npapoarosinu, umaar

3aennnyuka xunorenysa OP u ennaksu karetu OT u OT,. Cnopen toa: AOTP = AOT,P. Otryka
clenyBa = .

10

On cknannocta na Tpuaronnuuure OTP u OT, P (upt. 12) 3akmyuyBame yiure u Toa Jeka:
a) IIpasara OP e 3acinuuka cumerpana Ha armute TPT, u TOT..

6) IlpaBara OP e cumerpana na Terusara TT,.

3AJIAUNA

KOHCTPYI/Ipaj TAHI'CHTA HA KPY’>KHUIIATA BO JaJAICHA TOYKaA O] HCA.

Konctpyupaj kpyxHHIIa co AajeH paauyc I, Koja ke ce Jomupa A0 AajieHa Impasa p BO
nameHa Touka M of Hea.

KakBo MHOXKECTBO Ol TOYKH 06pa3yBaaT HCHTPUTC Ha KPYKHUIUTE, KOU CC AOIIHpPaaT 10
JaJcHa IpaBa BO AaJICHA TOYKaA O Hea?

KakBo MHOXeCTBO 01 TOUkH 00pa3yBaaTr MEHTPUTE Ha KPYKHHUIIUTE CO AaJeH paauyc I,
KOHU ce Jomupaar A0 AajJieHa mpasa p?

JIoKaXu JieKka. TAHTCHTHTE HAa KPY)KHHIIATA, IITO CE MOBJICYCHH BO KPAjHUTE TOYKH Ha
€/ICH IhjaMeTap, ce mapaselHu.

Jla ce KOHCTpyHpa TaHTeHTAa Ha JaJICHA KPYXKHHUIIA, Koja €. a) mapajieiiHa, 0) HopMaaHa
Ha JlaJIcHa Tpasa p.

KoHcTpympaj kpyxHHIIA, KOja ce Jomupa J0 JaJ€Ha MpaBa P BO Toykara A oj Hea, a
LIEHTApOT J1a M JIe)u Ha J1aJieHa 1pasa J.

Hanena e npasa p u Touka M¢p. Konctpynpaj kpyHuila co eHTap Bo Toukata M, a na
ce jonupa 10 mpasara p.

Hanenn ce kpyxkuuma K(O,r) u touka C, xoja naexu HagBop ox Hea. KoHcTpywpaj ru
TAHICHTUTEC HA KPYXKHHULATA k, KOW MUHYBAaT HU3 TOYKATAa C.

OI[ Toukara M IITO JeKHU HaABOPp OA KpYyKHHUILIATa k, IIOBJICHCHU CC TAHI'CHTH U 1 Ha

KPY)KHHILATa, YUK JONUpHU To4kHU ce T u T . Aronor mefy TaHreHTHTE W | U3HECYBa

p—

o .
45°. Onpenu ja aronHara rolleMMHa Ha KPY)KHHOT JIak .



IV.4. ATOJI MET'Y TAHI'EHTA U TETUBA

Hanprexor 13 Bo toukara T oq kpyxHuIaTak e noBneyeHa
tanrenta MN u tetuBa TP Ha kpyxuunara K. [Tomynpasara TP,
mITO ja compku TeTuBata 1P, cO tanrentara MN oOpasyBa iBa
arma ZMTP=a u ZNTP=f, co Teme Bo nomupHara Touka T Ha B .0

TaHreHTara ¥ Kpykuuiara. Cekoj oy THe JiBa arjia ce BUKa aroJ T \o P
Mely TAHT€HTa ¥ TeTHBA Ha KPY)KHUIIATA.

3a KpPY>KHHOT JIaK " T JMekM Bo 067acTa Ha aronot M
MTP, Benume neka e cooaBeTeH (My OaroBapa) Ha TOj aroi. Ipr. 13

Teope/na. l'onemuHnara Ha aroJior Mefy TAHI¢HTa U TEeTHBA € €¢JHAaKBa Ha
MMOJIOBMHATA O aroJiHata roJiecMMHa HaA KPYKHUOT JaK, IITO My oJrosapa.

Teopemara ke ja gokaxeme camo 3a octpuot aron o (upt. 14).

p M I'o nosnekyBame aujamerapor TQLTM na nonupnara Touka T.
Q \ [Tpurtoa ro no6uBame nepudepHuoT aron [ = - (upr. 14).
. vy Bo 10j ciyuaj umame: a=90°—f3, oqHOCHO
T —_— —_— — —_ —_ —_—
O=———— = = Te. @=—.
Lpr. 14 2 2 2 2 2

JlokaxkeTe ja Teopemara 3a cirydaute kora arosioT MTP e tam u kora T0oj € mpas.

Ilocneduya. Aroyot o Mel'y TAHT€HTA U TeTHBA HA KPY’KHULATA € eJHAKOB CO
ceKoj nepudepeH aroa HaJ HCTHOT KPY KeH JAK, IITO My OAr0Bapa Ha aroJjor o.

(1\ ) Tanrenture Ha KpyxHu1aTa K Bo Toukure A ek u Bek ce ceuar Bo Toukara K n 06pasysaar
npaB aron. Oapenu ja ronemuHata Ha arute MBA 1 MAB.

3ATAYH

(2\ ' Oxoiy pamuOKpak TpuaroaHuk ABC ( AC =BC ) omuiaHa

e KpyXHHIA 1 Hu3 BpBOT C Ha TPUATOJHUKOT MOBJIEYEHA €
TaHTeHTa Ha KpykHuiara. Jlokaxu aeka: ||AB.

3  TeruBure AP u BM Ha kpysxHuiara K ce cedar Bo Toukara

S (upt. 15). Jlokaku jgeka rosemMuHara Ha aronor ASB

€ €JHaKBa Ha IOJIy30MpPOT OJ aroJIHUTE€ TOJEMHUHHU Ha

Kkpyxaute Jaiu AB u M .

Lpt. 15

OO OO OO

KPYKXHUIIA U MHOT'YAJIT'OJIHUK. IIVIOLITUHA




4 On toukara M mrTo Jexu HagBOp Of KpyxkHuuara K,
HOBJICYCHHU CE€ JIBE MPaBH, KOU ja cedyar KpyKHHUIATa
cooznBetHO Bo Toukute A, P u B, E (upt. 16). Jokaxu
Jeka: rojleMuHara Ha aroior AMB e eagHakBa Ha
HOJIypa3JIvKaTra OJf aroJHUTE TOJICMUHH Ha KPYXKHUTE

IR

mama AB u, Te. ZAMB= B

Lpt. 16

5 ) Jlokaxku Jieka, ToJIeMHHATa Ha arojoT, ITO T'o 00pa3yBaaT ABE TAHTCHTH MOBJIECYEHH KOH
KPY)KHHIIaTa Off €JHAa TOYKA, € €JHAKBA Ha IOJypa3HKaTa Of aroJIHUTE TOJIEMHHHU Ha
3aaTeHuTe KPYy>KHU JIALIH.

6 Ha kpyxnanna x u36epu nocienosarenno yetupu Touku A, B, C u D. U3mepu ru armre
ABC u ADC, a noroa npecmeraj ro HUBHHOT 30up. [ITo 3a6enexyBam?

IV.5. TETUBEH YETUPUAT'OJIHUK

D MHOryaroJJHUK Ha KOj CHTE TEMHIba JIe)KaT Ha eIHa
, KPYXXHHIIA, OJHOCHO CHUTE€ HETroOBM CTpPaHU C€ TETUBH Ha
E \ KpPYy)KHHIIaTa, C€ BHMKa TeTMBeH MHoryaroianuk (upr. 17). 3a
c mHoryaroaaukor ABCDE na nprexor 17 ymre Benume jaeka e

k / BNUIIAH BO KpYy:KHUIATa K, a 32 kpyxxHHIara K 1exa e onumana

oko.1y MHoryaroanukor ABCDE.

B 3HaeMe, OKONy CEKOj TPHArolHUK MOXKE Jla Ce€ OIHUIIe
Hpr. 17 KpYKHHIIA 1 TOa camo eHa. CIiope/1 Toa, CeKOj TPUArOTHHK € TeTUBEH.

MeryToa, HE CEKOj UETUPHUATOHHK, TETATOJIHUK € TETHUBEH.

A

Cera ke ce 3aro3HaeMe co CBOjCTBaTa Ha TETUBEH YETUPUATOIHHK, KAKO U CO PU3HAKOT
CTIOpE]] KOj MOJKE J1a C€ MPEeIo3Hae Jaju €IeH YeTUPHATOJIHUK € TETUBEH.

Teopemal.Bocekoj TeTHBEH YeTHPHATOJTHUK CIPOTHBHUTE AIJTH C€ CYTJIEMEHTHH.

Joka3. Heka uernpuaronnukor ABCD e Bruian Bo Kpy»KHHIATa D ——~_C
k, T.e. Heka A, B, C, Dek (upt. 18). Ke nokaxeme nexa o+y=180°. “
Imegame nexa BHATpEUIHHUTE ariiu A, 3, Y 1 O Ha yeTupuaronnukor ABCD \

ce nepudepHH ari Ha KpykHunara K. Toram 3a amure o ¥ Y ke BaxWy: A B
BCD  DAB _ A
a=—-,)y= , OTHOCHO.

2




— ——

BCD N DAB BCD+DAB BCDAB 360

2 2 2 2 2
Ha uct HaunH Moxe J1a ce nokaxe aeka e u f+6=180°.
Moske n1a ce JoKaxke JieKa BaXKH U OOpaTHaTa Teopema:

a+y= =180 , T.e. a+y=180°.

Teopema 2. Ak0O BO 4eTHPHATOJTHUKOT 1B CIIPOTHUBHM AIJIM Ce CYIJIEMEHTHH,
TOraul TOj YeTHPHATOJHHK € TeTHBEH.

On Hea 3akiydyBame Jeka: ako 3a yertupuaronHukor ABCD e ucnonner ycnoBoT
2ZA+ZC=180°" (toram ke Ouge u £B+£D=180° 30mT0?), Toram TOj € TETHUBEH
YeTHPHUAroJiHUK. 3aroa, 3a ycioBoT ,,ZA+/C=180°" Benume aeka HpeTcTaByBa JAOBOJIEH
ycJ10B Wwin npu3Hak yetupuarodHukor ABCD na e TetuseH.

1 ) Oxkosy Koj mapasesorpamMm MOKe Jia C€ OIHIIE KPYKHHIA?

3ATAUH 8

2 ' Moxke mu fa ce onmie KpyXHuIa okoiy yernpuarodauk ABCD, unn armu A, B, C u D
COOJBETHO CC €JIHAKBU Ha.

a) 70°, 90°, 120°, 80°,  6) 80°, 100°, 100°, 80°,  B) 45°, 85°, 135°, 95°.
3 ' JIBa on arute Ha TeTuBeH yetupuaromHuk ABCD ce enqnaksu Ha ZA=85° u /B=115°.
Onpeau ja roleMHHATa HA IPYTHTE JIBa arjia Ha TOj YeTHPUATOTHHK.

4 Jloxaxwu ieKa CEKOj TETHBEH TPaIe3 € PAMHOKPAK.

5 I[oxax(n JCKa, TOUKHUTC A u B u HUBHUTE CUMCTPHUYHU TOUKHU Al’ Bl BO OAHOC Ha IIpaBara
P, JICKAT Ha €HAa KPYKHHULIA.

6 Jloxaxwu nexa Bo TeTuBHMOT YeTupuaroanuk ABCD e Z/ABD=/ACD.

7 Haxkpyxuunara kK n3depu nmocienosarento uerupu touky, A, B, C u D. Bo cekoja o HUB
TOBJIEYN TAHTEHTH ,, 4 . U  coomsetHo. Heka N ={M}, N ={N}, N ={P},
N ={Q}. @epi TH JIOJDKMHHTE MN, N |, u M, a moroa npecmeraj ru
36uposure: MN + u N + M. ro 3abenexysam?

OO OO OO

KPYXHUIIA U MHOT'YAJUIT'OJIHUK. IIVIOLITUHA




IV.6. TAHTEHTEH YETUPUATI'OJIHUK

MHOryaroJHMK Ha KOj CHUTE CTPaHU C€ TaHTeHTH Ha
JaJeHa KPY)KHHIA, C€ BUKAa TAHT€HTEH MHOTYaroJHHK (IpT.
19). 3a muoryaronmankor ABCDE Ha nprexor 19 Benume ymre
JieKa ¢ ONMHIIAH OKOJIY KpyKHHIaTa K, a 3a kpyxHunara K nexa
e BIMaHa Bo MHoryaroaHukor ABCDE.

3HaeMe, BO CE€KOj TPHAroJHMK MOXE Ja Ce BIIUIIe
kpyxkHuua. Cropen Toa, CEKOj TPUAroJHUK € M TAHI'CHTEH.
MeryToa, HE CEKOj YETUPUATOIHUK € TAHTCHTEH.

TaHreHTHUTE YETUPUATONHUIM IO MMaaT CJICAHOBO
Ba)KHO CBOjCTBO:

Teopema 1. Bo cexoj TaHTeHTeH YeTUPUATOJHUK 30MPOT O A0LKMHHUTE HA JBe

CIIPOTMBHH CTPAHM € eJHAKOB HA 30MPOT O J0’KUHHUTE HA APyruTe [Be CIPOTUBHU
CTPaHM.

Hoxka3. Heka germpuaromankor ABCD e onwmmian
OKOJTy Kpy)KHHUIIaTa K ¥ Heka HErOBUTE CTPaHU ja JAOMUpaar

kpyxHuiara o touknte M, N, P u Q (upr. 20). Ke noxaxeme
JeKa:

AB+CD=AD+BC.
Bp3 ocHOBa Ha Teopemara 3a TAHT€HTHHUTE OTCEUKU
AMuAQ, CPu CN, BM u BN, DP u DQ, paxku:
AM=A ,BM=BN,C =CN, D =D .

Lpr. 20 Axko ru cobepeme COOIBETHUTE CTPAHH HAa TOPHUBE PABEHCTBA,

nooOuBame:

(AM +BM)+(C +D )=(A +D )+(BN+CN), omrocro: AB+CD = AD + BC, wp.
Moske 1a ce JoKaxe JeKa BaKH 1 00paTHaTa TeopeMa.

Teopema 2. Ako BO 4eTHPUATOJTHUKOT 30MPOBUTE O/ IOJKMHUTE HA HETOBUTE
CIIPOTHBHH CTPAHM Ce eJHAKBHU, TOTAll TOj € TAHI€HTEH.

Co oBaa Teopema ce yTBp/IyBa Jieka: ako 3a yetupuarosaukor ABCD e ucroiHeT ycioBoT:
»AB+CD = AD + BC*, Toram T0j € TAHT€HTEH.

Cnopen Toa, Taa € J0BOJIEH YCJIOB Wik mpu3Hak udetupuaronaukor ABCD na e
TAHTE€HTEH.

1 ) Bo koj mapanenorpam Moxe Jia c€ BIHILIE KPy>KHHUIIA?



3ATAUH

(é\ ' Ha ranrentaunor yetupuaroaauk ABCD mo3HaTu ce JOJKHHUTE HA TPU HETOBH CTPAHH:

AB=7cm, BC =12cm u AD =5cm. Onpenu ja qomKUHATA HA Y€TBpTaTa CTpaHa.

. 1
(3\ - Jlokaxku jieka JIOJDKMHATA Ha CpejIHaTa JIMHUja HAa TAHTEHTHUOT Tpare3 € ¢HaKBa Ha 7
O]l HE TOBHOT IIEpUMETap.

(4\ ' Konctpyupaj pom0, ako ce najieHu: cTpaHaTa a U paJnycoT Ha BIUIIAHATa KPYKHHUIIA BO
- HETo.

O Jlokaku JeKa OKOJy PaBOarojieH Tpares He MOXKE 1a CE OMMILE KPYKHHUIIA.

(E? - Janen e tpuaronnuk ABC. KoHcTpyupaj KpyKHuUIlQ, YMj LEHTAp Ja JIeXH Ha cTpaHara
- BC, a apyrure nBe crpanu Ha ABC 1a ce TaHreHTHH.

(7\  Jlamen e tpuaronmnuk ABC. Kouctpympaj kpyxuuia K, takBa mrto crpaHara BC u
- mpozospkeHujara Ha crpanute AB u AC 112 ce Hej3UHM TaHI€HTH.

'8 Hanpraj nenTona 1 BOUIIK BO HETO KPYKHUIIA.

IV.7. OIIIITO 3A MHOTI'YAT'OJIHUK

[Toumot MHOTyaroHuK Bu € mo3Hart o V u VI onnenenue. Hay4yupre mTo ce TeMumba,
a IITO CTPAHU HA MHOTYaroJIHUKOT. J[Be TeMUmba, MITO U MpHIaraaT Ha UCTa CTPaHa Cce BUKAaT
COCeTHH TeMHIba, a JBE CTPaHH CO 3aCAHUYKH Kpaj (TeMe) ce BUKAaT COCEIHH CTPAHU Ha
MHOT'YarOJTHHKOT.

MHOTryaroJHUKOT CHMOOJIMYKHY IO 03HAYyBaMe CO UMCHYBAhE Ha CUTEC HETOBH TEMHbA.
ABC, ABCD, ABCDE, utH (upt. 21).

B0O cekoj mMHOryaroiHuk OpojoT Ha TeMHa € €JHAKOB Ha OpojoT Ha CTpaHHUTE.
MHOTryaroJJHUIIMTE TH JCTMME Ha BUIOBHU CIIOpe OPOjoOT Ha CTpaHUTE. 3HAEMe, MHOTYaroJIHUK
CO TPU CTPaHH C€ BUKAa TPHATOJHHMK, MHOTYAarOJIHUK CO YETUPH CTPaHU - YeTHPHATOJIHUK,
MHOT'YaroJIHMK CO TeT CTPAHU - MeTaroJHUK, UTH. (IPT. 21), WK BOOMIIITO MHOT'YaroJIHUK CO
7 CTPaHU CE BUKA YIITE U -aroJHHK.

MHOTryaroJJHUKOT MOKe J1a Onjie KOHBeKceH (IpT. 22a) Wi HeKOHBeKCeH (KOHKABEH)
(upt. 220). Hue ke pasriemyBame caMO KOHBEKCHM MHOT'YarojdHWIHN. J{ajeH MHOTYaroJHuK €
KOHBEKCEH, aKO Ha HETOBATa BHATPEIIHA 0011acT W TIpHUmara cekoja OTCeuKa, YU KPajHu TOUKH
ce ox Taa obmact (upt. 22a). Cekoj MHOTYaroJHHK KOj HE IO HCIIOIHYBa T0j ycioB (upt. 220) ce
BHKA HEKOHBEKCEH MJIM KOHKABEH.
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a) 6)
C C
D E
A B A B A B
Lpr. 21 Lpr. 22

1 ) Moske 1 TPUAroJHUKOT J1a Oujie HEKOHBEKCEH? 3011TO?

ATOJIOT, UMM Kpalll COJPXKAT JIBE COCCIHU CTPAaHH HA MHOT'YaroJIHUKOT U Ha KOj My
npunara earoT (KOHBEKCEH) MHOTYarojHHK, C€ BUKa BHATPENIEH aroJ Ha MHOTYaroJHHKOT
(upr. 23), WM KpaTKo camMo aroJ Ha MHOTYaroJTHUKOT.

ArnuTe, ITO ce HANOPEJHH HAa BHATPEUIHWUTE arid Ha MHOTYarojHHKOT, C€ BUKAaT
HEroBM HajABopemHu ariu. Cexoj N-arolHUK WMa 7 BHATPELIHM M 71 HaJABOpeInHH armi. Ha
upTexoT 24 BHarpemHUTe aru Ha neraromHukor ABCDE ce o3nauenu co a, B, v, 0 u O, a
HaJIBOPEIHUTE ariv ¢o o, B,,7,, 6, 1 ..

Axo e n > 4, Toranr Bo N-aroJIHUKOT MOXKE JIa C€ MOBJIeYaT U OTCEYKH, KO CBp3yBaar
KoM OWIJI0O HECOCEIHW TEeMHIba Ha TOj N-arojJHUMK. THE OTCEUKH ce BUKAaaT AHjaroHAJH HA
MHOT'YaroJHHKOT. 32 JIMjarOHAIUTE U aIJIUTE HA MHOTYaroJTHUKOT Ba)KaT CIICITHUBE TCOPEMH:

Teopema 1. Bpojor ( ) Ha cMTe IHjaroHAJ W HA -arOJTHUKOT € eJTHAKOB Ha

D(n) :%n(n -3), nx>4

Hoxa3. Ox enHO TeMe Ha N-arOJIHMKOT, Ha IpUMeEp o7 TeMeTo B, Moyke J1a ce rmoBieuar

JIMjaroHaIM KOH CEKOe TeMe, OCBEH KOH caMoTo cede (B) v KoH JBETe HETOBU COCEHH TEMHbA
(A u C) (upt. 25).

D

A B B C
Lpr. 23 Lpr. 24 Lipr. 25

Cnopen Toa, 011 cexoe TeMe Ha N-aroJHUKOT MOXKeE Ja ce MoBievar #n—3 aujaroHand. Ha
IPB MOIJIE U3IVIe/1a JIeKa Ol CUTE 71 TEMUIba K€ MOXKE J1a Ce TIOBJICYAT /1 MATH 110 7—3 JIUjaroHalH,
T.e. BKynHO (N—3)-n nujaronamu. Ho Oupejku, Ha npumep, nujaronanara BD ce coemara co
nujaronanara DB, 3aroa Bo mpousBomotr (N—3)-N cekoja AujaroHana e aBamnaru OpoeHa. 3aroa

. . , 1
BHCTHHCKHOT OpOj Ha CHTE JIMjaroHaln BO N-aroJHUKOT Ke Oue: En(n —3), mm.



1
Ipumep 1. Cenymaroaauxor uma D(7) = > 7 - (7 —3) =14 nujaronanu, JeCETarOIHUKOT

uma D(10) = %-10 -(10—-23) =35 pujaronanu, uTH.

6 ) KoKy BKYIIHO AMjarOHAIH MOKeE 1a C€ MOBJIeYaT BO MHOIYArOMHAKOT, LITO NMa:
a)5, 0)12, B)20, 71)50 crpanu?

Teopema 2. Cute 1ujaroHaJiv MOBJIeYeHH O/ €JHO TeMe HA -arQJJHUKOT HCTUOT
ro pa3ielyBaaTr Ha -2 TPHUATOJIHHMKA.

Hoxa3s. Temumara j1a ru o3HauuMe CO A, A,,... ,An. Jla Tv TIOBJICUEME CUTE AMjaroHaIH
ox Temeto A . Toraimn N-aroJHUKOT Ce pasJenyBa Ha CIIEHUBE TPHATOIHHULIN:
AAA, A,AA, A LA A,
¥ HUAB ' UMa TOYHO 1—2, IIT/.

IIpumep 2. Axo n=7, Torai CuTe IMUjaroHaIH o1 TeMeTo B ro paszaemysaar
cenymaronaukor ABCDEFG na net Tpuaromuumum (upt. 25).

Teopema 3. 30MpOT HAa BHATPEIIHUTE aIrJIM HA -aroJIHUKOT e efHakoB Ha S =( —2)-180 .

Jloka3. AKO TI'l TOBJIE€YEME CUTE JMjarOHaIH O] €IHO
TeMe Ha N-aroJHUKOT, TOj K€ ce pa3lesid Ha n—2 TpUaroJHHKA.
3HaeMe, 30MpOT Ha BHATPEUIHWTE ariM Ha CEKOj TPHATOJHUK
nzHecyBa 180°. buzaejku BHATpeHIHUTE arii Ha J0OMEHHTE
TPUATOJIHUIIM, CO TOBJIEKYBamkbe Ha JUjarOHAJINUTE O]l €THO TeMe
TOYHO TY MOKJIONYBAaT BHATPELIHUTE allId HA N-arOJHUKOT, 3aT0a
30MpOT Ha CUTE BHATPEIIHU ariM Ha THE TPHATOJHUIM ke Ouje

CIHAaKOB Ha 36I/IpOT Ha BHATPCIIHUTC aIjikd Ha N-aroJIHUKOT. CHOpCI[ H 26
1l
Toa, S, =(n-2)-180°. P
Pa3rnezlajTe To OPTECIKOT 26 CO HCTOBa MMOMOILI KaKO Ha APYT HAYUH MOXKE Jia CC JJOKAKE

Teopemara 37?

Ipumep 3. 30MpoT HA BHATPCIIHUTE Aarid BO TICTarOJIHUKOT € CIHAKOB Ha
S,=(5-2)-180°=3-180°=540°, a Ha miecTaroaHUKOT Toj ke Ouae: S .=(6-2)-180°=4-180°=720°.

Teopema 4. 36MpoT HA HAIBOPELIHUTE AIVIM HA C€KOj MHOT'YaroJIHUK € efHaKoB Ha 360 .

Hoxka3s. Heka a.,0,,...,0, C€ BHATPEUIHUTE arJii HA €JICH N-aroJIHUK. Kopucrejku neka
a,+o,t. +o =(n—2)-180° 3a 30MpOT Ha HaJBOPEIIHHUTE AU J0OMBaME:
o' +o'+..+a’ =(180°-a,)+(180°~a.,)+...+(180°~a, )=n-180°—(a, +oL,*... ¥ 0t )=
=n-180°—(n-2)-180°=2-180°=360°.
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3AIAUH

3 ' Kou MHOT'yaroJHuIy rn BUKaM¢€ KOHBCKCHHU, a KOU HEKOHBCKCHH? HaupTaj 1o €ICH
KOHBCKCCH M €/ICH HCKOHBCKCCH IICCTAaroJIHUK.

4 Konky nujaroHaliv MOXe Jia Ce IMOoBJIedar OJ €IHO TeMe Kaj:

a) YCTUPHUATOJIHUKOT,  O) IIECTAaroJHUKOT, B) METHACCETATOJIHUKOT?
5 ) [To3Haro e neka o1 €HO TeMe BO €/IeH MHOTYaroJIHUK MOXKE Jia C€ IMOBJICYaT:

a) 4, 6) 7, B) 15, r) 25 nujaroHaim.

Koj e T0j MHOTyaroJIHuK ¥ Ofipeiy KOJIKY BKYITHO JAMjaroHaau uma?
6 ) Ha xosiky TpuaroiHMIM ce pa3zieryBa MHOTYaroJIHUKOT IITO HMa.

a) 4, 0) 5, B) 7, r) 15 cTpanu, ako ce MOBJIEYAT CUTE AUjarOHAIN O €THO HETOBO TeMe?
7 ) Onpenu ro 30MpOT HA BHATPELIHUTE arii Kaj:

a) METaroJHUKOT, O) NIECTAroJHUKOT,  B) OCYMaroJHUKOT, T) JABaHAE€CETaroJHUKOT?
8 ' 30MpOoT Ha IIeCTe BHATPEIIHHU arlld BO €JIcH CeTyMaroJHUK u3HecyBa 784°.

Onpenu ja roeMHHATa HAa CEIMUOT BHATPEIIICH arojl.

9 ) Koj MHOTYyaromHuK uMa 30Mp Ha BHATPEIIHUTE aryld, €IHAKOB Ha:
a) 540°, ©6) 720°, B) 900°, r) 1440°, n) 1800°?

IV.8. TIPABUJIHU MHOI'YATOJIHULIA

3Haeme, paMHOCTPAHUOT TPUATOIHUK MMa TPU €THAKBH CTPaHU M TPH €IHAKBY ary (CeKoj of
HHB nMa 1o 60°); a KBapaToT MMa YETHPH eTHAKBH CTPAHH M YETHPH eHAKBH arH (cekoj mo 90°).
© Jedpummyuja. MHOTyaroJiHuK, Ha KOj CHTe CTPAHHU Ce €HAKBHU M CHUTe
aIyIu ce eIHAKBH, ce BUKA MPABUJIEH MHOTYaroJHHK.

Ce mocTaByBa NpallamkeTO. Jald IOCTOM Koj Owuio D

IIpaBUJICH N-aroJIHUK M KaKO TOj MOXE J1a CC HaupTa?
Ke mokaxeme JACKa TIIOCTAaBCHUTC IIpalllakba HMaar
E C

TIO3UTUBCH OAT'OBOP.

Jla ja pasnmenume paaneHara kpyxHuna K wa n, (n>3) @
€/IHaKBH JIAll¥, Ha puMep Ha 5 ennakeu samu. Toa MOxe 1a ce k
IIOCTUTHE €O TIOCNIEI0BATENHO IPTAHE Ha TET IEHTPATHU alily - A
CUTE CO TOJIEMHHA =72° (upr. 27). AKo pasieaHUTE TOUKH Lpr. 27

5
MOCJICJIOBATEIIHO TH CBp3eMe CO TeTuBH, ke nooueme neraromank ABCDE miro e Bnmman Bo

KpyxHunara K. HarpTaHuoT meTaroiHuK e mpaBuiieH, OMIEjKU: a) CTpaHUTE My CE €IHAKBU
KaKo TETHBH, ILITO UM OJArOBapaaTr Ha ¢IHAKBH JIalll BO UCTa KPY)KHUIIA U 0) CUTE ariii My ce
€IHAKBH, KaKo rnepu(epHu ariy HaJl €IHAKBH JIAllK BO UCTA KPY)KHHUIIA.



Ha uct HaunH MoXke a HaIpTaMe Koj OMIo mpaBujIeH
n aromHUK. [IpaBuiieH N-aroJIHUK MOXKE Ja ce HalpTa YIITe
Y Ha CIICJIHNOT Ha4YMH: /la ja pa3menume naaeHata KpyKHHAIA
k Ha n (n>3) (Ha npumep Ha n=D5) eIHAKBH JIAIK U BO
paznennute Touku A, B, C, D u E na koHCTpyHpame TaHTeHTH
Ha KkpyxkHumara (npt. 28). OOpa3yBaHHOT TETAroJHHK
MNLPQ (unu TeMuba ce IPECCYHUTE TOYKH HA TAHTCHTUTE
BO PA3/ICITHUTE TOYKH) € TPABHUJICH.

bunejku, coracHo ne@uHMIIMjaTa, CUTE BHATPEIIHU
ariii Ha MPaBIITHUOT N-aroJHUK Ce €IHAKBH, a 30MPOT Ha CUTE
BHarpenrau aru e (N —2)-180°, nobuBame eka rolreMuHaTa
Ha CEKOj BHATPENICH aroj Ha MPAaBWJIHHOT 7 aroJHUK

n-2)-180
U3HECyBa « = L [lepumeTapoT Ha MPaBUIHMOT N-aroJIHUK € eAHakoB Ha L = na.
n

3ATAYH

1 ) [lanu e TOUHO z€eKa:
a) Cexoj MHOTYaroJHUK CO €JHaKBU CTPAHU € IPABUIICH?
0) [TocTou 1 MHOTYaroJHHK CO €THAKBH CTPAHHU ILTO HE € IPABUIICH?

2 | Jlanu e TouHO JeKa:
a) Cexoj MHOTYaroJIHUK CO €THAKBHU arid € PaBUJICH?
0) [TocTon MHOT'YaroJHHUK CO €HAKBH arvid, a Jia He ¢ MPaBHIICH?

3 ) Ompenu ja roieMHUHaTa Ha SICH BHATPEIICH arol Ha MPaBHIHHOT:
a) MeTaroJHuK,  0) ocyMaroiHuk, B) 12-aromHuk, T) 18-aronHuk.

4 Kaj xoj mpaBHJIeH MHOTYaroJIHUK BHAaTPEIIHUOT arojl M3HECyBa!
a) 135°,  6) 150°, ) 156°, r)162°?

5 ) Onpenu ja roieMHHATa Ha €ICH HAJIBOPEIICH aroj Ha MPaBUIHUOT:
a) METaroJHUK,  O) MIECTaroJHUK,  B) JCBETArOJIHUK.

6 ' Ako CTPAHUTC HA PAMHOCTPAH TPUATOJIHUK I'M pa3ACIMMC Ha IO TpU CAHAKBU ICIIOBH,
Toraul pasfaCIHUTE TOYKH C€ TCMUEbA HE CACH ITPABUJICH ICCTAlOJIHUK. Z[oxaxcn!

7 I[OKa)KI/I JCKa CCKOj TCTUBCH MHOTYAroJIHUK, Ha KOj CUTC CTpaHU MY CC€ CIHAKBH, €
IIPpaBHUJICH MHOT'YaroJIHUK.

8 ) Jlamm e TOYHO JeKa, CEKOj TETUBEH MHOTYaroJIHUK, Ha KOj CHTE BHATPEIIHH ariid My Ce
€IHAKBH, € IPABUJIICH MHOT'YarOJHHK?

7 Haupraj kBagpar co cTpaHa g, 1oToa BO HEr0 U OKOJIy HEr0 KOHCTPYHPaj KPy>KHHIIA.
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IV.9. OIIMIIIAHA U BIIMIITAHA KPY>KHULIA

[IpaBuiIHUTE MHOTYaroJHUIIM TH UMaaT CJIeIHUBE MOBAKHU CBOjCTBA!

1°. Okosy NpaBUITHHOT MHOTYArOJTHUK MO3Ke /1a ce ONuIIe KPY:KHUIIA.

Joka3. Heka ABC...M e npaBuien mMHoryaronsuk (upt. 29). /la ru KoHCTpyHpame
OucekTpucuTe Ha J1Ba coceqnu aria (Ha nmpumep LA u £B). Tue ce cevyar Bo Hekoja Touka O,
ounejku LA u £B ce nomanu on 180°. Toukara O n1a ja cBp3eMe co MpeocTaHaTUTE TEMUba Ha
MHOTYaroJHUKOT. D

Tpuaronuukor AOB ¢ pamHoKkpak, ounejku £2=/3 (KkaKo

MOJIOBUHKK 0J] eaHakBu arnu). Cropen Toa, 0A=0B. Ja

pasrtiiename Tpuaronnunute AOB u BOC. 3a6enexyBame: M C
a) AB=BC (1o ycios),
0)OB e 3aeHMYKaA CTpaHa, VA Av
B) £3=/4 (xako IOJOBUHKH O arojioT B). LSS
Cnopen Toa, Baxxu AAOB = ABOC. Orryka " B= C. Lpr. 29
AKO TIpOJOJKMME Ha HMCTUOT HAuMH, Haorame: A= B= C=..= M. Crnopen

TOa, CUTE TeMUmba Ha MHOTYaroiHukoT ABC...M ce ennakBo ojyanedenu o toukara O, koja e
LIEHTap Ha OIMIIIAHATA KPY>KHUIIA.

2°. CeKOj MpPaBHJIEH MHOIYaroJHHK MOKe Ja ce
BIIMIIIE KPY:KHHUIIA.

Hdoka3. Oxony npaBuiHHOT MHoryaronHuk ABC..M
Heka e onmmana kpyxsuna co nenrap O (upt. 30). bunpejku
ctpanute AB, BC,..,MA ce enHakBu TETUBU Ha OMNMIIIAHATA
KpPYXKHHIIA, 3aT0Aa THUE CE€ €IHAKBO OJAAJICYEHU O] LIEHTApOT Ha
kpyxkuunara. Cropen toa, cpenunute PQ,...,S Ha THe TeTuBH
c€ TOYKM Ol ApyTra KpyXKHHIla cO IIeHTap BO ucrara Touka O u
panuyc co J0JDKMHA €HAaKBa Ha pacTojaHueTo of Toukara O 1o
€/IHa CTPaHa Ha MHOT'YaroJIHUKOT.

Taa kpyXHUIIA ce TOMHpa A0 CTPAHUTE HA MHOTYaroJIHUKOT BO CPEIMHATA Ha CeKoja Off
HUB, 11a CIIOPEJI TOA, Taa € BIHILAHA BO MPAaBUIHUOT MHOTYaroiHuk. O cBojcTBOTO 2° crenyBa
JeKa;

OnunumaHara Kpy>KHULA OKOJy NPABHJIHUOT MHOTYArOJTHUK U BIMIIAHATA KPY/KHUIA
BO MCTHOT MHOIYaroJHMK HMMAaaT 3aeJHUYKH LEHTap, KOj ce BHKA IEHTap Ha
NPABUJIHHOT MHOTYATOJTHUK.

Axo neHTapor O Ha IPaBUITHUOT MHOTI'YaroJIHUK I'O CBP3€ME CO HETOBUTE TEMHEbA, KAKO
ITO BUJIOBME, JOOMBaMe # CKJIaJHU PaMHOKpaKd TpUarodHWLM. EneH ox Tue TpuaroaHULM
ce BUKa KapaKTepHCTHYeH TPHATOJHUK Ha MPABWIHUOT MHOTYaronHuk (AAOB Ha mpt. 31).




OcHoBara Ha KapaKTCPUCTUYHUOT TPHArOJIHHUK € CTpaHa

Ha TPaBUJIIHUOT MHOTYarojiHUK, Kpaiure My ce pamuycu (R) Ha g
OIUIIIAHATA KPY)KHHIIA OKOJIy MHOTYaroJIHUKOT; & BUCHHATA IITO W - ‘k
OJIrOBapa Ha HEroBara OCHOBA € paauyc () Ha BIUIIAHATA KPY>KHHUIIA.
Taa BucHH BHKAa aloTeMa Ha MPAaBUIHUOT MHOTYaroJIHHK.

aa BUCHHA C€ a anoreMa Ha IIPaBHIIHUO oryaroi / |
ATONOT npY BPBOT HAa KapaKTEPUCTUYHUOT TPUATOJIHHUK U3HECYBA A—&__—R
360° Lpr. 31

U CE€ BUKA LHEHTPAJIEH aroj Ha IPaBWIHUOT MHOTYarojJHUK. :

3 Cekoj npaBu/jieH MHOT'YaroJIJHUK e OCHO cuMeTpru4Ha (purypa. HeroBu ocku Ha
CHMeTpHja ce CHMeTPAJIHUTEe HA CTPAHUTE M CHMETPAJIMTEe HA aryIuTe.

D HaBuctuna, cumeTpaiaraHa cexoja
CTpaHa Ha MPABHJIHHOT MHOT'YaroJHHK
MHHYBA HHU3 IIEHTApOT Ha OIHMIIAHaTa
0 F Cc  Kpyxkuuua okomy Hero (3omro?). 3uaun,

Taa MPETCTaByBa OCKA HA CHMETpHjaTa Ha

OIUIIIAHATA KPYXKHHIIA OKOITY TPaBUIIHUOT

E_—D

\ : 4 ‘h' 5 mHoryaroyHuk (pt. 32 u 33).
CuMmerpasiatTa T1ak Ha CEKOj
BHATPENIEH  arol Ha  IPaBHJIHHOT
Lpr. 32 Lpr. 33 MHOTYaroJIHUK MHHYBa HH3 IIEHTapOT Ha

BITMIIIaHATA KPYXXHHIIA BO HETO. 3HAUM, Taa € OCKa Ha CHMETpHjaTa Ha BIMIIAHATA KPY>KHUIIA,
BO MpaBWIHUOT MHOTryaronHuk (upt. 34 u 35). Ho, Oumejku Kaj mpaBUIIHHOT MHOTYaroJIHUK
CHTE CTPAHM CE €HAKBU W CHUTE arili CE €IHAKBW, HUBHUTE CHMETpPaIN Ke OWaaT OCKH Ha
CHMETpHjaTa M Ha MPABIIIHUOT MHOTyarosHuK. CO Toa 0Ba CBOjCTBO € JIOKa)KaHO.

AKo 3emeMe MpeIBUL JeKa CeKoja OCKa Ha CUMETpHjaTa Ha MPaBUIHUOT MHOT'YaroJIHUK
(v Ha cexoja Gurypa) ja pa3aenyBa Heropata KOHTypa Ha JBa CKJIaIHH JIeJIa, TOTAIIl 0] CBOjCTBOTO
3° HE e TEIIKO J1a 3aKITy9YnMe JeKa BaKu:

a) Cekoja ocka Ha CHMeTpHMjaTa Ha TpPaBWJIeH MHOIYaroJHHMK CO HemapeH
Opoj CTpaHW e HCTOBPeMEHO CMMeTpaJia Ha eJHAa CTPaHA M CMMeTpPaJia HA aroJioT Mpu

cnpoTuBHOTO TeMe (1pT. 32 u 35).
D
AN
15 C
C

\

Y
HUK CTPaHH MMa  OCKHM Ha A B

cHMeTpHja. pr. 34 Lpr. 35

0) Cekoja ocka Ha CHMeETpH-
jaTra Ha MpaBHJIEH MHOTYaroJIHMK CO
napeH 6poj CTpaHM e WJIU 3aeTHUYKA
cuMeTpaja Ha [Be CIOPOTHBHU
CTPaHW, WIN 3ae[JHUYKA CHMeTpaja
Ha iBa cipoTuBHM aria (upt. 33u34).

B) IIpaBWIHMOT MHOryaroJ-
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BumoBme, cipoTUBHUTE CTpaHU Kaj MPABWJIHUTE MHOTYaroJHUIIM CO IMapeH Opoj CTpaHu

MMaar 3aeTHUYKa CUMETpalia, a Toa MOXKe J1a Oujie ako U camo aKko Tue ce napanennu. Cropes
TOa, BaXKU.

4 Kaj npaBHUJHNTE MHOTYaroJHHLH CO NapeH OPOj CTPAHHU, CIPOTUBHUTE CTPAHH

Ce MmapaJjejinu.

Mosxe 11a ce Jokake JeKa BaKH U CIEIHOBO CBOjCTBO:
5 Enen npaBujieH -aroJHHK € HeHTPAJHO CHMeTPHYEH, KO H CAMO aK0 € MapeH

0poj.

10

|11

3ATAYA

[Tokaku iexa rojeMruHaTa Ha EHTPATHUOT aroj Ha KOj OMJI0 MpaBUIIEH MHOT'YarojiHUK €
€IHAKBAa CO T'OJIEMMHATA HA HETOBUOT HAJBOPEILIEH arol.

Oppenu 1O HEHTPAJIHUOT aroll Ha IPaBUIHHOT:

a) TPUATrOJIHUK, 0) YeTUPUATOJHHUK, B) METArOJHHUK, T) IIECTArOJHUK.
Onpenu TH BHATPEITHUOT, HATBOPEIITHUOT U IIEHTPATHHOT arojl Ha MpaBHJICH:
a) CeIyMaroJiHuK, 0) OCYMaroJiHuK, B) JICBETArOJIHUK.

Onpenu Koj MpaBUIICH MHOTYaroJHUK UMa:
a) neHrpasen aron 45°,  6) maaBopernren aroi 30°, B) BHaTpereH aroi 144°.

[TocTou 1 paBUIIEH MHOTYaroJIHUK BO KOj IIEHTPATHHUOT arojl UMa.
a) 17°, ©) 20°, B)25° r1)45° na)50° 1) 100°? Axo MOCTOH, KOj € TOj MHOT'YaroJIHHK?

Joxaxu nexa qujaronanute AC u AD Ha mpaBHITHHOT METaroJHUK D
ABCDE ro pa3uenyBaar arosior BAE Ha Tpu eqHaKBu jAena.

Ha nprexor 36 neraronnukor ABCDE e npasunen. Onpenu ja E C
roJIeMHHAaTa Ha 03HAUYECHHUTE ariii CO X, Y U Z 0e3 Mepembe.

Hamnpraj HenpaBuiieH MecTaroiHuK, KOj IMa caMo:

a)elHA OCKa HA CUMETpHjaTa, ©) JBE OCKHM Ha CHMETPH]jara. A B
Lpt. 36

Kaj mpaBmiHUTE MHOTYaroJHHIIM CO HemapeH Opoj CTpaHu Il OCTOjaT OapeM JIBe OCKU

Ha CUMETpH]jara, MTO ce 32€MHO HOpMaIHU? A Kaj MPaBUIIHUTE MHOTYarOJIHUIM CO TapeH

Opoj Ha CTpaHM JaH MOCTOjaT OapeM JIBe TAaKBH OCKH HA CUMETpHja?

Han crtpanute Ha npaBWiIeH MIECTAarojHUK KOHCTPYHMpAj ONHAABOpP KBaaparu. Taka
nobueHara (purypa KoJKy MMa OCKM Ha CUMETpHja U 1ajii Taa € IEHTPaJHO CUMETpUYHA?

Hanpraj xpyXHHIIa 1 MOBJIEYH €]I€H HEJ3UH paJuycC, a MOTOAa HU3 HEeromara CpeluHa
IMOBJICYHU TCTHBA LITO € HOpMAJIHA Ha PaanyCoOT. IToxaxkn JCKa Taa TCTHUBA IPCTCTaByBa
CTpaHa Ha BIMIIAH PaMHOCTPAH TPUATOJIHUK BO HAl[pTaHaTa KPYKHUIIA.



1V.10. KOHCTPYKIINJA HA HEKOU TPABUJIHU MHOTI' YAT'OJIHU LN

3HaeMe J1a KOHCTpyHpaMe paMHOCTpaH (MpaBUJICH) TPUATOIHUK KOTa € JIaJieHa HeroBara
crpana. McTo Taka 3HaeMe Jla KOHCTpyHpaMme M KBajpar (IpaBWJICH YSTUPUATOIHHUK), KOra €
JaJicHa CTpaHara.

[Tpo6meMOT Ha KOHCTPYKIIMja Ha KOj OWJIO TIpaBHJIEH MHOTYaroJIHMK CE€ CBEIyBa Ha
KOHCTPYKIIMja Ha HEroBHOT KapakTepuctiueH Tpuaroidnuk AOB (upt. 31). 3a koHCTpyKIHMjaTa
Ha TpuaroiHukoT AOB Tpeba na ce 3Hae wiu cTpanara (a,) Ha IPaBUITHUOT MHOTYaroJIHUK, WU
pamuycot (R) Ha onMITaHara Kpy)KHHUIA, WIK paguycoT () Ha BIUIIAHATA KPYXKHUIA, OUACjKu

3607

aroJIoT IIPH BPBOT € CeKoraill Jia ce KOHCTpyHUpa (camo o TIOMOIII Ha IIeCTap U JHHUjap),

HO TOj CEKOrall MOXKe J1a c€ HalpTa cO JOBOJIHA TOUHOCT CO arjioMep.
KoHnctpykijata (0OJHOCHO WPTAamETO) Ha MpPABUIICH MHOTYArojHUK Kora € JaJieH
paanycoT Ha ONHUIIaHAaTa KPY>KHUIA OKOJy HEro, WIHM PaJlyCcoT Ha BIMILAHATa KPy>KHUILIA

360°

BO HEro, C€ M3BeIyBa Kora KpPYy>KHHIIATa CO TIOMOII Ha IEHTPATHUOT arojl o= , TIPBO,

ja paszenvMe Ha CKIQJHU [JCJIOBM, a TOTOA WM Pa3/ICIHUTE TOYKH IOCIEIOBATEIHO T'H
COEIMHYBaM€ CO TETUBH, WM BO Pa3fAeHUTE TOUKH KOHCTPyHpaMe TAHT€HTH Ha KPYKHHIIATA.
[Tomony ke moka)xxeme Kako BpIIUME KOHCTPYKIIM]ja HA HEKOU MPABUIHH MHOTYaroJHUIIH.

3amaua 1. Jla ce KOHCTpyHpa KBapart MITO € BIUINAH BO (MJIH OTHIIIAH OKOJY) KPYKHHUIA

co paauyc I
Pemenne. KoncTpynpame kpykHu1a co paanycl nHea
ja pazzenyBaMe Ha YeTUPH eTHAKBU Jalu. Toa ro NIOCTUTHYyBaMe
CO TOBJIEKYBalk€ Ha JBa 3a€MHO HOpPMAJHU JAHjamMeTpa Ha
kpyxHuuara. Ilotoa co mocnenoBaTenHO COCAMHYBambEe Ha B\ C

D

YCTHPUTE pPa3je]HU TOYKH IO JoOHMBaMe OapaHHOT KBaJjpar o
ABCD, mrro e BriuIiaH Bo gajaeHara kpyxuuia (upt. 37).

AKo, TIaKk, HU3 CEKOja OJi YETUPHUTE Pa3ICTHU TOUKH
MOBJICYEME TAHTCHTH Ha KPY)KHHIIaTa, TOTAIll THE TAHTCHTH Ke B
oOpa3yBaat KBaJipar, IITO ¢ OIMHIIAH OKOJIY JIaJieHaTa KPy)KHHUIIA. ITpr. 37

bunejku Kpy)XHHIIaTa KOHCTPYKTHBHO MOXKE Jla C€ pa3Jie/ii Ha
4 eHAKBU JIETIOBH, 3aTOA CO MOCIENI0BATEIIHO MPEMOJIOBYBakbe Ha CEKOj Ol TOOMEHUTE Jally,
KpY>KHUIIaTa MOXK€ KOHCTPYKTUBHO J1a ja paznenume v Ha 8,16,32,... enHaKkBH JI€TOBH.
Ha uprexot 38 e nmokakaHo Kako ce KOHCTPYUpPa MPAaBUJIICH OCYMAroJHUK, IIITO €
BITMIIIAH BO JaJicHa KPYKHHIIA.
3agaua 2. Jla ce KOHCTpyHpa MpaBUIIEH OCYMAaroJIHUK co cTpaHa jaonra a= 1,5 cm.
Pemenne. KapakTepuCTUYHHOT TPHUATOIHHK Ha TPABUIHUOT OCYMAarojHHK HMa
360°

=45°  aarmunpu ocnoBara o 67°30°. Aron ox 67°30° koHCTpyHpame

0

Kora umame npeaBua aeka 67°30°=45° +T, a ToToa JIECHO MOXEME Ja I'0 KOHCTpyHpame

IEHTpaJIcH aroji & =

KapaKTEpUCTUYHHUOT TpuarosHuk AOB Ha npaBUIHMOT OCyMarojiHUK co ocHoBa a = 1,5 cm.

OO OO OO
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Kpyxnannara co nesrap

O wu pagmyc R= A= B
€ ONuWIIaHa KPYXXHHIIA Ha
MIPABUITHHOT OCYMAaroJiHUK.
Temumara, mak, C,D, E,F, G u
Hru nobusame co paznenyBame
Ha ONMIIAHaTa KPYXKHHULA CO
OTBOp Ha mecTapoT a=1,5 cm
(upt. 39).

Lpt. 38

3agaua 3. Jla ce KOHCTpyHpa MPaBUIICH MISCTArOJHUK CO cTpaHa a=2cM.

Pemenue. 3Haeme ACKAa HNCHTPAJTHHUOT arojl Ha NpaBUJIIHUOT HMICCTArOJIHUK H3HCCYBa
360°
a =

=60°. Cnopen Toa, KapaKTEpUCTHYHHOT TPUATOIHUK HA MPABUIHMOT IHECTATOTHHUK

€ PaMHOCTpPaH TPUATOITHHK.

Ottyka cinemysa: PagunycoT Ha onuinanaTta Kpy>KHHUIA OKOTTY IPABUITHUOT II€CTArOJIHUK
€ €/IHAKOB Ha JIOJDKMHATA Ha HeToBara cTpaHa, T.e. R = a.

OBoj akT HU J1aBa MOXKHOCT Ha HajeIHOCTABEH HAYMH J1a
ja pasnenuMe JajieHara Kpy>KHAIA Ha 6 eTHaKBH JICTIOBH, OJTHOCHO
Jla KOHCTpYHpaMe MPaBUIICH IIECTATOTHUK KOTa € 1aJIeH panycoT
Ha ONHUINAHATa KPY)KHHUIA, WM JOJDKMHA HA HEroBara CTpaHa.
Toa ro mpaBuMe Kora oOJ] MPOU3BOJHA TOYKAa A Ha KpYy>KHHUIIATa
co paauyc R=a co oTBOp Ha MIECTAPOT €AHAKOB HA PaJNYCOT '
koHcTpyupame Toukute B, C, D, E u F, a notoa nocnenposareiato ru
CBp3yBaMe CO OTCEYKH U TO T0OMBaMe MPABWIHHUOT MIECTATOJIHUK
ABCDEF (uprt. 40).

3abenexxyBamMe Jieka CO OBaa KOHCTPYKIIMja CME BIIMINAJE M JiIBAa PAMHOCTpPaHH
tpuaronnuka: AACE u ABDF.

3amaua 4. Jla ce KOHCTpyHpa MpaBUIICH JIBAHACCETArOJHHMK IITO € BIHIIAH BO (MM
OIHUIIIaH OKOJIY) JajicHa KPY)KHHUIIA. ,

Pemenue. [1pBo nanenara kpyXHuIa, ja paaenyBaMe Ha 6
CKJIAJIHU JIAIIH, a TI0TOA CO KOHCTPYKIIMja HA HUBHUTE CUMETPAIIH,
taa (Kpy>XHHUIIaTa) ce paszenyBa Ha 12 eqHakBu nennosu (Lpr. 41).

Axo Taka nooueHuTe 12 pa3eHu TOUKK TH CBP3eME KaKo
IITO CJICAyBaar eHa co JAPyra, ro J00uBamMme OapaHUOT MTPABHUIICH

JABaHACCCTAroOJIHUK, LITO € BIIMIIAH BO JaJACHATA KPYKHHULA (I_IpT.
41).

AKo, TaK, Bo cekoja of] 12-Te pa3aenHu TOUKH MOBIeYeMe
TaHTeHTHU Ha KPY>KHHUIIATa, TOTall THE TaHTEHTH Ke oOpa3yBaar
MpaBJieH 12-aroHuK, IITO € OMUIIIaH OKOJTY Ja/IeHaTa KPy>KHHUIIA.




On npaBWIHKOT 12-aromHUK Ha CIIMYEH HAUYWH MOXKE Ja Ce KOHCTPYUpa W MPaBUIICH
24-aroJHNK, UTH.

% A

3AJJAYHN €
TOWE:Y
1 Bo kpyxuuna co paguyc R=4 cm Bommm:

a) KBajpar, 0) MpaBHJICH OCYMarojHWK, B) IIPaBHJICH 16-aroiHuK.

o

Konctpyupaj kBaapar, ako € JajieHa Heropara:
a) crpaHaa, ©) mujaronana d.

Ha uprexot 42 Hanpranu ce HeKosKy ¢urypu. O6unu ce Tue GUrypu ja ru HalpTail Bo
TBOjaTa TeTpaTka.

Okonty JajieHa KPY>KHHIIA OIHIIK TPaBHJICH:
a) 6-aronuuk, ©0) 12-aronHuK.

Enen Oaszen uma Qopma Ha TpaBHIICH ié
[IIECTAroJIHUK co cTpaHa a = 7,5 m. Hampraj @

ro IJIAHOT Ha Toj 0a3eH Bo pasmep 1:250.

Bo kpyxHuma co paguyc R Bnumm
paMHOCTpaH TPUAroJIHUK.

Lipr. 42
Co momo1n Ha armoMep BO KpyKHHUIIA CO paaunyc R=4Cm BIUIIM MpaBUIICH:
a) METaroJIHUK, 0) JIeCeTaroJHHMK.

® O

8 ' Co momoIi Ha aryIoMep HalpTaj MPaBUICH METAroJHUK CO CTpaHa a=3cM.

IV.11. IMTATOPOBA TEOPEMA

. [TpaBOAroJHUOT TPHATOIHKK € €HO3HAYHO OIPEICIICH CO HErOBUTE KaTeTH, HIIH CO
XUIIOTCHY3aTa 1 €1Ha KarcTa. Toa 3gaun JICKa. aKoO 3€MEMC IBC IIPON3BOJIHU OTCCUKHU 3a KaTCTH,
TOTall CO TOA M XMIIOTEHy3aTa ¢ HAIOJIHO OIpPEACICHA; WM aKo Ce JaJCHU XUIIOTeHy3aTa U
ellHa KareTa, TOrall CO TOa W Jpyrara KareTa ¢ HaloJjHO ompezeieHa. Toa mokaxysa Jeka
HOMefy JOJDKUHUTE HAa CTPAHUTEC HA MPAaBOArOJIHHUOT TPHUArOJHHUK IMOCTOU HeKOja 3aBHUCHOCT.
Taa 3aBHCHOCT HU ja J1aBa CJIe/JHABA!

IIHTAT'OPOBA TEOPEMA. Bo cexoj npaBoarojieH TPHATOJHUK KBaJApaToT
HA XMIIOTEHY3aTa € eIHAKOB HA 30MPOT 01 KBaJPATHTE HA KaTeTUTe, T.e. 2= 2+ 2

OBaa Teopema € eAHa OJ HAjBAKHUTE M HAjIPUMEHYBAaHUTE TEOPEMHU BO IiesaTa
reomerpuja. Mimeto ro qo6uiia Bo 4eCT Ha CTApOTpUKMOT Maremarudap u gpuiozo¢ [Turaropa,
koj xwuBeen Bo VI Bek mpen namarta epa. Mako IluraropoBara Teopema Owmia mo3Hara BO
Meconoramuja npex [luraropa, ce npernocraByBa feka [lutaropa nps fai 1okas3 Ha TeopeMara.

OO OO OO
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3a LeHeToCcTa Ha TeopeMa TOBOpU M
dakToT ITO CHOpen IpenaHujata,
[Iuraropa 10  OTKPUBAaWKETO  HA

TeopemMara BO 3HaK Ha OJarofapHOCT PP,
KOH OoroBuTe, mpuHen kako xpteu 100 ¢ b p,
Ouka. A
Ha uprexor 43 wnamnpran e a
IPaBOAroJIeH TPUATrOIHHUK CO KaTeTH a U P,
b, u xunorenysa c. Hax tpure crpanu
y Ol TPUArOJHUKOT KOHCTPYHpaHU C€ Lpr. 43

[uraropa kBajparu. IluraropoBara Teopema

TBP/M JIeKa KBAJPATOT HAJ XUIIOTEHY3aTa MMa IUIOITHHA €IHAKBA Ha 30UPOT OJ1 IUIOIITHHHUTE
Ha KBa/IpaTUTE KOHCTPYUPAHU HAJl KATETUTE.

. 3a [TuraropoBara Teopema MmocTojaT MmoBeke Joka3u. EneH o1 HUB € CIIeIHHOT:

Jloka3 (3a oHMe KoM cakaaT Ja 3Haar nmoBeke). /[a konctpyupame kBagpar ABCD
Co crpana a+b (upt. 44). Ha ctpanure AB, BC, CD u DA us6upame touku M, N, P u Q
raka mro AM=BN=C =D =a, a ortyka © MB=NC= D= A=b. TpuaronHuxor
MBN e npaBoarosieH co kareTd a u b, a xumorenysara ia ja o3HaduMe Co ¢. TpHArOTHUIIUTE
MBN, NCP, PDQ u QAM ce cknamun. 3atoa MN=N = = M =c. Ke nokaxeme jexa
ZMNP=90°. HaBuctuna: ZBNM+~£ZMNP+~/PNC=180°, ZBNM+/ZMNP+2NMB=180°. Ho,
Z/BNM+2/NMB=90°, 6unejku tpuaroaaukor MBN e mpaBoarosien. 3atoa 90°+/MNP=| 80°,

na ZMNP=90°.

5 Amnanorso ce nokaxysa nexka ZNPQ=/PQM=2ZQMN=90°.

D P 2 ¢ 3aroa MNPQ e kBaapar co cTpaHa c.
a Keamparor ABCD e pasgenen Ha dYeTupw CKIIATHU
Q L MPAaBOAroJIHA TPUATOJHMIIM CO KaTeTu a u b u enen kBampar
CO cTpaHa c¢. 3aroa ako I'l CIOpeJIuMe HUBHUTE IUIOIITHHH,

N  JoOuBame:
L c a PABCD = 4.PMBN+PMNPQ’ OHOCHO
ab
AT a b B (a+b)?=4- 7+cz, a*+2ab+b?=2ab+c?, Te. 2+ 2= 2 (1)
Lpr. 44 On pasenctsoro (1) cienysa:

2— 2_ 2 " 2— 2_ 2’ (2)

a on paBenctBara (1) u (2) nobuBame:
c=+a’+b’, a=+c’-b*> u b=+c*-a’. (3)

Co momorir Ha popmynute (3) MOXKE J1a ce OApean AO/DKHHATA Ha KOja OMIIO CTpaHa Ha
MIPAaBOArOJIHUOT TPUATOJHUK, KOTa CE JaJICHN TOJDKUHUTE Ha IPYTUTE IBE HETOBU CTPAHH.




. 3a [TutaropoBara TeopeMa Baku M HEj3UHATa

OOparHa Teopema: AKO KBaJpaToT HA HAjroJIeMaTa CTPAHA HA eIeH TPHATOJIHUK
€ ¢JHAKOB HAa 30MPOT 0/1 KBaJpaTUTe HA APyrUTe B¢ CTPAHM, TOTALI TOj TPHATOJTHHUK
€ IIPaBOAr0JICH.

Jloka3 (32 OHHe KOM caKaaT Ja 3HAaT MoBeKe).

Hexka 3a tpumaromaukor ABC Baxu paBeHCTBOTO
AB° =AC +BC’ (upt. 45). Tpeba na nokaxeme Jeka
tpuarostHuKOoT ABC e npaBoaroiieH.

Jla KOHCTpyHpaMe IpaBOarojicH TPUArOJIHUK A
AB.C, (£C=90°) co karern AC,=AC u BC, =BC. B C A

Bp3 ocHosa Ha [Tutaroposara Teopema 3a A A B, C, nmame: Lpr. 45

—2 =2 2 —_— —
AB’=AC’*+BCS =AC +BC =AB",te. AB =AB.

Cnopen Toa, KOHCTpYMpaHMOT mHpaBoarojieH Tpuaronnuk A B.C,, e ckialeH co
naneanor AABC (cormacho npusHakot 3a ckiaagHoct CCC), a orTyka cienyBa aeka u AABC
e npasoarosyieH. CO Toa Teopemara e JoKakaHa.

OBaa TeopeMa ja KOpPHCTHME KOTa Tpeba Ja JoKaxeme
JieKa JaJieH TPUAroJIHMK CO JOJDKMHM Ha cTpanute a,b m C e
npaBoarosieH. Ha mpumep, TpuaroiHuUKoT co crpanud 3, 4 u 5
CIIMHUIIM € TPaBOArojieH, OUIEjKH Baku PaBeHCTBOTO 32+42=52,
Toa ro 3Haene ymTe crapute Erumkanu, ma 3aroa TOj TO JOOWI
Lipr. 46 MMETO erumeTcKu TpuarojHuk. Bp3 ocHoBa Ha Hero Bo Erumer
KOHCTpyupasie (Tpacupaie Ha TepeH) mpaB aron (uptr. 46).
TpuaroiaaukoT co crpanu 5, 12 u 13 equnuIm € UCTO MpaBoaroyeH, ouaejku 52+122=132 Toj
uM OnIt mo3HaT u Ha ctapute MHIUjIM, na 3aToa 1o JOOMI IMETO MHAMCKH TPHATOJTHHUK.
3a kou OHIIO0 Tpu pupoIHU Opoesu m, n u K 3a kou Baxku m?+n?=Kk? ce Bukaar [Tutaropou
Tpojku 6poeBu. TakBu Tpojku Opoesu ce, Ha pumep: 3, 4 u 5; 5, 12 u 13; 20, 21 u 29.

3AJTAUT )

1 ) Onpenu ja xunoTeHy3ara (¢) Ha paBOaroJicH TPHArOIHUK, aKO CE TIO3HATH HErOBUTE KATETH:
a) a=5cm, b=12cm, 0) a=7cm, b=9cm,  B) ¢=8cm wu b=15cm.

2 » Ompenu ja mODKMHATA HA €HATA KaTeTa Ha MPaBOArOJICH TPHATOIHHK, KOTa c€ TO3HATH
Apyrara Karerta u XI/IHOTeHy3aTa:
a) a=14cm, c=18cm, 6) a=24cm, c=26cm, B) a=3,3dm, c=6,5dm, r) b=8,5m, c=12m.
3 HpeCMeTaj T'Oo IICPUMETAPOT HA IIPABOATOJICH TPUATOJIHUK, AKO CC IO3HATH XUIIOTCHY3dTa
M €JIHaTa KareTa.
a) c=65cm, b=48cm,  6) c=28cm, a=20cm, B) c=17m, b=12,3m.

OO OO OO
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4 1 Ksanparor ABCD nma ctpana gonra 8cm. Bo Hero e Briuiman D K
npyr kBaapat MNKL, unn TeMuma jexar BO CpeIUHUTE Ha
CTpaHHTE Ha JaJleHHOT KBaapat. Oapenn ro nepuMeTapoT Ha
kBaaparor MNKL (uprt. 47). L N

5 ) IIpecmeraj ro nmepumerapoT Ha TpuaronrHukoT AMN, mro e
Bruman Bo npaBoarosHukor ABCD (upr. 48). Iumen3unrte A M B
Ce BO CAHTUMETPH. Lpr. 47

6 Karerara mro nexu crnpotu aronot oz 30° Bo IpaBoarojeH D N 15
TpuarojHuk e gonra bem. Oxpeau ro nmepuMeTapoT Ha TOj
TPUATrOJIHHK. 12

> =

7 ) On efHO MPHCTaHMIITE UCTOBPEMEHO HMCILUIOBHIIE J1Ba Opoja
¥ TOA ¢IHHOT BO HACOKa jyr co Opsuna 24km/h, a apyruor Bo 4 2 B
Hacoka UCTOK co Op3uHa 18km/h. Onpenn konky KuIOMeTpH
ke OuIaT o JaNeyeH  eICH O/ APYT 10 5 yaca O] TPrHYBabETO. llpr. 48

8 Moxxe JOJDKMHUTE HAa CTPAHUTC HAa IPAaBOArOJTHUOT TPHUATrOJIHHUK 1a 6I/IJIaT I/I3pa3CHI/I:
a) TPUTE CO MapHU OpOCBH, 0) TpuTe co HermapHu OPOeBH,
B) €/IHaTa CO MapEeH, a IPYTUTE JBE CO HEMapHU OPOEBH,
T) elHATa CO HEeMapeH, a IPYTuTe JIBE CO MapHU OpoeBU?

9 ) McnuTaj Aanu TPUAroJIHUKOT € MPaBOaroyicH, ako:
a) a=15cm, b=36cm, ¢=39cm, 0) a=7cm, b=12cm, ¢=15cm,
B) a=20cm, b=13cm, ¢=25cm, r) a=9cm, b=12cm, ¢=15cm.

10 [lo3natu tu ce [luTaropoBure Tpojku 6poesu (3,4,5) u (5,12,13). [Tokaxu Kako o1 HUB ce
no6ueHu ciennuBe [IutaropoBu Tpojku OpoeBH:

a) (6,8,10), 6)(9,12,15), ) (10,24,26), 1) (15,36,39), n)(25,60,65), ) (1,5:2:2,5).

IV.12. IPUMEHA HA IIMTATOPOBATA TEOPEMA

[TutaropoBara TeopeMa MMa IIMPOKAa W Pa3HOBHJHA MpuUMeHa Bo reomerpujara. Co
MOBJIEKYBa-€¢ HAa HEKOU OTCEUKH Kaj OApPeeHH paMHUHCKU (QUTYPH, KaKO IITO K€ BUANME, THE
MOJKaT J1a ce pasiesar Ha TaKBHU JEJIOBU, Mel'y KOM K€ UMa U MPaBOaroiHu TpHaroiaHumu. Toa
ke ro moka>keMe Ha CJIeIHUBE IPUMEPH:

3amaua 1. Jla ce oapeau AODKWHATA Ha aAuMjaroHanara d
Ha MPaBOAroJHHUK, YUH CTPAHU Ce JOJITH a=7/Cm u b=4cm. D C
Pemienne. CO moBiekyBame Ha enHa (kKoja OwIO)
JMjaroHajia BO TPAaBOAroJIHUKOT, MUCTHOT C€ pa3jellyBa Ha JiBa
CKJIAJIHU MTPAaBOAroyiHu Tpuaroiuuka (1pt. 49). Ox npaBoaroJHuoT
tpuaroiauk ABC, no6usame: d?’=a?+b? oxnocho A B

d=+a?+b? =77 +4% = J49+16 = /65 ~8,06 (cm). Lpr. 49




3anaua 2. Jla ce u3pasar JODKMHATE Ha aujaronasiara d u paguycor R Ha omnwmiianara
KPY>KHHIIA OKOJIYy KBaJapar IIPEKy HEroBara CTpaHa a.

Pemenne. Ha nprexor 50 e manpran kBagpar ABCD co crpana a u

D C .
OKOJIy HEro € omnuiana KpyxHuia. /{ujaronanara d ro aemu KBaaparoT Ha
E 4| /B CKIIAIHU PAMHOKDAKH MPABOATONHH TPHATOJHHIA, a Taa ¢ XHIIOTCHY3a
0 Ha cexoj on HuB. CO mpuMmeHa Ha [IuraropoBara Teopema Ha €€H O] HUB,

A_a B UMame:
A ®?=a+a?=2a? wm d=+2a’=ay2, te. d=av2. 1)
pT.
Cnopen Toa:

Jlo/KMHATA HA THjaroHaIaTa Ha KBaJPaToT € eIHAKBA Ha TPOU3BOIOT OJ1

JA0/LKMHATA HA HEroBaTa cTpaHa u 0pojor V2.

bunejku paanycot R Ha onuiaHara Kpy>KHUIA OKOJTY KBaJparoT € MOJOBUHA Of1

) d
Heropara aujaronana d, .e. R=—, 3aroa:

a2
5
3anaua 3. Jla ce ompenu cTpaHarta Ha KBaJpart, 4dja AujaroHana e goira 8Cm.

R 2

Pemenue. Ox popmynara d = a\/i , UMaMe:

a:izﬂzﬂz4\/§z4-l,41:7,6 (cm).

22 2

3Ha4M, cTpaHaTa Ha KBAAPaTOT € Joira a~ 7,6cm.

3apaua 4. Jla ce mpecmeTa nepuMeTapoT Ha pomM0O, Unuu nujaronanu ce: 9cm u 12cm.

Pemenne. [To3naro e nexa 1ujaroHagnTe Ha pOMOOT MPHU CEYCHETO CE MPENOIOBYBaaT
U ce HOpMaJIHU e/iHa Ha Apyra. Cropen Toa, THE To pa3ieiayBaaT poMOOT Ha YETUPU CKIIQAHU
npaBoaroiaHu TpuaronHunu. Ox nmpaBoaromHuotT TpuaromHuk ABO (upt. 51), nobuBame:

2 2
OO o
2) *5 o7
OTTyKa ja ogpeayBaMe CTpaHaTa Ha pOMOOT:
9 2 12 2 A
a’= (Ej + (?j =4,5* + 6> = 20,56 + 36 = 56,25 A a
Lpt. 51

a = /56,25 = 7,5 (cm).

bapanunot nepumerap Ha pomOoT ke ouze: L = 4a =4-7,5= 30 (cm).
3agaua 5. Jla ce mpecmeTa BUCMHATa HAa PAaMHOKpPAK TPHATOJIHHK, IITO € MOBJICYCHA
O/ BPBOT KOH OCHOBaTa, ako Ce MMo3HaTu OcHoBata a=12cm u kpakot b=15cm.

OO OO OO
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Pemienne. Bucunara , mTO € MIOBJI€YEeHAa KOH OCHOBAaTra, IO
C pasnenyBa paMHOKPAKHOT TPHATrOJHUK Ha JIBa CKJIATHU TIPABOATOIHU
tpuaronnuka (upt. 52). O npaBoaronauotr AADC, nobuBame:

Orryka = +/225-36 =+/189 ~13,7 (cm).

2
Lpr. 52 3amaua 6. Jla ce qoKaxke eKa 32 paMHOCTPAHUOT TPUATOIHHK CO
T.
P CTpaHa a BaxkaT Gpopmyure:

-

Kaac mrTo , Rurce COOABCTHO, BUCHHATA, paJInyCOT Ha OlIMIIaHaTa U painyCOT Ha BIIMIIaHATa

KPYKHHILIA Kaj HETO.
Jloka3. a) CO mnoBiekyBame Ha Koja OWIO BHCHHA C

pamHoctpanuoTr tpuaronauk ABC (upt. 53.) ce pasnenysa Ha JBa
CKJIaTHU IIpaBOaroJIHu TpHUaroJIHUKa. OI[ MMpaBoOAroJIHUOT TPHUATOJIHUK

A 42 Da B

ADC (umu DBC), no6usame: a h
h2=a2_(ﬁj2=a2_a—2=4a2_a2=3a2 2 orrya :\/3_?:@. |
2 4 4 4 s~ 2 A LD B
Cnopen Toa, Baxxu Lpr. 53

0), B) Ha nprexor 54 e HanpraH paMHOCTpPaH TPHATOTHHK
ABC, Bo HEro 1 OKOJIy HETO € BIUIIIaHA U ONHIIAHA KPYKHHIIA.
[To3Hato ¢ Jaeka BUCHHHWTE HA PaMHOCTPAHHOT TPHUATOJHHUK
C€ UCTOBPEMEHO M HETOBU TEKHIITHH JIMHUH, a TEXKHUIITHUTE JTHHUH CE
cedar BO eJHa TOUYKa, KOja ja JIeJId CeKoja TeKUIIIHA JIMHI]a Ha JISJIOBU
BO pasmep 2:1 cmerajku ox remeto. Criopes] Toa, Baxu
2 R 2

, T.e. —=

1 ro1

, aoTTyka R=2r.

Lpt. 54

) 1 ) 2
bunejku R+r= | 3aroa 2r+r= ,3r= wmu ' =— . Ho Ouzaejku R=2r, umame R=§

3
Cnopen Toa, BakaT (hopMyJuTe: - a - 4)

. a3
Axo Bo hopmynute (4) BUCHHATA  ja 3aMEHHMME CO U3Pa30T 3a Hea - | nobuBame

_E.ax/g_a\/gnr_l ax/g_ax/g

R=Z
3

3 2 3 3 2 6
Cnopen Toa, BakaT (hopMyuTe: - " - (5)

1
3




3agaua 7. [la ce onpenar BUCMHATA U paInyCUTE Ha ONUIIAHATA U BIIUMIIaHATA KPYKHHUIIA
Ha paMHOCTPAaHUOT TPUATOIHHK CO cTpaHa a=12 cm.
Pemenue. Kopucrejku ru u3Benenute GopMysid BO IpeTXoHATA 3a1a4a, JOOUBaMe:

_aV3 ﬂ_sﬁ 6-173~10,38 ~10,4 (cm),

2 2
R= “;/— 125__4\/5 4.173~692~6,9 (cm),
“g/_ 12(;/_—2\/5 2.173~346~35 (cm).

3amaua 8. Jla ce u3pasar paguycute R v I Ha onuIIaHara v BIHIIIA-
HaTa Kpy>KHHUIIA Ha MMPABUJICH IIECTArOJHUK MPEKy HEeroBara CTpaHa d.
Pemenne. KoncTpynpajre nmpaBujeH MECTaroJHUK CO CTpaHa
@, Ia BO HEr0 M OKOJIy HEro BIMIIETEe W OMHIICTe KPyXHHUIA (IpT.
55). AKO IEHTapOT Ha MPABUJIHUOT MIECTArOJIHUK IO COCTUHHME CO
CEKOoe TeMe, UCTHOT C€ pa3leidyBa Ha IIECT CKJIAJHU PAMHOCTpPaHU
tpuaronuuiy (3omro?). OTTyKa clieyBa AeKa paaruycoT Ha OIHMIIIaHaTa
KpPY>KHHIIA OKOJTy MIPABUJIHUOT IIECTATOJHUK € €JHAKOB CO JI0JKUHATA
Ha HEropara CTpaHa a, T.€. BaXHu:
= . (6)
On uprexot 55 megame Aeka paauycoT Ha BIUINAHATA KPY>KHUIIA BO TPABUITHHOT
IIECTaroJJHUK € €JHAKOB CO BHCHHATa Ha PaMHOCTPAaHUOT TpuaromHuk ABO, T.e. Baxu

dbopmymnara

3amaua 9. Jla ce onpenu BuCMHATA HA PAMHOKPAK Tpare3 .
ABCD, co ocrosr AB =a i CD =b ukpak AD=BC =¢ (upr. 56). D)
Pemenne. Huz temero D na mnosneueme mpasa DE
napaienna co kpakor BC. Toram pamMHOKpakuoT Tparie3 ke ¢
ce pasnenu Ha mapanenorpamor BCDE wu enen pamuokpax
tpuaronHuk AED, co ocHoBa A =a-b usucuna D = .
Bucunara DF ro nenu pamuokpakuot Tpuaroinauk AED na nBa
CKJIQJTHU TIPABOAroJHU Tpuaroiuunu. O HUB Jo0UBaMe:

2 2
2=¢c? —(aT_bj  OMHOCHO =.|C> —(aT_bj T

3amaua 10. Bo kpyxHHUIIa cO paanyc I = 4CM € TIOBJICUCHA TETHBA JI0JTa
=6,4cm. Jla ce ompenu pacTojaHUETO Ha Taa TETHBA OJ] LICHTAPOT HAa KPY)KHUIIATA. &
Pemenne. Opn pamHokpakuoT TpuaronHuk ABO, omHocHO o ‘h
npaBoaroHuoT TpuarosHuk ADO Ha nprexor 57, nobuBame: ANL LB

T e s
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3AIAYH

Onpenu ja aujaroHanara Ha IPABOTOJIHUK, YUK CTPAHH CE:
a) a=7cm, b=9cm, 6) a=6,2cm, b=85¢c

B0 o6nacra Ha eieH mpaB aroJ JIeXKH Touka M, Koja o1 HETOBUTE Kpally € ojjiaiedeHa 4,8
cmu 1,4 cm. Onpenu KoKy € ofajiedeHa Toukara M oj] TeMeTO Ha IIPaBHOT aroJl.

Onpenu ja O/DKMHATA HA AMjaroHaliaTa Ha KBaJpar, Ydja cTpaHa € J[oiara a = 6¢cm.

@
Bo kBazpar co crpana 9Cm eHO TeMe € CBP3aHO CO CpeIuHaTa
Ha eJHa CTpaHa Ha Koja He Jexu Toa Teme. llpecmeraj ja
JIOJDKMHATA Ha TIOBJIeYeHara oTcedka (upt. 58).
Onpenn ja cTpaHara Ha KBaJpart, 4nja qujaroHansa € 3¢m.
[Ipecmeraj ja BHCHHATa Ha PaMHOKpPAK TPHATOJHHUK, aKO CE ﬁ
MO3HATH HEeroBaTa OCHOBa ¢=7CM u kpakot b=5,5cm. A 9 cm B

Hanpraj nBa kBajgpata cekoj co cTpaHa 3,5CM, MCEYH T'H, a Lpr. 58
elleH O]l HUB MCEYM T0 W MO aujaroHanara. On mjo0ueHuTe AeI0BH COCTaBU PAMHOKpAK
MIPaBOAroJIeH TPUATOIHHK M OJJPEAH IO HETOBUOT IEPUMETap.

O]lpejll/l ' paanyCUTC Ha BOUIIaHATAa U OITMIIaHAaTa KPY>KHUIIA HA PAMHOCTPAaH TPUATrOJTHUK
co cTpana a =22,5cm.

[IpecmeTaj ru mepuMeTapoT, paguycoT Ha BIMILAHATA W HA OMMIIAHATA KPYXKHHUIA Ha
pPaMHOCTpaH TPUATOJTHHK YHja BUCHHA ¢ 18cm.

10 JIBeTe OCHOBH Ha €JIeH MPABOArOJIeH Tparme3 ce Aoiaru SCm u 10cm, a HEroBHOT MOIOIT

11

Kpak uMa joipkuHa 13cm. Hajau ja BucuHara Ha Tpames3or.

Onpenu ru pacrojanujata B C uCD Ha LPTEXOT 59.

Lpt. 59



IV.13. IPUMEHA HA IUTAI'OPOBATA TEOPEMA BO
KOHCTPYKTHUBHU 3AJTAYHN

. ConpumcHa Ha [TuTaropoBara Teopema MOXKe Ja C€ pelaBaaT ¥ HeKOM KOHCTPYKTHBHH
3aj1a4u, Ha IPUMeEp:
3apgaua 1. [lanenu ce npa kaapara K =a* u K =b? (ipr. 60). /la ce xoHcTpyHpa KBagpar
K, 4uja IIomTrHa € €aHaKBa Ha 30MpOT O/l INIOIITHHHTE Ha JIaICHUTE KBaaparH, T.e. K=K +K..
Pemenne. bapanuor kBagpar K=c? e KBa[paToT HaJl XUIIOTCHY3aTa ¢ Ha TPaBOATOJIHHUOT
TPHAroJIHUK, 41K KateTH Ce a u b (crpanute Ha kBaaparor K, u ksaaparor K,) (upr. 60), bunejku e:
c’=a*+h? acoroanm K=K +K.,.

K, b

Lpt. 60

Ha niprexot 61 moka)kaHo € Kako CO KOPUCTEHE Ha PABEHCTBOTO N7 =42 -3 moxe
Jla ce KOHCTpYyHpa ToUKa Ha OpojHaTa ocka LITO oJiroBapa Ha OpojoT V7.

3agaua 2. J/la ce KOHCTpyHpa OTCEUKa CO JJOJDKHHA X, TaKa IITO:
2 2
a) X=+va"+b", 6) x= Ja?-b?, (a>b), kane mto a u b ce momkuHM Ha IBE 1aICHU OTCEYKH.
Pemenue. a) 3emajku ja npeasua [lutaropoBara Teopema, 6apaHata OTCEYKa CO

nomkuHa X =+/a° +b® Moxke 1a ce pasrieayBa Kako XHIIOTEHY3a Ha IPABOATONEH TPHATOTHIK
SAB coxkarern A=a u B=b (upr. 62a). 6) Bapanara orceuka co JOKHHA X =+/a2 —b?
MOXE [1a ce pa3riielyBa Kako KareTa Ha MpaBOaroJHKOT TpuarodHuk ABS, unja xumnoreHnysa e
JlaJicHaTa OTCeuKa a, a pyrara karera ¢ orceukara b (uprt. 620).

/

N
—
/] a) gl — 6) g
7 ])JL\ :M
A S s™ “ ‘A AT B

0 3 NAERE
Lpt. 61 Lpt. 62
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. (3a onme kom cakaar jqa 3HaaT noBeke) BugoBMe Kako MOXeE Jia C€ KOHCTpyHpaar
TOYKUTE Ha OpojHATa OCKa HAa HEKOW UPANUOHAIHUA OpOEBH, HA MPUMEP J7. Merfyroa Ha
HCTUOT HAaYMH HE MOXKeE J]a e KOHCTpyHpa TOYKaTa IITO OAAroBapa Ha UpalMOHAIHUOT Opoj J6
. 3aroa cera Ke TOKa)KeMe KaKo MOJKE JIa C€ KOHCTpyHpaar TOYKU Ha OpojHaTa OcKa IITO UM TU
NpUApPY>KyBaMe Ha MpalMOHATHUTE OpOEBH Jn, xame ne K0j 010 mMpuUposieH Opoj Koj HE €
nosH kBaapar (ne{2,3,5,6,7,8,10,11,12,13,...}).

3agaua 3. Ha OpojHara ocka Jja TH KOHCTpyHpaMe TOYKHUTE IITO UM TH MPUAPYKYyBaMe
Ha OpoeBUTE \/E u \/§ .

Pemenne. IIpBo koHCTpyupame npasoarosieH TpuaronmHuk OAM,, uuu xaretu ce
enuHeyHu orceukn OA4 = AM1=1 (uprt. 63).

v

_J3 —2 -1 6} 1 A 2 3 x
Lpt. 63

CornacHo IluraropoBara Teopema J0/DKMHATA HA XUITOTEHY3aTa Ha TOj TPUATOJIHUK €

OM1=VOA" + AM?* =P +12 =2,
IToroa uprame kpyxuuna Kk, , co nentap O upaguyc r = OM . Taafe jampecede 6pojHara
OCKa BO J[B€ TOYKH, HA KO UM IO MPUIPYKyBaMe OpojoT V2 , OTHOCHO — V2 (uprt. 63).
Axo otceukara OM1=+/2, ja 3eMemMe 3a eIHa KareTa, a 3a JIpyra Karera ja 3eMemMe
orceukata MM, co nomkuna 1, Toram ke ro qobueme MPaBOArOJIHMOT TPUATOTHUK OMM,,
YHja XUMOTEeHYy3a UMa JJOJDKHHA

OM2 = JOM.* + MM, =\|(\J2)? +12 =+/3.

Kpyxuunara K, co nenrap O u paguyc OM » = V3 ke ja mpecede OpojHATa OCKa BO JIBE

TOYKH Ha KOM UM TU TIPUAPYKyBaMe OpOeBUTE V3 u—43.
3amaua 4. Ha OGpojHaTta ocka Ja ' KOHCTpyHpame TOUYKHTE IITO UM OJroBapaar Ha

OpoeBuUTe \/g,\/g,ﬁ,...

Pemenne. IIpBo xoHCTpyupame npaBoarojieH TpuaronmHuk OAM,, yumu KareTu ce

OA=2u AM:1=1 (upr. 64). XunoreHy3ara Ha TOj IPaBOaroJieH TPUATOIHUK Ke Ouie

OM1=+2>+12 =J4+1=4/5.




Kpyxuunara K, co nentap O u paauyc OM:=+/5 ke ja mpeceue OpojHATa OCKa BO
TOYKHU LITO UM T'Y IPUAPYKyBame Ha OpojoT V5 u—-+5.

3a npaBoaroaHuoT Tpuaromiuik OM;M,, umame OM1 = V5, MM, =1,

OM,=+(5)?+12 =6+1=16.

Kpyxuunara K, co nenrap O u paguyc OM, = J6 ke ja mpecede OpojHaTa OcKa BO
TOYKHUTE IITO UM OJrOBapaaTr OpoeBHUTE \/6 , OTHOCHO — \/6 , UTH. (pT. 64).

Bo omut ciydaj, ako 3a mamen 6poj N Baxku k?< n < (k +1)?, toram TprayBajku o
OTcedka co nomkuHa K i mprMeHyBajkn = N — k? 4ekopu Kako BO MPETXOIHHUTE PHMEPH, Ke
00MeMe OTCEUYKa CO JIOJDKUHA «/ﬁ .

KoHcTpynpaj Touku Ha 6pojHaTa OCKa Ha KO UM I'M IIPUIPYKyBaMe OpOeBUTE!

a) \/E a — \/E , KOPUCTEJKU TO PAaBEHCTBOTO \/E =432 +17,
6) 8 1 —+/8, kopucTejikn meka /8 = /32 —

@ KoHcTpynpaj KBajpaT eJHAKOB Ha pa3JIMKaTa Ha JIBa JAaJICHU KBapara.

@ JlajeHu ce IBe OTCEUKH CO TOJDKUHU a U b. KoHCTpy#paj 0TCeYKH co JOIDKUHHM X U Y, TaKa
mro X =+/a’+4b? y:VaZ —4h?% .

4 JlaneHa e oTcedka qoira @ cm. KoHcTpyupaj oTcedka co JOIDKUHA X = 4/ a’+1.

@ Axo au b (a>b) ce nomkuHu Ha ABE 1a7CHU OTCEYKH, KOHCTPYHPAj OTCEYKA CO JOJDKUHA:
a) vaZ +4b% —yJa’—b*, 6) a—+a?-b?.

@ KoncTpyupaj oTceuka co fomkuHa v a’ + 2ab , kopuctejku nexka a2+2ab = (a+b)2—b2.
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IV.14. IIOUM 3A IVIOLITHHA

[IpakTHyHKTE TOTPEOH I'M HaTEpasIe IyI'eTO paMHHTE MOBPIIMHY (Ha IPUMEp: JIBE MapLeIH,
JIBa KWJIMMA, JIBa JINCTA XapTHja U CJI). 1a TH CIopeayBaaTr Mery cebe mo roiemMuHa. 3a 1a ou
MOJKEJIe J]a TO BPIIMME TOa CIIOpeyBame, Ha MOBPIIMHUTE UM MPUAPYKyBame OpOeBH CIIOpes
HEKOja MOCTarkKa, fa Taka HUBHUTE TOJIEMUHU T'M U3pazyBaMe U CIIOpeayBaMe CO IOMOII Ha THE
OpoeBH.

Bbpojort, mTo ja u3pasyBa roieMuHaTa Ha J1aJieHa paMHa MOBPIINHA, C€ BUKA MJIOMITHHA Ha
Taa MOBpPINKHA. 3a OfpeyBarbe Ha IJIOIITHHATA HA PAMHUTE MOBPIIUHUA MOTPEOHO €, mpe Ce,
€/IHa MOBPIINHA J1a CE 3eME 32 eJUHUIA IVIOIITHHA.

3a eqMHMIA IUIOIITHHA e nMpudareHa MJIOMITHHATA HA KBaJApaT, YMja CTPaHA UMA
eIMHUIA JokuHA. Ha mpumep, 3a eauHMIIA MJIOMITHHA MOXE Ja C€ 3eM€ IUIOIITHHATAa Ha
KBajpart co crpana gosiralm(1cm,1dm, 1 km). [lnomtrHaTa Ha TOj KBaJpaT Ce BUKa KBaJApaTeH
MeTap (KBajpaTeH CAHTHMeETAp, KBaJpaTeH AelUMeTap, KBaJpaTeH KHJIOMEeTap) u ce
o3HauyBa co 1 m? (1 cm?, 1 dm?, 1 km?).

OnpenyBameTo Ha IUIOIITHHATA, T.€. OAPEAYyBAHETO HA OpOjOT KOj IMOKaKyBa KOJIKY
naTv €AMHMIIATA IUIOLITHHA CE COAPXKU BO pasliie[yBaHaTa MOBPILKMHA, MHOTY PETKO MOXKE
Jla C€ U3BPILIM CO MEpEeHe-HEeMOCPEeHO MPEHECYBalke Ha €JUHMIATa IJIOIITHHA. 3aToa BO
reomMeTpujarta u3BeayBame GopMyiH, cO YMja IOMOII Bp3 OCHOBA HA JIOJDKUHUTE HAa CTPAHUTE
(M HEKOU IPYTH €IIEMEHTH) CO MPECMETYBAbE ja OJ[pelyBaMe IUTOIITHHATA Ha pa3riielyBaHaTa
MOBPIIMHA.

[TnomTrHaTa Ha MOBPIIMHUTE Ke ja 03HauyBaMe co Oyksara P.

Bo oBaa Tema HHMe ke W3BeneMe COOJIBETHH (OpPMYNIM 3a Haorame Ha IJIOLITHHATa Ha
pa3MYHATE MHOTYarojdHHWIW U Kpyrot. [Ipuroa, cexoram ke ce MmoTrnpeMe Ha CIICAHUBE JBE
OCHOBHHM CBOjCTBa Ha IUIOMITHHHUTE, IITO Ke TH npudarume 0e3 J0Ka3:

1 . Ckaagnute GUIrypu UMAaT eIHAKBH IVIOIITUHHH, T.C.
O=F =P o+~ Pe -
2°. Axo nanena ¢purypa @ co HeKoja JuHMja e pasjeneHa Ha aBe purypu @ u @,
TOraul Hej3UHATA IUVIOLITHHA € eJHAKBA HA 30MPOT O IVIOLITHHUTE HA THe 1Be urypu, T.c.

= o+ o -
® @, o,
Ha npumep, muromTiHaTa Ha METAaroJHUKOT Ha IPTEXKOT 65 € emHakBa Ha 30UPOT OX
wiomTuHUTe Ha TpuaronHuuute |, 11w 111

3a nBe urypu, KoM UMaar eTHAKBH TUIONITHHH, Ke
BEITME JIeKa CE eTHAKBO IUIOIIHY (1K eKBHUBaJIeHTHH). Of1
cBojcTBOTO 1° cnemyBa jaeka: CkiagaHuTe GUTYpH Ce €IHAKBO
ioHU. MeryToa, 00paTHOTO HE € TOYHO, T.€. aKo JiBe purypu
Ce eIHAKBO TUIOIIHY, THE He MOpaar Jia OuiaT v CKJIa HH.
I Ha mnpumep, xora onm mnapanenorpamor ABCD Ha
HpTeKOT 66 oTceuemMe eneH HeroB jeia  (IPaBOAroJHUOT
tpuaromank ADE)  ma  cocraBume — HoBa  (urypa
Lpr. 65 (mpaBoarommukot EE’CD), jacHo e ieka HoBara (urypa € eTHaKBO
TUIOIITHA CO TTapaJIeiorpaMoT, HO, Taa He € CKJIaJJHa CO HETO.

D




Benume neka mapanenorpamor ABCD (upt. 66) e ,,mpeTBOpeH‘* BO MPaBOAroJHUKOT
EE’CD (co ucra miomruHa).

Jla ce nmpetBopu exHa durypa Bo apyra cakaHa GuUrypa, 3Ha4H Ja ce IIPOMEHH CaMo
Hej3uHaTa popma, HO HE U Hej3MHaTa IJIOIITHHA.

D C D ©

Lpt. 66

@ [To 3Ha4yM N1a ce oapean IIIOMITHHATA Ha eqHa Gurypa?

@ Kou ocHOBHM CBOjCcTBa I'M MMaaT IUIOMITHHUTE Ha (urypure?

3ATAUH

@ Enna maprena uma rumomrraa 10 ha. M3pasu ja Hej3uHaTa IUIOMITHHA BO:
a) apu, 0) KBaJpaTHU METPH, B) KB. KHWIIOMETPH.

@ Janu e TouHo JieKa:

a) Cexou J1Be CKJIQJHH QUTYPU C€ SIHAKBO ILIOIIHH,
0) Cexou JIBe €THAKBO TUIOIHU (PUTYPHU CE CKIIAIHH,
B) He cexou /1Be eJHAKBO IUIOIIHK (DUTYPH C€ CKIIQJHU?

JlajieH KBajpaT e pa3pekaH 1o HErOBUTE AujaroHand. Kou reomeTprucku GUrypu Moxe Ja
ce cocraBar o JoOueHuTe TpuaroaHuIm? Kaksu ce Taka Jo0MeHUTE QUTYPH?

© O

Harpraj mpou3BosieH paBOaroJIHMK U TIOBJIEYH ja €HaTa HeroBa Aujaronana. 3pexu ru
JBaTa JOOMEHU MPABOATOIHY TpUAroTHUIM. Kou pa3nudnu Gurypu Moxe J1a ce cocTaBar
OJI THE TPUATOTHUIIH?

@ Harnpraj mpaBoaroiaHuk, 4rja elHa CTPaHa MMa JIBAllaTH IOToJIeMa JOJDKUHA OJT JIpyTrara.
Co mprex mokaku Kako Tpeda J1a ce pa3pexe TOj MPaBOAroJHUK Ha JIBa JIeNa, O] KOU Ke
MOXKE JIa C€ COCTaBU:

a) paMHOKpPaK TPHAroJIHUK, 0) MpaBOarojieH TPHArOJIHUK.

OO OO OO
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V. 15. IIVIOIITHHA HA ITPABOAT'OJIHUK

[Topano HayuyMBMe JieKa MJIOLITHHATA HA CEKOj MPaBOATOJIHUK CO JOJDKUHH HA COCEIHUTE
CTpaHu a u b, ja mpecmetyBame co opmysara

= -, T.€. BaXHU CJIeaHaBa.

Teopejna. IlnomTuHaTa Ha CeKOj NnMpaBoaroJTHMK € €IHAKBA HA IPOU3BOAOT
O HOJIZKUHMUTE HA HETOBUTE /IB€ COCECTHU CTPAHU.

Hoka3. Heka e manen mnpaBoaronHukoT ABCD, ymm cocemnu cTpaHu ce AOITH
a=mcmub=ncm,kagemro uNcenpupoxHu 6poesu (1pt. 67). Bo T0j ciryyaj mpaBoarosTHUKOT
ABCD e cocraBeH on mn kBagpatu co ctpana 1 cm (upr. 67). Cute The KBaapatu ce
CKJIQJIHHU, Ta CIOpeN CBOjCTBOTO 1° THe MMaar exHa ucTa miomTtHHa 1cm? Coopen Toa,
COIVIACHO CBOJjCTBOTO 2° OGapaHaTa IUIOMITHHA Ha MPAaBOArOJIHUKOT Ke ouae P=(m- n) cm?, uin
P=( cm)- (n cm), ogHOCHO

D C

=ncm

b

lem [ lem’ | [ o e g g o

lem

a =mcm
LpT. 67

Ha uprexxor 67 mnpaBoaromaukor ABCD e co crpanu a=7cm u b=4cm. Toj e
cocraBeH o 7- 4=28 ckiamHuM KBajparymiba ox m0 1 cm? Herosara ruromruHa Ke Guue
P = ab = (7- 4) cm?= 28 cm?, kazie mTO HEMMEHYBaHHOT OpOj 28 ce BHKAa MepeH Opoj Ha
iomtHHara Ha npaBoaroHukor ABCD npu mepra eaunmia | cm?.

Jloka3oT neka ropHaBa (hopmysia BaXH M KOra MEPHUTE OpOEBU Ha JOJDKHMHUTE Ha
CTPAHUTE CE€ PALlMOHAIHYU WM UPAIIMOHAIHU OPOEBH IO U30CTaBaMe.

JIoIDKMHUTE Ha JIBE COCEHU CTPAHU Ha MPABOATOJHUKOT YECTO TM BUKaMe THMEH3HH.
AXo eJJHa 0fI CTpaHHUTE Ha IPABOATOJIHUKOT ja M30epeMe 3a OCHOBA, TOTalll HEej3MHATa COCEIHA
CTpaHa € BUCHHA Ha ITPABOATOJTHUKOT.

IMpumep. /la ce oapeny romTHHATA HA IPABOATOJIHUK, UYMW JUMEH3UH ce a=1,2 dm
u b=7cm.



Pemenue. Ilpen na ru 3amMeHnMe MepHUTE OpOeBH Ha AMUMEH3MHTE BO (opMmysiaTra
3a TUIOIITHHA Ha MPABOATOJTHUKOT, HUB MPETXOMHO Tpeba 1a ru u3pa3uMe BO MCTa eAMHUIIA
noknHa. Takazaa=1,2dm=12cmu b =7 cm, nobusame: =a- b= 12-7 =84 cm>.

1 ) Ilpecmeraj ja ruiomITHHATA HA TPABOATOJIHUK, YU CTPAHU CE JOJITH:
a) a=1,7dmub=6cm, 06) a=12m u b=4dm.
Busejkn kBagpaToT € CrelyjaicH Cilydaj Ha MpaBoarojHuK (T0oj MMa €IHAKBH COCEIHH
CTpaHH, T.€. b= a), 3aroa (hopMmynara 3a HeroBaTa IUIOIITHHA ke Oune: P = a- a, t.e. P= 2,

Ha anMep, KBa)lpaT CcO CTpaHa J0Jira a:6 CM uMa IoIITUHA
P=a¢? = 6°=36 cm?.

2 ) Konkapa miomTrHa nma KBaapar co CTpaHa:

a) J3cm, 0) gm.

3ATAUH

3 ' Jlagena e muiomruHata Ha npaBoarodHukoT ABCD u eqna HeroBa ctpaHa.
Onpenu ja apyraTta cTpaHa Ha MPaBOATOTHHUKOT, aKO:

a) P=1400m?, a=35m, 6) P=53,3dm? b=6,5dm.

4 ) Haupraj 4eTupu IpaBoarojHUIM, O KOM CEKOj Ja MMa IuIomTuHa 24Cm?, a ocHoBara Ja
My e gonra: a)dcm, ©6)5cm, B)6CmM, Tr1)8cCm.

5 Kako ke ce mpoMeHH IUIOMITHHATA HA JaJeH MPaBOAroJHUK, aKo:
a) OCHOBATa Ce 3roJieMu 2 TaTH, a BACHHATa OCTaHEe UCTa,
0)ocHoBara ce 3rojieMu 3 1aTH, a BACKHHATA CE 3rOJIEMH 2 TaTH?

6 KOHCTpYI/Ipaj KBaIIpaT, IITO € €AHAKBO IIJIOIICH CO AaJACH HpaBanOJIHI/IK YU ITUMECH3HUU CC
a=6cmub=24cm.
7 » Konky pa3iau4Hu mpaBOAroJIHUIM MOXKE /1a C€ HalpTaaT MpH YCJIOB: CTPAHUTE Ja My C€

M3pa3eHu BO I1eJ1 OpOj CAHTHMETPH, a IIEPUMETAPOT Ha CEKOj O HYB J1a € ¢THaKOB Ha 16 cm.
Koj on THe ipaBoaroHUIM K€ ©Ma HajrojieMa IUIOMTHHA?

8 ) KBagpart coctpaHna 7,5Cm 1 paBOAroJIHUK CO €JHAa CTpaHa SCM nMaar eJHaKBHU IEPUMETPH.
Koja on Tie nBe ¢purypu uma norojema rniomTHHA?

9 ) Kaj Muaujuure npoHajaeH e uptexot 68. Illto mokaxysa
Toj upTex? Jlanu Toj e Bo Bpcka co [TuraropoBara reopema?

10 3akonky nporenTH ke ce 3rojeMH IIOIITHHATA HA KBAIPaTOT
co cTpaHa @=8cM, ako cTpaHaTa My ja 3TOJeMHII 3a: Lpr. 68

a) 2cm, 6) 4cm?

OO OO OO
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1V.16. IVIOITUHA HA ITAPAJIEJIOT' PAM

Ke ja nokaxeme ciennapa:

Teopwna. IlnomTuHaTra Ha nmapajejiorpamMmor € €aIHaKBa Ha NPOU3BOAOT 01
JOZKUHUTE HA OCHOBATa M CO0IB€THATA BUCHHA, T.€.

Joxa3. Heka e nanen napanenorpamor ABCD, mito He e mpaBoarosnuk. JlomkuHaTa Ha
HEroBara OCHOBA M COOJJBETHATA BUCHHA JIa 'M O3Ha4nuMe co a u . Tpeba Ja nokaxkeme Jieka 3a
IIomTHHATa Ha mapanenorpamotr ABCD Baxu hopmynara

= M

Huz remumara C u D na moBneueme Hopmanu Ha mpaBara AB. Ilpuroa ro mobuame
npaBoarostHukoT EFCD, 9rja ocHOBa M BUCHHA CE€ COOJIBETHO €HAKBU CO OCHOBATAa M BUCHHATA
Ha JaJleHnoT napanenorpam. On nprexor 69 remame nexa Toukarta F cexoramn jexu HaIBOp
on orceukara AB, a 3a Toukara E moxHnu ce nBa cinydaja: E€AB (upt. 69a), wiu E¢ AB (upr.
690). MeryToa u BO 1Bara ciiy4aja BayKu:

Lpt. 69

A CD ABCD+ BC a ACD — CD+AD

OAHOCHO  pgept gc = ot abD- 2)

Ho, npaBoaronuute Tpuaromaunu BCF u ADE ce cknagnu. Jlokaxkere. 3Hauun
BC AD"

3aroa o paBeHCTBOTO (2) clienyBa aeKa

ABCD — cD -

Ho, P a ,, a Toa 3HauM JIeKa

EFCD=
aBcp =@ -
Co Toa Teopemara € J10KakaHa.
Axo 3a ocHoBa Ha napasienorpamor ABCD ce uzbepe npyrara Herosa ctpasna b, Toramt
BHCHHATA KOH Hea € |, Ta Ke Ouie



3anaua. Jlajen e mapanenorpam co crpanu a=15¢m u b=8cm u ocrap aron a=30°. /la ce

OIpe/iaT IBETE BUCHHKM _ H .
Pemenue. Hexka ABCD e nanenunor napanenorpam, npu mro AB =15cm u AD =8cm.
Heka DM e Bucuna Ha crpanara AB. bunejku Z/BAD=30° no6uBame nexa rpuaroaankor ADM

€ ITOJIOBHMHA OZ1 PAMHOCTPAaHHUOT TPUAT'OJIHUK CO CTPpaHa

—_— D C
8cm (upr. 70). 3aroa .= DM =4cm ma nnomrunara
Ha napasesorpamor € P=15- 4=60 (cm?). 300
Iotoa oz popmynara P=b |, no6usame: AT BYi B
b =—=@=7,5(Cm) \\\\\:
b 8 Lipr. 70

3Hauu, a:4cm U b:7,50m.

G_ [Ipecmeraj ja mIomTHHATA HA TapajesiorpamM, Yuja OCHOBA M BUCHA Ce:
a) a=10,4cm, _=6cm, 06)a=2,5cm, _=1dm.

3AJIAUUT

6 [Tapanenorpam CO ocHoBa a=8CM uma miuomTuHa P=32cm? Oxpenu ja BucuHata  Ha
napajieaorpaMor.

/é . Ennara crpana Ha poMOom1oT € gonra 15Cm, a coonBeTHara BUCHHA € J1ojira 8CM. AKo
Jpyrara cTpaHa Ha poMOOHIOT N3HecyBa 12CM KoJikaBa € BUCHHATA IIITO M O/IroBapa?

4 Tlosuaru ce NOIKMHUTE Ha CTPAHUTE HA MapasenorpaMotr a=4cm u b=5cm u moronemara
HeroBa BucuHa =3CM. [IpecMeraj ja ruiomrruHaTa Ha MapajiesorpamMor.

KS [TnomTiHAaTa HA MApaNenorpaMoT ¢ eHaKBa Ha 36CM?, a HErOBUTE BUCHHH CE JOATH 4CM
u 6cm. Oxpeny ro HEroBUOT MEPUMETAP.

/é ) MnomruHaTa Ha pom6or ABCD e 36cm?, a mepumerapot my e 36cm. Oxpenau ja BUCHHATa
Ha TOj poMO.

G k ITokaxxu xou napajiejiorpaMu Ha OPTCKOT 71 ce CIHaKBO IIJIOIIHH.

Lpt. 71
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8 ) HManen e kBagpar ABCD. Konctpyupaj napanenorpam co ocHoBa AB u ocrap aron 60°,

IITO € CAHAKBO IJIOIITEH CO 1aACHUOT KBaApar.
P N D M C

9 ) Jlokaxu neka napaneiorpamure ABCD u ABMN
Ha LPTEXOT /2 ce eIHAKBO IUIOIIHH, Kajie LITO

MC =ND.
10 Mazen e mapajenorpam co cTpanu a=6cm, b=4cm A B

u octap aron 45°. Oapeau ja MoIITHHATA HAa TOj Lpr. 72
napaJiesiorpam.

IV.17. IIVNIOIONTUHA HA TPUAT'OJIHUK

. 3a IJIoIITHHATA Ha TpHAroJHUK BaXy CJICAHaBA.

Teopema 1. IllIOIITHHATA HA CEKOj TPUATOJIHUK € €IHAKBA HA MOJYNPOU3BOAOT

a
01 J0/IZKMHHHUTE HA OCHOBAaTa U CO0ABECTHATA BUCHHA, T.€. =—£&

2

Jloka3. Heka e nanen tpuaronaukor ABC (upt. 73). Jomkunure Ha ocHoBara AB n
COOJIBETHATa BUCHHA JIa TH O3HAauYuMe CO ¢ U

Axo HM3 Temumara B u C moBrnedueme mpaBu
napanenHu CO copotuBHuTe ctpann AC u AB Ha
TPHUArOJIHUKOT ke ro nodueme mapanenorpamor ABEC,
KOj MMa MCTa OCHOBA U MCTA BUCHHA KAKO U TPUATOTHUKOT
ABC. bunejku napanenorpamor ABEC ce coctou ox 1Ba
ckianuau Tpuarosauka ABC u BEC, 3aroa miomruHara
Ha CeKOj O] HUB € e/IHAKBAa Ha MOJIOBUHATA OJ1 IUIOIITHHATA
Ha napanenorpamotr ABEC.

Ho, PABEC: C- . Ma Cropes Toa, IIOMITHHATA HA Ja/ICHUOT TPUATOJIHUK ABC, ke oune
2
a a b b
Amnayiorno Baxkar u Gopmynure = > u = T @

Co toa TeOopCMara € JOKaKaHa. On Hea clieayBa CliCaHaBa.
Hocneduua 1. Tpuaro.lmmm, KOH MMaartr €JHa ucCTa OCHOBA, 4 BPBOBUTEC UM

JieKaT Ha TPaBa napaJjieJiHa co OCHOBATA, Ce eJHAKBO IJIOMIHU (1pT. 74).

dopmynaTa 3a IJIOMITHHA HA TPUATOJHUKOT MOXKE J1a C€ 3aluIlle U Baka: =C-
MOKa)KyBa JICKa K€ Ba)KU U CJIC/THABA:

, a TOAa



IHlocneouya . TpUATOJTHMKOT € €IHAKBO ILUIOLIEH CO PABOAT0JIHUK CO HCTATA OCHOBA
¥ CO BHCHHA €IHAKBA HA MOJIOBHHA 0] COOJIBETHATA BUCHHA HA TPHATOJIHHUKOT (1IpT. 75).

Jlokaxere.

C C C,

Lpt. 74 Lpr. 75

(DopMynaTa 3a IUIOIUTHWHA HA TPUAroJHUKOT MOXKE Ja C€ 3alUIIC YIITE M BaKa.

c .
=—- .. Llrto mokaxysa T0j 3anuc?

2 C
[Tpecmertaj ja ruIomITHHATA HA TPHATOJIHUKOT, aKo OCHOBara (@) W COO/BETHATA BUCHHA
() u3necypaar:
a) a=18cm, =12cm, ©)a=2,4dm, =3dm, B)a=8,6m, =5m.
Jla pasmiename pamMHOCTpaH TPUArojJHUK CO CTpaHa a. 3HaeMe JeKa CeKoja

a3
Ol HErOBHTE BHMCHHHM € Joira =-——. 3aroa IUIOMTHHATA HAa TPHATOJHHKOT €

1 1a‘a\/§_a2\/§

2 2 2 4
Iocneouya 3. Il1oITHHATA HA PAMHOCTPAH TPHATOJIHUK CO CTPAHA € €HAKBA HA
a’+/3

== @)

, & CO TOa ja moOuBame:

. Craporpukuot MareMaTudap XepoH ja Jo0ui cieaHaBa popmysia, Koja 1Mo HEero ce
BrUKa XepoHoBa (opMyia, 32 MPECMETYBamkEe Ha TUIOMITHHATA HA TPUATOIHUK CIIOPE]] TPHUTE

HETOBM CTpaHu a, buc:
VAR @

a+b+c
KaJie IITO € MOJIyIIEPUMETAPOT = — Ha TPUATOJIHUKOT.
Mpumep 1. Tpuaromuukor ABC mma crtpanu: a=16cm, b=11cm wu ¢=9cm. Jla ce
IIpECMETa HeroBara IUIOIITHHA.
Pemenne. /lafeHUOT TpUArOJHUK UMA MOITYTIEPUMETAP

_ a+b+c :16+11+9:§:18 (cm).
2 2 2
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Kopucrejku ja XepoHoara ¢popmyrna jgecHO ja JoOMBaMe IJIOIITHHATA Ha 1aJ€HUOT
tpuaronauk ABC:

=/ (—a)( —b)( —c) =+/18(18—-16)(18—11)(18—9) =
=18-2.7-9=+/36-7-9 =637 =187 ~ 47,7

3na4u, bapaHara riomTuHa Ha TpuaroHukot ABC e P~47,7cm?,

. Ke naneme ymre enna popmyna 3a npecMeTyBame IJIOITHHA Ha TpUaroiHuk. Ke
MOKa)keMe JIeKa BayKU CJIeTHaBa

Teopema 2. IlnomTMHATA HA TPHATOJHUK € €IHAKBA Ha TPOU3BOAOT O]
MOJIYNEPUMETAPOT M PAJANYCOT HA BIUIIIAHATA KPYKHUIIA, T.€.

=1 (@)

Jloka3. Heka O e 1ieHTapoT Ha BIMIIaHATa KpYXHUIA Bo TpuaroiHukotr ABC (upr. 76).
Toram nmame:

AABC —  AAB + ABC + ACA

C

/A

" cr ar br a+b+c
b a =—+—+—=———"r= I, WO
b‘ 2 22T 2

Mpumep 2. Jla ce mpecMmera IUIOIITHHATa Ha

A c B rpuaromsuk ABC ako Herosmor mepumerap e L=20cm a
Lpr. 76 paMycoT Ha BIUINIAHATA KPY)KHHIA € F=2CMm.
r 20-2
Pemenue. Criopen popmynara (4) noouBame = - = o =5 - 20cm?,

(é\ ) TInorTuHaTa Ha TPUATOJIHUKOT € eiHaKBa Ha 56¢m?. Onpe/y ja BUCHHATA Ha TPHATOJIHUKOT,
 IITO ¢ MOBJIeYEHa KOH cTpaHara b=14cm.

3ATAUH

(é\ Kako ke ce mpoMeHH TUIOIITHHATA Ha TPUATOTHUKOT, aKo:
~ a) ocHOBaTa ja 3roJeMUMe 3 MaTH, a BUCHHATA OCTaHE HENPOMEHETa,
0) oCHOBaTa OCTaHE MCTa, a BUCHHATA ja 3roJIEMUME 2 TaTH,
B) OCHOBaTa ce¢ HamaJiu 6 1maTH, a BACHHATA CE 3rOJIEMH 2 MaTH?
(4\ ) Jlokaxku Jieka IJIOMTHHATA Ha TIPAaBOAroJieH TPUATrOJHUK € €HAKBa Ha IMOJYIIPOU3BOIOT
~ OJI IOJDKUHUTE HAa HETOBUTE KATETH.

(5\ ) InomTiHAaTa HA €eH MpPaBOAroJieH TPHArojHuK usHecysa 40,32Cm?, a exnara Herosa
~ Karera e 5,6cm. Oxpenu ja apyrara Karera.

(6\ ' OcHOBaTa Ha eJIcH TpUAroIHUK € 9CM, a cooiBeTHaTa BicHHA 6CM. Toj e mpeTBOpeH BO ApyT
 TPHAroJHHK co ocHOBa 12¢M. Oxpenu ja coonBeTHATA BUCHHA HA BTOPHOT TPHATOJIHUK.



JlanieH pa3HOCTpaH TPUATOIHUK MPETBOPH TO BO:
a) paMHOKpakK, 0) MpaBoaroJieH TPUAroJIHUK, IITO UMa CO HETO MCTa OCHOBA.

KoHcTpynpaj npaBoaroiHUK-eKBUBaJICHTEH co AajieH TpuaroaHuk ABC, mro uma co Hero
3aeqHUYKa ocHOBa AB.

@ Hanpraj npoussosien tpuaroinauk ABC, a noroa nperBopu ro Bo pom0 co ocHoBa AB.

[Toxaxku kou puUrypu Ha LPTEKOT 77 Ce €JHAKBO ILUIOIIHHU.

1 2 T 74
/ 7 5 7
/ A
)24
6 v
[T\ 8
[\ |7 9 0] _A
=
Lpt. 77

@ [Ipecmeraj ja 1utomThHaTa Ha oOOcHHMTE (HUrypn Ha IpTex)oT /8a, O, Kame WITO
yetupuaroHukor ABCD e npaBoaroyiHuk.

@ Han enna ctpana Ha e/ieH MpaBOaroJHUK KOHCTPYHPaH € PAMHOCTPaH TPUATOIHHUK KAaKO
Ha 1prexxor 79. Oapeau M mMepUMETapoT M IUIOUITHHATAa Ha Ienata (urypa cropen
MOJATOLIUTE Ha I[PTEXKOT.

6) D 5 2C < 42 m .
A

; i
3 > i
1 2 o i
A 3 4 B '

Lpr. 78 Lpr. 79

@ IIpecmeraj ja miomruHara Ha TpuaronHuk ABC, ako ce 1ajieHu HETOBUTE CTPaHU:
a) a=8cm, b =15cm, ¢ =17cm; 0) a=7cm, b=8cm, ¢=9cm.

V. 18. IVIOIUTUHA HA TPAIIE3

3a mIonITHHAaTa Ha Tpares3 BaXu CJICaHaBa

Teopezna. IlnomTuHaTa HA TPaIe3o0T € ¢IHaAaKBAa HA MPOU3BOI0T 0/ l'lOJIy36PIp0T
Ha HETOBUTE IB€ OCHOBHU U BUCUHATAQ, T.€.

OO OO OO
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Joxa3. Heka ABCD e tpanes, AB=¢ u CD=b nerosu

ocHoBH, @ C = Herosa BHCHHA (pt. 80). dumjaronamara AC
ro genu tparme3or Ha nBa Tpuaronmnuka ABC u CDA. Ako 3a
ocHoBa Ha AABC ja zememe cTpanara AB, a 3a ocHoBa Ha ACDA

B ) ;
Ja 3€MCMC CTpaHaTra CD, TOoralul HUBHHUTE COOABCTHU BUCHHU KC
pr. 80 OuzaT eJHAKBU CO BHCHATA HA TPAIEe30T, [1a J00UBaMe:
a b a b (a+h) (a+hb)
AABC :7’ ACDA :7' A OTTYKa  pgep :7“'7: 5 T.C.  aBcD :T'

Co Toa Teopemara e JoKa)kaHa.
AKo 3eMeMe IpeABH]l JAeKa: MOMy30UpOT O JODKMHHUTE HAa OCHOBHUTE Ha TPAame3o0T €
€IHAKOB Ha JIOJDKMHATa Ha HEroBaTa Cpe/Ha JIMHUja , Toraml ropHara ¢opmyna ro n1o0uBa

a+b
BUJOT = ,KajJe ITo = T Cnopen Toa, Baxu

Hocﬂeduua. ILnomTnHaTa Ha TPpame3oT € €IHAaKBa Ha NMPOU3BOAOT OA NO/IKHHUTE Ha
Herosarta cpeaHa .]II/IHI/Ija M BUCHHATA, T.C.

G_\ ) IIpecMmeTaj ja TUTOIITHHATA HA TPaIe3, ako OCHOBHTE @ M D u BucuHara ce:
a) a=14 cm, b=8cm, =9cm; 6)a=2,5dm, b=9cm u =1,5dm.

(2\ OcHoBuUTE Ha eleH Tpame3 ce goiaru 8,5cm u 5,8cm, a Herosara riomruHa € 42,9cm?,
- Opnpenu ja BUCHHATA HA TPAIE30T.

3ATAUH

JlomHaTa OCHOBA Ha TPamne3o0T € eAHakBa Ha 13Cm, BucHara My € 5CM, a riomTHHATa e
enHakBa Ha 50cm?. Oxpenu ja ropHaTa OCHOBA Ha TOj TpaImes.

Enna nuBa, xoja umana ¢opma Ha Tpane3 co ocHoBU 142m u 86m u Bucuna 42m, 6una
noceana co nmamyk. On 1 nexap Owino HaOpano mpoceyno 95Kg mamyk. Komky Owmio
HaOpaHO o1 1ies1aTa HUBA?

® o

[TnomTHHaTa Ha eleH TpaBOArojeH Tpame3 W3HEecyBa
87cm?, Ompenu ja OKHHATA HA HOPMATHHOT KPakK, ako
OCHOBHTE Ha Tpamne3oT ce goiaru 18cm u 12cm.

®

Hampraj nBa ckiajHu Tpame3a cO OCHOBH a U D wu
BUCUHA . V3pexu TW W TpUAPYXKH TH €IeH A0 APYyT
kako Ha nprexot 81. Koja ¢urypa ce oopasysa? Kako ce
IpecMeTyBa IUIOIMITHHATA Ha JIBaTa 3APYKECHU Tparesy, a
KaKO caMo Ha €THUOT Tpare3?

Lpr. 81



[TpecMeraj ja TUIOIITHHATA HA PaMHOKpaK Tpare3, ako ce
MO3HATH HeroBuTe ocHoBW @ =11lcm, b =5cm u octpuor
aroJj npu ocHoBara o.=45°.

8 Jlokaxu Jieka Tpames3oT € €IHAaKBO IOJIEM CO TPHATOJIHMK,
YHja OCHOBA € ¢HAaKBa Ha 30upoT o ocHoBuTe (a+b) Ha
TPaIre30T M CO COOJBETHA BHCHHA KMCTa CO BHCHHATA Ha
tpane3ot (1pT. 82).

9 ,Z[OKa)KI/I JACKa, AdaACH Tparnc3 € CJIHAKBO IUIOIMICH Ha
napajejorpaMm €O HCTa BUCHUHA N OCHOBa €IHaKBa Ha

cpeaHaTa JIMHKja Ha Tpare3oT (pt. 83). / i /S\

10 JHamen tpane3 ABCD mpetBopu ro Bo: a) mapaienorpam co
UCTa BUCHHA, 0) MPABOArOJIHUK CO UCTA BUCHHA.

A H 4 E B
Ipr. 83
11 Kako moxe na ce pa3menu naneH tparne3 ABCD Ha nBa aena, Taka mTo oJ HUB J1a MOYKE
~ JIa ce COCTaBH: a) TPMAroJIHMUK CO MCTa BUCHHA KAKO M HA TPAIe30T, 0) mapaenorpam co
HCTa BUCHHA.

V. 19. INIOIITUHA HA JEJTOU

3a monTHHaTa Ha JACITON 0T BaXXHU CIICAHABA

Teopwna 1. [lnomTHHATa Ha ACJITOUIOT € €/ITHAKBA HA MOJYIIPOU3BOIA0T O
JOJKUHUTE HA HEI'OBUTE lmjarona.nn, T.€.

Jlokas. Hexa ABCD e nenroun, d, u d, ce nujaronany, a S npecek Ha aujaronanute (upt. 84).
3Haeme JeKa AMjaroHajJInuTe Ha ASITOUI0T C€ 3aeMHO HOPMaJTHH.
Hujaronanara AC ro nenu genrounot Ha asa TpuaronHuka ABC u ACD. Ako 3a ocHOBa Ha THE

TPUATOIHHUIM ce 3eMe aujaronanara AC =d,, Toramr:

D
d,-B d,- D
mec = 5 M aep T 5
2 2 4
1a 3a IJIOIITHHATA Ha JIeITOM/IO0T 100uBaMe: A —gl— C
d,-B d,-D d — — d,
+ = + =—(B + D),
AABC AACD 2 2 2 ( )
1
OJIHOCHO = Edl -d,. Co Toa Teopemara e JOKaxKaHa. o
Lpr. 84
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Ha cinyeH HauMH ce T0KaKyBa U Clie[IHaBa MOOIIITA!
Teopema . IlnomITHHATA HA CEKOj YeTHPUATOJIHUK €O HOPMAJIHU ANjarOHAIHU

€ ¢/lHAKBa HA MOJYIIPOU3BOIA0T O HEITOBUTE zmjarona.]m.

Ha xou o1 mo3HaTUTe YeTHPUATrOIHULIM MOXKE J1a Ce MPHUMEHHU OBaa Teopema?
Ipumep. [la ce npecMmeTa IIIOMITHHATA HA ICITOU]I, YA ijaronany ce fonru d, =5,6cmu d,=9,5cm.

Pemenne. = %dl -d, = 5'659’5 = 53’220 = 26,6 (cm?).

1’ Onpenu ja mnomrtunara Ha pom6 co aujaronanu d,=12cm u d,=9cm.

3ATAYA

2 ) Onpeny ja mIomTHHATA HA JIGITOU], AKO CE€ MO3HATH HeroBute aujaronamu d, =6,3cm u
d,=4,8cm.

3 ) IlmomrruHara Ha aeatouaoT u3HecyBa 90CM?2 Axo eqHaTa Herosa jaujaroHana e 7,5cm,
HAaj/1 ja ipyrarta JujaroHasnia.

4 KonkaBa IIomTHHA MMa KBaJIpar, 9uja qujaroHana e 7,9cm?

5 | Hajau ja muiomtuHata Ha paMHOKpaK Tpares co HOpPMaJIHU JIMjaroHajy, ako JujaroHanara
My e joara 7,6¢cm.

6 | Hampraj mpou3BoIIeH AEATOU U KCEUYH I'O TI0 HETOBUTE ijaroHasu. O JOOMEHUTE 1eTI0BU
cocraBu npaBoaroysHuk? Kou ymre npyru Gpurypu Moxxe /1a ce cocTaBar O THE JIeIOBH?

7 Hajau ja BucHHATa HA POMO, YUK [MjarOHAIM CE JOJTH d1 =|8cm u d2:13cm.

8 Crpanara Ha pom6oT e jmonra 15,5cm, a exnara aujaroHana dl=25,4cm. [Ipecmeraj ja
Jpyrara AujaroHaia M IIOIITHHATA Ha POMOOT.

9  Crpanure Ha enen aentoun ce moaru: 28¢m u 46¢cm. Ilpecmeraj ja miuomThHara Ha
JIENITOUIOT, aKO HeTOBara JIMjaroHasnia, ITo He € CUMeTpaliHa Ha AEATONIOT, U3HecyBa 35CM.

IV. 20. IVIOIITUHA HA ITPABUJIHU MHOI' YAT'OJTHUIIA

. Jlo Tyka ce 3amo3HaBME CO MPECEMTYBAaETO Ha IUIOMITHHATA CaMO Ha HEKOH
MHOTYaroJIHHUIIX: TPaBOATOJHHUK, KBAApaT, MapajeiorpaM, TPHAroJIHUK, Tpare3 | JAEITOHu . 3a
7la ja ofpenuMe TUIOIITHHATA Ha IPOM3BOJICH MHOTYAroJIHUK, HCTHOT Tpeda J1a ce pa3zieny Ha
TakBU (pUTYpH, YHja TUIOIITHHA 3HaeMe 11a ja ogpeanme. [loroa 30upoT o MIOIITHHUTE HAa CUTE
TUe QUTYypH Ke HU ja maje OapaHara IUIONITHHA HA TaJICHUOT MHOTYarOJIHUK.

PaznenyBameTo Ha Ja/ieH MHOTYaroJIHUK Ha MPOCTH (UTypH MOXKE Jla C€ M3BPIIM Ha
pasnuyan HaurHaU (1pT. 85).




. 3a IIPAaBUJIHUTEC MHOT'YaroJIHUIM BAXXHU CJICTHABA.

Teopema. I1nomiTHHATA HA CEKOj NMPABHJICH MHOTYarOJHHK € €JHAKBA Ha IOJIY-
NPOM3BOJOT O/f HETOBHOT NepUMeTap M PaJuyc Ha BIIMIIAHATA KPYKHHLA BO Hero, T.e.

@)

KaJe IIT0 €IepuMEeTapoT HAa IPAaBUJIHUOT MHOI'YaroJIHUK, [-paavyc Ha BIIMIaHaTa
KPY:KHMI(a BO HEI'0.

Jloka3. AKO LIEHTapOT Ha MPABUIHHOT N-arojIHUK IO CBP3EME CO CEKOE HEroBO TEME,
TOj K€ ce pa3liedy Ha n CKJIaJHU paMHOKpaku TpuaronHuuu. [ImomTuHata Ha cexoj on Tue

, 1
TpuaronHuiy, Ha npuMmep Ha AAOB (upt. 86), ke Ouae exHakBa Ha E'an” , Kaje mro a_ e
CTpaHa Ha MPAaBUIHUOT N-aroJIHUK, a M-pajuyc Ha BIUIIAHATA KPY)KHHUILIA.
Criope Toa, 3a IJIOMITHHATA HA TIPABHIIHUOT N-aroJIHUK JT0O0UBaMe:

_na,-r
2

Ho Guzejkn npousBonoT na, npercraBysa nepumerap L Ha

MIPaBIWJIHKOT MHOTYarojiHuK, 3aToa (hoopMyJara 3a IO THHA Ke I1acu \ )
r M5 Vas
== N 7
2 A % B

Co Toa TeopeMara e JIoKakaHa.
Ke pasmename noceOHo Tpu ciydaja: N=3, 4, 6. Lpr. 86

Ako N=3, T.e. aKo € AajieH paMHocTpaH TpuaroaHuk ABC, Toram 3naeme jeka

r:—:ﬁ =_=3_a __'r_ r_3_a_a\/§_a2\/§ (2)
3 6 u 2 2,HaI/IMaMe = 5 = —2 _6 = 4 .

AKo N=4, T.e. aKo € JaJIcH KBaJpar co CTpaHa a, Torall

a 4a a_ 2
r=— = =—= =28.-—=a
5, H 7= 2a, na umame 5 3)
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Axo N=6, T.e. aKko € JIaJIcH IPAaBUJICH IIECTArOJIHUK CO CTPaHa @, TOTalll paJMyCcOT Ha BIMIIaHATA

\3

KpY>KHHIIA € €AHAKOB CO BUCHMHATa HA paMHOCTpPaH TPHUAroJIHUK CO CTpaHa a OMHOCHO, I =a-—.

2
\/§ B 3\/§a2

OcBeH TOa =6—a=3a, ma P=3a-a —
2 2 2

Hcrara ¢popmyna ce 100KBa ako IIIOIMTHHATA HA pAMHOCTPAH TPUATOJIHUK CO CTpaHa a
ce IIOMHOXH CO 6.

. 3abesexyBame Jieka BO TeopeMara, BO 10ka3oT Ha (hopmysara (1) cymTrHcKa yinora
umaiie (pakToT Jicka BO MPAaBUIIHUOT MHOTYArOJIHUK MOXKE J1a C€ BITUILE KPY)KHHIIA, YUj painyC
e I. 3atoa hopmysara (1) Baku BO OIIIIT CIy4aj 38 MHOTYaroJHHK OIHUINAH OKOJTY KPY)KHHUIIA CO
pammyc I.

Taka ako n=3, oz (1) Beanai ce 1o0uBa hopmynaara P=sr 3a MPOU3BOJICH TPUATOIHHK,
OuejKkiu BO CEKO] TPUAroJHUK MOXKE Jla C€ BIHIIE KPYKHHMIIA. AKO #n=4, U BO HEKOH
YETUPUATOJIHUIIA MOYXKE JIa Ce BITUINE KPY)KHUIIA (KBaapar, poM0O, AEITOUI), TOrall HCTO Taka
MoXe 1a ce npumenn popmynara (1).

3ATAUH

1 ' Exno rpagunuimnte uma ¢popma Ha Tpane3ous, yija eaHa qujaronana e qoiara 280m, moneka
JIpyTUTE JBE TEMHba ce ojaieueHu o Hea Ha 124m u 86m. [Ipecmertaj ja muiomTuHara
Ha TPaJUITUIITETO.

2 | [Ipecmeraj ja miomrTuHara Ha pUrypuTe Ha LPTEXKOT 87.

5 A

a) H3 0)

\ (],
A
4
A
) 3
A A y
B 9 cm M
A " « 6 cm
Lpt. 87 .
3 ) Ox mpaBoarolHO — mapye  JlaMapHHa J 7y

U3peXaH € Jetan co popMa U JUMEH3UU
kako mprexxor 88. Ilpecmeraj ja
INIOLIITHUHATA Ha ACTaJIOT. I[I/IMGH3I/II/ITC Ha 16
[[PTEKOT CE M3Pa3EHU BO CAHTUMETPH.

7
4 ) Pagumycor Ha BHIHWIIaHaTa KPY)XHUIA BO 5?
MIpaBUJIEH IIECTArOJIHUK € F=4cm. Oapenu 27
r'0 HETOBHOT MEPUMETAp U IUIOMITHHA. Lipr. 88

A 4

A




5 OI[peZ[I/I To paJnuyCOT Ha OIIHMIIaHATa KPY’KHUIIA, paAuyCOT Ha BIIUIAaHATa KPYKXHHULA U
IJIOIITUHATA Ha IIPaBUJICH MICCTArOJIHUK, KOIr'a € JaJACHA HCroBaTra CTpaHa a=2cm.

6 ' XOJHHUKOT Ha €IHO YUMIUIITE, ITO MMa (hopMa Ha MPABOATOIHHK co cTparu 12m u 3,25m
€ MOIJIOYEH CO TUIOYKH IITO MMaaT (hopma Ha MpaBUIICH [IECTArOJIHUK CO CTpaHa a=8cm.
Konky mutouku ce ynoTpeOeHu 3a MOIIoYyBakEeTO Ha TOj XOJHHUK?

7 Bo ucra xpyxHHIa c€ BIMILAHU MPABUJIEH HIECTArOJHUK M PAMHOCTPAaH TPHATOIHHK.
[Tokaku Jeka IUIOIITHHATA HAa LIECTaroJHUKOT € JiBa IaTy IorjieMa O IJIOLITHHATa Ha
TPUATOITHUKOT. E D

8 | Ha nprexor 89 e HanpraH nmpaBUJIeH ILIECTarojHUK CO CTpaHa
2,5cm. Ox temero A nosnedenu ce aujaroHamure AC u AD. C
IIpecmeraj ja miomruHara Ha TpuaroaHukoT ACD.

9 ) Heka a, b u ¢ ce cTtpanute Ha manaeH TpuaronHuk. Jla ce Hajae
paanycoT Ha BIMIIIAHATA KPY)KHHIIA BO TPHATOIHUKOT.

B
Lpr. 89
10 Mamen e nerrouns co wiomriaa P=12cm? u nepumerap 26cm. Jla ce mpecmeTa paamycot
Ha BIMIIAHATA KPYXXHUIIA BO AENTOUIOT. Jlann NenTonaoT € eqHO3HAYHO ONpEAesIeH CO
3aJ1aBab-CTO HA HEroBara IUIOIITHHA U ITepuMeTap?

IV, 21. IOJDKUHA HA KPYKHULIA

. [To3HaT BU € MOMMOT JIOJDKMHA HAa OTCEYKa. 3HaeMe OTCeYKara € Jiesl Of MpaBa.
MeryToa, Kpy)KHUIIaTa € KPHBa JMHM]jA, @ CO TIOMMOT JIOJDKMHA Ha KPWBa JIMHHUja TPBIAT Ce
cpekaBame. JleduHuimja 3a T0JDKMHA HA KPUBA JIMHUja cera HE cMe BO COCTOj0a J1a aaneme.
Ho, 3a na nobueme Harvie[Ha MpeTcTaBa 3a MOMMOT JIOJDKMHA Ha KPYXKHHUIA, Ke 3eMeMe e/IeH
o0pay WiIu MOJIeN Ha KPY)KHHIIA O] )KUIla U UCTUOT Jia To Tpkayiame (0e3 JHu3rame) T0JK eHa
noaymnpasa Ax (1pt. 90)

. ° M

M
A B
Lpt. 90

Tpkanamero Ha 00pavOT /1a TO COMPEMe BO MOMEHTOT Kora Toukara M o 06pavor, koja
ce coBmaraja co MO4YeTOKOT A Ha rosynpasara Ax, npB nar 10j1e (ke Jie)kn) nak Ha nojxyrnpanara
BO Hekoja Touka B. Ha TakoB HaumH Ha nomymnpasara Ax ke nobueme enHa orceuka AB, koja
UMa MCTa JOJDKMHA, KaKo M OTCeYKaTa ITO OM ce JoOMiIa Kora MOZIENOT Ha Kpy>KHHIIATa TO
npecevyeMe BO €/1Ha TOUKa, a IOTOA T0 UCIIPAaBUME BO TpaBa JIHHH]A.

JlorkuHaTa Ha Taka JoOMeHaTta orcedka AB ce BUKa JO/KMHA HA KPYKHMIATA, YH]
MOJIeN IO TpKajaBMme 1o noiynpasara Ax (upt. 90).

=V
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. OuurnenHo € Jeka cekoja KPY)XKHUIIA MMa TOYHO OIpeeNieHa JOJDKMHA, KOja

HECOMHEHO 3aBHCH OJ1 HEj3UHUOT PaJInycC.

Jlo;kuHAaTa Ha KPY)KHHUIATa Ke ja o3HadyBamMe co OykBara L.

[TpobaemoT, kKako 1a ce U3Mepu WM IpecMeTa JODKMHATA Ha KPY)KHHUIA CO JaJeH
panuyc, 1oAro ra Madyes MareMarndapuTe. Pemasajku ro Toj mpo0ieM, THe IPBO OTKPHIIE JeKa:

Onnocot (pa3MepoT) o1 A0KMHATA HA KPYKHULIATA M HEj3HHHOT Qujamertap 2r
e ucT 0poj 3a cexoja KPy:KHULIA.

Ocranaro ymite aa ce Hajae Toj 6poj. Toj MHOTY BaskeH Opoj mprdareHo € 1a ce 03HadyBa
co rpukara OykBa 1 (rmu), mpBa OyKBa OJ I'PYKHOT 300p ,mepudepuja”. 3Haun MOXKEMe Ja
3anumieMe:

—=7.
2r
Ottyka ja nobuBame Gopmysara 3a J0JKMHA Ha KPYKHHIATA:

AKO Kpy)KHHIIaTa ja pas3rieayBaMe Kako 'paHnYHa JuHUja (KOHTYpa) Ha COOMBETHUOT
KpYT, TOramul Hej3uHara JoKKUHA L ke mpeTcTaByBa BOETHO U epUMeTap Ha KPYrorT.

. Ce mocTaByBa IpallameTo: Janu OpojoT 7 € paruoHaneH 6poj? OAroBopor € He.
Maremarn4apure, KOM IO UCIMTYBaJle U MpecMeTyBalie OpojoT T, T0Kakajie JAeka OpojoT T e
upaluoHaieH 0poj.

Tonemuor rpuku maremarudap u usudap Apxumen (287-212 rom mpen H.e.) ja HAIoil
NpUOIMKHATA BPEAHOCT HAa OPOjOT T CO TOYHOCT O TpH Aenumainu. Maremarudapor Ludolf
van Ceulen oxomny 1600 roa. 6pojot © ro mpecmeran Ha 35 IelMMaIH, 110 YHe UMe, OPOjoT Tt
yecto ce Buka Jlynosagos 6poj. MeryToa, AeHeC CO €IEKTPOHCKH MAIIIMHK 32 CMETame, OpOjoT
T € IpecMeTaH Ha OrpoMeH Opoj AeuuMain. bpojoT m HamMiaH co MPBUTE METHACCET TOYHU
JeMaly TJ1acu:

n =3,141 592 653 589 793 ...

22

OOuYHO ce KopucTaT ABE NelUMaiHu MecTta 7~3,14 umu m=-—, HO NpPHU MOTOYHH
pecMeTyBambea, OpojoT T ce 3eMa co et aerumannu (n~3,14159).

Ipumep 1. JTa ce ogpenu momKuUHATA HA KPYKHHIIA cO paamyc 12,5ecm.

Pemenne. L = 2nr = 2- 3,14 12,5 = 3,14- 25 = 78,5 (cm). 3Hauu, Kpy>KHHUIIaTa ©Ma
momwkxuHa L=78,5cm.

Ipumep 2. Tpkanara Ha eHa Koja MMaar aujamerap S56C¢m. KonkaB mar ke m3aMuHe
KoJIaTa, ako cexoe Tpkajo ce 3aBpti 500 nmatu?

Pemenne. Axo cexoe TpKajio HANPaBH €IHO 3aBPTyBam-€, TOTAIl KojlaTa Ke M3MHUHE
nar IITO € €JHAKOB Ha MEepUMETapoT Ha TpKanoTo. Bo oBoj cimyyaj, Oujejku MepHHOT Opoj Ha
nrjamerapot (56) e menuB co 7, 3rofHo € 3a OpojoT T ja ja 3eMeMe BpeaHocta 22/7 HamecTo

n~3,14. Taka nobuBame L=nd = % -56=22-8=176 (cm).




3Ha4M, P €THO 3aBPTyBamke HA TpKayara Kojara m3MuHyBa 176cm = 1,76m nar. Ako
nmak cexoe Tpkayo ce 3aBptu 500 maTtH, Kojara ke M3MUHE TaT, IITO € MPUOIIKHO €HAKOB Ha
1,76- 500=880m.

AKO HU € TI03HaTa JIOJDKMHATA Ha KPY>KHUIIATa, a Tpeda a ce OpeIn HEj3UHUOT PaInyc,
torai of popmynara L=2nr nobuBame

r=—.
27

[Ipu npecmeryBame Ha paglycoT Ha Kpy>KHHLATa, KOPUCHO € Ja Ce€ 3Hae U KOPUCTH

. 1
YIITE U PEUUIPOYHATa BPEAHOCT Ha OPOjOT T, IITO MpUOIIKHO U3HecyBa: — ~ 0,318.
V4

IIpumep 3. Axo enHa yenuvHa JIeHTa A0iara 1M ja cCBUTKaMe BO KPY)KHHUIIA, KOJIKaB Ke
OwJie IMjaMeTapoT Ha Taa Kpy>KHUIA?
Pemenue. Tyka noypkuHaTa Ha KpykHHIATa e gaaeHa L = 1m = 100cm, a tpeba na ce

ozipenu Hej3uHuOT aujamerap. Hero ro naorame: d =—= -—=100- 0,318 = 31,8(cm).

3ATAUH E

1 ) IIpecmeraj ja moKUHATA HA KPYKHHIIA, Y] PAJUYC €:
a) r=4,5cm, ©0) r=1dm, B) r=3,2dm.

2 ) TIpecmeraj ja HomKMHATA HA KPY/KHUIIA, 9Hj AHjaMETap e
a) d=7cm, 6)d=12,4cm, B)d=0,8m.

3 ) Kpyxuunara k uma nomxuna L=9,42dm. Onpean ro HEj3MHUOT paguyc U Aujamerap.

4 KonkaB e panuycor Ha 3emjara, Kora 3HaeMe JieKa JOJDKHHATa Ha 3€MjUHHOT MEpPHUINjaH
nsHecysa npuoamkHo 40000 km?

5 ) Komkas mar ke u3muHe 3eMjaTta BO CBOETO BpTerhe okory CoHrieTo 3a: @) 1 gac, 6) 1 MunyTa,
B) 1 cexyH/a, ako HEj3WHATa MaTeka ja cMeTaMme 3a KpyKHuIa, uuj paguyc ¢ 150000000
km, a 3emjara ce 3aBpTyBa eaHam okoixy Conreto 3a 365 nena u 6 yaca?

6 ' MunyTHaTa cTpeNKa Ha eJieH 9acoBHUK ¢ ponra 1,4cm. Konkas mar ke M3MHHE BPBOT Ha
Taa cTpenka 3a: a) 1 gac, 6) 1 men?

7 » Pagmycor Ha eqHa kpyxkHHIA € 8CM. KosikaB € paanycoT Ha Ipyra Kpy>KHHUIIA, KOja IMa
JIBAIaTy TOrojieMa JOHKHHA Off TipBaTa?

8 e Tpkana co amjamerpu d,=60cm wu d,=45cm ce
obBueHH co HenpekuHat pemeH (upt. 91). [Toroemoro
TpKaJIo ce BpTH o1 MoTop u npasu 180 3aBpTyBama BO
1 MuHyTAa, a MOMAJIOTO TPKAJIO IO BPTH peMeHOT. Konky
3aBpTyBama BO MUHYTa MPABU MIOMAJIOTO TPKAJIO? Lpr. 91
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9 ' Enen 3amuenuk co 30 3ammum 3adaka BO IpyT 3aITYCHUK
co 18 zammm. Axo TpPBHOT 3amdeHHWK TpaBu 45
3aBpTyBamba BO MUHYTA, KOJIKY 3aBpTyBamba BO MUHYTa
ke TpaBu BTOPHUOT 3amueHuK (mpt. 92)?

10 /JIBe emHaKBHW TpKajia co aujamerap 1,2m ce oOBHECHH
co HenpekuHar pemeH (1pt. 93). Oxpenu ja AODKHUHATA Lpr. 92
Ha PEMEHOT, aKO PacTOjaHHETO Mely IIEHTPUTE Ha TpKajiara € eIHaKBo Ha 6,5m.

K <
< <
N N

6,5 m
Ipr. 93

11 /Manena e kpyxHHLIA CO paguyc I.
~ a) Konkaga e JIO/KMHATA Ha MOJTyKPYKHMIATA O Hea?
0) KonkaBa e nomkuHata Ha YETBPTHHA OJ KPY)KHHMIATA, T.€. JOJDKHHATA HA KPYXKEH
JIaK 4yMja aroiHa ronemuHa e 90°?
B) KoskaBa e nomknHata Ha IIECTHHA OJ KPY)KHHIATA, T.C. HA KPY)XKEH JIaK CO arojHa
rosiemMuHa e 60°?

IV.22. JOJI’KUHA HA KPYKEH JIAK

3HaemMe, KpYKHHUOT JIaK € JIeJ O/l KpY)KHUIla. 3HaYH, U TO] UMa HEeKOja oJipe/ieHa I0JKUHA,
KOja MOXKE JIa ja MEpUME CO MCTaTa JOJHKMHCKA €IMHUIIA, CO KOja ja MepUMe M JOJDKHHATA Ha
KpY>KHUIIATa.

Crnopen Toa, Kpy>)KHUTE JIallA c€ KapaKTepH3UpaaT OCBEH CO CBOjaTa arojiHa rojleMuHa,
KOja ja MepUMe CO arojHu eIuHUIHM (CTENICHH), YIIITE U CO CBOjaTa JODKHHA, KOja ja MEpPHUME CO
JOJDKMHCKY €MHUIN (CAHTUMETPH).

JlomxuHaTa Ha KPYXKEH JIaK Ke ja 03HadyBaMe co OyKkBara . ‘M

Hexka e nagena kpyxuuiia k(O,r) v e/jHa Hej3uHA IPOU3BOTHA l
touka A (tpt. 94). Jla 3amucimMe cera feka aApyra u3dpaHa TOuka
M ce nmBwxku mo kpyxuuiara K. Ilputoa nma ru HaOJbymyBame:
rojeMuHaTa Ha IeHTpaTHHOT arol AOM u no/bKMHATa Ha JaKoT

—_ k

AM .

OunrneHo € neka Ha cexoj aroi (0° < o < 360°) my oxrosapa Lpr. 94

oJpe/ieHa TohkrHA Ha akoT AM | T.e. a— .
Taka 3a a=360° (Toukara M ce moksomyBa co Toukara A) umame = L = 27r.
3a 0=180° (Toukara M ce moxomyBa CO B, koja € qujameTpaiHo CIpOTHBHA HA A) UMame
2ar

=—=——=n.
2 2



3a =90° umamMe @=—=——=—, UTH.
4 4 2
3Ha4yM, BEIUYMHNATE OL M CE MPABO MPOMOPIMOHAIHH BEJIUYHHH, T.¢. Ha 2, 3, 4,... IaTh
moroieMa (MM TOMaa) BPEAHOCT Ha o, oaroapa u 2,3,4,... matu morojiema (Wi rmomaa)
BPEIHOCT Ha .

nr
Cropen Toa ako, ZAOM = 180° —» =nr,aak0 LAOM=I° > =180

—_—

3Haun, Ha HeHtpasHuotr aron ZAOM=a° my oarosapa jgak AM , uuja nomxuHa e

CJIHaKBa Ha
a nr

=—q.
180

bunejku ¢ AM =ZAOM-=q,, 3aroa 01 TOPHOBO MOXE JIa 3aKJIy4YrMe Jeka, popMysiaTa

3a JIOJDKMHATa Ha KPY’KEH JIaK O] KPY>KHHUIIA CO paJuyc I, Ydja arojHa roJIeMUHa € O CTEIICHH,

o -

On nea cnenysa aeka 180 =nro, on kajae ru noduBame Gopmynure:

KOM HU CJIy’)KaT: IpBara 3a MPeCMETyBabe Ha arojHaTa rojeMuHa (OHOCHO IICHTPATHUOT aroj
0l), KOra HH Ce TMO3HATH JIOJDKUHATA U PAJNyCOT ' Ha COOIBETHUOT KPYIXKEH JIaK; a BTopara 3a
MPEeCMETYBamke Ha PauycoT I, KOra HU Ce MMO3HATH JIOJDKUHATA Ha JIAKOT U HeroBara arojHa
rojieMrHa o (OJHOCHO COO/IBETHHOT IIEHTPAJICH aroi).

Ipumep 1. /la ce npecmera JOHKMHATA HA KPYIKEH JIaK O KPYXKHHIIA CO paauyc 12cm,
IITO My OJIrOBapa Ha IeHTpasieH aron o=18°.

Pemenue. Co 3amena Ha I =12c¢m u a=18° Bo popmynara 3a 1oDKHHA HA KPYKEH
JIaK, toOuBame

_ma 314-12-18 314-12
180 180 10

= 3,768 = 3,8 (cm)

[Ipecmeraj ja noymkuMHATa Ha KPYXKEH JaKk BO KpykHuIa co paauyc 0,7m, umja aromHa
TOJICMHHA €.
a) 30°,  0)45°, B)84°24’.
Ipumep 2. Jla ce mpecMera paguycoT Ha KPY)KHHIIA BO KOja Ha IIGHTPAJICH aroi
0=42°30" my onrosapa kpyskeH jgak =1lcm.
Pemenue. bunejku 30°=0,5°, 3aroa MEeHTPATHUOT aroj ro U3pasyBame BO €IHOMMEH
0poj, Bo creniern: a.=42°30'=42,5°. Tloroa:

180 180-11 180-11-7 90-7

ma 2425 22.425 425

=148 (cm).
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ITpumep 3. [la ce ogpeayt HEHTPATHUOT aroyl BO Kpy>KHHIA CO paguyc I =15¢m, mro My
npumara Ha Kpy»eH J1ak co qojbkuHa = 10cm.
Pemenne. Co 3amena Ha r = I5cmu = 10cm Bo opmysara

180 _ 1 180 4318.18010 _(315.120-386,
ar T r 15

T.e. 0=~38,16° mim 0=38°9'36".

r =

3ATAUH

2 # KonkaBa jomknHa MMa Kpy»KeH JIak, IITO My Tpumara Ha ICHTpajieH aroi ox 135° Bo
KpY>KHUIIa, 4hja goipkuHa ¢ L=6,8cm?

3 ) IlpecmeTaj ja NoJDKMHATA HA JIAIIMTE BO JIBE KOHLIEHTPHYHK KPYXKHHIIU CO PainycH I, =7/cm
 I,=5CM, KoM My NpuIaraar Ha UCT LeHTpaneH aron a.=122°30".

4 1 Oapenu ro NEHTPAIHUOT aroJi, MTO My MpHIara Ha Kpy»KeH Jiak co qo/bkuHa =4,71 dm,
aKo paJMycoT Ha Kpy)KHuIara ¢ 16dm.

5 ' Onpenu KojKaBa arojiHa roieMruHa UMa Kpy>KeH J1aK, Yrja JOKHUHA € €IHaKBa Ha Py COT
Ha KpYy>KHHIIATA.

6 ) Ha nenrpanen aron ox 40° My mpumnara KpykeH jak co gopkuHa ox 6dm. Ompenu ja
JIOJDKWHATA Ha KPY)KHHUIIaTa 0e3 KOpUCTEHE Ha (popmyrara.

7 | Ilepudepen aron ox 36° 3adaka kpyxeH mak  =2,5cm. Oapenu ja HoKUHATA Ha
KpY>KHHIIATA.

8 ' O xpyXeH Jak co paguyc 6Cm, uuja aromHa rojemura € 150°, cBuTKaHa € KpyKHHIIA.
KonkaB e Hej3MHHOT paguyc?

9 ) Kpyxnuna co paamyc 4Cm pasrpHara € BO KpykeH Jak co pamuyc 10cm. Oxpenu ja
aroJjiHaTa roJeMrHa Ha TOj KPy>KeH JIaK.

10 Ilpecmertaj ja moypKMHATa HA JIAKOT OJ] 3€MjUHHUOT MEPHJHjaH, IITO MYy OJroBapa Ha:
a) 1°, 6) 1’, B) 1”7, ako mo/mKuMHATa Ha 3eMjUHHOT Mepuaujan u3HecyBa 40003,423 km.
(TomkuHara Ha JTAaKOT O/ 3eMjHHHOT MEPH/IUjaH IIITO My OAroBapa Ha 1’, ce BMKa MOPCKa
MHITja).

1IV.23. IVIOIITUHA HA KPYTI

Hexka e magen kpyr co pamguyc I. Okoily HEro Jia onuiieMe paMHOCTpPaH TPUATrOJTHHUK
ABC, npasunen mecraronauk MNPQRS, npasunen 12-aronnuk X, X, X,...X,, (upt. 95) u Bo
OIIIIT CJTy4Yaj MPaBUIICH N-arojHHK.

Co L, nma ro o3HaunMe MepUMETapoT Ha ONMIIAHUMOT MPaBMIICH N-aroiHMK, a CO P
TUTOIITHHATA HA IPABUJITHUOT N-aroJHUK. 3HaeMe Jieka Baku opmysiara



=—. 1)
3acekoe N=3,4,5,... o1 (1) nobuBame:

sz 4= 5= ==l 2)

Kora Opojot n ce 3rosnemysa, Ha MpUMeEp

n =1000, Toraii mpaBUIHUOT N-arOJIHUK CE MOBEKE

,C€ CTpeMH KoH Kpyrot“. [IpuToa mepumerapot

L. ce ctpemu (ce n00nMAKyBa) 10 HEPUMETAPOT

Ha Kpyror 2mf, a WCTO Taka IUIONITHHATA Ha

A M X, X, N B mpaBWIHMOT 7 aromHuk P ce crpemm (ce

Ipr. 95 JNOOIMKyBa) 10 IUIOIITHHATA Ha KPYroT, Koja

BCYIIHOCT ja Oapame. MMmeHO, ako Hamprame

npawieH 1000-aroHuK co armoTema I, Hero He ke MOXKeMe Jia 'O pas3jIiKyBaMe OJ1 KPY KHHIIaTa
co pajauyc I, OujejKu HETOBUTE CTPAHH K& HH M3IVIEIaaT KaKo TOYKHU Off Kpy>KHHUIIATA.

3aroa Bp3 ocHOBa Ha (2) ¥ 32 0HOCOT (KOJIMYHHUKOT) OJ1 TUIOIITHHATA HA KPyrot P u

NEpUMETapoT Ha KpyroT L, ke Baxu: —=—.

3atoa = -—=2a-—=ar", Te. =a".
2 2
Cnopen toa: IliomTuHaTa Ha KPyroT € eJHAKBA HA IPOM3BOAOT O/ OpPOjoT 7T 1
KBa/JPaToOT HA HETOBHOT PaUYC.
IIpumep 1. Jla ce oxpenu miomTuHaTa Ha KpyT, 4Mj paguyc e 4cm.
Pemenne. P=nr?=3,14- 42=3,14.- 16=60,24 (cm?), T.e. KpyroT HMa IUIOIITHHA
P~60,24cm?.

©)

@ [Tpecmeraj ja rommTHHAaTa Ha KPYT co paamyc: a) 3,5cm, 6) 6cm, B) 1dm, r) 3,2m.

IMpumep 2. Jla ce onpenu paanycoT Ha KpyT, unja miomruHa ¢ P=30,8cm?

Pemenune. On P=nr? nobusame r = \/: =, fl Kaje l ~0,318. Orryka noOuBame:
Vs T T

r=, fl ~ \/0,318~30,8 = \/9,7944 ~ 31. 3uaum, kpyror uma paauyc r =3, lcm.
T

3AIAYH

@ [Tpecmeraj ja ruromTHHAaTa Ha KPYT O aujamerap: a) 6cm, 6) 2,2dm, B) 25m, r) 0,75m.

@ Onpenu ja rulomTHHATA HA KpyT, 4Mj nepumerap e: @) L=5dm, 6) L=15,7cm.

OO OO OO
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4 ) Konky maru ke ce 3rojieMH IIOIITHHATA Ha KPYTOT, aKO HETOBHOT PanuycC Ce 3roJeMu:
a) 3 maru, ©0)5 maru?

5 ) Konky matu Tpeba J1a ce 3rojieMu panycoT Ha IajieH KPyT, Taka IITO HeroBara IUTOMITHHA
na ce 3royiemu: a) 4 mary, 0) 9 marw.

6 = Haznenu ce aBa Kpyra co paguycu I, =6¢m u r,=4cm. Ozpe/u ro painycoT Ha OHOj KPYT, uMja
IUTOIITHHA € €/IHAKBA Ha: a) 30MpoT, 0) pa3yuKara o IUIOIITHHATA Ha JaJCHHUTE JBa KPyTa.

7 ) JlBe KpyxHHIM €O paauycu I =5,4CM u r,=3cm ce monmpaar onsHarpe. IIpecmeraj ja
IUIOIITHHATA HA JIeJIOT Off pAMHUHATA, IITO € 3a(areH o]l THE ABE KPYKHUIIH.

8 ' JIBe meBKM cO BHATPEIITHU AujamMeTpu 6CM 1 8CM Tpeda 1a ce 3aMeHaT Co HOBa IIeBKa, Koja
ke MMa UCT KalaluTeT Kako JBeTe 3aeaHo. Kokas ke Ouie Hej3HHUOT qujameTap?
9 JlazmeH e Kpyr co paamyc .
a) Konkasa e MmyomiTHHaTa Ha COOBETHHOT MOTYKPYT?
0) KosnkaBa e ruromTrHara Ha 4eTBPTHHA KPYT, T.€. Ha JeJI0T [ITO OAroBapa Ha IEeHTpaieH
arous ox 90°7?
B) KosnkaBa e myiorrrnHara Ha 10T 0/ KPyToT, IITO OAroBapa Ha lieHTpaseH aroa o 120°7?

1IV.24. IJIOITUHA HA KPYKEH NCEYOK U KPY’KEH ITIPCTEH

IToumure 3a KPY>KE€H MCCYOK M KPYIKEH IIPCTEH ' BOBEAYBaME CO:

Jleqpunuyuja 1. KpyseH Hce4oK WIM CEKTOP Ce BHKA JIeJIOT 01 KPYIOT,
@ OrpaHHYeH CO 1Ba HETOBHU Pajuyca M JIAKOT mTo e 3adateH co HUB (1pt. 96).
‘, 'i Jleqpunuyuja 2. Kpy:keH npcTeH ce BHKA JeJ0T 0] PAMHHHATA, LITO €
OrpaHHYeH CO B¢ KOHIEHTPUYHHU Kpy:kuunu (1pt. 97).

Kpy»eH rcedok, uij LeHTpajeH aroi coApxu 1° uMa rmiomrTruHa eJHakBa HAa ———
360

oJ1 riomTrHara Ha Kpyrot (3omto?). Criopes Toa, IUIOMITHHATA Ha TO] KPY)KEH HCEYOK Ke Ouie
2

——, a IUIOLITHHATA HA KPY>KEH UCEUOK, YHj LIEHTPAJICH arojl COIPKU O CTETeHH, Ke Ouye

360

pd
)

LpT. 96 Lpt. 97



ar? o

=2 a, re. = (1)
360 360
Axo 3ememe npeaBu ACKa NOJIKUHATA HaA JIAKOT, IITO MY OATOBApa HAa KPYKHUOT HCCUOK, €
ma

TOoraui (i)OpMy.]'IaTa 34a IJIOITHHA Ha KPY’KCH UCCYOK, MOXKEC I[aja 3alulIeMe U Baka.

T 180"
= ﬂ:rza = ﬂ . L KaJac IITO, aKO U3pa3oT ﬂ IO 3aMCHHUMCE CO I’(e 06I/ICMC
360 180 2 OAC IO P 180 ke 2
_.r _r
= 5 re = 5 2

Crnopen Toa, BayKu Clie[IHaBA:

Teopema. Il1oIITHHATA HA KPYKHUOT MCEUYOK € €IHAKBA HA MOJYNPOU3BOAOT
0/1 1O0JZKMHATA HA COOABETHHOT KPY:KeH JIAK U PaguycoT.

Kako mro mename uMa aBe GopMyiu 3a mpecMeTyBambe Ha IUIOMITHHATA HAa KPY)KCH
uceyok. EjHaTa o1 HUB ja mpUMEHYBaMe KOora Ce JIaJIeHU PaIryCOT U COOBETHHOT LIEHTPAJICH
aroJi, a Jipyrara Kora ce JaJIecHU paJinycoT U JIOJDKMHATA Ha COOJBETHUOT KPY>KEH JIaK.

Ipumep 1. Jla ce mpecmera IUIOMITHHATA HA KPYXXEH MCEYOK, IITO My OJroBapa Ha
LIEHTpaJIeH arojl .=57° BO Kpyr co paauyc 6¢cm.

Pemenne. Co 3ameHa Ha MepHUTE OpoeBH Ha I' ¥ oL BO opmyiara (1) 3a IIomTHHA Ha
KpY’>KEeH UCEUOK, J0OMBaMe:

2 2
_ma 314-6°-57 _ 314-36-57 _ 3,1;1(-)57 17,898,

360 360 360

3Hauu, OapaHara IUIONITHHA Ha KPYKHHOT ncedok e P~17,90cm?,

. [TnomrruHaTa Ha KPY»KHHUOT MPCTEH Ke ja Jo0rueMe Kora o] TUIOIITHHATA Ha TOJIEMUOT
KPYT ja oJ3eMeMe IUIOIITHHATA Ha MAJIHOT KPYT.
AKO pagryCOT Ha roJIeMUOT KPYyT T0 03Ha4uMe CO R, a paainycoT Ha MaJIMOT KPYT - CO
I, TOram IIOITHHATA HA KPY>KHUOT MPCTEH, Ke Oue:

SRt pe =a(RP-r), (3)
oarocHo = m(R-r)(R+r).
IIpumep 2. J/la ce mpecMmeTa IUIOMITHHATA HA KPYXKEH IMPCTECH, KOTAa paJHyCUTEe Ha
KOHIICHTPHYHUTE KpyKHHIM ce. R=9cm u r=5,7cm.
Pemenune. P=n(R+r)(R-r)=3,14-(9+5,7)- (9-5,7)=3,14-14,7- 3,3=152,3214cm>,
3naun: P=152,3cm?.
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10
11

12
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[Ipecmeraj ja mIomTHHATa Ha KPY>KEH HCEUOK, aKO CE€ JIaJICHHU:

a) r=3cm, a=30°, 0) r=4,5dm, a=45°30".

[Ipecmeraj ja momTHHATA Ha KPY>KEH UCEUOK, aKO C€ JaJCHHU:

a) r=bcm, =6,8cm, 6) r=8cm, =8cm.

[Ipecmeraj ja miomTHHATa HAa KPY)KEH MCEYOK BO Kpyr co mepumerap L=3,64dm, umj
LEHTpaJIeH aroi uma 75°.

Kpyken ucedok co paamyc 7CM wmma muiomrruHa 64,2cm?. Oppeny ja rojeMuHaTa Ha
[EHTPAIHUOT aroj Ha TOj HCEYOK.

KosnkaB fen of miomTuHaTa Ha €eH KPyT MPEeTCTaByBa KPYKEH MCCUOK, YH]j IIEHTPaICH
aron e: a) 30°, 0) 45°, B) 60°, 1) 72°, m) 75°, 1) 120°, e) 135°, x) 144°, 3) 150°.

1 2
[TomTHHaTa Ha KPy)KEH UCEUYOK MPETCTaByBa: a) rL 0) 3 B) %, r) g
OJ1 TUIOIITHHATA Ha KPyroT. Koikap € HeHTPaIHUOT aroli, MITO My OAroBapa Ha KPYKHUOT
HCEUOK?

[IpecMeraj ru mepuMeTapoT ¥ IUIOIMITHHATA Ha (Urypara
Ha 11pT. 98.

[IpecMeraj ru mepuMeTapoT U IUIOIITHHATA Ha (UTypara

Kk— wo ¢ ﬂ

Ha 1pTexoT 99, ako AB=BC =CD=3cm.

[Ipecmeraj rv mepUMETapOT U IUTOIITHHATA HA 000EHUOT
nen ox kBagparor ABCD (upr. 100).

Ipr. 98

[Ipecmeraj ja momTuHaTa Ha Gurypara Ha nprexotr 101.

Pannycure Ha 1BE KOHLIEHTPUYHU KPY>KHHULIU CE:

a) R =4,5cm, r =3cm, 6) R =6cm, r = 2,5cm.
IIpecmeraj ja muIOIITHHATA HA KPY>KHUOT MPCTEH ILITO
THE TO 00pa3yBaar. Lpr. 99

N

On Temumara Ha pamHocTpaH TpuarodHuk ABC CO ctpana a=6CMm onwuimanu ce Kpy>KHU
JIaIy co paamyc 2CM Kako IMITO € MmokakaHo Ha 1ptexxoT 102. [Ipecmeraj ja muromruHaTa
Ha 000EHHOT JIeJT O] TPHATOTHUKOT.

7 cm

3cm C
B

5cm A
Hpt. 101 Lpt. 102




IV.25. AMJATPAMU

MuHarata roguHa ce 3armo3HaBME CO TMOMMOT AMjarpam. /[ujarpamu BO mpakTHKaTa
HAjYeCcTO Ce KOPUCTAT BO /1B BU/IA: CTOJIOECTH 1 CeKTOPHH. HIBHATA OCHOBHA I1€J1 € TOHATJICTHO
Jla ce TpeTcTaBar MoJaTouTe co Kou pacnonarame. CaMuTe MOAaTOIH CEe Of CEKOjIHEBHUOT
’KMBOT. TMPETCTaByBalbe HAa TOCTHTHATHOT YCIEX BO YYWJIMIITETO HAa KpajoT Ha ydeOHara
TOJIMHA, CIIE/ICHE Ha TIOPACTOT Ha MHYCTPUCKOTO IPOM3BOACTBO BO TEKOT Ha HEKOJIKY TOIUHH,
3aCTareHOCT Ha HEKOM 3€MjH BO IPOU3BOJICTBO HA HEKOj KOHKPETEH MPOM3BO/, Ha MIPUMED, BO
pou3BoACTBO Ha apromoOwn Bo 2008 roamHa, 1 CITUYHO.

U 3a nBara Tuma Ha qUjarpaMH KapaKTepPUCTUYHO € TOA IITO HU ce naneHu HeKolky (K)
nozxarouy (6poesu): N, n,,..., n . Heka n € HUBHUOT 30Mp, n=n,+n,+...+n . BpojoT n, BO 01HOC

Ha BKYIHHOT Opoj 7 MpeTcTaByBa M 100%, 6pojot 1, BO 0OMHOC Ha 71 IPETCTABYBa 'y 100%,
n n

. n n n
utH. Ha 1oj maumn ru noGusame npouenture p, =—-100, p,=-—2-100, ..., p, =—-100.
n n n
YecTomary J1a/ICHUTE MOJATOLH CE 33/1aBaaT CO IIPOLCHTUTE P, P,y -,

AXo cakame OBHE MOAATOIHM Jia TH NMPETCTaBHUME CO CTOIOECT AMjarpam, IpTame K
MIPABOAroOJHULIM IOCIIE0BATEIHO CO MCTAa OCHOBA, a BUCHHATa Ja Ouje MpONOpLUOHATIHA
CO MPOLEHTUTE P, P,,...,, OMHOCHO cO OpoesuTe N, N, ..,N . AKO NaK cakame Toa Ja To
MPETCTAaBUME CO CEKTOpPEH AMjarpaM, TOTall ce CIY)XMMe CO T.H. MpoleHTeH ariomep. Ha
HEro HaMeCTO IO/ BO CTENCHH, HAHECEHH Ce MOJENIH LITO TOKaXKyBaaT MPOLEHTH, IPU
MTO Ha MOTHHUOT aron oxaroapaar 100%. Bo konky HemaMe MpOIEHTEH arjioMep, Toraiml TU
OIIPENENTyBaMe aruTe o, Ol,,...,0, CIIOpe popMyIuTe:

360 360 360

a_p-—,a—p' ,...,a—p' ’

1000 7P 7100 100
a Imoroa CACH prF IO pa3nenyBaMe Ha k KPY)KHI/I nceyo1u, ITo OI[FOBapaaT Ha LleHTpaJ'IHI/ITe
arim OLl, OLZ,...,OLK. 3a6ene>KyBaMe I[eKa:

360 360 360 360
= tp T+ =(p,+p,+...+p)-——=360
100" P 100 p (P + P, P) ,

© 100 100
ounejku p +p,+... +p =100.

N360pot Ha aujarpam (CTONOECT MIIM CEKTOPEH) HajuecTo 3aBHCH O] MpUpoara Ha
npo6iemot. Toa 1ecHO MOYKe J1a ce BOOUH OJ1 CIIEHUBE IPUMEPH:

Ipumep 1. [TpomsBoncTBoTo Ha exHa (hadbpuka Bo iepronot 2004-2008 rox. u3pazeHo Bo
tonu usHecysa: 2004-1530t, 2005-1850t, 2006-1960t, 2007-1950t, 2008-2200t. ITeTroquimHUOT
pa3Boj Ha (habpukara HajIoOPO MOXKE Jla ce MPETCTaBU CO CTOJOECT aujarpaM, MpH IITO METTe
cTolda MOXKe Ja umaar BucuHHU: 76,8mm; 92,5mm; 98mm; 97,5mm; 110mm, kame cexkoj
munumerap npercraBysa 20t (upt. 103). Tyka u360pot Ha CTOI0ECT AUjarpam € MOMOroEH.

IIpumep 2. Jla npeTnocTaBuMe JeKa Off BKYITHOTO MPOU3BOICTBO Ha aBTOMOOHIIH BO
ceetot Bo 2008 roquna, EY yuectByBa co 31%, CAJ] co 27%, a Janonuja co 22%. Ako oBue
MOJATOLM TH MPHKAKEME Ha CEKTOPEH JUjarpam, TOTaml BO JUjarpaMoT HEOIXOIHO € Jia TH
BKIyunMme U octaHature 20% of Apyrd Mpou3BOAUTENH Ha aBToMoOMIM. Ha Toj HauuH 3a
npouenture P,=31, p,=27, p,=22 u p,=20 ru 100MBaMe LEHTPAIHUTE ATIIH!

a, =111,6° a,=97,2°, a,=79,2° a,=72°

a+a, . ta, =p-
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Taka ro noOuBaMe CIIeAHUOT CeKTOpeH aujarpam (mpt. 104).

t/\
2000 t +
1500t +
1000 t +

Hpyru

MIPOU3BO-
500t + 22% . JUTENN
Janonuja 20%
2004 2005 2006 2007 2008 ronnﬁa

Lpr. 104

Lpt. 103

CoonseTHHOT cTon0ecT aujarpam Moxe jaa ce Hanpasu camo 3a EY, CAJl u Janonuja, a
MOXe€ J]a c€ BHECE CTOJI0 U 32 OCTAaHATUTE IPOU3BOJUTEIH.

3AJIAUM ;

1 ) IMo3uaro e mexa 1/3 ox 3eMjuHaTa MOBPIIKHA € TIOA KOIMHO, a 2/3 mox Boaa. OBoj moaaTtok
MPETCTaBH TO CO CTOJIOSCT Aujarpam. J[emoT mTo ro mpercTaByBa KOIMHOTO 000j TO €O
kadena 0oja, a 1eJI0T MO/ Bojia co cuHa 0oja.

2 ) Bo 1990 roguna Bo Maxkenonuja ce npoussenenn: 69850t jabonka, 9115t kpymm, 17221t
cimBH, 8123t xajcun, 4333t npacku u 5300t BumHM. OBHE MOAATONN MPETCTABH TH CO
nrjarpam. KakoB nujarpam ke nzdepern?

3 ) Bo 1994 roguna Bo Makenonuja ce npoussenenu 37500t meco, 180000t muexo u 2600t
BoJiHA. [IpercTaBu ru oBUE MOJATOIM CO CTOJIOECT JHjarpam.

4 ) Bo 1965 romunaa Bo Makemonuja ce npoussenean: 568x10°kWh enekrpuuna enepruja,
B0 1975 romuna ce mpousseneun 2,2- 10°%kWh enexrpuuna enepruja, Bo 1985 romguna
ce npoussenenu 3,5- 10°%kWh enexrpuuna enepruja, a Bo 1990 roguna ce mpousBeieHu
5,7- 10°kWh enexrtpuuna enepruja. IIpercTaBu I OBHE IOAATONM CO aujarpam. Kakos
nadjarpam ke ogoeper?



3AJTIAYM 3A TIOBTOPYBAIGE U YTBPAYBAIE-IV

@ Hwus kpajuute Touku Ha nujamerapotr AM Ha KpykHHIIATa K IIOBIICUSHH ce JIBE TTapasieTHU

tetuBu AC u BD. Jlokaxu neka A—é = BB .

@ Kopucrejku 1o cBOjcTBOTO Ha TiepudepeH aroji, KOHCTPYHpaj aroji MTO € €THAKOB Ha
MIOJIOBHHA OJT IaJICH aroll.

@ JIoKaxu ieKa, Ha TeTUBA IITO € eHAKBa Ha PaJNyCcOT Ha KPYKHULATa M 0roBapa KpyKeH
nak ox 60°, u oOparHo.

Z[OKB.)KI/I JCKa, CeKOj TCTHUBCH IapalicjiorpaM € MMpaBOaroJIHUK UK KBaJpar.

Kaj koj MHOTYaromHuk OpojoT Ha CTpaHUTE € JBaraTu:

a) IoroJieMm, 0) momait o1 6pojoT Ha HETOBUTE TUjarOHAH?

[Tokaxku naeka, 30MPOT HA BHATPEINHUOT M IIEHTPAJHUOT aroj Kaj CEKOj MpaBHJICH
MHOT'YaroJHuK € eaHakoB Ha 180°.

Okoity Kpy>KHHIIA CO paauyc F=3CM OMUIIK: a) KBaapaT, O0) MpaBUIICH OCYMarojHHK.

KoncTpywnpaj mpaBUIeH 0CyMaroJHUK cO CTpaHa a=3CMm.

Ckana nonra 6,5m e motnpena Ha suf. Jlo Koja BUCHHA Taa IO JOMHpPA SHUAOT, aKO JOJTHUOT
HEJ3UH Kpaj € Ha pacTojaHue 4m oz suaoT?

Kako ke ce IIPOMEHU IJIOIITUHATA HA IMapajeaorpamMoT, ako:
a) OCHOBaTaja 3roJIeMuI 3 ImaTu, a COOABETHATa BUCHMHA OCTAHC ucra?
6) OCHOBara OCTaHC UCTa, a COOABCTHATA BI/ICI/IHaja 3TOJIEMUIII 2 ImaTu,
B) OCHOBHATa M COOJBCTHATa BUCHMHA I'l HaMaJIWIII 2 matu?

© ©600 © 60

[IpecmeTaj ro mepuMeTapoT Ha €[IeH MPABOArOJICH TPUATOJIHUK, aKO C€ JaJIeHH HeroBara
rromTiHa 54cm? u equa Herosa karera 12cm.

[Ipecmeraj ja mnomTuaara Ha AABC, kora ce mo3HaTv JOJDKUHUTE HAa TPUTE HETOBU
ctpanu: a=6¢m, b=10cm u c=14cm.

Bucunara Ha tpame3or e eaHaksa Ha 14Cm, a miomtuHara u3Hecysa 280cm?. Oapenu ja
cpenHara JIMHMja Ha TPare3oT.

[IpecmeTaj ja TuTOIITHHATA HA PaMHOKpaK Tpare3 cO OCHOBH 5CM u 9CM u aroji mnpu
ocHoBara 60°.

Bo kpyxH#na co pamuyc r =3,5CM BOUIIaH € mpaBWiIeH miectaronHuk. [Ipecmeraj ja
HEToBaTa IJIONITHHA.

Onpenw ja TOJDKMHATA HA CTpaHaTa Ha IIPAaBHUJICH IISCTArOJHUK, YHja TUIOIITHHA € SIHAKBA
Ha P=28,46cm?.
KoskaBa e momkuHaTa Ha paboOT Ha OTBOPOT Ha enHa Koda, yrj aujamerap e 2,3dm?

JlujamerapoT Ha TpKajara Ha elHa Koja ¢ eaHakoB Ha 5,2dm. KonkaB mar ke momuHe
KoJiaTta, ako cexoe Tpkaio ce 3aBpta 5000 maru?

@06 ® ® ® ©® 6
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) Kako ke ce mnpoMeHH IUIONITHHATA Ha

[Ipecmeraj ro mepuMeTapoT U INTOIITUHATA

Kako ke ce nmpomMeHH JOIKUHATA HAa KPY)KHUIATa, aKO HEJ3UHUOT PAJNYC:

a) ce 3rojiemu 3 ratH, 0) ce Hamanu 5 naru?

Onpenu ro paanycoT Ha KPY>KHHUIIATa, BO KOja Ha IIEHTpaJieH aroj 33° My oJroBapa Kpy>keH
JIaK co momkmHa =34,54dm.

KpyxHnuma co pagmyc 8Cm ja pasrpHyBaMe BO ModykpyxHuna. Oapenn ro paanycoT Ha
no0HueHaTa MoayKpyKHHIIA.

Kpyr co paamyc 15,5CmM u eneH kBajpaT MMaaT HPUOIMKHO €IHAKBU IUJIOMITHHHU.
IIpecmeraj ja cTpaHaTa Ha TOj KBaJpar.

KPY>KHHOT UCEYOK, KO HETOBHOT IIEHTPAJICH
aroJji ro 3rojiemMuilr.  a) 2 naru,0) 3 natu? 3cm
[Ipecmeraj ru mepuMeETapoOT M IJIOIITHHATA

Ha (urypara Ha 1prexot 105.

Ha ¢urypara Ha 1prexor 106, axko 1pr. 105 Ipr. 106
kBajgparor ABCD e co ctpana 7cm.

3AJTIAYA 3A TIOBTOPYBAILE U YTBPAYBAIE-IV

Konkapa e aroiHara rojeMiHa Ha KpY)KeH JIaK IITO € HaJ TETHBAaTa, Koja € eIHAKBa CO
pagnycoT Ha KPy >KHULATA.

AKO J1aJieH LEHTPAJICH arojl BO KPy)KHHIIATa IO 3rojeMHIN 3 MaTH, Kako Ke ce MPOMEHHU
CO/IBETHHOT HETOB TiepudepeH aromn?

KoHcTpyupaj kpykHHIIA CO HajMall pajnyc, IITO K€ MHHYBa HU3 JIBE JaJICHU TOUYKUA A 1 B.

) Pactojanuero mery Toukute A u B e 7cm. Hu3 Toukara A mosjeuu npasa p, Koja € Ha

pactojanue 3cm o Toukara B.

) KoKy cTpaHM MMa MHOIYarojJHHKOT, aKO TOj CE€ paslellyBa OJ [MjaroHajuTe, LITO Ce

MOBJICUCHHM O] €THO Teme, Ha: a) 3, 6)5, B)17, r)40 TpuaroaHunu?

Kaj ko] mpaBujeH MHOTyarojgHMK BHATPEIIHUOT M HAJABOPEIIHHWOT HEroB arojl umaar
€/IHaKBa rojemMuHa?

Kowu ycnoBu Tpeba 1a Oumar UCIIOTHETH 32 e/IeH MHOTYaroJHUK Ja OH/ie MpaBUiIeH?
Konky ocku Ha cuMeTpHja UMa CeKOj PaBUIICH MHOTYaroJHHK?
KoHncTpywnpaj kBajpar, ako € AaJeH paJnycoT Ha BIIUIIAHATA KPYXKHHIIA BO HETO.

KoncTpywnpaj mpaBuiieH MeCcTaroJIHUK cO CTpaHa a =2,5¢cm.

[Tpecmeraj ja uiomTHHATA HA MIPABOATOJICH Tpare3 co OCHOBH J0ITH a=5Cm u b=2cm u
ocrtap aron o.=45°.

[IpecMeTaj ru mepuMeTapoT M IUTOIITHHATA HA KPYT cO paguyc. a) 4cm, 6) 5cm, B) 1m.



TEMA V
®YHKIUJA.

IPOITIOPIHUOHAJIHOCT

V.1. AEKAPTOB INTPON3BOJ HA MHOKECTBA

V.1.1. llogpenen nap

3a muoxectBara {4, 5} u {5,4} 3naeme neka Baku paseHctBoro {4,5}={5,4}, ounejku
PEIOCIIeOT Ha EIIEMEHTUTE BO MHOYKECTBATa HE € BaXKEH.

MeryToa, MOHEKOTaIll € HEOIXOHO 3a SIEMEHTHTE Ha MHOXECTBOTO Ja C€ MpeIr3npa
¥ HUBHHUOT penocien (mpBs, BTOp, TpET eaeMeHT uTH.). Ha npumep, on enementure (uudpure)
Ha MHOXecTBOTO {4,5} MoXar /a ce 3amuinar JABe Pa3iIuyHH JPOTKU T M 7 MCTO TaKa, u
NBa paznuyHu ABouudpenu Opoja 45 u 54. Ox Tue Npu4MHM, BO MaTeMaTUKaTa c€ BOBEIyBa
MOMMOT TOJPeIeH map.

? Jlepunuyuja 1. 3a nBa 00jekTa @ U , 01 KOM ce3eMa 3a MPB,  3a BTOP,
@ BeJINMe JIeKa 00pa3yBaar noapeaeH nap, 1 CHMOOJIHYKH 1o 3anuiryBame co ( , ).

JIBa mozIpe/icHM Tapa I'M CMeTaMe 3a €IHakKkBU (a ce coBmaraar), ako M caMoO aKo

SIIEMEHTHUTE 110 PEJl UM CE STHAKBH, T.C.
(a,b)=(c,d) < a=cu b=d.

EneMeHTHTE Ha MOAPEICHHOT Map MOXKar Aa Oujar u eaHakeu (a,a). Ox ycBoeHara
neduHMIMja ciaenyBa Aeka: Ako a # b, Toram (a, b ) = (b, a).

EnemenToT ¢ Ha nozapenennot nap (a,b) ce Buka mpBa HeroBa KoopauHara, a b - Bropa
KOOp/IHHATA.

[Moapenenunor map (a,b) yecTo reoMeTpUCKU TO MPETCTaByBaMe CO JBE TOUKH U €IHA
KpHBa JIMHH]jA IITO TW CBP3yBa THE TOYKU M € HACOYEHA OJ MPBaTa KOH BTOpaTa KOOpIHMHATA
Ha (a,b), kako Ha npt. 1. durypara mwTo € cOCTaBeHa O] TOYKU Mel'y KOM HEeKOH (JIBe U JIBE) ce
cBp3anu co iuHuM (UpT. 1) ja Bukame rpad. Ha nprexor 2 mpercraBeH e rpad)oT Ha MOAPEACHHUTE
naposHu (b,a) u (c,c).

S N

Lpr. 1 Lpt. 2
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V.1.2. JlekapToB NPOU3BO/I HA /IB€ MHOKECTBA

Heka ce nanenun muoxkectBara A={1,2,3} u B={a, b}.
Jlatu popmupame noapeeHuTe naposu (x,y), kage mrox € Auy € B. Tue ce (1,a), (1,b),
(2,a), (2,b), (3,a), (3,b) u popmupaar eHO HOBO MHOXKECTBO, KO€ CUMOOJIUYKH TO 3AIHUIITyBaMe:
AxB={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)}
1 1o BiKaMe /lekapToB mMpou3Bo1 HA MHOKeCTBOTO A o0 MHO:KecTBOTO B
Bo onur ciyyaj oBaa HOBa orepaliyja ja BOBEAyBaMe CO CIIeHABA:

Jegpunuyuja 2. JlexapToB Npou3Bo HA MHOKECTBOTO A CO MHOKECTBOTO
? B, cumoonnukn AxB (uutaj Am B) ce BMKa MHOKeCTBO, KOe C€ COCTOHM Of
g cuTe NmojapeaeHn maposu (x,p), kajge mroxcAu B, Te.
'i AxB= (x,) xcAu €B.

34

JlekapToBuoT mnpou3Bog Ha MHOKecTBOTO A={1,2,3} co mHOoxectBoro B={ab}
MOYKEME J1a TO MPETCTaBUME Ha CJICJHUBE TPU HAYUHU:

- CO HETOBHUOT Tpad, Kako Ha IPTEXK 3,

-co Tabenara Ha pTex 4, uim

- CO KOOpJMHATHATA I1IeMa, Ha Koja CeKoj mojpeeH map ox AxB e mpercTaBeH co 1o
ellHa TOYKa KaKo Ha IPTEexK 5.

B
A a b
1 (1,2) (1,b)
2 (2,a) (2,b)
3 (3,a) (3,b)
Lpr. 3 Lpr. 4

MmuoxectBara A 1 B Moxkar ma Ounar u equaksu. Ako B=A, Toram Hamecto XA
4eCTo NMIIyBaMe 2, a To BukaMme JlekapToB KBaaApaT Ha MHOXECTBOTO A.

Megunuyuja 3. JlekaproB kBagpar A’ e MHOKECTBOTO HA CEMOKHHUTE
? noJpeJAeHH MNAPOBM IITO MOXKAT Ja ce o0pa3yBaaT o eJleMeHTUTe Ha

. MHOKECTBOTO A T.e.
@vi A’=AxA= (x, ) xeAu €A.



ITogMHOKECTBOTO ~ Ha MHOKeCTBOTO A?, cumboimmuku (%), Koe ce COCTOM caMo O
€IIEMEHTHTE O BHIOT (X,X), KaJe IITO XEA, ce BUKa AHjaroHaj a Ha MHOKECTBOTO A?, 3Hauu:

( 9={(xx) xe }.
IMpumep. Hexa A={1,2,3}, Toram

A={11), (1.2), (1.3), (21). (2.2), (23), (3.1), 3.2), B3)}.  ( H={(1.1), (2.2), (3.3)}.
Ha uprexor 6 nmpercrasen € rpadgoT Ha JIekapToBHOT KBaapar A2,

(o) @b G

A
Lpt. 5
f
3AJTAUH @g‘%
S

1 Jlamenu ce muokectBata: A={a,b,c} u B={1,2,b,c}. Onpenu ru [IexaproBure nponssoau
AxB u BxA. Jlanm Baku KOMyTaTUBHUOT 3aKOH 3a J|ekapTOBHOT POM3BOA?
2 | Hexa M={2,4,6}, ={3,5}. IIpercraBu ru co rpad u KoopauHaTHA IeMa JlekapToBHUTE
npousBoau Mx u  xM.
3 ) Jlageno e muoxkectBoto M={2,5,7,9}. ®opmupaj ro MHOkKeCTBOTO M? U IIpeTCTaBU TO
UCTOTO co rpad u co Tadena.
4 ) Onpenu o1 KOM MHOXECTBA Ce JOOHeHH ciienHuBe JIeKapTOBH MPOU3BO/IN:
a) M={(3,4), (3,6), (6.4), (6.,6), (9,4), (9.6)},
6) S={(c,a),(c, ), (¢, 3), (2 a), (2, ), (2.3)}.
S | 3anvmm ru cute aBonudpenn 6poeBy, Kaj Ko nudpara Ha JIeCETKUTE My NpuIalra Ha
MHOkecTBOTO {3,5}, a nudpara Ha enuHuUIMTe - HA MEOKecTBOTO {0,2,4}.

V.2. TIPABOAT'OJIEH KOOPIUHATEH CUCTEM

Bo Bropara Tema ce 3amo3HaBMe CO MPETCTAaBYBamkEe HAa peaHUTe OpoeBH Ha OpojHa
ocka. [Iputoa Ha cekoj peanen Opoj My oarosapa (My NMpHIpPyKyBaMme) TOUYHO €HA TOYKa Ha
OpojHara ocka Ox, 1 00paTHO: cekoja Touka Ha OpojHaTa OcKa € CiMKa (€ IpUApYKeHa) TOYHO
Ha eJIeH peaJieH 0poj.
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1 ) Ha OpojHara ocka X opeay T TOYKHUTE, IITO UM C€ MPUIPYKEHU Ha pealHuTe OpOeBH:

-3; 1% :2: 5 coonBeTHO

Ounrnenno, OpojHaTa OcKa OBO3MOXKYyBa Ha TOYKUTE OJ Hea Ja UM MPHAPYKyBame
opoesu. CO npuapykeHUoT Opoj KOH e/IHa TOUKa, BCYIIHOCT, C€ ONpeeNyBa Mojox0ara Ha Taa
TOYKa Ha OpojHaTa 0CKa BO OIHOC Ha mo4eTokoT O.

Jla BummMme cera Jjaiu MOCTOM MO>KHOCT M Ha TOYKUTE Of1 pAMHHMHATa Ha HEKOj HAYHH Ja
UM NPUAPYKyBamMe OpOeBH, CO KOM M0JI0KOaTa Ha €[JHa TOYKA Ha paMHUHATa Jja Oujie eIHO3HAYHO
omnpeneneHa. TakBa MOXKHOCT MOCTOM. Toa IO MOCTUTHYBaMe CO IMOMOII Ha TaKaHApEUEHUOT
MIpaBOAroJieH KOOPJIMHATEH CUCTEM BO PAMHMHATA.

D Jlepunuyuja. llpaBoarosieH KOOpAMHATEH CHCTEM BO PAMHHMHA ce BUKA
YHHjaTa 0] ABe 32¢MHO HOPMAJIHHM OPOjHHU OCKHM CO 3aeITHHYKH MOYETOK, HA KOU
i@i e n30paHa eJHA UCTA eMHEYHA OTCeYKa.

3aeTHUYKHUOT ITOYETOK HAa OPOJHUTE OCKH CE BUKA MOYETOK 1 Ha KOOPAHMHATHUOT CUCTEM,
WM KOOPAMHATEH MO4YeTOK U ce o3HadyBa co O.

JIBeTe OpOjHM OCKHM C€ BUKAaaT KOOPIAMHATHH OCKH. ETHaTa o1 HUB ce BUKA anCHHCHA
0CKAa WJIM X-0CKa 1 C€ O3HAYyBa CO X, a [pyrara - OpAANHATHA OCKA UM -0CKA U CE 03HAYYyBa
co Oy.

[TpaBoaroHUOT KOOPAUHATEH CHCTEM ce o3HauyBa co xOy (UpT. 7), & ce BUKa YIITe
u JlekapToB mMpaBoarojieH KOOPAMHATEH CHUCTEM TI0 UMETO Ha (PPaHIyCKUOT MareMaTHdap
Pene Jexapt (1596-1650).

KoopnuHaTHHTE OCKH ja pa3/ienyBaaT paMHUHATA Ha YETHPH JIeTIa, HAapEUCHN KBAAPAHTH
(uerBpTHHKH). Ha 1pTe)OT 7 MOKa)kaHO € KOj Ol KBaJPAHTUTE CE 3eMa 3a NpB, BTOP, TPET U
YETBPT.

PamHuHaTa BO KOja € YTBpIEH HEKO] KOOPAWHATEH CHCTEM, CE BHUKAa KOOPAHHATHA
PaMHUHA.

HaxoopaunarHata paMHuHA J1a 3eMeMe €/1Ha IPOM3BOJIHA TOUKa M 1 ricTara OpTOrOHAIHO
1a ja npoektupame Ha koopauHaTaute ocku Ox u Oy. Toukata M Ha ancuucHaTa Ocka HeKa ce
NpoeKTHpa BO Toukara P, a Ha opuHaTHaTa ocka - Bo Toukata  (upt. 8). Ha TakoB HaunH Ha
KOOPJIMHATHUTE OCKH Jo0uBame aBe Toukd P 1 . Ha ucT HauuH 1 Ha cekoja Ipyra Touka of
KOOpJIMHATHATA paMHUHA MOXEMeE JIa HajieMe JBE COOJIBETHU TOUKH Ha KOOPJUHATHUTE OCKH.

Y y
M (5,2)
11 kB. I xB. Qpmmmmmmmmm oo ,
14 i
(0] 1 - 5 ) S
/ 111 kB. 1V xs.
Pene Jlexapr
(1596-1650) Ipr. 7 Lpr. 8
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OO0paTHO, Ha CEKOM JIBE TOUKH 07 KOOPJIMHATHUTE OCKH, Ha TpuMep, Ha P € Ox u

€ Oy,

VM COOJBETCTBYBA €1HAa U caMO e/1Ha Touka M Bo pamHuHata x(Oy. Toa e mpeceyHara Touka Ha
HOPMAJINUTE - TOBJICYCHHU HU3 3CMCHUTE JIB€C TOUKHW KOH OCKHTEC, HAa KOHU TUC JIC)KAT.
Ha TakoB HauuH, onpenenyBameTo Ha MosiokOara Ha Toukara M on pamuuHata xOy ce

CBE/lyBa Ha OTpEeTyBame Ha MOJIOKOaTa Ha HEJ3UHUTE MpoeKnuu P u

Ha KOOPpAWHATHUTC

ocku. MeryToa 3Haeme, JieKa MmoJjiok0aTa Ha elHa TOYKa Ha OCKUTE CE OTpe/IeTyBa CO Hej3uHaTa
KoopauHaTa. Heka x € Koop/iHaTa Ha TOYKa Ha arclycHaTa OCKa, a y-KoOp/InHaTa Ha TOUKara
Ha OpAMHATHATa ocka. Toram OpoeBHTE X W y MOTIIOJNHO ja ONpeeiyBaaT MmojiokOara Ha
Toukara M Ha paMHUHATa U C€ BUKAaT KOOPAMHATH Ha ToUkata M.
[IpBata koopamHaTa X ce BHMKa amcHMca Ha Todykara M, a BTopara KOOpAHHATA
y-opaMHaTa Ha Toukara M. Bo cirydajoB mTo ro pasrienyBaMe Ha IPTEKOT 8, Toukara M nma
aricriica x=5 1 opiMHara y=2, koe cuMOonuKky ro 3amuiryBame co M(5,2).

y Ha upr. 9 oOenexaHuTe TOUKH
5 umaar koopauHaru: A(3;2), B(-5,3),
B(-5,3) 4 G(0,4) C(_4!_1)1 (2’_4)! (510) ) (_3 ) O) )
i 3 (0,4) u (0,-2).
i 2--ooe- ? AB2) Crnopen TOAQ, TOYKUTE on
i F(:3,0) ]! i E(5,0) ancLyCcHaTa 0CKa MMaaT OpJIMHATA €IHAKBa
6 543 200 _11 >3 & 36 Ha HyJa, a TOYKHUTE OJ OpAMHATHATA
CE-_4_,:i)_ """ ] i OCKa HMaaT afncuuca €¢JIHAaKBa Ha HyJa.
2 H(ﬁ)"z) KoopiuHaTHHOT MOYETOK UMa KOOPIMHATH
3 i 0(0,0).Kako miTo riemame KOOPIMHATHTE
=m0 D(2,-4) Ha TOYKHUTE OJ KOOpJAMHATHATa pPaMHUHA
- NpETCTaByBaar MoJAPEICHH ITAPOBU PEATHU
Lpr. 9 6poesu.
2 Kane nexar toukute Ha pamHuHata xOy, KOM MMAaar. a) MO3MTHBHU KOODPIHMHATH,

6) HCTaTHUBHU KOOpJAHWHATH, B) MO3UTUBHU aIllICIMCH W HCTAaTHUBHU OPAWHATH, F) HCTaTHUBHU

alIClMCH U IIO3UMTHBHU OpI[I/IHaTI/I?

Jla BugMMe cera Kako KOHCTpyHpame TOYKa BO paMHHMHATA, KOra ce JaJIeHU HEJ3UHUTE
xoopauHatH (x,, y,). Ha mpumep, /1a ce KOHCTpyHpaaT TOYKUTE BO pAMHUHATA, UMK KOOPIMHATH

ce: M(=4,3), (-5,-2), S(4,5; 4), T(3;-3,5).

3a KOHCTpyKIIMja Ha TOYKara
M(-4,3) (upr. 10) mpBo, morpebHO € Ha
Ox ockara Jia ja ompeamme Todkara M,
ITO OJroBapa Ha amncuucara x=—4, a Ha
Oy-ockara - Toukata M, mTO oarosapa Ha
opmunarara y=3. [loroa nu3 Toukure M, u
M, nosnexyBame HOpMaju kKoH ockute Ox 1
Oy. IlpecexoT Ha THEe HOpMalu € OapaHara
touka M(—4,3) (upt. 10). Koncrpykuujara
Ha gapyrure Touku: (—5;-2), S(4,5; 4) u
T(3; —3,5) e nokaxxana Ha nprexot 10.

y
M(-4,3) C:) S(4,5;4)
Q=== Mz it
M, 0 :' k
: ;
5 ;
N(-5,-2) :
!
O T(3:-3,5)
Lpr. 10
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On M3n0KeHOTO 1I0 TyKa ciemyBa neka: CO MmoMomr Ha MpaBOAaroJHUOT KOOPIMHATCH

CHCTEM Ha CEKOj MOApE/CH Map peajHu OpoeBH My MpHApPYXKyBame (IoIeiyBame) Mo enHa
Touka o1 pamuuHaTta xOy, 1 00paTHO: cekoja Touka off paMHrHaTa x(Oy € MPUAPYKEeHA Ha eleH
TOYHO ONpEIETICH MOPE/ICH ap peaTHu OPOEBH, KOU C€ HEj3MHHI KOOPIMHATH.

10

11

12

N
n

3ATAYN J
TSN
Kako ja onpenemnyBame monoxx0ara Ha TOYKUTE BO paMHUHATA?

Onpe,ueJm " 3allMlIU T' KOOPAHUHATUTC HA TOYKHUTEC, IITO CC o0Oelle’kaHu U O3HAYCHU Ha

I[PTEXOT.
Omnpenenu rd KOOPAMHATHTE HA TEMHUEbATa HA MPABWIHHOT InectaroiHuk BC Ha
uprex 12.
Yo
B - | |
il =
D
©
- ] S
e L2 F 0 T /[C x
X
R
S IL,
A B
SR " | |
pr. 11 Lpt. 12

Bo koj KBasipaHT Jie:KaT TOUKHUTE:

a) M,(-5,3), M,(4,-4), M,(2,5), M,(-2,-7),

0) K/(-1-4), K,(3,-1), K,(-8,4), K,(1,5)?
Kane nexar toukure: A(2,0), B(0,-3), C(0,0), (-4,0), E(0,1), motoa KOHCTpyupaj ' BO
pamauHata xOy.
[pecekot Ha aujaroHamMTe Ha KBaaparor BC  nexw BO KOOPIUHATHHOT IMOYeToK. Temero A
nma koopuHarh (—3,—3). Onpeev r'i KOOpIMHATHTE Ha OCTAHATHTE TPY TEMUHH-A HA KBAIPATOT.
3eMH HEKOJIKy TOYKHM, IITO MMaaT MCTa amncimca x=3, a pa3nuuud opauHaru! IITo
3a0esiexyBalll, Kajie JIe)KaT THE TOUKH?
KoHcTpyupaj HEKOJIKY TOYKH, INTO WMaaT MCTa OpAMHATA y=—2, a Pa3IHYHH arlCIHCH.
[IITo 3abenesxyBaril, Ka/e JeKar THE TOUKH?
On kakoB Buj ¢ TpuaronHukor BC, crmopen HeroBuTe CTpaHd UMK TEMHEba HUMaatr
koopaunath: a) A(2,0), B(6,3), C(6,-3), 6) A(-2,0), B(4,0), C(—2,2%)? [Tpecmertaj ru
JOJDKUHUTE Ha HETOBUTE CTPAHH.
[percrau ro rpadhuuku maokecrsoro: {(-2,0), (1,-3), (3,1), (0,-1), (2,4)}.



V.3. PEJIALHUJA. IOUM U ITIPETCTABYBAIBE

Cera ke ce 3amo3HaeMe CO €IEH MHOTY Ba)KE€H MOMM BO MaTeMaTHKara, cO MOWMOT
peianuja. Toj 300p BO CEKOjAHEBHUOT JKMBOT MMa IIMPOKO 3Hauewme. Ho, BO maremarukara
300pOT penaija uMa ocTa Ipery3Ha CMUCIa U 3Hauewme. Jla ro pasmename mpuMepoT:

Ha nprexxor 13 mpercTaBeHr ce MHOXKECTBaTA:

A={Bunarko, Mapuja, bunjana, bopue} on 4 yuenuiwm u

B={burona, [lItum, Cxomje, [ledap, Oxpua} oa 5 rpaza.

Co cTpenki e MoKa)kaHo: CEKOj YIE€HHK O/ MHOKECTBOTO A BO KOU I'PaJI0BH O]l MHO’KECTBOTO
B nipecrojysai (ru mo3uasa). [iemame, ox Biatko moaraar 1Be CTpeskH, 011 KOM €HaTa ¢ HacoueHa
koH butomna, a npyrara kon Ckorje. Tue o3nauyBaar feka Ha BiaTko o1 HaBeieHUTE TPaioBH BO
B my ce mo3naru camo burona u Cromje. Benume ymre neka Ha Biarko My coogBeTcTByBa (MY
e mpuapy:KeH) rpagoT burtona, a UCTO Taka My COO/IBETCTBYBa (WM € BO peJialija €o) rpajgoT
Ckomje. IToroa remame, on Mapuja He moara HUTY €IHaA CTpenka. Toa 3Hauu, neka Mapuja He
Ouya HUTY elHAIll BO HUENEH O] HaBEJCHHUTE I'PaJioBU BO B, ogHOCHO nexka Ha Mapuja He H
COOBETCTBYBA (WK He € BO peJiallija co0) HUTY €/ICH SJIEMEHT O]l MHOKECTBOTO B.

On npresxort 13, ucto Taka, Iieaame Jieka ofl cute eaeMeHTH Bo B camo 1o rpagot [ebap
HE Jjoafa HUTY €Ha CTpeika. Toa 3Ha4M JIeKa BO TOj Tpajl HUKO] OJl YUECHHUIIUTE HE TPECTOjyBal
HUTY €/IHAIll, OJJHOCHO JIeKa TOj €JIEMEHT O/l B He cOO/IBETCTBYBa HA HUEJICH EIEMEHT O/ A.

Bo BakoB ciydaj BemuMme Jieka CO TIOMOLI Ha CTpENKW € 3ajlajieHa €Ha peJialuja
(coonBeTCcTBO MM MPHAPYKYBaKE) Ol MHOXKECTBOTO A BO MHOKECTBOTO B. A 3a ¢urypara Ha
1pT. 13 mTo e cocTaBeHa o/ TOUKHU CO KOM € MPETCTABEHH eIEMEHTHTE Ha MHOXKecTBarta A u B, n
CTpEJIKHUTE ILITO TY CBP3yBaaT HEKOU OJ] HUB, BEJIMME JIeKa € rpag) Ha Taa pelaiuja.

OuurnenHo e Jeka cekoja crpenka oa rpador Ha npT. 13 3aMeHyBa BCYIIHOCT €CH
MoZIpe/IeH map 00jeKTH, Off KOU MPBUOT € eIEMEHT Ha A M CTOM Ha MOYETOKOT Ha CTpENKaTa, a
BTOPUOT € eJIeMeHT Ha B u cTou Ha KpajoT Ha cTpenkara. Cropes Toa: KOJIKY CTPEJIKH - TOJIKY U
nozapenenu maposu. (Biarko, burona), (Biarko, Ckomje), (bunjana, butona), (bumjana, ITum),
(Buijana, Cromje), (bumjana, Oxpun), (bopue, Ckomje), (bopue, Oxpun). Cute THE OAPEICHU
napoBH 00pa3yBaar €1HO TOYHO OIPEJIEIEHO MHOXKECTBO |, Koe € MOAMHOKeCTBO 011 J[eKapTOBHOT
npou3Bo/ Ha MHOkecTBara A u B, t.e. I' < AxB.

MmuoxectBoto I” ce Buka rpauk Ha oBaa penamuja ox A Bo B.

On MHOXECTBOTO A BO MHOXECTBOTO B MOke /1a ce BocrocTasar u Apyru penanuu. Ese
€/IHa Jpyra TakBa pernamnuja o1 A Bo B:

Ha uprexor 14 co rpad e 3aganena penanuja ox A Bo B, npu koja: cekoj y4eHUK o e
BO peJianuja co (My e IpUIPYKEeH) OHOj Ipaj o1 B Bo Koj TOj € pojieH.

[Ipu oBaa penamnmja
JIAJTA MOXKE €JICH YUCHHK O
A 5a e BO penanuja co JiBa
rpaja oj MHOXeCTBOTO B?
3omTo?

Bunjana

Bopue
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Penanujara mro e 3amanaena va upt. 14 co rpad, moxxe na 6ume 3agaaeHa u co CISTHOBO
MOAMHOXeECTBO 011 JlexkapToBHOT nmpoun3Bojl AxB; MoTouHO cO HEJ3UHUOT rpaguK:
I'={(Bnarko, butona), (bunjana, Oxpun), (bopue, Cromje)}.

OuurenHo e JeKa, IBeTe 3a/1aJieH! pesallii Off MHOKECTBOTO A BO MHOXeCTBOTO B
ce pa3JIMKyBaaT €J{Ha O Jipyra clope] NpPaBWJIOTO HA MpuApYKyBamwe. Kaj npeata penamuja
(upt. 13) Toa MpaBWIIO IVIACH: ,,... TO TMO3HABA IPajoT ...“ a Kaj Bropara penauuja (upt. 14)
[IPaBWJIOTO Ha MPUAPYKYBAKE [VIACH: ,,...€ POAEH BO... .

OmnmITo, MOMMOT pernalyja ro BOBEAyBaMe CO CIIeTHaBA:

o

© Jlegpunuyuja. Hexa A u B ce 1Be HenpasHu MHOKkecTBa. CeKoe MOIMHOKeCTBO
@.ﬁ on JlekapToBuoT npou3Boa AxB ce Buka penamnuja ox A Bo B,

T.e. epenamyjaoqABoB,akoucamoako < xB.Akoe(x,y)e u < xB,Toram
BEITMME!
X € BO peJialnuja “ u numryBame X Y.
3a pa3IMKyBambe Ha pealuTe €Ha CO Ipyra YecTo I 0O3HauyBaMe U co OyKBUTE: , O,
, uTH. CO ncra OykBa, 0OMYHO, TO O3HaYyBaMe ¥ IIPABUIIOTO Ha MPUAPYKYBambe Ha peralujara.

Ha uprex 15 co momomr Ha rpad 3amaeHu ce TP pelalid , W OJf MHOKECTBOTO
A={2,3,4} na muoxxecrBoro B={6,8,9}. [IpaBuioro Ha mpuapyKyBame Ha pejanyjara €., ce
coap:xku Bo . O0ueTe ce a TH OTKpPHETE MpaBUiiaTa Ha MPUAPYXKYBarbe Ha PEllAlliuTe |

Lpt. 15

Penanmu moxar 1a Ougar BOCIIOCTaBEHU U MeTy €JIEeMEHTUTE Ha €THO MICTO MHOXKECTBO.
3naun MHOkecTBata A u B He mopa ma Ounar paznuunu. Ha mpumep, na ro pasmienyBame
MHOKECTBOTO.

M={buroma, [Tpunern, lllItun, Oxpuz, {edbap, Pagosui, ITexdeBo}, Koe € MOAMHOXKECTBO
oJ1 cuTe TpasoBu Bo PemyOnnka Makenonuja.

Burona

3abenexyBame JeKa,
nocieanara OykBa BO UMETO
Ha rpagor Oxpux € mpsa
OykBa BO KMMETO Ha TIpajoT
Hebap. HWmajkmu 10 TOQ
npeaBu Ha upTex 16 co rpad
3a/aficHa € penanuja  Mery
eJIEMEHTHTE Ha MHOXXECTBOTO
M. Taa penanuja Moxxe 1a ce
LpT. 16 3a/1ajie U Kako Ha 1pt. 17.

TTexueBo




Burona

IlexgyeBO

3AJIAUN 5
Y 4

1 ' Hauprexor 18 corpad ce 3amanenu ase penanyu U O MHOXKECTBOTO A Ha MHOXKECTBOTO
B. Kaj penamnujara :
a) EneMeHTOT a co Kou efieMeHTH € BO pernanuja?
0) Enementort b ¢ Bo penaiiija co KOJIKY U KOH €JIEMEHTH?
B) EnemenTor 4€B Ha KOJIKY U Ha KOM €JIEMEHTH OJ] € IPUIPYKEH?
Kaj penamujara
r) [Tocrou i eleMeHT BO A KOj HE € BO peJialfja Co HUTY €CH eleMeHT o B?
n) [locton nu egeMeHT BO A KOj HE € BO pelaija co IOBeKe OJ €ICH CIIEMEHT BO
MHOXeCTBOTO B?

Lpr. 18

2 | Mery enemenrure Ha MHOkecTBara A={1,2,3} u B={p, q,r} 3a1aj nexonxy penamumu!

3 ' lamenn ce muoxectsara A={12,15,24,72,45} u B={2,1,3,4,5,6,7,8,9}. Co momom Ha
rpad u rpaduK MPETCTaBH T'U CIEAHUBE PEIalliu:
a) Cekoj nBouu(peH Opoj xe € BO penaija co 30upoT Ha HeroBute nupu s<B,
0) Cekoj aBordpeH Opoj xe € BO pealuja co Iudpara Ha HETOBUTE SAMHUIM e € B,
B) Ha cekoj aBorudpen 6poj x€ A npuapyxeHa My € nudpara Ha HeroBuTe aeceTku deB.
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4 ) Penauuure W OJ MHOXKECTBOTO A Ha MHOKECTBOTO B, 1ITO ce 3aiajieHu co rpad Ha
upt. 18, 3ammmm ru co rpaduk, T.e. Kako MOAMHOKECTBa 071 JlekapToBHOT npon3Box AxB.

S | Mery enemenTtute Ha MHOKecTBOTO M={2,3,4,6,8,9} 3anumm ja co rpad) penanujara |,
IIPH KOja Ha OpojoT xe M My € puApykeH Opoj y 011 UICTOTO MHOYKECTBO, TaKa IITO.
a) y>x, 0) y X, B) y € JICJIHB CO X.

V4. ®YHKIUJA. IOUM U IPETCTABYBAIBE

Hexka ce nanenu nBe Henpasuu Mmuoxectsa A={a,b,c} u B={1,2,3,4,5}. Ha uprexor 19
co rpadoBH Ce 3aJa/ICHNA TP pelallid , W O] MHOXKECTBOTO A BO MHOXKECTBOTO B.

Kaj pemanmjara 3abenexxyBaMe JeKa, HA CEKOj eJleMEHT O]l MHOXXECTBOTO A My €
NPUAPYKEH eIeH M CaMO eJIeH SIIEMEHT 01 MHOXKeCTBOTO B. TakBuTE penannu Bo MaTaMaTukara
UrpaaT MHOTY BayKHa yJIora U ce BUKAaaT (PyHKIHMH (WK MPeCcJUKYBamba).

Penatmjara  (uprt. 19) He € dpyHKIMja, Ouaejku BO MHOXeCTBOTO A moctoun be A Ha koj
HE My € MPHUIPYKEH eJIEMEHT 0] MHOKeCTBOTO B (011 enneMeHTOT b He moara cTpernka).

Pemammjara  (upt. 19), ncto Taka, He ¢ QyHKIMja, OMICjKH HA €JIEMEHTOT ¢ My Ce
NPUAPYKEHH MOBEKE O €IeH €JIEMEHT OJf MHOXECTBOTO B (01 eneMeHTOT ¢ moaraar JBe
CTPEJIKH).

Crnopen Toa, ja ycBOjJyBaMe CJI€/IHABA!

9 Jepunuyuja. Penauujara, npu Koja criopeJl HeKoe MPaBHJIO0 (3aKOH)
HA CeKO0j eJileMeHT XEA MYy e NPUAPYKeH eleH U caMo e/leH ejleMeHT yeB, ce
“°W BHKa QyHKUMja O MHOKeCTBOTO A BO MHO:KecTBOTO B, n nnmyBame: : A—B,
" 'i omHOCHO A—> B.

MHoxecTBOTO A ce BHKa A0MeH WiH neduHumrona oonact, a B - koqomen ninm odact
Ha MeHyBamwe Ha ¢yHkumjara . [lpu pynkuumjara —B, ako Ha emeMeHTOT xeA My e
MIPUIPYKEH eJIEMEHTOT ) € B, Torami 3a x BelnMe JieKa € OpPUrHHAJ, a 33 ) BEJIUME JIeKa € CJIMKa
Ha X, WM BPEIHOCT HA GYyHKIMjaTa 3a eIeMEHTOT X. Toa cCMMOOIHNYKH ro 3anuinyBame: y = (X).
Ha mpumep, kaj ¢pynkuujara : A—B Ha nprexor 19, nmame:
(@)=2, (b)=4, (c)=4.

f B A g B A h B

|/
H 7

Lpt. 19

Kaj pynkuumjara :A—B, cum6010T X co K0j ro 03HauyBame Koj OMIIO eleMeHT of A, ce
BHKa He3aBHCHO MPOMeHInBa (WK apryMeHT), @ y win (x) ce BUKa 3aBHCHO NMPOMEHJINBA,
WM BPEIHOCT Ha apryMeHTOT X. J[a HaBeieMe HeKOJIKY pUMepH Ha (QYHKIUH:



Ipumep 1. Heka e MHOKECTBO Ha yueHHIHMTE Of eaHo oxaenenue, a B={1,2,3,4,5}
-MHOXKECTBO OJf TIETTE€ MOXKHH OIIGHKM IO MareMarnka. Ha cekoj yueHWK x€A ma My ja
NpUIPY’KUME OlleHKara yEB, mMTO TOj ja UMa MO MaTeMaTHKa. AKO HEOIICHETH YYCHHIU IO
MaTeMaTuKa BO OJIJIEJICHHETO HeMa, Toraul joousame pyHkuuja oxa A Bo B.

Mpumep 2. Cromme mpen HW3IOTOT HA MY3WYKH HHCTpyMEHTH. CHTE H3JIOKEHH
WHCTPYMEHTH BO M3JIOTOT 00pa3yBaaT MHOXeCTBO M, a HMBHHTE IleHH - MHOXecTBO C. Ha
CEKOj MHCTPYMEHT X € M npuapyxeH My e enemenT ye<C, HeroBara 1ieHa.

Tykxa umame QyHKIMja 0 MHOXKECTBOTO M BO MHOXKeCTBOTO C, KOja Ha HHCTPYMEHOT
xeM My ja npuapyxyBa HeroBara 1eHa (x).

Bo nBara pasmiemanu mpuMmepa AOMEHOT M KOAOMEHOT Ha (yHKIHUjaTa c€ KOHEUHH
MHOXKECTBa, HO THE MOXaT (JIBETE WM CaMO €HO O HHB) Jia Oujar u OECKOHEYHU MHOXKECTBA.

IMpumep 3. Heka N € MHOKECTBO Ha CUTE IPUPOAHU OpOeBHU (OECKOHEYHO MHOYKECTBO)
u S={0,1}. Ha cexoj XeN na my npunpyxume win 0€S, ako x e napen 0poj; i 1€S, ako x e
HernapeH 0poj. [Ipuroa no6usame pynkuuja N—S. 3a Hea umame:

(1)=1, (2)=0, (3)=1, (4)=0, (5)=1, utH.

@ynkijara co AOMEH A M KoJoMeH B uecto ja BUKame U NMpecJMKYBame Of
MHOXECTBOTO A BO MHOXecTBOTO B. TepmuHOT ,ipeciukyBame’ MoceOHO € MOroJeH npu
pasrieayBambe Ha MHOKECTBA TOYKH BO T€OMETPH]jara.

IIpumep 4. Heka e R MHOXXECTBO Ha cUTE peaHi OPOeBH, @ -MHOXKECTBO Ha CUTE TOUKH
oz OpojHaTa ocka. 3HaeTe Kako Ha CEeKOoj eJIeMEeHT XER Ha oapesieH HaYMH My MIPUIPY)KyBaMe
eIHO3HA4YHO ompezeneHa Touka Tes o1 OpojHara ocka s. Benmume, Tyka nMame NpeciiuKyBambe

O/ MHO)KECTBOTO R BO MHOXeCTBOTO W muuryBame :R—s, mpu mto co T(x) ja o3HauyBame
oHaa touka T of ockara, Koja My e mpuapykeHa Ha Opojot xeR.

IIpumep 5. Ha nprexor 20 mokaxaHo € Kako
MOe€ /1a Ce BOCTIOCTABH €/JHA pejalyja 0] MHOXECTBOTO
TOYKM Ol oTceukara AB Ha MHOXXECTBOTO TOYKH O]
orceukara C , mpu xoja — ,B—->C,M— , — |,
uTH. Taa penanuja npercraByBa omnpeseicHa QyHKIUja
(mpecnuKyBame) O MHOXKECTBOTO TOYKHU Ha OTCEUKara
AB Ha MHOXECTBOTO TOYKM Ha orcedkara C , Te.

:AB—C . IlIpuroa umame: (A)= , (B)=C, (M)=M..

A

c D 3a nBe ¢pynkuuu A—>B u C— cmerame
N M, JIeKa ce eIHAKBH, aKO M CaMO aKO THE UMaaT ¢THAKBU
Lpr. 20 nomern (A=C), enqnakBu komomenu (B= ) u (X)= (x)

3a cexoj xe A=C. Cniopen Toa, 3a enHa dyHkija ‘A—B
Ke cMeTaMe JIeKa € 3aJaJIcHa, aKo CE€ MO3HAaTH. JOMEHOT A, KOAOMEHOT B u mpaBWjioTo Ha
MIPUIPYKYBAE.

MHOXECTBOTO Ofi CHTE eleMeHTH (X) 32 CHTEe MOXHH XE , T.€. KO€ C& COCTOH O]
CIIMKWTE Ha CUTE eJIeMEeHTH Ha A kaj pyHkmmjara :A—B, ce BuKa cJiMKa Ha IOMEHOT A, Win
MHOKECTBO Ha BPeIHOCTHTE HAa QYHKIHjaTa | CUMOOIHUYKK ce 03HadyBa co (A). 3Haun
( )>={ ¥)xe }. Ouurnenno ( ) < B. Ha mpumep, ako :A—B e nanena Ha npt. 19, toram

()={24}
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26
5 O3

3AJIAUN

Kowu ycnoBu Tpeba 1a rv HCTIONHYBA e€Ha penalja Mel'y eJIeMEHTHTE Ha MHOXKECTBOTO A
¥ MHOXKECTBOTO B, 3a 51a mpeTcraByBa (h)yHKIIMja O MHOKECTBOTO A BO MHOXECTBOTO B?
[IpoBepu pamm penmanuuTe ¥, IITO C€ MPETCTaBeHW cO rpadoBu Ha HpTeKOT 18, ce

GbyHKIIUN.
Kow ox penmaruute, mTo ce mpercTaBeHH co rpadoBu Ha npTexoT 21, ce hpyHKumn?

E-INE=
EIME-9,

Lpt. 21

OOpa3yBaj T CEMOXKHUTE pejianuud Mely eneMeHTHTe Ha MHOXectBata A={a,c} wu
B={1,2}. Kou on Tue penaimu ce QyHKIHHA?
Hanenu ce muokectBata A={-2,-1,0,1,2} u B={0,1,2}. Cekoj O6poj x€ A e BO penauuja
co HeroBuoT Monyi1 x €B. Hampraj ro rpador Ha Taa penanuja u IpoBEpH Jalld Taa €
byHKIHja.
Kou oz cinenHuBe nckasu ce TOYHU:

a) Cexkoja penamnuja oI MHOXECTBOTO A BO MHOXXECTBOTO B € MOAMHOXECTBO 0f
JexaproBuor npousson xB,

0) Cexoja penanuja o A Bo B e dpyHkimja,

B) Hexou o penanmute ox A Bo B ce ¢pynkunn?
Heka M e MHOXECTBO O CHUTE CTPAaHHIIM HAa OBO] y4eOHHMK, a M-MHOXXECTBO Ha CHTE
npupoaHu O6poeBu. Ha cexoja ctpanuna o y4eOHUKOT M € mpuapyxeH Opoj. Jamu Taa
penanuja e pyHKimja?
Hexka mt e pamanHa, a K-MHOXeECTBO Ha cuTe KpY>KHUIM BO paMHUHATa TT. CeKoja KpyKHHUIIA
keK e Bo penanuja co Hej3uHHOT 1ieHTap O - efemMenT ox 7. [layu Taa penanuja ¢ pyHkimja?
[ITo e noMeH, a MTO KOAOMEH Ha Taa QyHKIHja?
Heka M e MHOXECTBO Ha CHTE yYEHHIIM BO €IHO OAJENICHHE, a3 S-MHOXKECTBO Ha CUTE
CTOJIMIIM BO yuriHHIaTa. Ha cexoj yueHHK x €M My cOOBETCTBYBA CTOJIOT Y€ S Ha KOj TOJ
cemu. Jlanu Taa penanuja (COOnBETCTBO) MpeTcTaByBa (QyHKIHja?



V.5. BAIABAILE HA ®YHKIIUUTE

[IpaBunoTo Moxke aa Ouze Ja/ieHO Ha Pa3IYHU HAUMHH U TOA: HIEeMATCKHU co rpad,
Tal0enapHo, rpagpuuku co rpapuk ¥ aHAIUTHYKH c0 (opmynaa. Kako NpakTU4YHO ro
IIOCTUTHYBaMe Toa K€ MOKaKeMe Ha IPUMEPH.

V.5.1. lllemaTcko u TaGeaapHo 3a1aBame HA QyHKIUHUTE

Ipumep 1. Heka ce mamenu muoxkectBara A={1, 2, 3, 4, 5} u B={a, b, c}. Kora
MHOXXecTBaTa A U B ce koHeunwu, ¢pyHkimjata o1 A Bo B Moxke na Oune 3a1aeHa co oMot
Ha CTPEJIKK Kako Ha 1pt. 22. [Ipurtoa nmpaBuioto Ha npuapyxyBame riiacu: Ha cexoj enemeHT
X€E€ My COO/IBETCTBYBA OHOj €JIEMEHT Y€ B KOH KOro € ymaTeHa cTpeikara ITo noara oj Hero.
3unaun: (I)=b, (2)=a, (3)=b, (4)=b u (5)=c. bunejku ox cexoj eIEMEHT Ha MHOXECTBOTO A
noara caMmo 10 e[Ha CTpeJIKa, 3aToa BeJIuMe: co rpadot Ha 1pT. 22 e 3a1a1eHa QyHKIHMjaTa Of
A BO B.

r BakBuoTr HaunH Ha 3ajaBame Ha PyHKIHjaTra co rpad ce
B
A 7 BHKA LIEMATCKO 32/1aBamhe.
. dynknujata :A—B Moxe na 6uae 3agazeHa W Co
" Tafeja, Koja ce COCTOM Of JBa pelda WIu IBe KoyjoHW. Ha
‘ IIpUMeEp Baka:
12345 RN EEEREREN
ICpabpe) mm
Lpr. 22 fo [ b fa e b ]e]
OIHOCHO:
Bo mpBuoT pex, OMHOCHO JeBara KOJIOHA
x f(x)  3alMIIaHH CE CHTE €JIEMEHTH Ha MHOXXECTBOTO , a BO
1—b ) , BTOPHOT pell, OMHOCHO BO JIeCHaTa KOJIOHA HACIPOTHU
2—a b u HUB C€ HaIWIIAHA COOABETHUTE HA HHUB CIUKH BO
f=| 3—b UIN 3
: dh b MHOXX€ECTBOTO B.
5.c g‘ b BakBHOT HaunMH Ha 3aj7aBame Ha (DYHKIUUTE Ce
C
BHKa Ta0eJapeH HAYMH.

TaGenapeH HauMH Ha 3ajjaBame HA (YHKLIUUTE IIUPOKO CE MPUMEHYBA BO MPAKTHUKATA.
TakBu ce TabenuTe Ha KBaJpaTuTe, KyOOBUTE, MPOLIEHTUTE Ha OpoeBuTe, UTH. Ha npumep, BO
MeIMIMHATa Ha MHOTYOpPOJHHM MPUMEpH U Mepema YTBPACHO € JieKa BUCHHATa Ha JIeTeTO OJ
HETOBOTO parame J0 HaBpIleHATa CeiMa roJHa ce MEHYBa (IIPOCEYHO) KAKO IITO € MOKAKAHO
BO cjleHaBa Tabena:

Topmawa | | 1 | 21 314|567

cTapocT
Bucuna

BO om 50|70 |80 |90 | 98|106|113|120

Benume, BucuHara Ha ieteto e GyHKIMja o TOAMHUTE HAa BO3pacTa.
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V.5.2. I'padpnuxo 3a1aBame HA PyHKIHUTE

Mpumep 2. lanenu ce muokectBara ={-2,-1,0,1,2,3}uB={0,1,2,3,4,5}. ®yukuujara
HEKa € 3a/1aJIeHa co clieJHara rabea.

x |2]-1]o0|1]2]3
S@lo| 123|415

OuunieaHo e aexa (I)yHKI_[I/IjaTa :A—>B OIpeaciryBa MHOKECTBO O] TIOAPEACHU ITapOBH,
KO¢€, 06I/I‘-IHO, TO O3Ha4YyBaM€ CO I' Te.

r :{(_210)1 (_111)1 (012)’ (1!3)1 (2!4)! (315)}

3366J’IC)KYBaMe, MHOXecTBOTO I' ce cocTou of TOJIKY €JIEMCHTU (nonpeneHH HapOBI/I),
KOJIKY INTO €JIEMCHTH MMa NJAACHOTO MHOXKECTBO A

M TOA. IIPBUOT CJIECMCHT Ha CeKOj o4 THC IOAPCACHHU yA
IIapoBH € CIICMCHT O/Jfl MHOXKCCTBOTO , @ BTOPHOT - € N
€JIEMEHT 0] MHOXECTBOTO B 1 npeTcTaByBa CJIMKa 4

Ha TIPBHMOT €JIEMEHT 3a JiajieHaTa GyHKIHja , T.€.
0=(-2), 1= (-1), 2= (0), 3= (1), 4= (2), 5= (3).
Ha cexoj moapenen map (x,y)el’ mokeme na
rielaMe M Kako Ha TOYKa CO alciuca X U OpJuHara
¥, @ HA MHOJKECTBOTO IMOJPEIEHH MapoBu I’ - Kako

(5]

=

HAa MHOXECTBO TOYKH, KOHU JIECHO MOXKAaT Ja Ce€ -2 -1 0 1 2 3 t
KOHCTpyupaaT BO KOoOpJAuWHaTHarta pamHuHa xOy
(upt. 23).

MHOXECTBOTO Ha CUTE MOAPEICHH NapOBHU Llpr. 23

(touxn) I' xoHcTpyupanu Bo pamuuHara x(Oy, ce

BUKa rpa¢guk Ha ¢pynkumjara .Dynkuujata :A—B, mTo Oemie 3aganeHa TabenapHo, MOXKe
Ta Ouie 3ajaieHa v co Hej3MHUOT TpaduK Kako Ha npt. 23. BakBoTo 3amaBame Ha QyHKIMjaTa
:A—B co nomo1 Ha Hej3UHUOT rpad UK, ce BUKa rpa)MUKo 3a1aBame.

AXO BO KOOPIMHATHHOT CHCTEM C€ 3aJaJiecHd TPOM3BOJIHHM TOYKM THE MOXKAT Ja
orpejenar Hekoja yHKIH]ja, HO He cexoranl. Ha mpumep Ha 1pt. 24 e onpenenena GpyHKImja,
HO co rpadukoT Ha pT. 25 He e 3anajeHa QyHKIMja, OUICjKM 32 HEKOW BPEIHOCTH Ha X Ce
NPUIPYKEHH TI0 HEKOJIKY BPEIHOCTH Ha Y, a TOa HE ONpe/IeTyBa PECIUKYBambe.

2y \ YA

=V
=Y

Lpt. 24 Lpr. 25



I'padmuxoro 3amaBame Ha (QYHKIUHTE IIUPOKO CE€ KOPUCTH BO PA3IUYHUTE OOJIACTH
Ha HayKaTa W IpakThkara. lIpym mpoydyBameTo Ha MHOIY NpPOLECH BO IPUPOAATa Ce
CIly’)kKMM€ CO CIEIHMjaJIHd HampaBH, KakBU IITO c€ Ha mpumep: tepmorpadot, Oaporpador,
enekrpokapauorpadot u ap. CO HUBHA MoMoI Jo0MBaMe pa3HH KPUBH, MTO ce Tpaduiy Ha
onpenenu ¢pynkmuu. Ha nprexot 26 nmokakaH e rpauKoT Ha IpOMEHaTa Ha TeMIIepaTypara Ha
BO3/IyXOT BO TEKOT Ha €JIeH JIeH, 3anuiian ox repmorpad. Ox Toj rpaduk MOXKe Ja ce MpodInTa
KakBa OmIia TeMreparypara Ha BO3ILyXOT BO CEKOj MOMEHT O] ICHOT. Bo MeumuHara co moMor
Ha eJIEKTpoKapauorpadot ce 100uBaat KpuBH (€JICKTPOKApAUOTPaM), Ol KOU JISKApOT MOXKeE J1a
ja BUaM paboTara Ha YOBEYKOTO CpIIE.

TA

e <]

7
N

1S
~
Y

0 )\4 g 0 12 14 16 18 m\:z

o)

IS

Lpr. 26

V.5.3. AHaIUTHYKO 3a/1aBam-e HA QYHKIUHUTE

Bo nedununumjara Ha gynknujata :A—B HumTO He Oeimre pedeHo 3a Mmpupojara Ha
eNIEeMEHTHTE Ha MHOXecTBata A u B. 3Hauu, THe MoKar Ja Oumar o0jeKTH O Hajpa3iuuHa
npupoaa. Ao KoJOMEHOT B e OpojHO MHOXKECTBO, T.€. aKO BPEJIHOCTHTE Ha (yHKIIMjaTra ce
OpoeBH, Toraiil Taa ce BUKa OpojHa (pyHKuIHMja. AKo, IaK, ¥ JOMEHOT € OpPOjHO MHOXECTBO,
toram (yHKIIMjaTa ce BUKa OpojHa (pyHKuuja co Opoen aprymeHt. Kaj oBue ¢yHKIuu
3aKOHOT (IIPaBUIIOTO) Ha IPHUAPYKYBaH€ HAjueCTo € 3a/a/1eH (aKo Toa € MOYKHO) BO BUJI Ha HEKO)]
aQHAJTMTUYKHU U3pa3 win (Gopmyra, BO Koja € Ha3HAYeHO KOM Oolepaiiuy Tpebda /1a ce U3BpIaT co
apryMEHTOT X 32 Jia ce J00re COOJBETHATA BPEIHOCT Ha (DyHKIIMjaTa .

Mpumep 3. Heka e A={-2,-1, 0, 1, 2}. Ha cekoj efeMeHT XEA 1a My IpUAPYKUME OpOj
¥, IITO Ke To IpecMerame cropex popmyiara Y = x?-3. OTTyka g00uBame:

(-2)=1, (-1)=-2, (0)=-3, (1)=-2, (2)=1.

3anaBame Ha (PyHKIMHUTE CO MOMOII Ha HeKoja popMyna y= (X ce BUKA aHAJTUTHYKH
HAYMH HA 3a/aBambe. Toj € TIOro/IeH HApOYHO KoTra JOMEHOT M KOJAOMEHOT Ha (yHKIMjara ce
O6eckoHeuHu MHOXecTBa. [Ipu 3a1aBameTo Ha pyHKIMjaTa co (popMysia HEONIXOAHO € HOTPEOHO
J1a € MOo3HaT IOMEHOT Ha (PyHKIIHMjara.
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AKo TOMEHOT Ha yHKIMjara , IITO € 3a1aeHa co popmyiara Y= (x), € MHOKECTBOTO

R Ha cuTe peanHu OpoeBH 3a KOM M3pa30T (X) MMa CMHCJIA; TOj OOMYHO HE C€ COOIIITYBA,

a ce moxapaszoupa. Ha mpumep, ako e pedyeHo neka QyHKIUjaTa € 3amaaeHa co (Gopmynara
5

y:
JieKa JOMEHOT € HajroJIEMOTO TTOJMHOKECTBO OJ MHOXKECTBOTO Ha peasHuTe OPOEBH, BO KOE
3aKOHOT Ha NPUAPYXKyBame (n3pa3or (X)) MMa cMHCIa, a 32 KOIOMEH CEKOralll ce moapa3onpa

, @ HUIIITO HE € Ka)KaHO 3a JIOMEHOT 1 KOJOMEHOT Ha (pyHKIIMjaTa, Torall ce moapazonpa

MHOKCCTBOTO Ha CUTC pCaIHU 6p0€BI/I. Bo nammor cnyqaj HU3pa3oT nMa CMucJia 3a CeKOj

peanen O0poj x # 2.

0

Al

3AIAYH 3

1 ' Tonemunara Ha efeH BHATPEIEH aroi o, Ha IPABMIHUOT MHOT'YaroJHKUK 3aBHCH O OpPOjoT
Ha CTpaHI/ITe N Ha MHOFyaFOJIHI/IKOT. 3a HCKOU HpaBI/IJIHI/I MHOFyaFOJIHHHPI Taa 3aBUCHOCT
¢ JajzeHa co Tabenara.

n|3 45689 |10]|12]20

% 1 60° | 90° |108°120°|135°162°|144°150°|162°
Konky m3HecyBa rojemMuHata Ha €[€H BHATpEIIEH aroji Kaj MPaBUIHHOT. S5-arojHUK,
9-aroank? Kaj xoj mpaBwiieH MHOTYaroJIHUK BHATPEITHUOT aroji u3HecyBa 150 ? [lamm

3aBHCHOCTA Ha 0 071 N € pyHKIuja?
2 | 3aBHCHOCTa Ha arMOC(EPCKHOT MPUTHUCOK P O HajaMopckara BicuHa H 3amanena e co

TabenaBa:

H@om) (0 | 500 [1000|2000|3000|4000|5000 10000/ 2000

P BO

mmHg | 760 | 716 | 647 596,11525,71462,2|1404,8/198,1| 40,9

KonkaB e armocdepcknor mputrcok Ha BucuHa: 500m, 3000m? Ha koja BuCHHA
MPUTUCOKOT M3HecyBa: 674 mm H , 405 mm H ? Jlanu 3aBuCHOCTA HA IPUTHCOKOT P O
H mpercraByBa ¢ynknuja?

3 | dymukimjara e 3aj1aj1eHa rpaguuky Ha nprexor 27. Kopucrejku ro rpaduKoT, HOTOIHY ja
Tabenara:

x [-1lofl1|2|3|4|5]|6 [ITo e momMeH, a IITO KOZOMEH Ha
Taa QyHKIHja?

Y

Y p

_Y- J
\\

Lpt. 27 Lpr. 28



Ha upt. 28 nanpran ¢ rpadukor Ha ¢pyukuujara :[-2,8] — R.

Onpenu: (0), (2), (6). 3a kou BpenHOCTH Ha X:

a) (x)=0, ©0) (x>0, B) (x) 0?

Ha nprexor 29 nanpranu ce rpadunmre Ha j1Be penanuu. Kpusata (upt. 29a) e
rpaduk Ha penaiujara oq MHOXecTBOTO A=[2, 7] Ha B=[2, 5], a kpuara K (upt. 296)
e rpaduk Ha penanujara og C=[0, 8] va =[1, 6]. /lanu Tre aBe penaryu ce PyHKIUH?
dynkiyjara € 3amaaeHa co Qopmynara y=x—5. Koja BpegHocT Ha ¢yHKUHMjaTa
COOZIBETCTBYBa Ha x=—2. Ha Koja BpeIHOCT Ha apryMEeHTOT X My COOJBETCTBYBa BPEAHOCT
y=1?

a) A 0) VA -
% IS N R I 0. i /i
| /|
7 —~ -
y i // ) |
M | |
i i Tk :
0 ) | x 0 >

LpT. 29

OyHkuuTe W 3amaaeHu ce co rpadosu Ha npTexoT 30. O0uam ce The n8e QyHKIMH
I1a TH 3a1a1ell aHAINTHYKH.

A B
7
/.
7|
Lpt. 30

Ha uprexor 30 co momorr Ha crpenku (co rpad) 3amaneHa e pynkmmjata : —B. Co
MIPOMEHA Ha HAacoKaTa Ha CUTE CTPEIKU ke ce qobue HoBa dyHKIMja @:B— . M3pasu ja
(dyHKIIMjaTa @ aHAUTUTHYKH.

V.6. PASMEP. YIEHOBHM U BPEJHOCT

Heka ce magenu nBe wicropoinu BenuuuHd A u B, unu mepHu OpoeBu a u b ce

H3pa3CHU CO UCTa CANMHUIA MCPKA. Kora ru coopeAayBaMe TUEC BEJIMYMHM, YECTO IIpalryBaMe:

-3a KOJIKy €IUHHIIM MEPKH € IOrojeMa elHaTa BeJIMYMHA Of Jpyrara?
-Konky matu egHaTa BeIMuMHA € TIorojieMa off ipyrara? Win
-KaxkoB zie1 eqHaTa BeIMUMHA IPETCTaBYBa OJ1 Apyrara BeJIMYMHA?
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3a nma oaroBOpHMME Ha MPBOTO Ipalmiame, Tpeba om MEepHUOT Opoj Ha TorojemMara
BEJIMYMHA JIa TO OJ3eMEME MEPHHOT OpOj Ha rmoMayara BEeJIM4YMHA, U pa3iukara a—b ke Hu
IMOKaXXE 3a KOJIKY CAMHUIM MCPKHU €AHAaTa BEJIMYMHA € [orojicMa o1 apyrara.

3a J1a 0roBOpUME, IMaK, Ha BTOPOTO WJIM TPETOTO Ipallame, Tpedba MepHUOT Opoj Ha
eJHaTa BEJIMYMHA JIa TO TMOJIeTMMEe CO MEPHHOT Opoj Ha Jpyrara BeIWYHHA, T.€. Tpeba aa ro
o0paszyBame KOJMYHHKOT a b.

Axo e a>b, konuyHMKOT @:b ke mokake KOJIKY MaTH MpBaTa BeJINYHHA € MOrojieMa
0/1 BTOpATa,

ako € a Db, Toramr koJMYHHUKOT @:0 ke HU TOKake KaKOB JieJl € IPBaTa BeJHYMHA 0]1
BTOpAarTa.

o

. a
o Hegunuyuja 1. Konnunukor a:b wiam 7 Ha MepHuTe OpoeBH Ha JBe
@ HCTOPOJHM BeJIMYMHH Ce BUKa pa3Mep WJIH OJHOC HA THEe BeJIUYNHM U Ce YNTA:

,»@ crpemMa

Mepaute OpoeBr & U D Ce BuKaar 4WwieHOBH HAa pa3MepoT, U Toa: & mWpB, a b
BTOP WIEH Ha pa3MepoT. A BPEIHOCTA HAa NMPECMETAHUOT KOJIWYHHUK CE BHKA BPEIHOCT Ha
pa3Mepor.

bupejkn KOTMYHHUKOT Ha JIBa HICTOMMEHH Opoja € HeMMEHyBaH (arcTpakTeH) Opoj, 3aToa
¥ pa3MepoT Ha JIBE UICTOMMEHH BETMUYMHH € HEMMEHOBaH Opoj.

Pasmep moxxe na ce oOpa3yBa u o1l Kou OWJIO J1Ba peajHu Opoja, Ha mpumep: 7:4; 3:5,
uTH. Criopen T0a, ja ycBOjyBaMe ciie/lHaBa:

o

® Jepunuyuja 2. Pazmep Ha 1Ba peajHH 0poja e KOJMYHHKOT HA THe

‘;@i OpoeBu.

BHHejKH pa3sMepoT € KOJIMYHUK, 3aTOa CUTC CBOjCTBa Ha KOJMYHHKOT Ke BakaT M 3a
PasMEpPoT. Ke HaBCACMC CaMO €IHO CBOjCTBO:

Bpennocra Ha pa3MepoT He ce MEHYBa, KO IBATA HETOBH YJIEHA Ce MOMHOMKAT
(us1M mO/IEJIAT) €O eeH MCT peaJieH 0poj, pazauven ox 0

Bp3 ocHoBa Ha 0Ba CBOjCTBO pa3MepUTe, UMM YJICHOBH C€ APOTKHU, MOXKE J1a C€ 3aMeHaT
co pa3mepu Ha 11ienu 6poeBu. Ha mpumep:

5.2 (S eV (2.6 a0 2.C_udy(bo).
8'5_(6 6).(3 6j_5.4, i (ad) : (bc)

1) Kaksu Bennunan Mmoskeme 11a criopeayBame? HaBeu nipumepH.
2 ) KoKy 4JIEeHOBU UMa CEKOj pasMep?

© Jepununuja 3. Pasmepure : M  , KOM ce pPa3jMKyBaaT caMo MO
& 'i MeCTaTa Ha CBOUTE YIEHOBH, Ce BUKAAT 00PaTHH eeH HA JPYT.

[7
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Ha npumep, 7:4 u 4:7 ce 3aemHO oOpatHU pazMepu. OOpaTHHTE pa3Mepu I'M MMaaT
CJIETHUBE MOBaYXHU CBOJCTBA!

1 . PasMepoT Ha pelUNPOYHUTE BPEIHOCTH HA YJEHOBUTE HA JaJeH pa3Mmep e
o0paTeH Ha JaJlcHHOT pa3mep.

Joka3. Heka e mamen pasmepor a:b. Pasmepor Ha penumnpouHHTe BpPEIHOCTH Ha
YJICHOBUTE Ha JaJCHUOT pasMep e:

l:l=(l-abj:(l-abj=b:a
a b a b

3Hauw, a:b u L1 e saemmo oOpaTHH.
a

b
2 . [IpousBoaoT Ha IBa 3aeMHO 00OPATHU Pa3MepH € eTHAKOB Ha 1.
a b ab 57
oka3. (a:b)-(b:a)=—-—=—=1. Ha mpumep, —-—=1.
il (a:b)-(b:a) 5 2" ba pumep, — -

3 ) Konky pasmepu Moxar 1a ce o0pasyBaar oj jiBa Opoja U Kako ce BHKaar Tue?

Co pa3mepu MHOTY YecTO ce cpekaBaMe BO TI'PaJICKHUINTBOTO NMPU MCKAKYBamke Ha
COCTaBOT Ha OETOHOT, MaNTepoT UTH. Taka Ha MpUMep, NMPH MPaBeHE HA MaITep OOMYHO Cce
MeImaaT / Jiena Mmecok co 2 jiefia raceHa Bap, Koe To HCKaKyBaMe CO pa3MepoT 7:2.

Pasmepot Ha reorpadckuTe KapTH, IUIAHOBUTE W PA3IMYHHUTE LPTEKH HE CE HUIITO
JPyTo, TYKy OJTHOC Ha JOJDKMHHUTE Ol KapTara u Tue Bo mpuponara. Pazmepor 1:100 Ha Hekoj
IJIaH HU TIOKaXyBa JieKa cekoja Jimauja o TiaHoT € 100 matu momana of coojiBeTHATA JIMHH]a
BO MPHUPOJIATA.

3ATAUH

4 KakoB paszmep IoCTOH HOMery:
a) METapoT ¥ CAHTUMETAPOT, 0) CAHTUMETAPOT U METAPOT,
B) ICIIUMETAPOT U METapOT?

S | 3anuiny ro pa3mMepoT momery:
a) 4acoT M MHHYTaTa, 0) 4acoT M JICHOT, B) MHUHYTaTa M CEKyH/aTa.

6 ' KakoB pasmep nocTou momery:
a) 750 rpamau2 0)8cmmu 3 m,
B) 2 nena u 15 vaca, 1) %J‘II/ITap 1 5 nenuauTpu?

/| 3aMeHM T CJIEIHMBE Pa3MeEpPH, YNH YIEHOBU Ke Ouar 1eIu OpOeBu:

2)0,8:0,3; 6)07:2; B)50,2; r)%;%.

8 | IpecMeraj ja BpeHOCTA HA Pa3MEPOT:
12:15, 6)24i4, pl.l
2 )54 By
9 100 ox Llensuycosara TepMoMeTapcKa ckajia oxrosapaar Ha 80 ox Peomuposara ckaia.
Onpenu ro pazmepot Ha [len3nycoBute u PeomupoBuTe cTrenenn u oOpaTHo.
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10 Bo enna akuuja 3a momyMmyBame ydeHuIure o a opgenenue 3acaamie 800 caxuuiy,
ox xou 50 He ce darumie. Konka € pa3MepoT U NPOLEHTOT Ha 3a(aTeHUTE CaJTHUIH O]
BKYITHO 3aca/ieHUTe?

11 Kowu on crensuse pa3Mepu UMaar eTHaKBH BPESIAHOCTH (Ce eHAKBH):
a) 186, 6) 9:3, B) 205, 1) 10:2%, n) 3:1?

V.7. MPOIIOPIIUJA. IIOUM U CBOJCTBA

. 3a nBa pa3mepa, KOM MMaaT eHaKBU BPEIHOCTH, BEJIMME JIeKa ce eIHAKBHU. TakBu
ce, Ha mpumep, pazmepute 21:7=3 u 18:6=3.
Cnopen Toa, Baxku paBeHCTBOTO 21:7=18:6. Toa paBeHCTBO yIITE CE BUKA M MPONOPLHja.
3a Hea ja yCBOjyBaMme CJIe/THABA!

o

@'i Jegunuyuja. llponopuuja e paBeHCTBO HA IBA eJHAKBHU pa3mepa.

[Mponoprmjara 21:7= 18:6 ja unrame: ,,21 cipema 7 ce onHecyBa UcTo Kako 18 cripema 6.
1) TIposepu nanu cieaHuBe paBeHCTBA CE MPOMIOPIIHH:

2)12:3=40:10, 6)52=71:3, n) 1:4=63.
Cexkoja mpormopIiyja uMa B¢ CTPaHH: JIeBa U JICCHA, OJHOCHO YETUPH YICHOBH, KOHUIITO
OJ1 JIEBO Ha JICCHO C€ BHMKAaT: IPB, BTOP, TPET U YCTBPT WieH. [IpBHOT M YETBPTUOT YIICH CE
BHKAAT YIITE W KPAajHU WM HAJABOPEUIHH, 2 BTOPHOT W TPETHOT YJICH 3a¢IHO CE BHUKAaT
CpeIHH WM BHATPENIHH YWIEHOBH Ha TPOMOpIMjaTa. Taka BO Mporoprmjara : = : WIH
% = g, HAJ/IBOPEIIHY YICHOBH CE A U, a BHATPEIIHA |
[IponoprujaTa T UMa CiaeAHUBE TTOBAXKHHU CBOJCTBA!
. Kaj cexoja nmponopumuja npousBoi0T HA KpajHHTe YJEHOBHU € €JHAKOB Ha
MPOU3BOI0T HA CPEHUTE YJICHOBH.
Toa ¢ 0OCHOBHO CBOjCTBO Ha MTPOMOPIIUHTE.
Hoxa3. Heka e nanena nponopuujara 4 = £, AKo ' IOMHOKHMME JIBETE HEj3UHH CTPAHU
co pou3BoaoT bd, ke modueme: b d

a
—-bd =—-bd =
b q , ogHocHo ad = hc.

Ipumep. Kaj nponopuujara 21:7=6:2 miename neka 7-6=21-2. Ke nokaxeme nexa
BaXH ¥ 0OPATHOTO CBOjCTBO, IMEHO:

2 . Ako mpou3BOAOT Ha /iBa Opoja e eIHAKOB HA NMPOM3BOIOT HAa JIPYrd [Ba
Opoja, Toram o THe 4YeTHPH OPOEBH MOKe CeKOraiul ja ce cocTaBu nponopumja. Ilputoa
NPeTHOCTaByBaMe JIeKa HUECH OJ] TUE YEeTHPHU OpOEBU HE € HyJIa.

Jloka3. Heka ce mamenu yetupu Opoesu a,0,C u d pa3nuunu o Hyna, TakBU INTO JIa
e ad=bc. Axo nBere crpanu Ha paBeHCTBOTO ad=bC ru momenume co mpoussonot bd (Bo Koj
eTHMOT MHOXKUTEJ € 36MEH O] JIeBara, a IpyruoT OJ] IeCHaTa CTpaHa Ha J]aJICHOTO PaBEHCTBO),



Ke ja moOmnemMe mporopimjara
Jjan potopiyy) ad bc

a c
—=—, T6 —=—,
bd bd b d
IIpumep. O 6poesute 2, 3, 6 1 9 Moke J1a ce cocTaBy mporopija, ouaejku e 2-9=3-6.
Toa ce mponopuuure:

onHocHo ad = bc.

2:3=6:9; 3:9=2:6 u ngp.

3 . Cekoja mpomopuuja co pa3MecTyBame Ha HEj3MHHUTE YWIEHOBH MOXKe /1a ce
NMPETCTABH yIITEe HA 7 Pa3JUYHU BUIOBH.

Hoka3s. On paBerctBoTo @ad=bC, MOXKaT 72 ce cocTaBar ClIeIHIUBE OCYM MPOIOPIINH:

1) a:b=c:d, 2) a:c=h:d, 3) d:b=c:a, 4) d:c=b:a,

5) b:a=d:c, 6) c:.d=a:b, 7) b:d=a:c, 8) c:a=d:b,

Ouzejku 3a cekoja o HUB Baxku ad=hc.

2 ) On 6poesure 3, 5, 6 u 10 3a xom Baxn 3-10=5-6 cocTraBu TM CHTE OCYM MOYKHU TOYHH
HPOIIOPIIHH.

4 . lponopuujara ocTaHyBa BUCTHHUTA (TOYHA), aKO €eH HAJBOpPEIIeH U eleH
BHATpeLleH WIeH, MM CHTe HEj3MHU WIEHOBH Ce MOMHOKAT (WJIH IMO/eJIaT) CO eleH UCT
peaJjieH 6poj pa3jiMueH 0/ HyJIA.

Hoxka3. On mpomnoprujata a:b=c:d, 3a xoj Ouno peanen 6poj k=0 moxke ma ce
nooujar cieqause nporopiuu: (ak):(bk)=c d, a:b=(ck):(dk), (ak):b=(ck):d, a:(bk)=c (dk) u
(ak):(bk)=(ck):(dk). Cute oBue nmponopuuu ce TOYHU, OUACjKU Kaj CEKOja O]l HUB TPOU3BOJOT
Ha HAJIBOPCHIHUTC YJICHOBU € €JHAKOB HAa IMMPONU3BOJAO0T O/ BHATPCIIHUTC YJICHOBH.

OBa CBOjCTBO IO KOPHCTHME 32 YIPOCTYBamkbe HA MPOMOPIIMUTE U TOA. KOTa HEKOH Off
YJICHOBUTEC Ha HponopunjaTa CC OPOIKH W ACHUMAJIHA 6pOGBI/I, HJIM KOTra €ICH BHATPCUICH
" CICH HAABOPCUICH YJICH, UJIM CUTC YICHOBHU HA HponopunjaTa nMmaart 3aCJHUYKU MHOXHUTECII.

3 ) lameHa e mporopiyjara 8 4 2 :5. Ocnobomu ce o UMEHHUTEIUTE Ha JAPONKHUTE BO

ea. 15 3
. Yecto ce caydyBa elieH Off YeTHPHUTE WICHOBH Ha MPOTIOPIMjaTa Ja ¢ HeIo3HaT, Uil
Ja COAP KM MPOMEHIMBa. Bo Toj ciydaj mporopiigjata co IpUMeHa Ha OCHOBHOTO CBOjCTBO,
BCYILIHOCT, CTAHyBa paBEHKa CO €/{Ha Heno3Hara. Ja ce peiy gajieHa nporopiyja, 3Hauu, J1a ce
pely paBeHKara, IITo ce JOOMBa CO MPUMEHa Ha OCHOBHOTO CBOjCTBO Ha MPOMOPIIUUTE.

Ipumep 1. Jla ce ogpeny HEMO3HATHOT WICH HA MPOTIOpIIHjaTa X:6 = % g
Pemenue. CoriacHO OCHOBHOTO CBOJCTBO Off JaJieHaTa Mporopiuja ja goOuBame
paBEHKaTa g~x=6% 70054 g-x=4 , 00 Kajge x = 4:3:4-%:9.

Ipumep 2. Jla ce oxpeau npoMeHInBara x Bo mpormopiijara 12:(x+1)=3:4.
Pemenne. [laseHara paBeHka MpBo ja TpaHchopMupame Bo paBeHkaTa 3x(x+1)=12x4,
a o1 Hea noouBame x+1=16, ox kange x=15.

3AJJAUU 3

4 ) Moske 11 J1a ce COCTaBH IPOIIOPIIKja Ol Pa3MEPHUTE:
a)15:3u 255, 6)15:10 n 12:8, B) 5:30 u 12:38, 1) %:1%1 1:1%?
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o1

Koj ycnoB Tpeba na ucnosHyBaaT 4eTUpU OpOEBH, 3a J1a MOXKE OJ1 HUB JIa CE€ COCTAaBH

npormopija?

6 ' IIposepu mamu MOXKe Jia ce COCTaBH poropuuja ox opoesure: a) 5,10,15 u 30,
0)8,12,16 w24, 8)3,59ul5 1)2,4,7uld, n)3,56u’.

7 Jlanena e nponopuujara 75:15=0,5:0,1. [Tanu ke ce 1001e TOYHA IPOIOPIIM]ja, AKO JBaTa

YjieHa O]l HEJ3MHUOT IPB pa3Mep I MOJENIHUII CO 5, a ABaTa YieHa Off BTOPUOT pa3Mep '

rnmoMHokHII co 107
8 ' Ha mTo e eqHakoB €eH O

a) HaJBOPEIIHNTE, O) BHATPEIIHUTE WICHOBH Ha MPOIopIujara?
9 ' Oxpenu o HEMO3HATHOT YJICH X BO TIPOUOPIIHjaTa;

a) x:9=5:15, 6) 6:x=14:%, B) 0,3:0,4=x:2,

3a npckame Ha Ji03jara MoTpedeH € pacTBOp Ha CUH KaMeH U Boja Bo pazmep 9:500.
Konky cun kameH e pactBoper Bo 120 nutpu Boga?

Bo maremarnukara cekuuja mpu eIHO YUWIHIITE YIeCTBYBaaT 8 MOMUYHMbA, @ Pa3MepoT
Ha OpojoT Ha JeBOjurmbaTa 1 OpojoT Ha MoMuunbara 6un 3:4. Konky neBojuntba Maino
BO ceKklujara?

12 O6umu ce on 6Gpoesute 2, 6 u 18 na cocraBumn mpomnopiwja.

r) 4:5=1,2:x.
10

11

V.8. MPOJOJI’KEHA ITPOITIOPIINJA

PaBeHCTBOTO HA TpH WM MOBEKE €JHAKBU Pa3MepH CE€ BUKa MPOAO0JIKEHA MPONOPIHja.
Hexka

Sk, 2=k, =k, (1)
. b, b, b,
Toraml nmuuryBame.
LG _b_ Gy (2)
bl bz bn
WJIH TIOKPATKO: a;a,a;...a =b:b,b...:b. 3)

PaBenctBara (2) u (3) BCyIIHOCT ce Ba pa3iMYHU 3alkca Ha €JHa MCTa MPOJ0JIKEHA
nponopuMja, Koja ja 4urTame. ,,0poeBuTe @,,a,,a,,...,d C€ NMPONOPLUOHAIHH, COOABETHO Ha
opoesute b, ,b,,b.,...,.b “.

[IponomxennTe NMpoONnoOpIUY ro UMaar CJIETHOBO BaXKHO CBOJCTBO:

Teopema: 36MpoT HA cUTe NPBHU YWICHOBH HA pasMepUTe Kaj MPOIOJIKeHAaTa
nponopuuja (2) cipeMa 36MPOT HA CHTE BTOPH YIEHOBH C€ OIHECYBA HCTO KAaKO KOj
0110 IPB YJ/IeH CIpeMa HerOBHOT COOABETEH BTOP 4YJI€eH.

Jloka3. Ako Baxar paBeHctBara (1), Toram ke umame:
a=kb, a=kb, a,=kb,, ..,a=kb .

Co cobupame Ha COOJBETHUTE CTPAHU Ha OBHE PABEHCTBA, JOOWBaMe:!
ata,*a t+..+a =k(b+tb,+b+..+b),



aOI“lyKaZ
a +a,+a;+..+ta, —k (:ﬂ:&: _ an)

b +b,+b,+...4+D, b b, b,

CB0jCTBOTO Ha MPOAOIDKEHNUTE MPOIOPIIMH HAOI'a MIMPOKA IMPUMEHA BO PEIIABAHETO HA
3a71a4u o7l BUJOT 32 MPONOPILHOHAIHO AeJIelhe Ha BETUIUHUTE.

Ipumep 1. [lepumeTapotr Ha TpUArOIHUKOT € =26 CM. Jla ce oxpenar JODKUHHUTE HA
CTpaHHUTE Ha TPUATOJIHUKOT, aKO THE C€ OJHeCcyBaar Kako OpoeBute 3:4:6.

Pemenne. Bo 3anmagyara 3a HOMKMHUTE Ha CTPAaHUTE HA TPUATOJIHUKOT, 3HaEME JeKa
a+b+c =26 u a:b:c=3:4:6. p b c

O poIoIDKeHATa MPOTIOPIIHja HMaMe: 3" k, i k u r k , on xane a=3k, b=4k n

¢=6k, ma a+b+c = 3k+4k+6k= 13k. Ho, 6unejku ¢ a+b+c = 26, 3aroa ke oune 13k=26, k=2.
Criopentoa: a =3k=6, b=4k=8wu c¢c=6a=12.

3HauW, JODKMHHUTE HA CTPAHMTE HA TPUATOJHUKOT HM3HecyBaar: a=6cm, b=8cm wu
c=12cm.

Ipumep 2. Yuenunure on " onnenenue 3acaamie 688 npema. 1o koixy
JPBILIA 3aCaTUIIO0 CEKOE O/IJICIIEHHE, aKo OpOjoT Ha 3acaJleHUTe IPBIA OJ] U OJI/IEJICHUE Ce
OIHECYBaaT Kako 5:6, a TWe Ha 3acaJIeHUTe JPBIA O u - Kako 4:7.

Pemenne. /{a ru o3HaurMe OpoeBUTE Ha 3acaieHUTE APBLIA O U oJieNIEeHUE
COOZIBETHO CO X,y u Z. Torami, coriacHO YCIOBOT Ha 3ajadara, ke umame. x:y=5:6, y:z=4:7 u
x+y+2=688.

Tyka, mpBo Tpeba aBaTa pa3mepa aa ru TpancpopMupamMe Taka mTo U BO J1BaTa pa3Mepa
Ha ) Jia My OJiIroBapa eJicH UCT Opoj (cera Ha Y BO MPBUOT pa3Mep My oArosapa 6pojot 6, a Bo
BTOPHUOT pa3mMep - Opojot 4).

Toa ro nocrurnyBame kora ke Hajaeme H3C 3a Gpoesure 6 u 4, T.e. 6pojor 12. [Toroa
YJICHOBUTE HA MPBHOT pa3Mep I'M MHOXKHUME CO 2, a WICHOBUTE Ha BTOPUOT pasMmep - co 3, na
nobusame x:y=10:12ny z=12:21. OtTyKa cieayBa npofoKeHaTa npomnopiuja X:y:z=10:12:21,
Te. x:10=y:12=2:21.

A cornacHo CBOjCTBOTO Ha MPOOJKEHATa MPOIopIHja, ke UMaMme:

X _y_z _ X+y+z :688=16
10 12 21 10+12+21 43
ogrocHo x=10-16 = 160, y=12-16=192 n z = 21-16=336.

[TpoBepka: x+y+z=160+192+336=688.

1) ®opmupaj nponomkena mponopuuja mWrTo cieaysa o IPONOPLUUTE:
a) a:b=8:5, b:c=5:3 u c:d=3:2, 0) x:y=25, yiz=56 u zz =3:5.

o
2

3AJIAUUT

2 | KoJikaBH ce BHATPEIIHUTE aryid Ha TPUATOJIHUKOT, aKO THE CE OJHECYBAAT KaKo:
a) 2:3:4, 0) 3:4:5.
3 | TToxenu ro 6pojor 370 Ha TpU AEJTOBH, LITO CE MPONOPIMOHAIHY Ha Opoesute 3, 2 u 5.
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4 ) Oapeny rv ariuTe Ha YETUPUATONHMK, aKO THE CE OJHECYBaaT Kako 2:5:4:7.

S ' Ha mer npomaBuunu tpebano aa um ce gpocrasar 4080 nutpu mieko. [To KOIKy JTUTpU
MJIEKO ke JoOHe cekoja mpojaBHUIA, ako npBara uma 600 morpomrysaun, Bropata 800,
tperara 400, a yeTBpTaTa u nerrara cexkoja no 120 norporuryBauu Ha MIIEKO?

6 ' Pasnenu ro 6pojor 1080 Ha Tpu I€IOBHU, KOM CE OJHECYBAAT KAKO:

1 11
a) 2:4:6, 0) —:—:—.
236

V.O.NIPUBUPAILE U CPEAYBAIBE HA IIOJATOLHN

Co nen na paszrienyBaMe HEKOj TpoOIeM BO BpcKa cO paboTa co TOJaTOId OCHOBHO €
HAjTIPBO J1a TO pasriename MpoOIeMOT HITO BCYITHOCT TOYHO CaKaMe J1a UCTIMTyBaMe, a TI0Toa J1a
MIpHUCTAITMMe KOH COOMPamETo Ha ITOJIATOIIH, @ Ha Kpaj HUBHA aHAJIM3a. 3HAUH €JIeH O/l OCHOBHHUTE
MIPEIYCIIOBH 3a ycenrHa padoTa co MOJaTolH € Ja 3HaeMe TOYHO KOW C€ ILENUTE Ha HAIIeTO
ucnutyBame. [Totoa, mpu coOMpameTo Ha MOAATOIIMTE MHOTY Ba)KHO € JIa U3BPIIMME ITPABUITHA
ceneknuja Ha nogaroruTe. CeNeKITUPambEeTO BCYIIHOCT MoApa30upa oIyuyBame KOj M01aTOK
€ OMTEH ¥ ako € OWTEH J1a ro BIHIIMME BO TabeneTa, a ako He € OUTEeH TOoralll ro 3aHeMapyBaMme.
AXo mpuTOa UCIyIITUME OUTHU MOJATOIH, TOA MOXE J1a HE ja J1a/ie BACTUHCKATA CIIMKA 33 OHA
IITO TO UCIIUTYyBaMe. 3HaYM MOCTOM MOKHOCT HUE CaAMUTE Ja BIHMjaeMe Ha HUCXOJIOT, a CO T0Aa J1a
ja HapymMMe 00jeKTUBHOCTA HA UCITUTYBAETO.

Jloxonky Tpeba ma cobeprme mMasl Opoj Ha IMOIATOIM, TOTalll HajIo0po € 1a T 3eMeMe
MPEJBUJ] CUTE PEJICBAHTHHU IONIaToIM, 0e3 wmckiydok. Ha mpumep, ako Tpeba 1na Hajaeme
MPOCEYCH yCIeX MO CUTE MPEIMETH UCTOBPEMEHO Ha YYCHUIIMTE O &, Toram (opMupame
JIMCTA O] CUTE MOXKHH OIICHKH (32 CEKOj YUEHHK M0 ceKoj mpeameT). [loroa, cute oBHe OICHKH
BO JIMCTATa Ha IOJIaTOLU BJIETYBaaT PaMHOIIPABHO.

3Hauu, ako ycreeMe Ja T'M coOepuMe CHTE IMOJATOIM Toa € HajaoO0para MOXKHOCT.
Yecto matu He cMe BO cocTojba Jja T coOepuMe CUTE TMOAATOIH, MM 32 TOA HU € MOTpeOHO
MHOTI'y TIOBEKEe BpeMe OTKOJKY IITO HU € JaJICHO Ha pacroiarawke. Ha mpumep, ako cakame
Ja ja oJpeArMe IpoceyHaTa BUCHHA Ha JIyreTo IITO kuBeaT Bo PemyOnuka Makenonuja, He
cMe BO cocToj0a Jja TM MCIUTaMe CUTE JIyre, 1a MOTpOHO € BP3 OCHOBAa Ha momalia rpymna Ha
UCTIUTAaHUIM Jla JIOHECUME HEKaKOB 3aKiydok. Toa e Jen o] MaTeMaTrhykara JUCLUILIMHA
HapeyeHa CTATHCTUKA, U TOA HE € IIeJ1 Ha OBaa HacTtaBHa equHKa. OHa mTo cera Tpeba ja ce
3HAe € JIa Ce HAIlPaBU CeJeKTHPae TIPU COOMPAmbETO Ha TOIATOLIUTE.

CoOpaHnuTe MOIaTOLM HEOIIXOJHO € J1a TY TpyNHpaMe 110 pa3indHu ocHoBU. Ha mpumep,
aKo cakaMme J1a TH UCTIUTaMe MPUYMHHUTE 32 COOOpakajHUTE HE3TOM BO TEKOT Ha €HA TOJMHA,
TOTaIll UCTIUTYBamkaTa TH BIUIIyBaMe BO MOBeKe rpadu, Kako Ha MPUMEP: Al BO3a4OT OHII
IO/ JICjCTBO HA AJIKOXOJ], Jajli IPUYMHATA € TOPaJN HEHCIPABHOCT Ha BO3WIJIOTO MJIM MOpaIn
HEBHUMATEITHOCT, IaJId HEe3rojiata ce CIy4mia JeHmhe WM HOKe, Jajli ce CIIyYuia 3a BpeMe Ha
JOK, CHET WJIM Marua, BO3pacT Ha BO3a4OT U CIMYHO.



3AJIAUN

1 ' Kowu ce ocHOBHHTE NPEIYCIOBH 3a TIPABUIHO IPUOUPAILE U CENEKTUPARHE Ha TIOAaTOIH?

2 ' Hanpasu nucra on nogarony Ha 100 ¢pnama Ha 3ap. [Tomaronure 4yBaj ' 3a MOAOLHA
71a TH aHAJIN3HPAIILL.

3 ' Bo TeKOT Ha e/iHa CeIMUIIA, 3AIUIIYBa]j 32 CEKO] JIEH MOOIEITHO KOJIKaBa CyMa CH ITOTPOIIUIT
3a CBOMTE JMYHU MOTpeOH (Y)KMHKA, TETPaTKW, MOJIHMBH, OJOK M ciuuHO). Jlamu ke ja
3aIUIIUII CyMaTa Ha Mapy MOTPOIICHH 32 3aeTHIHYKA IOTPOITyBavKa?

V.10. MIPETCTABYBAILE HA IOJATOLIA

[To mpubupameTo Ha MOAATOLH, C€ jaByBa MOTpeOa 3a HUBHO HAIJIETHO MTPETCTAByBAhE.
HuB ru uma Hekonky oCHOBHM BUJIOBU. CO HEKOM O]l HUB CE 3all03Ha MMHATa TO/IMHA, a UCTO
Taka U BO PaMKUTE Ha MPETXOAHaTa Tema. Toa Oea cTOIOECTHOT aujarpaM M CEKTOPCKHOT
nujarpam. Ilokpaj oBue nBa BHIa MOCTOjaT M APYTH BUIOBH HA JAMjarpaMu, Kako IITO CE
JTUHUCKUOT, TaOeNapHUOT, CIMKOBUTHOT U Apyru. OBie ke MOCBETHME MOBEKe BHUMAaHHME Ha
OBHE TMOCJIEeTHNBE IPETCTAByBambha.

Co TabenapHUOT HAUYMH UCTO TaKa ce CPETHABME BO MIPETXOIHUTE JICKIIHMH CO 331aBabHE
Ha QYHKIMHTE. Ke HaBemuMe npumep. Yuenuuure Anexcannap, bopko, Bukrop, ['opan u lapko
TpeHHpaar Komapka. Bucunure Ha oBue yueHuiu ce ciennurte. Anekcangap - 140 cm, bopko
-135 cm, Bukrop -138 cm, T'opan -143 cm u Jlapko - 150 cm. OBue BUCHHM Ha YYCHUIIUTE
MPETCTBH TH BO TpH Tabenu. Bo mpBata moapenyu ru yueHUuTe 1o a30yyeH pel Ha HUBHUTE
MMHUa, BO BTOopaTa Talena Moapeay T YUYCHUIUTE CTIOope]l HUBHATA BUCHHA MOYHYBAjKU O]
HAJBUCOKHUOT, a BO TpeTara Tabesia UCTO CIope]l BUCHHATA, HO MOYHYBAjKU Of] HAJHUCKHOT.

3a moHaryieJHO IPETCTaByBamhe HA MOAATOLMTE KOPUCTHUME U CIMKOBUTH JIMjarpamu,
KaJie IITO MOBeKe Joafa J0 M3pa3 HamIeAHOCTa, HO M KPEaTMBHOCTAa Ha COCTaBYBAaYOT Ha
nujarpamot. Ha npumep, mokpaj uMumbaTa Ha MIIaIUTe KOIIApKapH O]l MPETXOIHUOT MPUMEP
MOXKeMe Ja cTtaBuMme U (ororpadum Ha cekoj oA yuyeHunurte. Ha ceKTOpcKHOT aujarpaMm Ha
upt. 104 namecro umumara CAJl, EY, Janonuja, moxkeme na craBume 3namumara Ha CAJl, EY,
Jaronuja unu HEKOM Py HUBHU CUMOWOJIA U CITUYHO.

IIpumep 1. Ha reorpadckute u cooOpakajHu

KapTH 4eCTO MaTH O] CTPaHa Ce JaBaaT TabeIH BO KOH ce b

Nla/IeHN HaJKpaTKUTE pacTojaHMuja OJ] €1IeH 10 APYT Tpajl. O | 66

Axo nmame Ha ipumep 10 rpagoBu, Toramn Tpeda na ce c 1701170

3amanenu 45 pacrojanuja. 3a ga Ouje Toa MOHAIIEAHO U

MPETCTAaBeHO Ha Majl MPOCTOP C€ NMPUMEHYBaaT TaOeH T [149]133] 42

Bo ¢opma Ha TpuarosHuk. Ha cremnara Tabema ce I | 150 [ 223 87 | 129
TajieHH pacTojaHujaTa Mel'y KOu OHJIO JBa rpaga Mery b|O | C | T]|NI
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rpanosute Cxomje (C), burona (b), Teroso (T), Iltun (L) u Oxpun (O). Pasrienaj ja Tabenara
1 OJITOBOPY KOJIKaBM ce HajKpaTKuTe pactojanuja nomery Teroso u Illtum, momery Ckomje u
burona, u nomery butona u Teroso.
IIpumep 2. Ha uprex 26 nanen e
rpaduKOT Ha TpOMEHaTa Ha TeMIleparypara
BO TEKOT Ha eIHO JeHoHokue. Jla
NPeTIOCTaBUME JieKa TeMmIeparypara He
€ MepeHa TOJKYy YecTOo 3a Ja ce jaobue
miaTka (Ma3Ha) KpHBa, TYKy € MEpeHa Ha ¢ /
npuMep Ha cekou 2 yaca. Bo 1oj ciyuaj
MOXEME€ Jia TOCTanuMe Ha CIEIHHUOT \ \
HayMH. ['M HaHecyBame BPEIHOCTHTE Ha 5 \ R R ﬂ,\;z
TEeMIIEpaTypuTe Ha IOJHOK, BO 2 YacoT,
BO 4 vacoT, BO 6 4acoT UTH. A 1MOTOA OBHE M
TOYKMA Off KOOpJMHATHaTa paMHHHA Ja
ru moBp3uMe co orceuku (npr. 31). Ha L
TOj HAYMH Ke AoOueMe JUHMCKH aujarpam. O oBOj JIMHUCKU AWjarpaM ja HEMaMe TOYHaTa
TeMIlepaTypa BO CEKOe BpeMe, HO O] HEro MpHONMKHO ja UMaMe TeMIleparypara BO CEKOe
BpeMe 0 IeHOT. BeymHocT ToyHaTa Teneparypa HUKako HE MOKEME /1a ja 3HaeMe JIOKOJIKY CMe
ja OTYMTyBaje TeMIlepaTypara Ha CEKOH JIBa Jaca.

3AJIAYM @\\W

K SN

1 Bo enmen TypucTHUKM Irpax BO TEKOT Ha JEeTHHTE Mecenu (jyHH, jyjqM W aBrycT) ce
peructpupanu ciaenante HokeBama: Bo 2000 rox - 746000, Bo 2001 roa.- 690000, Bo 2002
rox. - 715000, Bo 2003 rox. — 739000, Bo 2004 rox. — 751000, Bo 2005 rox. — 760000, Bo
2006 rox. 747000, Bo 2007 rox. — 761000, Bo 2008 rox. 757000. OBue momarony BHECH
T BO Ta0eJa.

TA
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Y
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2 ' Kopucrejku Iy 10AaToire of Y4eOHMKOT 110 reorpaduja, IPETCTBH T'M CO Jdjarpam
WK TaOeNapHO CIICMHHUTE MOJATOIM: a) OJHOCOT Ha KOIHO-BOJA Ha 3eMjUHATa TOIKA,
0) criopen0a Ha KOHTUHEHTHUTE CIIPeMa HUBHATA MOBPIINHA, B) ClIOpe0a Ha KOHTHHEHTUTE
cripeMa HUBHHOT OpOj Ha KHUTEJH.

3 Bamamu 12 mpoceunn temneparypu 3a mecenure Bo 2008 roguHa Kow NPHOIMMKHO
COOJIBETCTBYBAaT Ha TEMIIEPATYPHUTE BO TBOETO MECTO Ha KMBeewe. [10Toa, KopHucTejku ru
THE TIOIaTOIM COCTAaBH JIMHUCKH aujarpam 3a temreparypure Bo 2008 roxuna Bo TBOETO
MECTO Ha KHBECHE.

4 ) dopmupaj npomnopuuja ox OpOEBUTE:

a) 4-9=6-6, 0) 8-8=4-16.



V.11. APUTMETUYKA U TEOMETPUCKA CPEINHA

. Bo OJiZIcJICHUE Hay4YMBME J1a OJlpelyBame TOBEeKe BUIOBH cpeawHu. [Ipuroa
Ce 3armo3HaBME M CO apUTMETHYKATa CpeIuHa Ha OIpeeH Opoj MoJaTony, Wik Ha HHU3a Of 1
opoesu. [la ce morceTnme:
ApUTMeTHYKA CpelMHA A Ha HHM3aTa o1 72 OpoeBH (MOAATOIM):
a,,dy Q,,...,d. YO BAKAME KOJTHYHUKOT 0 HHBHUOT 30Mp U 6POjOT 7 Ha mogaTouuTe,
T.C.

yoGtatat.ta,

n
Bo cnennjasen cirydaj, ako HA3aTa COAPKU CaMo JIBa WIEHA, TOTalll MOXKE J1a KaXKeMe:
© Jlepunuyujal. AppTMeTHUYKA CPeIMHA HAIBA Opojax W TIo BUKaMe MOJIy30HpOT

xX+y
onl HUB, T.e. A= 5 -

3

-

Onpenu ja apuTMeTHYKaTa CpeliHa Ha OpOeBHTE:
a)6mu9, 0) 4,5 u 7,5, B) 0,8 u 2,4.

. Ceraxe ce 3armo3HaemMe co yIITe €/IeH BUJI CpeIHA Ha 1Ba Opoja, TOa € reOMeTPUCKATa

cpeaMHa Ha ABa Opoja.

3HaeMe, BO CeKoja MPOMOpPIHja KMaMe YSTUPH WICHOBHU: J1Ba KpajHH (HAIBOPCIIHH) U
nBa cpeanu (BHaTperrHu). Kaj HEeKou IpOMOpIMU MOXKE J1a C€ CIIy4H J[BaTa CPEIHU HJIH J[BaTa
KpajHH WieHa Ha MPOIOpIMjaTa 1a Ce eTHAKBH.

[Tponoprmjara a:b=b:c, Bo koja ABaTa cpeHM YJICHA CE €HAKBH, CE BUKA HEMPEKNHATA
nponopuuja. Taksa e, Ha npuMep, nmponopuujata 4:6=6:9.

CpeaHuUOT 4iieH Ha HempeKuHara mnponopuuja a:bh=b:c ce Buka cpenna reomerpucka
NPONOPUHOHAIHA WIM FeOMeTPHCKA CPeuHA 32 KPajHUTE WICHOBU @ U C.

Co npumeHa Ha OCHOBHOTO CBOjCTBO Ha MPOMOPLUUTE, FEOMETPUCKATa CPEAMHA MOXKE
na ce u3pasu Baka b’=ac, onqaocuo b = Vac.

Cnopen Toa, MOXe J1a ja yCBOMME CJI€HABA!

2

= Jlepunuyuja 2. 'eomeTpucka cpeIuHa  Ha JBa NO3UTHUBHU Opoja x U y

@ 1 €€ BHKAa KBA/IPATHUOT KOPEH O HUBHUOT NPOU3BOJ, T.€. = A\X).

Ha npumep, reomeTrpricka cpennna 3a Opoesute 2 u 18 e 6pojor

= /218 =36 =6.
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@
3AJIAYU w
< <
2 Opapenw ja apuTMETUUKaTa CpeAUHa Ha OPOEBUTE:

a)1u9, 6)7ub5, B)17,4u326 ﬂL%HSia

3 ' Oxpenu ja reoMeTpUCKaTa CpeIvHa Ha OpPOEBUTE:!

anma6nw,mﬁuﬁ,mén?ﬂmmm.

4 Cpennure MeceuHd TeMIIEpaTypH Ha €JIeH Ipajl n3HecyBase: Bo janyapu —4,5 C, heBpyapu
-2 C, mapr 6,8 C, anpun 9,2 C, maj 12 C, jynu 17,3 C, jymu 23,5 C, asrycr 20 C,
centemBpu 14,5 C, okromBpu 12,3 C, Hoemspu 5,7 C u nekemBpu -0,8 C. [Ipecmeraj ja
cpelnHara rofuiliHa TeMIIepaTypa 3a Toj Tpaj.

V.12. PAHT. MOJIA. MEJIMJAHA

Amnanu3ara Ha JOOMEHHTE TOJIATOLU O] U3BPILCHATA aHKEeTa, CKCIICPUMEHT U TECTHPAHE
Ce COCTOH, IVTaBHO, BO HUBHOTO 3a€MHO CIIOPEAYBambe M Ha Kpaj BO U3BEAYyBambe HAa OAPEICHH
3aKITy4YOIM 32 pasmIeAyBaHHOT IpoOieM mwin 1mojaBa. CropenyBameTo, MaK, Ha OICTHUTE
MO/IATOIIM BO JJOOMEHATA JIMCTA HA MOJATOIH, TO BPIIMME TPEKY IPECMETYBabE U OJIPEIyBabhe
Ha PAHroT HA JINCTATa, CPSMHUTE MO/IAa 1 MEIHjaHa, KaKo U [IPECMETYBabC HA MPOLUEHTH Ha
HHUBHUTC COOOHOCH.

Cure THE NOMMHU HHU C€ MTO3HATH o OOACIJICHUC. I[a CC IIOTCCTUMC HA HHUB, 3aT0a IITO
HUB K€ 'l KOPUCTUME U CETra U [IOHATaMy.

[Tox mouMOT paHr Ha JHCTaTa Ha MOAATOLM ja MoApaz0dupaMe pa3aIuKara of

MO/IATOKOT CO HajrojieMa BPEAHOCT M IMOAATOKOT CO HajMalla BPEAHOCT. AKO MOAATOIUTE BO
JHCTaTa ce TMOIPEACHU 10 TOJIEMHUHA J]a pacTar, TOrall, BCYIIHOCT, PAHrOT Ha JIMHCTaTa Ha
MO/IATOLH € eTHAKOB HA Pa3JINKaTa o1 KPajHUOT (HAjroJieMHOT) M NPBHUOT (HAjMAJIHOT)
a, , MOJIaTOK BO JIACTATA HA MOAATONH, T.€. [=a —a,.

Ha nmpumep, 3a Hu3ara 6poeBu (mogarorm):

22,3,45.56677,78 (1)
PaHTOT € eTHaKOB Ha I'=8—2=6, a 3a HK3aTa MMOAATOIIH:
0,3;0,8;15;32;4;53;53; 7,7 (2)

paHrot ¢ ennakoB Ha I = 7,7-0,3=7,4.

. [Tokpaj apuTMeTHYKaTa U TECOMETPUCKATA CPEMHA, TIPU aHAIK3aTa Ha PUOPAHUTE
MOJIATOIIM, KOPUCTHME YIITE JBE CPEIUHH, a Toa ce: Moaa (Mo) u menujana ( e).
Monia e TOMHUHAHTHUOT YieH, KOj MPeoBJIayBa BO JHCTATA HA MOJATOIH.



Ha mpumep, Bo Huzara noxparonu (1) 6poeBute 2 u 6 ce MOBTOpyBaar 1o JBaraTH, a
Opojot 7 Tpunaru. BenrmMe nexa, JOMUHAHTEH WieH BO Hu3ara Opoesu (1) e OpojoTt 7.

3Haun, Moza 3a Huzara (1) e 6pojot 7, T.e. Mo=7.

3a nusara nozaronu (2), mak, mogaa € Mo=>5,3.

OuurnenHo € jJeKa, 3a JIMCTH Ha TOJATOM BO KOM CHTE WICHOBH C€ Pa3lIMYHH, HE
oIpezieyBaMe MoJa.

Menujana Ha HU3aTa MOJATOLHM Ce BUKA HEj3UHHOT CPe/IeH YJIeH M0 ToJIeMIHA.

Ako OpojOT Ha WICHOBUTE BO HHM3aTa IMOJATOLM BO PACTEUKH OOJHMK € HemapeH Opoj
(n=2k+1), Toram Bo cpeauHa ce Haofa WIEHOT a_,,, T1a CHOpe]] TOa, MeHjaHa 3a Taa HU3a €
4IEHOT a_,, T.€. Me=a_,,. AKo, mak, 6pojoT Ha YIEHOBUTE BO HM3aTa Ha MOJIaTOLHM € IapeH Opoj
(n=2K), Toram Bo cpeiMHaTa HA HM3aTa C€ HAoraaT JBa ulleHa a_u d_,,. Bo Toj ciy4aj, MeaujaHa
Ha HU3aTa Cco MapeH Opoj WICHOBH, C€ BUKa apUTMETHYKATA CPEIHA Ha THE JIBA CPE/IHH YICHA, T.C.

1
Me=—(a_+a, ).
2( K K+1)

Ha mpumep, nuzara (1) uma 11 unenoBu. Hej3una MenujaHa ¢ MIECTHOT WiCH, T.C.
Me=a, =6. A nu3ara (2) uma 8 wiIeHOBH, Hej3MHA Me/MjaHa Ke Ouie

e= l(3,2+4)=l7,2 =3,6.
2 2

AXO HU € JaJieHa e/IHa JINCTa Ha TI0/IaTOIH, Ce TIOCTaByBa Mpalllamke Koja Ol CPEANHUTE
(apuTMmeTHuka cpearHa, MOsIa M MeAMjaHa) Tpeba faa ce mpuMeHu. OIroBOpoT Ha OBa Mpalllabe
3aBHCH 0N TpoOIeMOT mTO ce pasrieayBa. Jlokonky cakame BO OapaHaTa CpeIuHa CHTE
MOJATOLM JIa BJe3aT PaMHOIIPABHO, TOTAll NMPUMEHYyBaMe apUTMETHYKa CpeArHa. TakBU ce
Clly4auTe Kora MpecMeTyBaMe CPE/ICH yCIleX BO €IHO onjeicHue (Ouaejku CUTEe YUCHHUIN Ce
paMHOIIpaBHU), MpoceyHa miara Bo P.Makenonuja (Ouzaejku cute rparaHd BO Jp)KaBara ce
pamHoIpaBHU) UTH. CpeIMHHUTE KaKoO IITO CE MOJIa M ME/IMjaHa ce MPEeCMETyBaaT MHOTY OOpry
aKo MOJATOLIUTE CE MOJPEACHH IO TojieMHuHa. JIOKOJIKY HEe cMe 3aMHTEPECHPAHU BO MPOCEKOT
Jia BIIe3aT SKCTPEMHHTE MOAATOlM (HAjTOJIeMUTE M HajMAJUTE), HAJUeCTO KAKO BOHCEPUCKHU
cllyyad, TOrall MO)KeMe Jla IIpecMeTaMe MenujaHa. Bo ciydaj kora paHrot Ha MoAaToOLUTE €
MaJl, TOTall apuTMETHYKaTa CperHa ke ouae Onucka 10 MeaujaHara. Mojara HU MOKaKyBa
KOj MOJAaTOK HajueCTO Ce CPEeTHyBa BO €Ha JcTa Ha noaartoiy. Ha mpumep, ako 3HaeMe jeka
MoJlaTa Ha OLEHKHUTE [0 MaTeMaTHKa BO €IHO OjJesieHue € 4, Toa MOKaXyBa YUCHUIUTE Ce
HAjUCTO ce OIIEHEeTH CO oleHKa 4. Jlanu Moxke MojiaTa Ha THe OIeHKH J1a oune 3,57 [lanu moxke
apuTMeTHYKaTa CpeiHa WU MeaujaHata aa ouze 3,5? 3omro?

. HpI/I aHaJIn34aTa Ha MOAaTOLU [TOHCKOTalll CTaHyBa HOTpe6H0 HUBHOTO CITIOPECAYBaAHC
Aa ro u3pasuMe 1 BO IMPOLCHTH.

Ha MMpUMEP, aKo Tpe6a Aa OApeAUME KOJIKAB INPOUCHT IIPETCTAaByBa PAHI'OT HAa HU3aTa

. , p 6 .
(1) r=6 on ronemunara Ha kpajHuot uneH a,, =8. Toa ro Haorame Kora Jponkara —— = 3 ja
ap

6
u3pasuMe BO MPOLEHTH. 3HauH, OapaHUOT MPOLIEHT U3HECYBA p = (g -100)% = 75%.
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3AJIAUN

1 ' Oppenu ru panror, Mozara u MeaujaHara Ha JMCTAaTa Ha MOJATOLM:

a) 4,6,6,788812,  6) 3, 5%,6%,8,9,9,11.

2 ) Bo TekoT Ha eqHA CeAMMIA TEMIIEparypara Ha Bo3ayXoT Bo 12 yacor Bo rpagor Illtun
M3HEeCyBaJja, Kako IITO € HaBeJeHO BO TalesaTa:

AC€H (IIOHENCJI.| BTOPHUK | Cpea YECTBPT. IIETOK cabora | HeEAeaa

“C 5° 9° 8° 12° 14° 9° 17°

O,upe,un ' paHToT, MOJaTa 1 MCI[I/Ij aHaTa 3a TeMIIeparypara.

3 ' Ha ejieH manueHT CeKoj JI€H HAyTPO MY € MEPEH KPBHHOT IIPUTHCOK U IyJicoT. [Togaronure
ce BHECEHM BO Tadeara;

Cucronmien (ropen) nputncok| 140 | 135 | 148 | 150 | 162 | 150 | 155
TMujactonny. (monen) nmputucok| 80 | 84 88 88 90 82 86
Mync 62 |68 72 72 80 78 74

a) Ozpenu Ty paHroT, MOJIaTa U MEIUjaHaTa OJJICITHO 33 CEKOja HKU3a O] MOJATOIH BO
Tabeara,
0) Ilpecmeraj TO TPOCEUYHHOT TOPEH MPHUTHUCOK, MPOCEUYHUOT JOJCH TMPUTHCOK H
MIPOCEYHHOT IYIIC,
B) [Ipecmeraj KOJIKaB MPOIICHT MPETCTaBYBa JOJHUOT MPHUTUCOK O] TOPHUOT 3a CEKOE
MEpEHE OJIIEITHO.

4 Kako miacu (hopmysiara 3a mepuMerap Ha:

' a) pAMHOCTPAHHOT TPHATONHUK,  ©0) KBaJpaToT, B) KPyroT?

V.13. IPABA ITPOITIOPLHHUOHAJIHOCT

V. 13.1. Iloum 3a npaBa NpPoONOPUHOHAJIHOCT

. Jla ru pa3riieiame ClieIHUBE JIBa TIpUMepa.
Mpumep 1. ExHo Teno ce NBMXHM paMHOMEPHO NPABOJIUHHCKH W U3MHHYBA CEKOja
cekyHza 1o 8 m. /la ro u3pasuMe U3MHHATHOT AT BO (PyHKIIHMja OJ] BpEMETO .
Pemenue. Jla ja momonaume Tabenara:

t - BpEME BO CEK. 1 2 3 4 5 t

S - maT Bo m. 8 82 83 84 85 8t
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Itegame, ako TeIOTO ce IBMXKHU cO Op3uHaA 8M s, Toraimr Toa M3MHHYBA IMat =8 , Kaje
>0. OuurieHo € JAeKa Ha CeKoja BPEIHOCT Ha MPOMEHIIMBAaTa COOIBETCTBYBAa TOYHO, CaMO
€/IHa BPEIHOCT Ha TIPOMEHIINBATA

3uaum co popmyrnata =8, >0 e 3amaneHa QyHKIHja.

IMpumep 2. Eqna xxena ofHeNna Ha a3ap # jajia 3a npojaBame. Koikasa e BpeqHocTa
Ha jajiara BO JICHApH, ako €HO jajiie YMHU S5 JeHapu?

Pemenne. Axo eqHO jajiie YMHM S JIeHApH, TOrall 7 jajia ke yuHaT =5n neHapu. Ha
CEeKOja BPEIHOCT Ha MMPOMEHJIMBATA # O/IrOBapa TOYHO €Ha BPEAHOCT . 3HauH, co popmyrnara

=5n, xazae n e mpupoeH Opoj e 3ananeHa GpyHkIuja.

Bo aBara pasrmienanu npumepu umame GyHKIMH 3a1a7¢HA cO POPMYJIH 011 BUIOT y=K-X,
Kajie X ¥ y ce MpoMeHIuBH, & K Opoj pasnudeH o Hya.

= Jedunuyuja. Dynkumjara, Koja Moxe 1a ce 3aaajae co popmyaara oa
@'i BUAOT = X,KaJe eO0pojpa3iuyeH 01 HYJ1a,ce BHKA IPaBa NPONOPLHOHAIHOCT.

Bpojot K ce Brka Koe(UIIMEeHT HAa MPONOPIIMOHATHOCTA, a 32 IPOMCHJIMBATA ) BEJIMME
€ MPONOPIHOHAJHA Ha IPOMCHJIMBATA X.
JlomMeH Ha (QyHKIMjaTa TpaBa MPOMOPIUOHATHOCT € MHOXKECTBOTO Ha CHTE PEaTHH
OpOoeBH, WM HEKOE TIOJAMHOMKECTBO O Hero. Bo mpBrOT npumep noMeH Ha pyHKujata =8 e
=R* ogHocHo >0, a BO BTOpHOT IpuMep, TOMeH Ha ¢yHKIjata =5n e neN.

. On ¢popmynara y=Kkx mpu x#0 ciaemyBa aeka e R k. Touno e u 0OpaTHOTO:
X

aKo Yo k, Toram y= Kx.

X
OTtyka 3akiydyBaMme JieKa, 3a Jla yTBpAMME Jaid eaHa (yHKIHja  X—>) € IpaBa

MPOIMOPIUOHATHOCT JIOBOJIHO € J]a TPOBEPUME Al Pa3MEpOT — Ha CHUTE MapOBH COOIBETHU
X
BPEIHOCTH Ha TIPOMEHIIMBHTE X U Y € €JIHAKOB Ha UCT Opoj K, niu He.
. y .
AKo BpeIHOCTa Ha cekoj o1 pazmepute — ¢ uct opoj K, (k= 0) mako3zax=0euy =0,
X

Toraim (pyHKIHjaTa X—>y € MpaBa MPOHOPIHOHATHOCT.

3AJIAUM |

CYEEN

T

1 TIposepu nanu pyukimjara x—>y, MTO € 3a1aJ1eHa CO Tabenara

x -3 -2 | -1,5] 25 4 5 6 8

y -12 | -8 -6 10 16 20 24 32

€ IpaBa MPOMOPLUHUOHAIHOCT U aKo €, OApPEeaud IO HEJ3UHUOT KOehUIUEHT Ha
MIPOMOPLUOHAIIHOCT.
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2 | ®yHKIMjara x—»y € Mpasa MPOHOPIHOHAIHOCT CO KOE(PHIMEHT HAa MPOMOPIMOHATHOCT
0,5. 3anumu ja pyHKIIMjaTa aHAJTUTHIKK W TIOTIOIHU ja Tabernara.

x | -4 |-24|-1] 1 |36 8 |10

y

3 I/I3pa3H ro NI€puMeTapoT Ha KBAAPAaToOT BO 3aBUCHOCT O] AOJDKHMHATA HAa HCTOBATA CTPAaHA
a, "u I/ICHI/ITaj JaJii Taa 3aBUCHOCT € IMpaBa IIPOIMOPHIHXUOHAIIHOCT.

4 JlomxuHata Ha KpyXKHHWLATAa  3aBHCHM Of paauycoT I. Jlaau Taa 3aBUCHOCT € Npasa
MPOMOPLUOHAIHOCT U aKO €, KOJIKaB € KOe(UIIMEHTOT Ha MPOMOPLHOHAIHOCT?

S  IlmomrruHata P Ha Kpyror 3aBucH Of paauycor I Jlamu Taa 3aBHCHOCT € IpaBa
MPONOPLHUOHATHOCT?

6 ' Benocunemucr ce aBvku co Opsuna 12 m . 3ammmu ja GopMysara Ha 3aBUCHOCTA Ha
M3MHUHATHOT TIaT BO M oJ1 BpeMeTo BO 4acoBu. KakoB BuJ ke qo0ue Taa ¢hopmyiia, ako
MaToOT € U3Pa3eH BO METPH, a BPEMETO BO CEKYHTU?

[ Tanu nujaronanara d u cTpaHaTa a Ha KBaJparoT Ce MPABO MPOIOPIIMOHAIIHY U aKO CE, Ha
IITO € eHaKoB KoeduimeHtor K?

8 | Jlanu BUCHMHATA W CTPaHaTa @ HA PAMHOCTPaH TPHATOJHMK CE IIPABO MPONOPIMOHAIHN
BEJIMYMHHU U aKO C€, CO KaKoB Koe(uIiueHt K?

V.13.2. CBojcTBa Ha mpaBaTa NPONOPIHOHATHOCT

ITpaBaTta nponopIroHaIHOCT HEKa € 3ajajieHa co popmynara y =5x.
Jla 3ememe JiBe NPOM3BOJIHM BPEAHOCTU Ha NMPOMEHJIMBATA X, HA TPUMEP: x=x,=4 n
x=x,=7. COOlBETHUTE BPEIHOCTH Ha HUB, HA IPOMEHJINBATa y, ke Oupar: y=y, =20 ny =y, =35.

Jla ru ciopeaume pasmMepuTe Lk u &. Toram ke mobueme:
X, I
x _4 yi 20 20:5 4
— = —  =E—=—=—,
x, 7 Y, 35 35:5 7

Kako mto rename, Tue pa3mepu ce eIHaKBH.

Jla 3emMeme npyru Be BPEIHOCTH Ha X, Ha puMep x,=8 u x,=12. Toram cooxseTHHTE
BpENHOCTH Ha y Ke 6unar: y,=40 u y,=60. [1ename u Bo T0j Cily4aj pasmepure

—=—=— u — =—_—=— mak ce egHaksu. Cropey Toa:

x, 12 3 y 60 3

Ako ¢yHknujaTa x—y e npaBa NponopuHoHaaHocT M (x,,,), (x,,»,) ce 1Ba mapa
COOIBETHH BPEIHOCTH HA NPOMEHJMBHTE X M Y, npu mro X,#0 m ,#0, Toram Baxu
nponopumjara

SN

X,
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Moxkas. Hexa e y = kx, k#0. Toram 3a x =x, , e y,= kx,, a 32 x=x, e y,= kx,. Cniopen

TOQ, Ke Oue:
’ N _kx %

y2 kxz X2
OBa CBOJCTBO, aKO X U y C€ TIO3UTUBHU OPOEBH, MOXKE /1a C€ UCKAKE U BaKa.

AKO NPOMEH/INBATA X ce 3roJIeMH HEeKOJIKY NMaTH, TOraul cOOABeTHHTE BPeIHOCTH
M Ha Jpyrara NpoMeH/JHBAa ce 3ro/IeMyBaaT HCTO TOJIKY IATH, WIA aHAJIOTHO. aKO X ce
HAMAaJIM HEKOJIKY NaTH, TOTall ¥ COOIBETHUTE BPEIHOCTH HA y Ke ce HaMaJIaT UCTO TOJIKY
narTu.

OBa cBOJCTBO Ha IMpaBaTa MPOMOPIIHOHAIHOCT YECTO K€ TO KOPUCTUME BO PEIIaBAETO
Ha 3a/1a4M, KaKo IITO € CJIeHABA.

3agaua. Ox 0,5 BOJIHA MOXe Jia ce cruierar 4 mapoBu udopamnu. Konky BosiHa €
notpeOHo aa ce cruerar 10 mapoBu yopamnu?

Pemenne. Heka 3a mietemero Ha 10 mapoBu dopamu ce moTpeOHU X BoJHA. buaejku
OpOjOT Ha CIIETEHUTE MapOBU YOPAIH € IPABO MPOITOPIIOHAIECH Ha KOJTMYECTBOTO BOJTHA, 3aT0A

. , . 1
COIVIaCHO CBOJCTBOTO Ha MpaBaTa MPONOPIMOHATHOCT K€ BayKU MPOMOpIHjaTa X' 5 =10:4.

1 1
Ortyka, 4x = 10- §=5, x= % = IZ (  BoOmHA).

§
W
3AJIAYM @)&;@?
<
O
1 3a 4 gaca nokomorusara norpoumwia 30 Tonu jaried. KoKy TOHH jarieH JIOKOMOTHBATa
MoTpommia 3a 7 yaca?

2 ' 12 m Tenedoncka xuna uma Maca 1 . Kosiky e Macara Ha Wcrara »KuIa, Koja € Joira
25 m?

3 Teno, xoe Ha 3emjara ¢ Temko 100 , Ha Jynurep (Hajrojgemara IUIaHETa HA HAIIAOT
Conues cucrem) ke Texn 256 . Konky ke Texxu Ha Jynurep eeH 40BeK, Koj Ha 3emjara
e Texok 750 ?

4 On 80 wopcka Boma jgobueno e 2 coin. Kosky kusiorpamu coi ke ce go6ue ox 380
MoOpcKa Boja?

S5  Enna nersa monra 2 m ¢pia cenka 0,8 m. Konky e BucoOKa efHa Kyka, KOja BO HCTHOT
MOMEHT ¢pJia CeHka jronra 5,6 m?

6 ' 3BykoT nsmMunyBa 334 M BO CeKyH/Ia. 3a KOJIKY CEKYH/IU 3ByKOT K€ TO M3MUHE PACTOjaHUETO
1670 m?

7/ Enen tpaktopuct 3a 6 yaca m3opan 5 a. Koiaky XeKrapu TpakTOpUCTOT ke u30pa 3a 8
yaca?
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V.13.3. 'pa¢uk Ha mpaBaTa NPONOPLUHOHAIHOCT

Jla To Hamprame rpaduKOT Ha TpaBaTa MPOMOPIHOHAIHOCT, MOTOYHO TpadUKOT Ha

dbyHKIHMjaTa y = 5 - X.
Jleduaunmonara obmacT Ha oBaa (DyHKIMja, aKO HE € CBp3aHa CO HEKOj KOHKPETCH
po0seM, € MHOXKECTBOTO Ha CUTE peaHu OpoeBu. Jla coctaBume Tabesa Ha HEKOU COOIBETHHU

BPEIHOCTH HA X U ).

X 41 3] 2 -1 0

1 1
0 3 1 12 2

N [—

2 -1k op |-

<

Il
=

=

[loroa ma rM KOHCTpyuUpame TOYKUTE, LITO OATOBapaar Ha MApPOBUTE COOABETHU
BPEIHOCTH Ha X H y of1 Tabenara (upt. 32). 3abenexyBame jeka, KOHCTPYUPAHUTE TOUKH JIEIKAT
Ha HeKoja mpasa. J{a 3eMeMe yITe HEKOJIKY APYTH TOUKH O TpaduKOT Ha ucTara QyHKIHja:

_3li_ oLyl 1 (L |5l |3l |4l

* 217272 2 |2 |22 |2 | 42

BRI e
— 1 L2 1L | 3 [ (L3 ]Hn1
= I IS Rl Rl

Ke 3abenexume Jieka v THE JIeKaT Ha ucrara mpasa (upt. 33).

y y
(0] 1 X O 1 X
Lpr. 32 Lpr. 33

Croopen Toa, rpadukor Ha pyHKnujaTta y = X, kage =0, e mpaBa ITO MUHYBAa HU3

KOOPAUHATHUOT MMOYE€TOK.
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caMo JBE€ HEJ3MHM TOYKH. 3aroa rpaduKoT Ha IpaBara
MIPOMOPLIMOHAIIHOCT MOXKE J1a C€ KOHCTpPyUpa CIopes Kou \
OUJIO J1BE HETOBU TOUKH. i

¢byukuuure: y=2x, y =—3x u y=—0,8X. 3abenexyBame, ox ) —
BPEIHOCTa Ha KOS(PHIMEHTOT K 3aBUCH rojieMHHAara Ha 24k \
aroJioT ITO TpaBarta To 3adaka co MO3UTHBHATA HACOKA 0, x
Ha Ox-ockara. \

MHUHYBa HH3 KOOPAMHATHHUOT IOYETOK W HE Ce CoBIara
CO KOOpJMHATHUTE OCKM € TpauK Ha HEKoja IpaBa
MIPONOPIIMOHATHOCT.

1

3a KOHCTpYKI[Mja Ha MpaBa JOBOJIHO € J1a 3HaeMe,

Ha uprexor 34 wnampranu ce rpadummre Ha A L

More na ce JOKaxke JeKa, ceKoja IpaBa IITO

Koncrpyupaj ro rpadgukor Ha npaBara
NPONOPIHOHAIHOCT. a) y=—2x, 0) y=3x. Lpr. 34

3AIAUN S <

Konctpyupaj ro rpaduxor Ha dyHKIHjaTa y:% x. CO momorir Ha rpaduKOT, OJIPE/IH:
a) KoJIKaBa BPEIHOCT J00MBa ) 3a x=6,

0) 3a Koja BPEIHOCT Ha X BPEHOCTA HA Y € eIHaKBa Ha —27

Koncrpymupaj ro rpadukor Ha dynkuujata y=0,3x. CO moMomr Ha rpaguKOT OApeaH TO
MHOKECTBOTO BPEIHOCTH Ha X, 33 Kou (pyHKIMjaTa 10o0MBa:

a) TO3MTUBHU BPEIHOCTH, 0) HEraTHBHH BPEIHOCTH.

Konctpyupaj ro rpaduxor Ha dyHKIMjaTa 3a1ageHa co popmynara y = % X,

Co momo1u Ha rpauKOT OipeIu:

a) (2), (4), (6),

0) Ha KO€ MHOXECTBO c€ IpecinKyBa cermMmeHToT [2,4] on Ox-ockara Ha Oy-ockara?,
B)3a Koja BpeaHocT Ha x ¢ (X) = 2?

[Toxaxku kou ox Toukute: A(4,—2), B(%,l), C(1,1), (0,0, E(l,—%) My IpHIaraaT Ha
rpaduKoT Ha QyHKIHMjaTa 33/1a7eHa co hopmynara: a) y =— %x, 0) y=3x.

OcHoBara Ha MpaBoaroJHUKOT € 4,5 CM, a BUCHHATa ¢ x CM. M3pasu ja 3aBUCHOCTA Ha
IUTOMITHHATA ) Ha MPABOArOJHUKOT BO CM? o1 BucuHaTa x. KoHCTpy#Hpaj ro rpadukoT Ha
Taa 3aBUCHOCT Ha Y Ol X.

a) KosnkaBa ruromtiHa nMa mpaBoaroJHUKOT, YMja BUCHHA € eHakBa Ha 13,5Ccm?

0) I1pu Koja BECHHA IJIOIITHHATA Ha MPABOATOJHHUKOT € ¢IHaKBa Ha 9cm?

[TomTrHa Ha €IeH MPABOArOJIHUK CO CTPAHH JOJITH X CM U y CM e enHakBa Ha 15cm?.
Bo Bpcka co Hero:

a) MOIOJIHH ja Taberara,
0) mITO CTaHyBa CO CTpaHaTa ), aKo CTpaHaTa X ce y 3 10
Hamaiu 2 natu?

x |75 2 1
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V.14. OBPATHA ITPOIIOPIIUOHAJIHOCT

V. 14.1. Tloum 3a oOpaTHA NPONOPIHOHATHOCT

. Enno Teno Heka ce MBMXXKM paMHOMEPHO MpaBoiauHUCKH ol A 1o B. JacHo e nmeka,
BpPEMETO 3a KOe TEJIOTO Ke IO IOMHHE pacTojaHueTo o A f0 B, 3aBucu on Op3uHaTa co koja ce
JBHKH TOA.

Hexa, Ha mpumep, pactojanuero ox A o B e eqHakBo Ha 60m, - Op3uHAaTa Ha ABIKEHHC
(Bom ), a -BpemMeTO MOMHUHATO BO IBHXKEHE (BO §), TOTrall BPEMETO IO MPECMETyBaMe CO

dbopmymara = 60 . On popmynara Haorame: ako € =5, Toram = 12; akoe =10, roram =6,
aako e =20, toram =3.

Ja pasrnename npyr npumep: Exen paboTHUK ja 3aBpiryBa cam enHa padora 3a 120 gaca.
3a KOJIKY Yaca Ke ja 3aBpIiiaT ucrara padora (1o UCTH yCIIOBH): 2 pabOTHHKA, 3 pabOTHHIIH, 4
pabotHuIM? 12

Ouwnrnenno e aeka: 2 paboTHUKA paboTara ke ja 3aBpIiaT 3a —— 4Yaca; 3 paboTHHIH

. 120 .
paborara ke ja 3aBpIiar 3a Y yaca, a 4 pabotHuiy padoTara Ke ja 3aBpiiar 3a Tqaca.

Imegame, BpemMeTo 1ITO € MOTPEOHO Ja ce 3aBpiId Taa paboTa 3aBUCH 07 OpPOjOT

, 120 0,
Ha pabotHunute N, T.e. kebume =——. Co dopmynata =-—— Ke BEIIMME € 33/1aJICHa eHa
¢byHKIMja. " "
Bo nBara pasmiemanu npumepa mmaBMe (QyHKIHMH 3aaJeHH cO (GOPMYIH O BHUIAOT
y=—, kaze x#0 u y ce npomeHuBy, a K e Opoj pasnuueH o HyIa.

X
o Jedpunuyuja. @ynkumjara, Koja mMoxe aa ce 3agaae co Gopmyaa
(€]
@ 01 BHAOT y=—, Kaje K e KOHCTaHTa pa3jiMyHa o] HYJa, ce BHKa o0paTHa
X

'i MPONMOPIHOHAIHOCT.

Bpojot K ce Buka koeduimeHT Ha 0GpaTHATA POMOPIIMOHAIHOCT, a 33 IPOMCHIIUBATA
¥ BelluMe JieKa € 00paTHO NPONOPLUOHATIHA Ha X.

. k .
BPII[Q]KI/I HU3pasoT — HMMa CMHCIA 3a CCKOjJa BPpCAHOCT Ha IMPOMCHJIMBATa X, OCBCH 3a
X

HyJa, 3aToa JOMEH Ha (yHKIIMjaTa ke OuJie MHOXKECTBOTO Ha CUTE peaTHu OPOEBH Pa3IUyHU

O HyJIa, WJIM HEKOE HETOBO MOJAMHOXKECTBO. Bo MpBHOT npumep 1oMeH Ha pyHKImjaTa ¢ = —
v

120
e >0, a Bo BropuOT mpuMep AOMEH Ha (PyHKIMjaTa =—— € MHOXKECTBOTO Ha MPHUPOIHUTE
n

OpoeBH. k
. On dhopmynara y =— cienysa aeka e xy = K. TouHo e 1 00paTHOTO: aKo e xy=K, Torarmr
k x
X

e uy = —. 3aroa, 3a a yTBpAUMe Aanu pyHKIMjaTa x—>) € oOdparHaTa MpornoOpLHUOHAIHOCT,

JIOBOJTHO € Jla TIPOBEpUME JIajli MPOU3BOJOT Xy HA CHUTE MAPOBH COOJIBETHH BPEIHOCTH Ha



MIPOMEHJIMBHTE X M V € ¢THAKOB Ha UCT Opoj K, nix He. AKO HUBHHOT IIPOM3BOJ] € CEKOTalll UCT
opoj k=0, Toramr ¢pyHkumjata € obparHa nmpormopimonanHocT. Ha mpumep, dynkuujata :a—b
3ajazeHa co tabenara

a 5 10 15 20 30 60 | 120

b |24 | 12| 8 | 6 | 4 | 2 | 1

¢ oOparHa MPOIMOPIMOHAIHOCT, OuIejku 3a cexoj map (a,b), a-b =k = 120.

a 5 10 15 20 30 60 | 120

b {24 | 121 8| 6| 4| 2|1

ab | 120 | 120 | 120 | 120 | 120 | 120 | 120

3AJIAUN

1 ' ®ynkuumjara : x—y e 3amanena co tabenara. Mcnuraj nanu gaaenara GyHkimja : X—y e
o0OparHa IPOTOPITHOTATHOCT.

6)

A 1124510 x| 1] 2]3]-5]-6

Yy [ 20| 10| 5 4 2 Yy | -15(-7,5{ -5 | -3 [-2,5

2 | dyskumjara e 3aaajaeHa co popmyiaara y =—. [TomonHu ja Tabenara:
X

x | -1 4 8 | 12 | 16

y -2 0,8

3 | Tlo3Haro e jieka QpyHKIUjaTa : X—Y € 00parHa IponopHoHaiIHOCT. M3pasu ja hyHKimjaTa
AHAIMTHYKH, KOTa PBO, Ke ro oApeauil koehuuueHTot K o radenara, a moroa momnojgHu
ja Tabenara.

X 3 -2 |- 3 6 8 12 | 24

| —

Y -12 6

4 ' Bo kakBa 3aBUCHOCT ce OpOjOT 72 Ha 3aBPTyBamara Ha €HO TPKAJIO Ha OIPEIEHO
pacTojaHue U TUjaMeTapoT Ha TPKAIOTO?

5 | Bo KakBa 3aBUCHOCT C€:
a) Bpojor Ha paboTHUIMTE M BPEMETO 3a KO THE 3aBpIIyBaar orpezaeieHa padbora?
0) BpemHocra Ha japomnkara W HEJ3MHHOT HWMEHHTEN, KOra OpOHMTEJIOT OCTaHyBa
HETpOMEHEeT?
B) [leHara Ha cToKara M KOJIMYECTBOTO CTOKA, KO€ MOXKE J]a C€ KYITH CO OIpeesieHa cyma
napu?
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6 ' Heka x e OpojoT Ha MPOYMTAHHUTE CTPAHUIIM HA €IHAa KHUTA, a y OPOjOT HA OCTAHATUTE
HENPOYNUTAHU CTPAaHUIM Of KHHrarta. /lanu 3aBHCHOCTa Ha NMPOMEHJIMBATa ) OA X €
oOparHa IPONOPITUOHATTHOCT?

7/ BenuuuHHMTE X WM )y ce BO oOparHa MNPONOPHUOHAIHOCT CO KOE(QHUIIMEHT Ha
npornopionaiHoct K=6. CoctaBu Tabena Ha OBUE BEJIMUMHY, aKo e xe{—6,—3,-2,—1,1,2,3,6}.

V. 14.2. CBojcTBa Ha 0OpaTHATA MPONMOPUNOHATHOCT

60 .
BunoBme, co dopmymara = — Oeme 3amaaeHa (yHKnujara obpaTHa MPOIOP-
IMOHAJTHOCT HA 3aBUCHOCTA HAa U3MHUHATOTO BPEME Ha JBWKCHE O] Op3MHATA Ha JIBIKCHHC
TIpU W3MHHYBam-¢ Ha maroton A no B. Hexka | =5u ,=6 ce aBe npou3BoHM BPEeIHOCTH Ha

60 60
npoMeniMBara ,a = — = 12 u = =10 ce cooaBeTHUTE BPEAHOCTH HA MPOMEHJIMBATA .
1 2
Toramr ke ouze:
v 5 t, 12 6
—_— = , a —_——=—= .
v, 6 t, 10 5
3abenexyBame JIeka, pa3MepoT . , € EHAKOB Ha PELMIIPOYHATA BPEJHOCT Ha Pa3MePOT

L o T.€. BAXKH:
v, 4
JIo MCTHOT 3aKJIy4OK Ke JI0jIeMe M aKO 3eMEME JPYT Iap BPEAHOCTH Ha IPOMEHIINBATA
. OrTyka 3aKiyqyBame:
AKo yHkumujaTa :x—y e odpaTHa NpONOPUHOHATHOCT U (x,.Y,), (X, y,) ce 1Ba mapa

X _Y
. 1 2
COO/IBETHU BPEIHOCTH HA MPOMEHJIUBHTE X U ), TOTalll BA’KHU NMponopuujara — =,

N
k k ’
Joxka3. On ¢popmynara y =  Imame y, = x—l Y, = x—z , mpu mro Y, # 0, y, # 0. Orryka

Yo_k k_k x_x

noxox o x ko ox

OBa cBOjCTBO, aKO X H y C€ MMO3UTHBHU OPOEBH, MOXKE JIa CE MCKaXE U BaKa:

AKO MPOMEHJINBATA X C€ 3roJIeMH HEKOJIKY MaTH, TOrall COOJBETHATA BPETHOCT HA
Apyrara mpoMeHJIMBa y ce HAMAaJyBa MCTO TOJKY MATH WU aHAJOTHO, KO X € HAMAaJIu
HEKOJIKY MAaTH, TOTralll COO/IBETHATA BPEIHOCT HA ) Ke ce 3roJieMH HCTO TOJIKY MATH.

OBa cBOjCTBO Ha OOpaTHATa MPOMOPLUHUOHATHOCT TO KOPUCTHME IPH PEIIABAKHETO Ha
3aJ1a4¥ O] BUJIOT Ha CJICTHABA:

3angaua. Exqna rpyma paGotHUIM co 6 4acoBHO pabOTHO BpeMe ja 3aBpIiyBa Ojpe/eHa
pabora 3a 20 neHa. 3a KOJIKY JIeHa Ke ja 3aBpIIaT ucTara padboTa UCTUTE paOOTHHITH, aKo padoTar
o 8 yaca Ha nen?



Pemenne. Heka nmpu 8 wacoBHO paboTHO Bpeme, paborara Ouje 3aBpIeHa 3a X JcHa.
bunejkn morpeGHOTO BpemMe BO JIEHOBU 3a 3aBpIIyBame Ha OfpefeHa padoTra € 00paTHO
MIPOMOPLIMOHAIHO Ha OpOjoT Ha paOOTHUTE YACOBU BO JIEHOT, 3aToa K€ BaXKU IpOIOplrjaTa
x:20=6:8.

Otryka 8x=20-6, omHocHo x =120:8=15 (nena). 3uauu, paborara ke Ou/Ie 3aBpIICHA 3a
15 nena.

Ogaa 3ajaua o0MaM ce Ja ja pelMil U Ha CJIEJHUOT HauMH, Ha MpUMep, Kora MpBO
Ke TIpecMeTan 3a KoKy paOOTHH 4aca ce 3aBplryBa paboTara, HE3aBUCHO O JOJDKMHATA Ha
pabOTHUOT JICH.

3AIAUH >

1 ' Enen Bo3 ro u3munyBa Hekoj mar 3a 10 gaca Bo3ejku co Op3una on 35 M Ha 4yac. 3a KOJIKy
BpeMe Ke T0 MOMUHE UCTHOT MaT IpyT BO3, aKO ce JIBUXKHM co Op3uHa og 50 m Ha yac?

2 ' CoHEKOE KOJIMYECTBO 300 MOXKE J1a ce pexpanar 9 Koru 3a 28 nena. CO MCTOTO KOJIMYECTBO
300 KOJIKY JIeHa MOXar Ja ce npexpanar 12 xowu?

3 ' Enen 0azen MoKar Ja ro HaroJjHar 4 eHaKkBM LEBKH 3a 45 MUHYTH. 3a KOJIKY BpeMe Ke To
HAIIOJIHAT caMO 3 IIEBKH OJf HUB?

4 | Hekoe KOJIMYECTBO OPEBH Kora ce Tojenu Ha 6 jmia cexoj ke nooue mo 15 opesu. Ha
KOJIKY JIMIIa MOXE J]a C€ Pa3Jesl MCTOTO KOJMYECTBO OPEBH, TaKa MITO CEKOe JIUIE Ja
nobwue mo 5 opeBn?

S Exno 3amuacto Tpkano co 36 3amuu mpasu 80 3aBpTyBama BO €iaHa MUHyTa. Kosiky
3aBpTyBamka BO €JHA MUHYTAa K€ HAIPaBH JIPYroTO TPKAJIO cO 24 3ariu, Koe € CBP3aHo CO
MPBOTO?

6 ' Enen tekcr 3 maktuinorpadku ro oruykysaar 3a 10 yaca. 3a KoJKy BpeMe Ke To OT4yKaar
UCTHOT TEKCT 5 makTuiorpadku?

V.14.3. I'pa¢guk Ha oOpaTHATA NPONOPIHOHATHOCT

Jla ce npercraBu rpaduuku GyHKIMjaTa Ha 0OpaTHATa TPOMOPIIMOHATHOCT 3a[a/IeHa CO
dhopmynara y=—. JIoMeHOT Ha oBaa (yHKI[H]a, aKO HE € CBP3aHa CO HEKO] KOHKPETEH MPOoOIIeM,
X

€ MHOYKECTBOTO Ha CUTE PEaTHH OpPOEBH, Pa3IMIHU O] HYJIA.
HajmpBo ke coctaBume Tabena Ha HEKOW COOIBETHH BPETHOCTH Ha X U ).

b 11,523 |4]|5]|6]| 8|12 b -1 f-150 -2 -3 4] -5]-6]-8]-12

y=1Z 112 8| 6] 4|3 |24] 2151 y=12 12| 8| -6|-4|-3]-24 2|15 -1
X X
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3HaeMe, KOOPJMHATUTE Ha MapoBuUTe (x,y) o Tabenara oJpenyBaar €IHO MHOXKECTBO
TOYKH BO KoopauHatHarta pamuHuHa xOy (upt. 35). Ako 3emeMe ce MOOIUCKH BPEIHOCTH Ha
MIPOMEHJINBATA X, K€ T0OMeMe HOBU TOUYKH MTOTYCTO PACIIOJIOKEHH €THA JI0 IpyTra Ha TpaduKOT Ha
¢yukuujara (1pt. 356). [la Buaume mTo npeTcTaByBa rpad@UKoT Ha pasrieayBaHara QyHKIH]a
Ha oOparHara nmponopiroHanHocT (upt. 36).

a) 1 6) v
1’\ Il"\
8 81
4 4
Cib =8 & Fip B & -
of [a J8[ 12 [ [x 1 ol [4 |8 [12] Ix
—12 —12
Lpt. 35
I'memame, T0j ce cOCTOM Of IBE€ TPAHKH IITO CE
Haoraar BO PBHOT M TPETHOT KBaapaHT. U nBere rpanku v -
HE T cedaT KOOpAMHATHUTE OCKH, OMAEjKH Ha cekoja 12 bk

MO3UTHBHA BPEJHOCT HAa X OJroBapa MCTO MO3UTHBHA
BpEIHOCT Ha Y, 3a x=0 yHKIMjaTa e HeAehUHUpaHa, a 3a
CEeKOja CIIPOTHBHA HETaTUBHA BPEHOCT Ha X OJroBapa u
CIpOTHBHA (HETaTMBHA) BPEIHOCT HA ). 3HAYM, HUTY 3a —— of 14 I8 [p] [x
€/IHa BPeIHOCT Ha x (hyHKIMjaTra He Jo0uBa BpeaHoct 0.
I'pankata Ha TpaduKOT, MTO ce HAora BO TPETHUOT T
KBaJIPAHT € LEHTPAJHO CHMETPHYHA CO TpaHKaTa BO o
NpPBUOT KBaJpaHT. AKo (QyHKIMjaTa € 3aJajeHa co

o0

S

k
dopmynara ox Bumor y=—, kaae k 0, Toram Ha Lpt. 36
X

IIO3UTUBHUTE BPEIHOCTU HA X OArOBApaaT HETaTUBHU

BPEIHOCTHU Ha Y, U 00paTHO: Ha HETAaTUBHUTE BPEIHOCTH

Ha X OJroBapaar MO3UTHUBHU BpeIHOCTHU Ha Y. ['padukor |
2

%‘J

op

Ha QyHKIMjaTa y =—— MpeTCTaBeH Ha IpT. 37.
X

~

Toj ucto ce cocTou of 1Be TPAaHKH, CUMETPUIHA = R R
BO OJTHOC Ha KOOPJAMHATHUOT MOYETOK, OJ] KOU eJHaTa ce 12 | -8 |~ 10 —
Haora BO BTOPHOT, a Apyrara BO YE€TBPTUOT KBAJPAHT.
Bo ommr cnyuaj, rpadpukor Ha (yHKOMjaTa 1

k .
v =—, kane k=0, e kprBa Koja ce COCTOH O] IBE I'PaHKH
X

CUMETPUYHU BO OJHOC HAa KOOPIMHATHHOT MOYETOK, a
KpHuBaTa o7l TAKOB BH/JI C€ BUKa XHIepooJia. Lpr. 37



@
3AJIAUM s

. L SN
1 Konctpywupaj ro rpaduxor Ha pynknujara y =—. CO momoir Ha TpapuKOT OPEIH:
X

a) (1), (), 4,

0) 3a Koja BpeIHOCT Ha X yHKIIMjaTa 100MBa BpeIHOCT —67

: : 6 :
2 | Konctpyupaj ro rpadgukor Ha GyHKIMjaTa ¥ =——. 3a KOM BPEAHOCTH Ha X (ByHKIHjaTa
X
no0uBa:
a) O3UTHBHHU, 0) HEraTHMBHU BPEIHOCTH?

3 ' Bo kou KBajpaHTH ce Haora rpauKoT Ha (yHKIHjaTa:
T A A
a)y o y . B Y L

1

1
4 ) Harmpraj ro rpadukor Ha QyHKIMjaTa Y =~ — = 5 Honnero onpenu: (1), (-2), (0,25).
X X

| =

V.15. ITPOCTO TPOJHO ITPABHUJIO

CBojcTBOTO Ha TpaBaTa MPOIMOPLUOHAIHOCT U CBOJCTBOTO Ha oOOpaTHara
MIPOIMOPLIMOHAIHOCT, KaKo IIITO TOTalll HABEJOBME, Haoraar rojieMa MprUMeHa U BO PelIaBambeTo
Ha 3a7a4¥ O]l MPAKTUYHHUOT >KMBOT BO KOU y4Y€CTBYBAaT MPOMOPIMOHATIHY BenuuuHu. Toa ce
3aJlaud BO KOM KOra ce JaJIeHU: BPeIHOCTa Ha HeKOja BeIMYMHA A U COOJIBETHATa BPEIHOCT Ha
npyra Benu4yuHa B, co koja BenmW4yMHATA € MPaBO WM 0OpaTHO MPOMOPIMOHAIHA, a ce 6apa
Jla ce OJIpe/li OHaa BPEIHOCT X HA BEJIMYMHUTE A, IIITO COOABETCTBYBA Ha IMO3HATaTa BPEAHOCT
Ha Jipyrara BeJIM4YMHA O]l KOja 3aBUCH BeIMUMHaTa A.

3agauuTe 01 OBOj BU/I C€ BUKAAT 33J1a4H OJ1 MPOCTO TPOjHO mpaBui0. HasuBor ,,TpojHO
MpaBUJIO” MOTEKHYBA OTTaMy IITO BO 33J]a4UTE BP3 OCHOBA HA TPH MMO3HATH OPOJHU BPEIHOCTH
Ha JIB€ MPOIMOPLUOHAIHU BEJIMUMHHU C€ OJIpe/lyBa YeTBpTaTa OpojHa BPEIHOCT HA €IHA O] THE
BennuuHU. [IpaBuioTo ce BuKa yuTe u mpocTo, 3aToa ITO MOCTOU U CI0KEHO TPOJHO MPaBUIIO.

3agaunTe CO MPONOPIIMOHATHN BETMUYMHI MOXKE J1a CE€ pellaBaar Ha pa3jIMyHN HAaYWHU.
Hue Tyka ke ce 3agpXuMme caMO Ha HAYMHOT CO KOPHCTEHE Ha CBOJCTBOTO Ha MpaBara U
oOpaTHara mponopIUOHATHOCT.

IMpumep 1. Enen zemjonenern on 4 anosje HaOpasi 68 ToHM rpo3je. 3eMjoIeneoT uMat
BKyIHO 15 a yto3je Ha pox. Konky ToHM Tpo3je Habpar 3emjoaemneor?

Pemrenne. Bo 3ajmauara yuecTByBaarT JBEe BEIMYMHHU: IUIOHITHHATa Ha JO3J€TO U
HaOpaHOTO KOJIMYECTBO I'PO3je 071 Hero. buejku koarmuecTBOTO rpo3je € MpaBo NPONOPLUOHATHO
Ha TUIOIITHHATA Ha HACAOT, 3aT0a Pa3MepoT Ha IUIOMITUTE HA HACAJUTE Ke Ouje eIHaKOB Ha
pa3MepoT Ha COOABETHUTE HAOPAHU KOJMYECTBA TPO3je O/ HUB.
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AKo 0apaHOTO KOJMYECTBO TIpO3je IO O3HAYMME CO X, MOXKEME Jia ja COCTaBHME

npornoprijata 4:15=68:x, ox kxaje mTo Haorame:

68-15
X= " 255 (touu). Toa mperieHo o 3aMuilyBaMe Baka:

On 4 a 68 rposje
On T 15 a T X__Iposje

X : 68 =15:4; x:$=255 (ToHm)

3nauu, o 15 a 3emjomenenot ke Habepe 255 ToHU rposje.

Ennara crpenka cekoramn moara O X W € HAcOYCHa HAarope, a Japyrara cTpelka ja
HacovdyBaMe, HCTO TakKa, Harope, ako JIBETE BEJIMYMHHU CE ITPABO MPOMOPIIMOHATHH; WX HAIOIMY,
aKko JBET€ BEJIUYHMHH C€ OOpaTHO MPONMOPHHUOHAIHU. [loCTaByBameTO Ha CTPENIKUTE HE €
3aJI0JKUTEITHO, HO THE BO rOJIeMa Mepa ro 0JICCHYBaaT COCTaByBambETO Ha MPOIMOPIIHjaTa.

Ipumep 2. Ox HEKoe KOJIMYECTBO Mpera MOXKe Ja ce ucTkae 92 M IUIaTHO MIUPOKO
140 cm. Konky MeTpu Tu1aTHO K€ ce UCTKae O] UCTOTO KOJIMYECTBO IMpera, ako IJIaTHOTO Oujie
mupoko 80 cm?

Pemenne. Tyka iBeTe BeTMYHMHU: TOJDKMHATA W IIMPUHATA HA TUIATHOTO IITO MOXKE Ja
Ce MCTKae OJ1 UCTOTO KOJIMYECTBO Tpera, ce 00paTHO MPONOPIIMOHAIIHYU €IHa OJ1 JIpyra. 3aToa,
pa3MepoT Ha KOW OWJIO JIBE BPEIHOCTHU O] €HaTa BEIIMYMHA K€ OuJe eIHaKOB HAa 0OpaTHUOT

pasMEp 04 COOABECTHUTE BPECAHOCTH HA ApyTrara BEIWYKHA, T.C.

x:92=140:80, ox xane x 2%: 161 (m).

Venosot u PEMICHUETO HaA 3a1a4ara IMperieaHo ro nuiuryBaMe Baka.

T 92 m gonro miaaTHo aKo e \L 140 cm mupoko
X M JI0JITO IUIATHO aKo e 80 cm mmpoxo

92-140
80

3Ha4M, OJ1 UCTOTO KOJIMYECTBO Mpera ke ce uctkae 161m rurarHo mupoko 80cm.

x:92 = 140:80; X =161 (m)

1) On50 cBexwu ciuBu ce qoouBaar 21 cyBu ciauBH. KoJIKy KHJIOrpaMu CYBH CITMBH Ke
ce nobujar o 142 cBexu cIuBU?

3AIAYH 3

2 Enen usBop 3a 15 munytu nasa 120 nutpu Boxa. Kosky juTpu Bojia Ke Jajie T0j U3BOp 3a
3,5 yaca?

3 ' Enna kona ma 100 m tpomu 8 nmurpu O6ensun. Konky autpu 6eH3uH Taa ke IOTPOIIH Ha
mar jgoir 325 m?

4 ) 3aracemena9 Heracena Bap norpeOHO e 24 mutpu Boa. Kosiky uTpu Boia € moTpeGHO
3aracewmero Ha 1200  Heracena Bap?

S5 | Emna dupma ox 136 osrm qobmina 414  BosHa. [Ipyra dupma umana 272 osiu. Kosky
BOJIHA ke 00ue?



10
11

12

13
14

15

Enna neBka xoja qaBa 45 mutpu BoJia BO MUHYTA I'O HATIOJTHYBa 0a3eHOT 3a 6 gaca. 3a KoKy
BpeMe Ke TO HaIOJIHU UCTHOT 0a3eH Jpyra leBka Koja nasa 60 autpu Boma BO MUHYTA?

Co enen kom0ajH ce okHeBa Hekoja mapiena 3a 30 aeHa, ako ce paboTu 1o 8 yaca Ha JeH.
3a KOJIKy JIeHa Ke ce O)KHee McTaTa mapiiena, ako ce padoru o 10 yaca Ha nen?

On 100 nutpu oBUO MiIeko ce noOuBaar 18  kamrkaBas. Konky Kuiorpamu Kamkasai ke
ce nobujar ox 635 nUTpu MIiIeKO?

Enna kaura uma 135 ctpanuim 1 Ha cexoja ctpana 1o 40 pezna. [Tpu noBTOpHO nevatemne Ha
Taa KHWTa Ha CeKoja cTpaHuna ke numa o 36 pena. Konky crpanuim cera ke nma taa KHATa?

3AZIAYH 3A TIOBTOPYBAIBGE U YTBPAYBAIGE -V

Oppeny ru KOOPJMHATUTE HA TOYKA, IITO € CUMETpUYHA Ha Toukara A(a,b) Bo omHOC Ha!

a) arcIMcHaTa 0CcKa, 0) OpJMHaTHATa OCKa, B) KOOPAMHATHUOT IMOYETOK.

Hanenn ce mHokectBara A={1,3,4} u B={2,4,5}. TIlpercraBu ru cO KOOpAMHATHA IIEeMa
Jlexaprosure npoussBoau: a) AxB, 06) BxA, B) 2 1) B2

Kaksa ¢urypa npercraByBa MHOXKECTBOTO Ha CHTE TOYKH BO KOOpAWHATHATA PAMHUHA, Ha KOU:

a) amcipcara UM ¢ eHaKBa Ha 3, ) opHAaTaTa UM ¢ eIHaKBa Ha —2,

B) aricIEcara v OpJIMHATaTa UM Ce €HAKBH, T) allCIHCATa U OPANHATATA UM CE CIPOTUBHU OPOCeBU?
[Ipadwupaj To AT0T O paMHUHATA Ha KOj JIeKAT TOUKHUTE (x,)) YU KOOPAUHATHU I' 33]I0BOJTyBaaT
HepaBeHcTBaTa —2< x <3 u 1< y <5,

Oxpeny ja BpeHOCTA Ha IIPOMEHIINBATA X BO MOAPEACHUTE TaPOBH, TaKa IITO:

a) (x—1,7) = (2x + 3,7), 6) (5,5—x) = (5, x-2).

Haneno e muokectsoro A={9,10,11,12,13,14,15,16,17}. Ha cexoj Opoj x€ A mpuapyXu My ro
Op0joT y IMITO € OCTATOK O] IETICHETO Ha TOj Opoj co OpojoT 5. Taka 3amaneHara GpyHKIIMja 0O3HAUN
jacor. Ompemm r(9), r(10), r(I11). dyuxrmjara I mpeTcTaBu ja co Tabena.

Koncrpynpaj tpuaronauk BC co temmma: A(2,3), B(5,1), C(8,6), moroa xoHcTpympaj ro
tpuaroaHukot A B, C , mrTo e cumMeTpuyeH Ha JaJeHHoT Bo oaHoc Ha Oy-ockara. Omnpenenu ru

1171
KOOPJMHATUTE Ha TEMUIbaTa Ha TPUATOJTHUKOT A1B1C1.

Onpeny Tv KOOPAWHATUTE HA TOYKaTa Al, mro e cumerpuyHa Ha Toukara A(5,2) Bo ogHOC Ha
cUMeTpajara Ha M KBaJIpaHT.

Ha cekoj 6poj x ox uaTepBajioT [—5,7] My ro npuapyKyBaMe HETOBHOT CIIPOTHBEH Opoj —x. Jlanu
Taa pemanuja ¢ pyknuja? Oapeay To MHOXKECTBOTO Ha BpSTHOCTHUTE Ha Taa (GyHKITH]a.

Onpe/u ro HEMO3HATHOT WICH X Ha pasMepot: a) x:5 =4, 0) x: 3 =1, B) 6:x=2, 1) 4,5:x=

Tpancdopmupaj To pa3mMepoT, Taka IITO IPBHOT WIEH Aa My oue 1:

a) 3:18, 6) 2:15, B) 8:1000, r) 4:50, 1) 25:600.

Pacrojanuero Mery niBe Touku A u B Ha reorpadckara kapra uznecysa 8 cm. KosikaBo € HUBHOTO
pacTojaHie BO MpUpoIaTa ako KapTara ¢ u3padboreHa Bo pasmep 1:25000?

[TocTou 1 TPHATOJIHUK, Kaj KOj IOJDKUHUTE Ha CTPAHUTE MY Ce OJIHeCyBaar kako: a) 3:4:6, 0) 2:4:8?

E .

16 paboTHHIM ja 3aBpulyBaaT efaHa padora 3a 18 meHoBH. YinTe KoMKy paboTHHIM Tpeda 1a ce
3emMar, 3a ucrara pabdora ma owe 3aBpiieHa 3a 12 qeHoBu?

3anumm n3pas 3a IPUPOTHUTE OPOCBH, Kaj KOU IIPH JIETCHE CO 5 ce T0OMBa 0CTATOK:

a)l, 6)2, B)3, )4
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16

17

18
19
20

21

22

23
24

10

11

12

Cwmemanu ce 13 opus co 1ieHa a AeHapu 3a kumtorpam u 31 co niena b nenapu. Konky unnn
1  opwus ox cMmernrara?

Kou cBojcTBa 1 n3pa3yBaar clieIHUBE PaBEHCTBA!

) ab=(@r)-(b+h),  0) Tt k=0, 5) LT

Enen 0poj e nBamaru morojieM ox Apyr Opoj, a HUBHUOT 30up nu3HecyBa 36. Kou ce tue OpoeBu?

.k #0?

CocraBu nucra Ha moaaTonu 3a KOja paHroTre 2, aapuTMETHUYKAaTa CpeaArHa € €JTHAKBA HA MGI[I/Ij aHara.

Jlanu mocrou JMcTa Ha IMOJAaTOIHM 32 KOja PaHroT € 3, a apuTMETHYKaTa CPeIMHA CEe PA3IHKyBa OJf
Menujanara 3a 4?

Pasmepor ox panunycor Ha MeceunHara u pajnycoT Ha 3emjara ¢ efaHakoB Ha 5:18. Oapenu ro
paauycoT Ha MeceunHara, ako 3HaeMe Jieka pajanycoT Ha 3emjara ¢ 6370 m.

Enen uacoBHUK Ha 24 yaca 3a10uHyBa 2 MUHYTH U 24 cekynau. Konky ke 3a101HU Toj 3a 2 eHa
u 6 yaca?

On 0,42 amoceanu co namyk gooueHo e 147  uuct namyk. Konky, nak, ke ce Habepe on 1 a?

JIBe 3amyecTd TpKajga, UMW 3ali 3aBjeryBaar €IeH BO JPYl, €IHOTO TPKAJIO MpaBd 5
3aBPTyBama, a JPyroTo 3 3aBpTyBara 3a MCTO BpeMe. AKO IOTOJIEMOTO TPKajio uMma 75 3ari,
KOJIKY 3aIllli K€ MMa [TOMajoTo?

3AJAYH 3A CAMOKOHTPO!IA -V

Kapne nexar touknte Ha pamanHarta xOy, Ha KOH:

a) arCIMCHUTE UM Ce HYIH, 0) OpANHATUTE UM CE€ HY/IH?

Koncrpyupaj ru Toukute Bo pamHuHaTa XOy, YU KOOPAWHATH CE:

A(-2;5), B(3,-1), C(-1,-1), (-7,-1), E(0,2), H(4,5;-3).

Konctpyupaj ja Toukara M(3,7). Onpeaeny T KOOPIUHATHTE HA TOYKUTE IIITO C€ CUMETPUYHU Ha
Hea BO OJIHOC Ha: a) aliClMCHAaTa 0CKa, 0) OpAIMHATHATa OCKa, B) KOOPJHMHATHHOT TIOYETOK.
[Mosneun mpaBa mro MuHyBa Hu3 Toukute A(—3,—4) u B(1,4). Oapenu ru KOOpAHHATUTE Ha
MPECCYHUTE TOYKH CO KOOPAMHATHUTE OCKH.

HNanena e Huzara ox noxarouu: 2; 3,5; 7; 8; 7; 4; 3,5; 7; 5. Hajau ru apuTMeTHUKaTa CpeinHa,
paHTOT, MeIMjaHaTa U MoJarTa.

KaxoB pa3zmep moctoun momery:

a) KWJIOTPaMOT U TPaMoT, ) TOHOT M XEeKTOIPaMOT, B) JIUTAPOT M XEKTOIUTAPOT?

3anuim ro 00paTHUOT pa3Mep Ha pasmepot: a) 3:4, 6 n : 5
Bo enno ognenenne nmano 30 yueHu1u, o kou 5 6mte outnaHu. O1pein KOJIKaB el IPETCTaByBaaT
OJFTMYHUTE YYCHHIU OJ] LIEJIOTO OJIICIICHHE M U3Pa3y I'o TOj JIeJT BO MPOLICHTH.

CocTaBu poMopITHja O] MHOKHUTEIIUTE Ha CIICTHUBE TIPOU3BOIH:

a) 5:9 = 3x15, 6) 12:5 = 15x4, B) 2%-8 = 3%-6 .

dyHKIMjaTa : x—y € MpaBa MPOHOPIHOHATIHOCT co KoeduipeHtoT K=3. 3anuiu ja ¢pyHKimjara
AHAIMTUYKK co (opmyIa.

KoedurmeHToT Ha 06paTHATa IPOIOPIIMOHATHOCT oA 24

e k=6. [TomosHu ru nmpa3HUTE MecTa BO Tabesara: ) 121138

Pacrojanuero mery mecrara A u B Bo mpuponara e 54 m. KonkaBo € HUBHOTO pacTojaHHe Ha
reorpadcka xapra Bo pazmep 1:5000007



OAT'OBOPU N YITATCTBA

| [ BEKTOPH. TPAHCJIALIMJA TEMA |

A, crp. 7

2. Touno e. 3. /Ige pasnuunu Hacoku. 4. Illect pasnuunu Hacoku. 5. a), 6) Camo eqna mosynpasa. 8. a), 0)
[Monynpaga. 9. a) [IpaBa u aBe nonynpasu, 0) OTCEYKa, CAMO €JHA TOUYKA, HJIH PA3HO MHOXECTBO.

2. crp. 9

2. @;3. a) E, E, 0) AA , AB , BB , BA. 4. a) He e Touno, 6), B) Touno €. 5. Touno e. 6. a), 6) TouHo €. 8. AB

= B4 .9. a), 6) Hyntuot Bektop.
3. crp. 11

1. a), 6) Touno e. 2. a), 0) [a, B) He, 1), 1) 13, 1) He. 3. a), 6) Touno e. 4. a), B), n) a, 0), r) He. 6. [Toctou camo
enHa Touka M. 8. Tounu ce camo B) u ). 9. lokas. On A0 =40 cleayBa AeKa OBu AO=0B.Aon B
u ™ B cnemysa mexa A, O u B ce xonmuueapru u O nexu Mery A u B. 3uaun OAB. O 10a 1 o1t A0=0B
cienysa neka O e cpenuna Ha oTceukara AB. 11. Tue obpa3yBaar kBaapar. SK=0.

4. crp. 15

— [ Sy —_— JE— 2 -

—AB+BC a+b CE= CD+DE c+d AE = AB+BC+CD+DE a+b+c+d. 9 MP = MN+NP =

a+ (—b).
5. crp. 17

5. BA=-a, CA=—(a+b), DB=—(b+¢), DA=—~(a+b+c). 6.2) AB+(AC+CB)-AB=AB+AB—AB=
AB, 6) (AB~AC)~(DB-DA)=CB-AB=CB+BA=CA, 8) (CA-BC)+( .
CB-CD)~(CD+AC)= AB+CB+DE ~CD~ AE = (4B~ AD)+(CB~CD

)+DB DB+DB+DB 3DB7 a)O 6)a B)— a r)a 1) - b 8. Pasyienaj 13

IO LPTEKOT 1. Oz[ a b SA SB BA=—AB u b a= SB SA= AB creyBa

JieKa a —. b——AB —(b a) 9. Jlokas. a) E+B_C: AD= A_C" AD=DC, 0) i 2 N
AB+BD+BC —BD=(AB+BD)+(BD—BD)=AD+ DC = AC . Lz
6. crp. 19

3. 3a: a) k>0, 6) k 0, B)k—lr)k— 1. 4. a) k=I, 6) k>1, B) k 1.6.a)a+2b, 6)3a+8c, B)3a—7Th. 7.

B:%a c=-2a, d—Ea 8.3a k = 7 Jhy = 3 ey = 3 9. ¥YnarcrBo. Bekropor oM HPOIOJIKU TO YIITE

3a €JIHa HETOBA JOJDKHUHA, Ke JT00MelI BeKTop ON 20M Koj WITO € eTHAKOB Ha 30MPOT OA + OB 10. YnarcrBo.

HOBI/IKa_] ce Ha CBOjCTBOTO AA1+ BB +CC=0. Toram ke nobuern AT + BT +CT —% A +% BB +2¢c CcC, =

- 3
—(AA1+BB1+CC1)— 2 .0=0.
1. crp.21

3. a),0) He, B) na. 4. a) E=A_C’+C_B5,6)E5;=A—»C+C_D’+ ﬁ,B)E=E+E+ DE + EB.
8. crp. 22

-

3.a=AA.5. Ipu 7 ;. 6.a) AC ,0) AE 7. Cexojanpasap co 7;; Kaje IITO @ MMa HCTH IIPABEIL CO ) CE IIPECIHKYBa
cama Ha cebe. 8. a) [Toctou, Toa e 7, 6) He mocrom. 9. a), 6) Taa ce npecnukysa camara Ha cebe. 10. AB = 4,5, .
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9. crp. 25

2. Ce mpeciukyBa BO ckinanHa Ha cebe ¢urypa on uct sui. 3. Bo mpecexor na mpasute a, u b,. 4. Ilocton
camo enHa TpaHcnanuja. 5. Toa ce mpaBuTe ITO ce MapajelHu CO IPaBELOT Ha BEKTOPOT Ha TpaHcianujara. 6.
Beckoneuno muory. 3a nponssonen Bekrop PQ , kage Pepu  ep. 9. M,=M. 10. ITocrou. Toae 7 -.

0. crp. 27

1. YnarcrBo. Toukara C, e npecedyHa T04Ka Ha IPAaBUTE U P = T~ (p). 2. Ymarcteo. Pasrienaj ro Bektopor AB
M YHarcTBOTO Ha mpeTxoaHara 3aja4a 1. 3. YnarcrBo. Pa3mienaj ro BeKTopor AB ¥ mpocienu ro peieHneTo Ha
pemrenara 3amada Bo .10.

3aiaun 3a NOBTOpYBamb-€ U YTBPAYBame - - cTp. 28

a)qTTr 6) qTir B) qTTr 3. Hanpaen uprex. 4. a) B) TOYHO ¢, 6) HE € TOUHO. 5. a),0) Touno e. 6. Tounoe.
7. B)h——a ¢c=-0,b=—s,e=—d, u=-q, r)a p c=o0,e=s.k=m.8. Jlokas. (AB+BC)+CA AC+
CA= AA 0 10. 3a: a) k=2, 6) k=1. 11. Moxe. 12. 3a: a) k>2, 6) k 2. 13. YmarcrBo. 3emMu mpenBu AcKa
on AC 2AB clenyBa JeKa TquaTa_B e cpenuna Ha orceukara C. 14. a) He mocrou, 6) mocrou. 15. HOCTO_I:I
camo enHa TpaHcnanuja 3a Bektop AC . 16. Ymarcerpo. 3anauara He € MoxHa cexoraml. 17. Ako Bektopute a
u b ce! a) uctoHacoueny, 6) cnporuBHOHacouenu. 18. Ynarcerso. a)Bekropure @ u ¢ Tpeba 1a ce CIPOTUBHU
BEKTOpH, T.e. ¢ =—a, 0) BEKTOPOT ¢ Tpeba Ja € CIPOTUBEH BEKTOp Ha 30upoT a+ b . 19. Jloka3. Hampasu

LpTeX. 3a BEKTOPUTE E,ﬁ @» BaXHU! H: E+%E‘ E’:%+l-@, E{ZE‘I’-F%-E.OTTyKa

JoOHBaMe: H+ﬁ+§ A_B'+B_C’+a+— (AB+BC+CA) 0+%0 0.

3agaum 3a CaMOKOHTpOJIA ctp. 29

2. I[Ba BCKTOpa CO UCT IPABCI] MOXKE Ja €€ UCTOHACOYCHH HUJIM CIIPOTHBHO HACOYCHHU. 3. MO)KC, aKO THC JICXKaT

— iy > >

Ha Tpacnarupanara kpyxnuma K ( ,r). 8. ,Z[a To4HO €. 9. ;——a 10. AB+BC +CD+DA AA=0. 11.
a-b=—(b-a).

CTEIIEHU. KBA/IPATEH KOPEH

1. a) 16, 6)-125. 2. a) 16 u 32, 6) 625 n 625, B) 2431/1243 r)-1ul 3.47u7 6)3bubd B)a®+c 4.a) 31, 6)

-24.5. a), 0), B) He. 6. Touno e mononsuera. 7. -1, == ,0,1,243. 8. Cute paBeHCTBA CE TOUHH.

32 32

1.3:10° m . 2.3,84-105m=3,84-10%°cm. 3. 3.1536-107 . 4. 1,35-10° ron. 5. Exnaksu ce. 6. 10°

1. a),0),8) PaBencrBara ce Tounu. 2. a),0) Tue ce ennaxsu. 3. a) 1, 6) 1, B) 10. 4. 34

1.a)a® 6) x5 B) y™., r)c™L 2. a) @’ 0) 4% B) x% 3. a) 28, 0) (-5)°, B) a°, rX”+6 4. a) 31, 6) 4%, B) a'>. 5. a) a*a%, 6)

a®a’, B) a-a® r)al-al n)ata®. 6.a)x=8,6) x=4, 8) x=9. 7. a) 2/, 6) 3) B) (-5)4 1) x'°. 8. a) a®:a, 6)a2°.a5,

B) a?%:a’. 9.a)a’, 0) a, B) @ 10. a) &', 6) a™"™* . 11. a)—— 6)—— -1, 31 a) 8a3, 6) 81a‘h*, B) X

108"’ 8" 125



1. a) 1258, 6) 81a*, B) % r) 625x%*. 2. a) 900, 6) 1, B) 32. 3. a)%s,6)11—?,3) %.4. 1296, 6) 1000, B) 243. 5.

a) &, 6) a®, B) \°. 6. a) 125a%h%, 6) 16Xy, B) —aSXCY5. 7. a) 124, 6) (3a)?, B) (2ab)5, r) (~10a%h?). 8. a) 0,0001, 6)
4 5 3
1000000, ) 0,03125. 9. a)%, 6) &+ %) 0,12005. 10. a) (%) .6) (25_X) ) (O,zlaJ 11 a) %%, 6) 7, B) X2,

1) X%, 1) ¥2. 12. a) 9%, 6) 272, B) 81, 1) 2432,

2
1.2)6:6,6) (-7)-(-7), B)(-1D)-(-12), 1) -2 ) (0.8)(-0.8). 2.0) 72,6) (-3, ») (%) 1) 12, 1) 02 4. He. 5. a) 8L,
81,1,1,100,4. 6. a) 128, 6) % 7.a) 1a,0) na. 8. a) lu-1,6)2u-2,8)5u-5r)3u-3, 1) 7u-7.

1.a) 1,41, 6) 1,73, B) 2,23, 1) 2,44, n) 2,82, 1) 3,16. 2. a) 8,83, 6) 2,91, B) 2,78. 4. a) 5,47, 6) 10,344, B) 2,74, 1)
3,53. 5. a) mapew, 0) mapeH, B) HenapeH. 6. a) mapeH, 0) HemapeH.

1. a) 2,828cm, 0) 3,46¢cm, B) 4,47cm. 2. a) 1,414, B) 1,732, B) 2,236. 4. a) 3,31 n -3,31,6) 4 u -4. 5. a) 2,828 u
-2,828, 0) 3 u -3, B) 3,74 u -3,74. 6. YnarcTBo. JI0ka30T € aHAIIOTeH Ha JI0KA30T Jieka V2 He € palroHajieH 0poj.
Ipuroa KOPUCTH JIeKa, aKO a € MPUPOIEH Opoj, Toramt a2 e IefuB co 5 ako U camMo ako a ce xenu co 5. 7. Cure ce
parmoHaTHu OpOeBH.

La6Bur2.a)14l +2,6)15>+2.3. %21,1666... %:1,4 /3 =1,732050... 4. a)-3,814243... -3,814235...,
6)—+/15 -3,814243... 5. 0,33333...; 0,0333..., 6) 0,03003000300003... 6. UpaunoHaen.

2. .3.a)/la, 06) na.4.2) ,0) .

1. a) 216, 0) -216, 8) 1, 1) -1, 1) % , ) % , €) -81, ) -49. 2. a) n mapeH 6poj, 0) n Henapen 6poj. 3. a) na, 6) na.

4. Curte paBeHcTBa ce Tounw. 5. a) 256, 6) 3", B) a"*. 6. a) n=8, 6) n=4, B) n=4. 7. a) (a?)%, 6) (a°)*, B) (al%)% 8. a)
n=2, 6) n=3, B) n=8. 9. a) (1,6),(2,3),(3,2) u (6,1), 6) (1,5),(2,4),(3,3),(4,2) u (5,1). 10. a) 7u 8,06) 10 u 11, B) 12u
13.11. a) ne{1,2,3,4}, 6) n=2, B) ne{1,2,3,4}. 12. a) 10,944, 6) -7,401. 13. a) ITapen, 6) nenapen. 14. a) 24, 6) 12.

1.a)1,6)256.2.a)9,6) 9, B)0,25. 3. a) 9a’h*, 6) -7,59375a%h?, B) 16a*. 4. a) 8, 6) 7, B) 9. 5. 512. 6. 1000000. 7.
a) —% ,6)0,5.8.a) 15, 6) 1. 9. 10°, 10. 10°. 11. 5,9, 12. 81.

|| | nosmHOMM TEMA 1|

1.1, crp. 58

1. a) 0, 6) 25,04, B) 0,681818... 3. a u b. 4. a) Tue ce exnaxsu, 6) 25-5 15—(-5). 5. a) 2,183, 6) 0, B) 0,4. 6. a)
2:2-2,0) 2:2+2, B) 2:2+2, 1) 2:2-2.
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1.2, crp. 60

1. a) 36,15,0,-9, -12. 2. 5, Hema cmucna, —5, Hema cMucia. Mspasor e nedunnpan 3a x pasmuyano oq 1 u 1. 4. a)
—-3,0) 4, 8) 0. 6. a) 3a x=6, 0) 3a x=—2, B) 3a x=0, ) 3a x=6. 7. a) {x XeR, x£3}, 0) {a acR, a#4},B) R, r) R, 1) R.
8.2) (0,0),0) (1,2), 8) (0,1).

2. crp. 62

1. a) —12x% (12 e 6poen muokuten), 0) 14a?bc (14 e 6poen muoxuren), B) 0,4a%bx (0,4 e 6Gpoen muoxuten). 4.
a) 6 e koepunuent, a a*b? e maBHa BpeaAHOCT, 0) —5 € KoeuumeHT, a x°y € aBHa BPEAHOCT, B) —1 € KOe(DULUEHT,

1 ¥, B) 3x2-%x3. 6.

a a’b® e maBHa BpenHocT, 1) 1 e koeduuuent, a x* e miaBHa BpeaHoct. 5. a) 3x22x%)?, 6) 3x? 3

a) ¥ ), MOT0a B), T) U €). 7. a) ©u B); O) ¥ 1); T) U €).
3. cTp. 64

1. a) 3x3+x?+6x+7,0) S5ab’+b®*+3a%h 6a*+4a. 4. a) a>-4a*-2a’+3a%+2ab-6, 6) 3x*-15x3+5,2x?-l, B) 9xy+x 5. 5. a)
1000a+100b+10c+d, 6) 100x+10y+z, B) 10a+b, r) 10b+a. 6. a) R, 6) x,y€R, B) x,yeR. 7. a) 325, 6) 476. 8. A(-
3)=21, A(-2)=10, A(0)=0, A(1)=1, B(-3)=-21, B(-2)=-10, B(0)=0, B( 1 )=-1, C(-3)=-21,C(-2)=-10,C(0)=0, C(1)=-1.

4. crp. 65

1. a) n-Tu cTemneH Mo x, TpeT cTerneH 1o y, (N+3)-Tu cTeneH no x 1 y, 6) BTOp cTemeH o a, N-TH cTereH 1o b, (N+2)-
pu crerneH 10 a u b, B) HynTH cTeneH, T) IpB CTENeH 110 @, IPB CTENeH 10 b, mpB cTeneH mo ¢ u TpeT crerneH no
a, b u c. 2. a) 6-tu cremneH, 6) METTH CTEICH, B) IIPB CTEIEH 110 X, YETBPTH CTEIICH 110 Y M IETTH CTEIEH 110 X U ),
I') HYITH CTEIIEH, I) BTOP CTEIEH I10 X, TPET CTEIeH M0 , ETTU CTEIEH 0 X 1 y, ) TPEeT CTereH 1o a, BTop 10 b,
pB 110 ¢ ¥ IeCTH cTereH 1m0 &, b u ¢. 3. =5x)*, =5x%? u —5x)°. 4. 9x°y* uma HajBUCOK CTerieH, a -Y° uMa HajHU30K
cremer. 5. a) -x*y%-3x%y+4x+3y%-1, 6) -5a?x*+6ax3+3x%-ax+1l. 6. a) -2x5+5x*y2+x®y+4x?)® 3xt+4yt 1, 6) (4-3x)
yH+Ax2y3+5x4y2+x%y-2x5-1, B) Bxty?+4x?y3-3xy4-2x5+x3y +4yt-1.

5. crp. 66

1. a) 1lab, 6) a?b?*+5a%h 3ab’+4ab+6a+2b. 2. a) 6a*b, 6) 9a?h+2ab% 3. a) 2a’h+4ab?+2ab, 6) a?b?+6a’c-

3ab?+4abct2ac?. 4. a) 8xy?, 6) 3xy? 4x?y, B) 3xy*+X. 5. @) -2ax?, 6) 7a*xy. 6. ) 6ab?*+(-6ab?)=0, -4ab+4ab=0. 7. B(

2)=C(-2)=2l, B(-1)=C(-1)=10, B(0)=C(0)=5, B(3)=C(3)=26, (-2)=-B(-2)=-21, (-1)=-B(-1)=-10, (0)=-B(0)=-5,
(3)=-B(3)=-26.

.6. cTp. 68
1. @) -5x3+4x2-x+l, 6) Tax-2x*+5a-9. 2. a) a a +1, 6) -2 -2. 3. a) X2 y?+x+y+4, 6) a®+a% 4. a) 1%, 6) 1, 8) -3. 5.

BpennocTa Ha m3pasor e 2 1 He 3aBucH of1 X. 6. a) [a, 6) He. 7. a) ab + ba =(10a+b)+(10b+a)=11a+11b =11(a+b),
6) ab — ba =(10a+b)—(10b+a)=9a—9b=9(a—b). 8. =2x3-(-3x?>-x+5). 9. a) (a®*+2a)+(2a+1), 6) (x*-2x)+(x-2). 10. a)
(a®+7a)-(a+2), 6) (x*+2x)-(x+4).

7. ctp.69

1. 2ax3+4a*c-3ax+3a x+5. 2. 1lax?*-10a*x+3ax-a x. 4. a) a?>+3ab+3a b, 6) x*+x3-3x2+3x. 5. a) (4ab? 2a%b+ab)+(-
3a%b+ab 5a 1), 6) (6x°-4x*+x3-1)+(-x*-3x%-2x-I). 6. @) x5, 6) x5, B) @, 1) x8.7. @) 154°b?, 6) 8a*®, B) -3a?bc?.

8. crp. 71
1. a) -6x%2, 6) 20x?y, B) 72a%". 2. a) -24a, 0) 3x, B) 2. 3. a°, 6) 154°h? B) -10a*b’c, r) -2ax’y? 4. a) 6a°h’c? 6)
~28a%'x, &) 10ab?. 5. 2) -3a%, 6) 3ac, ) -9a’, ) 3a’. 6. 2) -12,5x, 6) 3x, 8) 2. 7. 2) -9aZy?, 6) 250°C (b%X), B) -
2
: r)6L2 9.a)a%, 6) 2% B) V&
S5x



9. crp. 72

1. a) 4a*h’, 6) -125a°h8, B) 16x%)2, 1) a®0®, n) a®xX%°. 2. a) 8a®x®y?, 6) 5,7a*x?y?, B) 125x°, 1) 81a®y:. 3. luctpnbyTrBeH
3akoH. 4. (5+3+1)-4=9-4=36; (5+3+1)-4=5-4+3-4+1.4=20+12+4=36.

0. crp. 73

1. a) 6x3-8x%+10x, 6) -18x5+30x*-18x%+12x2-24x, B) 8a‘b 2a%h?+2abd. 2. a) 12a2x?-20abx?, 6) -14a’h*+6a%h®-8a%h?.
3. a) 10a2-19ab-20b?-2a+6b, 6) -56x)%-10x2-6xy+56y?, B) -55x+40a-106. 4. a) Uspasor e -4y>+12y u He 3aBUCH O]
x, 6) u3pasor e -6a2-6a u He 3aBucH o1 x. 5. a) 5, 6) -9, B) 4, 1) 9.

A1, crp. 74

1. a) 2a%-16ab+15h?, 6) 6x°-8x*+5x-3, B) 14x?-7x?y2-10x?y+13x)*-4)°. 2. a) -8a’+17a-Il, 6) 17x*+2x%-19x-1. 3. a)
4x? -1, 6) 6x*+x-2, B) 6x2+7x+2, ) 12x3+8x?-3x-2, 1) -12x3-8x2+3x+2. 4. a) x*+4xy-2, 6) 9x?y, B) 2x*+5xy+2y?-6x%y-
3xy?, 1) 3xy? 3x?y+x+2y. 5. 15b-3a-45. 3a a=30, b=38 cenobusa 435.

2.1, crp. 76

1. a) x2-9y?, 6) x*-1, B) 25-942 2. a) 1-9x?, 0) %xzyz-l. 3. a) a*-b* 6) 27a-b? 4. 2. 5. a) a*-16, 6) x°-25x, B) 81-x*. 6.
a) 100%-32=9991, 6) 2002-1=39999, B) 1-0,05?=0,9975, 1) 602-3?=3591. 7. KBagparor uMa morojema IjIomTHHA 32
9cm?. 8. a) a*+2ab+h?, 6) 4a? 4ab+h?, B) Ix*+12xy+4y>.

A2.2. crp. 77
1. a) a?+8a+16, 6) 49-14y+y?, B) 9-6y+)?, r) x?+2x+1. 2. a) 4x+8, 6) -16x?-12xy+5y?, B) -15x*+27xy+5y2. 3. a) 4x-2,
0) ¢®-2cx+x?-4. 5. a) 1681, 6) 529, B) 10201, r) 9801, 1) 4624. 6. (a+b+c)?>=a>+b>+c?+2ab+2ac+2bc. 7. y>-5y+6.

8. JlucTpuOyTHBEH 3aKOH Ha JIEJCHETO BO OJHOCHA cobupamero. 9. a) (48-18):6=30:6=5, 48:6-18:6=8-3=5, 0)
(63+21):7=84:7=12; 63:7+21:7=9+3=12.

3. crp. 79
1. 6ab%x 4a2+2b. 2. a) 4x3-3x2+7x-1, 6) -2a®+3a? 5a+1. 3. a) 2y 3+5x%?, 6) -0,25x%?+0,4x?y-1,5xy?+0,5, B)
—18a%h?+2b+2, 4ab® 0,2. 4. 4a2+2a-3, 6) -7ax+9a2. 6. a) 423, 0) 232.

4. crp. 81
1. a) X2 x+1, 6) 3x3-2x%+x-I. 2. Konuunukot e 2x+3, a ocrarokor € X-5. 3. a) 2x+4y, 6) 4a+3. 4. a) -2x? x+1, 6) 7a
2b, 5. a) Konnunukor € 5x+2, a ocrarokor € 8, 6) Konmuunukot e 0,5a2-0,25a+2,625, a ocrarokor € -3,625a+11,875.

6. a) Pasnukara Ha Tue GpoeBu, 0) 30upor Ha Tue 6poeBu. 7. Kommunukor e 99. 8. a) 3x, 6) 5x+2. 9. JIpyruor
nonuHoM € 12a%-18a+1.

5. crp. 82
1. Henu panuoHaTHKU U3pas3u ce. a) U B); APOOHO pamuoHanHU u3pasu ce: 0) u r). 2. a) {(xy)x,yeRx=y}, 6)

Xty x+2 \l+a
{xxeR,x#0}, B) {x|xeR,x=3}. 4. a) ey 0) Py B) =

6.1, crp. 85

1. a) 4a(2b+3c), 6) 2a(a-3), B) x*(x-y). 2.a) O u -1 ,6)0,2u-2. 3. a) 3(x-1), 6) a(2a b), B) a?(a-1), r) 3a(x-3y), n)
a(5b-2), 1) 3a(4x 5y), €) ax*(a x). 4. a) xy(y x 5), ©) 6x2y(2xy-3+y+5x?), B) 2a*c(3a’c-4c*+8a). 5. a) (a+c)(b ¢), 6)

(x y)(a+b), B) (x 3)(x 2). 6. a)%, 6)ﬁ, B) 4;—)‘. 7. a) 385-385=385.37, 6) 34°+34°=34%.35. 8. 2) O % 6)-1u
3,B)-4u %, r) 1 u 5. 9. a) 9x2-y?, 6) a?x2 10. a) (4x?%)?, 6) (5xy°)?, B) (2a)%
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16.2.  cTp. 86

1. 2) (v »)(x+y), 6) (a-1)(a+1), B) (3x 5)(3x+5). 2. a) (3xy-1)(3xy+1), 6) (a 4bc)(a+4bc), B) (7x-6y)(7x+6y). 3. a)
(10-32)(10+3a), 6)(5x —% )(Gx+ %), B) (xy-%)(xy+ %). 4. a) (x y-1)(x y+1), 6) (1-3x)(L1+x), B) 8a. 5. a) 5(x-2)
(x+2y), 6) x3y2(x y)(x+y), B) 5x(x y)(x+y). 6. a) x*(x y)(x+y), 6) a*(1-b)(1+b), B) 3a(3b ¢)(3b+c). 7. a) a®(a-1)(a+1),
6) 3(a b)(a+h), B) 2a(2x-1)(2x+1). 8. a) 1060, 6) 12400, &) 18% 19.2) 11m-11,6) 0w 3. 10. 2) ¢, ) a—f3 . B)
ex. 11, a) (N+117-n2=11(2n+11), 6) (4n+7)-1=(4n+6)(4n+8)=8(n+2)(2n+3).

16.3. crp. 88

1.8) (v-4)2 6) (1+5y)%, B) (-1)2. 2. a) (x+2)2 6) (a b)2 B) (3x+1)2. 3. a) (2x+3)2, 6) (a-1)% B) (4a+3b)2. 4. a) (2a+b)?,

6) (Zx—%)z, B) a(x+1)2 5. a) a*+10a+25, 6) x*-10x+25, B) 9a>-42ab+4907. 6. a) 4900, 6) 2500. 7. @) 357, 6)

4-3
4+3§ 8. a) a-6a+9=(a-3)2>0, 6) x2-10x+25=(x-5)2>0. 9. a) (x-7)%-1, 6) (»+4)>1, B) (a-4)>-17. 10. a) (x+y c)

(x+y+c), 6) (a b 7)(a-b+7), B) (x 4 y)(x-4+y).

16.4.  ctp. 89

1. a) (x 5)(x*+1), 0) (x+1)(x*+1), B) (y*+2)(y+4). 2. a) X(x+3)(x*+3), 6) (y 1)(y'+ y*+1). 3. @) (x+2)(x+3), 6) (x+2)
(x1), B) (X 2)(x+1).
3agauu 32 MOBTOPYBam-€ U YTBPAYBamwe - - cTp. 89

1. a) 7ax? 2ax, 6) 2ax?, B) 12ax?. 2. (2x?-10x)+(3x+4). 3. a) Hamanurenor e a*+5a 5, 6) namanenukor ¢ 13a*
S5at+4. 4. a) -15a°%+18a’x-21a¢®, 6) 12ax3-12ax>+24a’®. 5. Mspaszor e exanakoB Ha -6. 7. n>=1+(n+1)(n-1). 9.
Qn+142k+D)[2n+1— 2k +1)] = 201+ k +1)2(n—k) = 4(n+k +1)(n—k). 10. a)%, 6)%. 1. a)% 6)%.
12. (n-1)+n+(n+1)=3n. 13. a) 2x-3, 6) 3x+1. 14. 3x+4. 15. a) Knuunukor e x?>-2x-1, a ocraroxor e -2, 0) Kinunukor
e X?+2x-1, a ocTaTokoT € 2.

3agauu 3a camokoHTpoJa - - cTp. 90
2
1. a) 9a'b®, ) -7,59375a%b%, B) 16a‘. 2. x#3. 3. a) -2,4x2, 6) 5xy3, B) -2X, 1) —% , 1) 0,758% 4. a) CrerneHoT 110

onHOC Ha a € 2, o ogHoc Ha b e 1, a mo oxgroc Ha a u b e 3, a) Crenenor 1o oxHoc Ha @ € 2, mo opHoc Ha b e 1, a
o oxHoc Ha a u b e 3, 6) CTeneHoT o OHOC Ha X € 2, TI0 OIHOC HA Y € 2, a 1o oxHOoC Ha X 1 Y € 4, B) CTeneHoT 1o
onHOC Ha X € 1, mo oxHOC Ha 'y € 3, a 110 ogHoc Ha X 1 Y € 4, 1) CreneHot 1o ogHoc Ha X € 1, 1) CTeneHoT 1Mo 0AHOC

Haael, moonocHabel,amnmoomnocnaaube 2. 5. a) 3a%h, 0) —%xyz, B) -5y2. 6. a) (8x 3)(8x+3), 6) 5(x 2)

x+y+1
(x+2). 7. lanernot MoHOM Tpeba /1a ce IOMHOXH cO a) XY, 0) 2yz. 8. — %} . 9. 4xy. 10. 13pa3or e eHaKOB Ha

15. 11. y>-2y-1. 12. a) (2x-1)?, 6) y(y+2x)>

B | FKPYIKHMIIA M MHOT YATOJTHUK. TUIOIITUHA TEMA IV

. crp. 92

1. ,/4—6 = Z?E’ 2. 1/473 = Z?E = ;4? =120 . 3. loxa3. Heka e nanena kpyxuuna k( ,r),aABuC Heka ce 1a 3aeMHO
HOpManHu 1ujameTp, T.e. Heka B1lC wu AB=CD. bunejku AB u C  ce nujaroHany Ha 4€TUPUATOTHUKOT

BC , a ce HopmasnHu U ce mpernonoByBaar, 3ua4u T0j € kBazupar. 4. Jlokas. Heka AB=BC,aMu  Hexa ce
CDE/IMHU Ha /@ u BC.On AM =MB = BN = NC cnenyBa neka AM + MB=MB+ BN = BN + NC, OIHOCHO
AB=MN = BC ,wmtx.5.2)60 ,0)45 B)30 ,r) 20 . 6. a) Touno e. 7. YnarcrBo. Haupraj nporsBosHa KpyKHHLA
k( ,r). a) Koncrpyupaj na 3aemuo Hopmanuu paguycd OA LOB, notoa KOHCTpyHpaj ja CUMeTpanara Ha TeTUBaTa

B, 0) koHCTpyHpaj TeTHBa , 4Mja JOJDKMHA € €HAKBa Ha PaJUycoT I, a II0T0a KOHCTPYHPA]j ja cuMeTpajiara



Ha nakor MN , B) KOHCTPYHpaj TCTHBA MN =r, r) 135 =3-45 . 8. Jloka3. Ot ckIaHOCTa Ha [EHTPAJIHUTE arild
AOCuB  (xako makpcHm) (upt. 3) cienysa neka AC=BD u AC = BD. 9. loka3s. [Ipu ocHa cumerpuja S
co ocka AB aronor BAC ce npeciukysa Ha aronor B, a co toa Terusara Ha TetuBara . Cmopern Toa

AC = AD . Otryka AC=AD.
2. crp. 95

1.a)é,6)% B %.Z.AABC:QO .3.010 10180 .4.2)45 ,6)40 ,8)150 ,1)72 .
5. On B+a= 180 , onnocuo Ox B+0=180 , omHocHo (+23=180 mobuBame: =60 ,

0=120 . 6. YmarcrBo. Koncrpyupaj kpyxuuua K Hax orceukara AB (kako Hej3uH
JMjameTap), ToToa Ofpe/u ro mpecekoT KN p. 7. d = AB =2 -4 CD=2-2,5=>5(cm).
8. ¥YmarctBo. Pasrenaj ro mprexor 2. Oar. AM MN NB =60 . 9. YnarcrBo.
3eMH IpeaBH] IeKa, BO MPaBOArojeH TPHATOIHUK KaTeTaTa LITO JIeXKU CIIPOTH aroil
ox 30 e exHaKBa Ha [IOJIOBUHA OJ] XMITOTEHY3aTa; BO HALIMOT CIIy4aj Taa € eJHaKBa Ha
Lpr. 2 panuycor I. 11. YnaterBo. [Ipumenu ja TanecoBara Teopema.

3. crp. 98

2. YnareTBo. Hus Toukara M moBiedu npasa, HOpMaiiHa Ha rpaBata p. LleHTapoT Ha OapaHaTa Kpy»KHHULA Ke JISKH
Ha HopMmanara. 3. Heka e naxena npasa p u touka Tep. bapaHOTO MHOXKECTBO O/ TOYKH € IpaBa (, KOja MHHYBa
um3 T (Ho 6e3 T) u e HopMaiHa Ha p. 4. JIBe TpaBu MapalieHu Co TpaBara p U Ha pacTojanue I ox Hea. 5. Jlokas.
Heka AB e mujamerap Ha kpyxnumara K( ,r). bunejku tanrenture | u , Bo ToukuTe A n B Ha xpysxuunara K
ce HOpMasTHU Ha aAujameTapoT AB, 3aroa The ce mapanenmHu mery cebe, mta. 6. YmarcrBo. Hus nenrapor O Ha
Kpy)KHHI[aTa IOBJICYH IIPaBa p, IITO € a) HOpMaJjHa, 0) mapajieiHa Ha [ajieHara mpasa p. 7. YnarcrBo. Hus touxara
Aep noenedn npasa sLp. LlenTapor na Gapanara KpyXKHHUIA K€ JIEKH BO PECEKOT M. 8. Ymarcerso. Pagnycor
Ha GapaHara Kpy’KHHIA K € eJHAKOB Ha pacTojaHueTo ojf Toukara M no mpasara p. 9. T7 =/TOT =180 -45 =

135 .
4. crp. 99

1. £ B=«£ B =45. 2. Jloka3. Cumerpanara s Ha
A BC munysa uu3 BpBor C Ha A BC u Hu3 1leHTapoT Ha
ornuinanara kpyxuuna okony A BC. Cnopen toa, 1LAB u
L. Orryka AB. 3. [oka3. Aronior ASB ¢ HaxBopeleH
3a AB  (upr. 15). Cnopen toa, ZASB=/APM+/MBP=
AB . MP
_+_
2 2
16) umave ZAMB=/AEB-/PAE= AzB PzE (4B~ PE)
, . 5. Jloka3. Heka e naneHa kpyxxuuia K u rouka M ek

(upr. 3), om Koja ce MOBIEYEHH JIBE TAHTEHTH W | KOH

kpyxkuunara K. Onx A TTl, HMaMe LTMleoc:Al /2= Lpr. 3
L@ -I,7).6.2 BC+z C=180 |

1(AB+MP) mTy. 4. I[mcas On AAEM  (upr.

5. crp. 101

1. Okomy mpaBoaromHukort. 2. a) He moxe, 6), B) Moxe. 3. ZC=95 , £ =65 . 4. loka3. Heka tpamezor BC
(AB C ) e teruBen. 3a Hero Baxu £B+/C=180 (Ounejku e tpame3) u LA+£C=180° (Ounejku ¢ TCTUBEH).
Ortryka cnesysa jiexka ZA=/B. 3nauu, Tpane3or e pamHokpak. 5. Ymarerso. Toukure , B, A, u B, ce Temuma Ha
paMHOKpak Tpares. 6. YnarcrBo. Hampasu nprexx. Armure B u C  Bo onuinanara kpy»Huia ce nepudpepHu
HAJ UCT KPYKEH JIaK AD. 7. W+P—QZW+Q—M.
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.6.  crp. 103

1. Bo pombor. 2. CD =10cm. 3. YnarcrBo. AKo  Tpanesor BC e TaHreHreH, Toraum ke paxu AB+CD=
AB+CD, on xane, 2( AB+CD)= , OmHOCHO AB+CD = 5 - 3mawn m=7 ( AB+CD)=";. 4. Ynarcrso.
3emu TIpEABU/I IcKa BHCHHATA HA POMOOT € ¢JIHAKBa Ha mujamerapor d=2r Ha BIIMIIIaHATA pr)KHI/ILIa BO HETO.
5. CHpOTI/IBHI/ITe arjii Ha MpaBOaroJIHUOT Tpare3 HE CC CYIIJIEMCHTHHU, 3aToa TO_] HE € TCTUBCH YCTUPUATOJTHHUK,
OJIHOCHO OKOJIy HEro He MOXe Jia ce OIHIIe KpyKHHIA. 6. YnmarcTBo. [{enrapor Ha OapaHara Kpy)KHUIIA Ke JIeKH
BO npecekoT Ha crpanara BC u Oucekrpucara Ha aronot A. 7. YmarcrBo. l{eHrapor Ha OapaHara Kpy»XHHUIA Ke
JISKU BO MPECEKOT Ha OMCEKTpHcaTa Ha BHATPEIIHUOT aroil A u OMCeKTpucara Ha HajaBopemHuoT aroi Ha A BC
npu remero B (unu C).
7. crp. 106

1. He moxe. 2. a) 5, 6) 54, B) 170, r) 1175 nujaronanu. 4. a) 1, 6) 2, B) 47 nujaronanu. 5. a) Cegymaronuuk, 14
nujaronanu, 6) 10-aromuuk, 35 mujaronanu, B) 18-aromuuk, 135 nujaronanu, r) 28-aronnuk, 350 aujaronanu.
6. Ha: a) 2, 6) 3, B) 5, r) 13 Tpuaronuumu. 7. a) 540 , 6) 720 , 8) 1080 , r) 1800 . 8. 116 . 9. a) neraronHuk, 6)
[IECTATOJHUK, B) CEAyMaroiHuK, r) 10-aronuuk, x) 12-aromnHuk.

8. crp. 107

1. a) He e TouHo, 0) TouHO e. 2. &) He e TouHo, 6) TouHo e. 3. a) 108 , 6) 135 , 8) 150 , 1) 160 . 4. Kaj: a) 8-aronuuk,
6) 12-aromuuk, B) 15-aronnuk, r) 20-aronuuk. 5. a) 72 , 6) 60 , B) 40 . 6. Jloka3. JIoOMEHHUOT MIECTATOJIHUK €
npaBuiIcH, OM/ICjKH MMa eqHaKBH cTpaHu (3011T0?) U eqHaKBH BHaTpeHu anmi (3omro?). 7. Joka3. Ako eieH
TETHBEH MHOTYaroJlHMK MMa eIHAKBH CTPaHH, TOTAlll TEMUIbATa ja pasleiyBaarT OMNMINAHATA KPY)KHHUIA HA 71
eHaKBH JIalu. Bo TOj cily4aj CHTe HErOBU BHATPEIIHH aryIi C€ €IHAKBH, KaKo Nepr)epHU ariii HaJl eAHAKBH JalH
BO HcTa KpyxkHuIa. 8. He e Touno. Ha nmpumep, NpaBoaroiHUKOT € TETUBCH YSTUPHATOJHHUK CO SIHAKBH arilH, HO

HE € TpaBUJICH.
9. crp. 110

60 Hoxamn JieKa U HaJIBOPELIHUOT aroJj € UCTO 360 .2.a)120,6) 90 , B)

72 ,1)60 .3.2)(128 = ) (51 ) (51 ) 0) 135,45 ,45 ,8) 140 , 40 , 40 . 4. a)8ar0JIHHI< 0) 12-aronHuK,

B) 10-aromuuk. 5. He nocmu 6) 18- aroanK B), 1), I) He MOCTOH, T) ocymaroiHuk. 6. Jloka3. Jlujaronanure

Cu ro paszaeinyBaar BHaTpelnHuot aroil BAE Ha Tpu enHakBu arny, Ouzejku The ce nepudepHu arii Haj
enHakBu janu. 7. £ =36 , Ly=72 , £ =36 . 9. He nocrojat, a Kaj MHOT'yaroJHMIIUTE CO MapeH Opoj Ha CTpaHH
nocrojar. 10. Illect ocku Ha cumerpujara. [la, Taa e neHrpaisHo cumerpuuHa ¢urypa. 11. Ynarcrso. Hanpasu
uprex. [Tokaxkn iexa Ha oBjiedeHaTa TeTuBa oJrosapa KpyseH jak ox 120 .

1.Vuarctgo. HeHTpanHMOT aron e

10, crp. 113

1. YmarcrBo. Pasnmenu ja kpykauiiata Ha: a) 6, 6) 4, B) 8, 1) 16 ennaksu nenosu. 4. Ynarcrso. Jlanenara Kpy:KHATA
pasnenu jaHa: a) 6, 6) 12 eqHAKBHU JETOBH, TIOTOA BO Pa3ICIHUTE TOYKH KOHCTPYHPA] TAHTEHTH Ha KPYKHHIIATA. 7.
YnarcTBo. CO moMoII Ha IEHTPATHUOT aroJt pasaein ja KpykHuiara Ha: a) 5, 0) 10 exmaksu nena. 8. YnarcrTso.
3eMu nmpeBU/L ieka BHATPEIIHUOT aroll Kaj MPaBHIHUOT MeTaroiHuk e a.=135 .

A1, crp. 115

1.a) 13cm 6) ~11,4cm, B) 17cm. 2. a) =11,3cm, 6) 10cm, B) 5,6¢cm, 1) 8,5cm. 3. a) 157cm, 6) 67,6cm, B) ~41cm.
4. =162 =22,6cm. 5. =AM + MN + AN ~23,4+13,9+15,5=52,8cm. 6. —b(3+\/—)cm 7.150 m. 8. a), B)
Moske, 0), r) He Moxke. 9. TpHaroJHUKOT €: a), T) IpaBoaroJicH, 0), B) HE € TPaBOATOJICH.

A2, crp. 120

342
1. a)~11,4cm, 6) ~l0,5cm. 2. 5¢cm. 3. 6\/58,5cm. 4. =10,06cm. 5. a=sz2,lcm. 6. ~4,24cm. 7. ~24cm. 8.
~6,5cm, =13cm.9. =36+/3 cm, r=6cm, =12cm. 10. 12cm. 11. BF =5cm, CF =9,2cm, CD =13cm.



3. crp. 123

3. ¥narcrBo. bapanara orceuka x, (OAHOCHO y) MOXe Jia TO pa3rieayBa Kako XHUMOTeHYy3a (OMHOCHO KaTeTa) Ha
MPaBoOArojieH TPHATONIHUK CO KaTeTh @ U 2D (0HOCHO cOo XHIOTEeHy3a a U apyrarta karera 2b). 4. YmarcrtBo.
Ortceukara co JJOJDKMHA X CMETa] ja 3a XUIIOTEHy3a Ha IPaBOarojeH TPUAroJIHUK, YUK KaTeTu ce @ CmM u lcm. 6.
VYnarcrBo. bapanara orceuka pasnieqyBaj ja Kako KaTeTa Ha MpaBoarojeH TPUArONHHUK CO XHUIOTeHy3a a+b u
apyrara kareta b.

4. crp. 125

3.a) 1000 apwu, 6) 100000m?, B) 0,1 m?2 4. a), B) TouHo €, 6) He € TouHo. 5. MOXKe J1a ce coCTaBar NPaBOAroJHuK,
PaMHOKpAK IIPaBOarojieH TPUAroJHUK, PAMHOKpaK Tpare3, pomOoua. Curte ce €IHAKBO IUIONIHU CO NaJ€HUOT
kBajpar. 6. PAMHOKpaK TPHATrOJIHWUK U MapaseaorpaMm.

A5, crp. 127

1.a) 102cm?, 6) 48 m?, 8) 0,48cm?. 2. a) 3cm?, 6) m2 3.a) 40m, 6) 8,2 m?. 5. [TiorrTiHATa Ha TIPABOATOHHUKOT:

a) ke ce 3ronemu 2 nat, 0) ke ce 3royieMu 6 marH. 6 X=4/6-24 =12cm. 7. YeTupu pa3iuuHH MPAaBOATOJIHUIM CO
crpanu: ) 1cm u 7cm, 6) 2cm u 6¢m, B) 3cm u 5cm, 1) 4cm u 4cm. Hajronema miomTHHa ©Ma KBagparoT. 8.
Ksazgparor. 10. [Tnomrruaara Ha KBaaparor ke ce 3royieMu: a) 3a 36m? wium 3a 56,25 , 6) 3a 80cm?, ogHocHO 32
125

6. crp. 129

1. a) 62,4cm?, 6) 25cm2. 2. .=4cm. 3. 10cm. 4. YmarcTBo. 3a cTpanuTe a U b u coonBeTHUTE BUCUHHA M Ha
rapaiesiorpamMmoT Baku: a>h :> . - Onr 12cm?2. 5. =30cm.6.4cm.7.2)3u2,6)4u8,8)5ull,r) 7 9u 10.
8. BapaHHOT mapanenorpam ke uma cooz[BeTHa BHCHHA TIITO € JI0JIra KOJIKY ¥ CTpaHaTa Ha KBajparoT. 9. YnarcTBo.
ITokaxku neka ABCM=A .10. P=12 \5 17cm?.

7. crp. 132

1.a) 108cm?, 6) 3,6 m? B) 21,5m2 2. =8cm. 3. [IiomruHara;: a) ke ce 3rojeMu 3 martu, 0) ke ce 3rojeMu 2 MarTH,
B) ke ce Hamasu 3 maru. 5. 14,4cm. 6. 4,5cm. 8. BapaHuoT npaBoaroiHUK ke Ma BUCHHA €JHAKBA HA MIOJIOBUHA Of1
BucuHara kon ocioBara Ha A BC. 10. Exnakso mmomnu ce: a) 2u 9, 6) 3,5, 7 u 8, 8) 10 u 6. 11. a) 10, 6) 19,5.
12. ~120m, =~837m2 13.a)60cm?, 6) ~26,8cm?.

8. c1p. 134

1.a) 99cm?, 6) 2,55 m2. 2. 6cm. 3. 7cm. 4. ~455  mamyk. 5. 6,8cm. 6. Ce o6pasysa mapasenorpaM. 7. YnarcTso.
Onpenu ja Bucunara Ha Tpame3or. Oar. P=24cm?. 8. Ymarcrso. [lokaxu nexka ABES = ACDS (upt. 82). 9.
VYnarcrBo. [Tokaxu geka ABES = ACFS (upt. 83). 10. a) Pasmienaj ja nperxoxHara 3agaya, 0) Tpamne3oT IpBo
NIPETBOPH 'O BO IapajenorpaM, a IoToa J00MEeHHOT NapajenorpaM peTBOPH ro BO NpaBoarojHuk. 11. Ynarcrso.
Pasmienaj ro: a) rprexot 82, 6) mprexot 83.

9. crp. 136

1. 36cm2, 2. 15,12cm?. 3. 24cm. 4. 31,205cm?, 5. 28,88cm?. 6. Crpanu Ha JOOMEHHUOT MPABOATOJIHUK Ke OUar:
JjaroHaJiaTa ITo € CHMETpaia U MoJOBHUHATA OJ1 Apyrara JdjaroHaia Ha AeAToua0T: 7. Ynarcerso. [Ipecmeraj ja

MIPBO CTpaHaTa Ha poMOOT, a TOTOA 071 = %dl -d, ke mobuwemr =10,5cm. 8. d2z17,80m, P=452,12cm?. 9. 1125cm?.
.20. ctp. 138

1. 29400m?2. 2. a) 28cm?, 6) 27cm?. 3. 292,5cm?. 4. =27,7cm, =9,24cm2. 5. =2cm, r= V2 cm, =6+/2 cm.

205
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6. Oxony 2344 mnouxw. 7. YmarctBo. Pasmienmaj ro mprexor 4.
8. ¥marcrBo. Ilokaxu jgexa TpuaromHukor C e mpaBoaroliieH
(mpt. 89). Oar. P=5,4cm?. 9. TIpecmeraj ja TPBO IUIOIITHHATA HA
TPHUArOIIHUKOT criopea XepoHosara Gopmyia. [lotoa o Gpopmynara
2P
a+b+c
P=r. Oar. r=0,9cm. He e eqHO3HAYHO OTIpe/eNieH IS TOU.

> 7

=sI ke poduent r= .10. ¥narctBo. Kopucru ja popmynara

21, crp. 141

1. a) 28,27cm, 6) 6,28 m, B) 20,11 m. 2. a) ~22cm, 6) #39cm, B) ~2,51m. 3. d=3cm, r=1,5cm. 4. ~6366 m.
5. a) #107500 m, 6) 1800 m, B) 30 m. 6. a) ~8,8cm, 6) ~211cm. 7. r=16cm. 8. YmarcrBo. [Ipou3BonoT ox
nepuMeTapoT (WK caMo JHjaMeTapoT) Ha MOroJIeMOTO TPKAJIO U OPOjoT Ha 3aBPTyBamaTa LITO TOA TH MPABH BO
1 MuHyTa € eJHaKOB Ha MPOU3BOJOT O/l COOJIBETHUTE BEJIMUYMHM Ha romanoro Tpkaio. Oar. 240 3aBpryBama. 9.
YnarcrBo. [Ipon3Bonot ox 6pojoT Ha 3aIIMTe HA €AHUOT 3aITYCHUK M OPOjOT Ha 3aBPTyBamara LITO TOj I'M PaBH
B0 1 MUHYTa, € €/IHAaKOB Ha MPOM3BOIOT Ha COOABETHNUTE BEJIMYMHH Ha ApyruoT 3amdeHuk. Oar.75 3asprysama. 10.

~16,17m. 11. a) =r, 6) %ﬂ'r , B) %ﬂr.
22, crp. 144

1. a) ~0,37m, 6) ~0,55m, B) ~1,03m. 2. ~2,55cm. 3. ~14,97cm, ,~10,68cm. 4. ~16 S1'. 5. ~57 1745 . 6.
YHaTCTBO. pr)KeH JIaK IITO OAroBapa Ha HCHTpPAJICH aroj oa 40 npeTcTaByBa 34?% :é o4 OOJKMHATa Ha

kpyxkuunara. Oar.  =6-9=54( m). 7. =125cm. 8. r=2,5cm. 9. =144 . 10. a) 111,12 m, 6) 1,852 m, B) ~309m.
.23. ctp. 145

1. a) #38,5cm?, 6) 367(cm?), B) ~3,14 m?, 1) ~32,15m?. 2. a) 9% (cm?), 6) 121xn(cm?), B) 490,87m?, r) ~0,442m?,
3. a) ~2 m?, 6) 19,6cm24. [InomTuHata ke ce sronemu: a) 4 maru, 6) 9 maru, B) 16 matu. 6. a) r=+/6> +4° =

V20 ~4,5(cm). 7.P=nr’-nr’. Oar. ~63,3cm2 8. 10cm. 9. a) %m{ 6) %mz, B) %m’z .
24,  crp. 148

~ 2 6) ~ 2 2 29 ~ ~ 1 5l y1 1 15 41

1. a) ~2,36cm?, 6) 8,04 m2. 2.a) 17cm?, 6) 32cm?. 3. 20,22 m. 4. =150 . 5. a) B , 0) 8'B) 6 ,T) 5 , 1) 24 ,r)3,

e)%, m)%, 3)% o1 mnomTHEATA Ha Kpyrot. 6. 8) 180 , 6) 240 , 8) 270 , r) 200 . 7. ~10,35cm, ~2,45cm?. 8.
~28,3cm, P~21,2cm?. 9. ~22cm, ~I0,5cm? 10. ~27,56cm? 11.a) ~35,33cm, =93,42cm? 12. =~14cm?,

3anauu 3a NoBTOpPyBak-€ U yTBpAyBame - - cTp. 151

1. YnarcrBo. Jlokaxn nekaA C =AB . Orrykacrnenysa AC = BD u AC =BD .2. Vuaretso. Janenuot aron
HPBO HANIPAaBH TO LEHTPaJleH BO Hekoja kpyxuuna. 3. Jlokas. Heka e nanena kpyxnuna K( ,r). Hanpasu nprex.
Axo AB = 0A4= OB, toram1 AAOB e pamuoctpan. OTTyKa cienyBa Jeka HeHTpaaHuor arod AOB u Kpy»KHHOT
nak AB wmmaar 60 . O6patHo, ako ZAOB=60 , Toramt A B e pamuoctpan. 3Haun AB = OA. 4. loxa3. Heka
napainenorpamor BC (AB C u BC) e TetuBeH. 3a Hero ke Baxku LA=ZC (Ouaejku e napajienorpam) u
ZA+/C=180 (6uncjku e TetuseH). OTryKa cnexyBa ZA=90 u ZC=90 . 3naun BC ¢ mpaBoaroiHuk, a ako
AB = AD, toram T10j ¢ kBaaparT. 5. Kaj: a) 4eTUpHaroaHuKoT, 0) ceyMarojHUKOT. 6. YmarcrBo. 3emMu npeaBua
JIeKa ICHTPAJIHNOT aroJl € €JIHAKOB Ha HAABOPEIIHHOT arod. 8. YmarcrBo. Konctpyupaj aron 135 =3-45 u nonenu
TO Ha JBa eHakBU aena. Toj arom a=67 36 e BHaTpemIeH aroj Ha MPaBWIIHHOT ocymaroinHuk. 9. Jlo BUcHHa



~5,1m. 10. [TnomruHara ke ce: a) 3roneMu 3 natu, 0) 3ronemu 2 natu, B) Hamanu 4 maru. 11. 36ecm. 12. P=15 \/g
~26(cm?). 13. 20cm. 14. P=284/3 cm2. 15. ~32cm?2. 16. Op %azﬁ =28,46 ke nobuew a~3,3cm. 17. ~7,25 m.
18. ~8165m. 19. a) Ke ce sronemu 3 maru, 0) ke ce mamamu 5 maru. 20. ~6m. 21. ~16cm. 22. a~27,5¢cm. 23.
[TnomruHara ke ce 3roneMu: a) 2 naru, 0) 3 maru. 24. ~I8,8cm, =~I8cm?. 25. ~164,5cm2,

3agauu 3a CaMOKOHTpoOJIA - - cTp. 152

1. 60 . 2. Y coonBerHuoT nepudepeH aroi ke ce 3rojeMu 3 matu. 3. YnarcTro. Llentapor Ha OapaHaTa Kpy)KHHUIA
ke JIeKH BO cpeanHara Ha orceukara AB. 4. Ynarcrso. Koncrpyupaj kpy:xuuia k(B,3cm). bapanara npasa p e
TaHTEHTA Ha K, IIITO € TIoBJIeUeHa O TouKara A. 5. a) IeTaroiHuK, 6) CeIyMaroiHuk, B) 19-arontuxk, r) 42-aromHuk.
6. Kaj xBagparot. 8. n ocku Ha cumeTpuja. 9. YmarcTBo. bapanuor kBajapar uma ctpana a=2r. 11. Ymarcrso.
Onpenu ja mpBo BucKHara Ha Tpane3ot. Oar. 10,5cm?, 12, a) ~25,1cm, =250,27cm?, 6) =~31,4 m, =78,54m?
B) =~6,28m, =~3,14m2

OYHKIUJA. ITPOITIOPIIUOHAJTHOCT

1. xB={(a,1),(a,2),(a,b),(a,c),(b,1),(b,2),(b,b),(b,c),(c,1),(c,2),(c,b ,(c,c)}, Bx = {(1,a),(1,b),(1,c),(2,a),(2,b),(2
), (b,a),(b,b),(b,c),(c,a),(c,b),(c,c)}. 3a [ekapTOBHOT MPOM3BOI KOMYTATHBHHOT 3aKOH He Baxku. 3. M?= {(2,2),(2
5),(2,7),(2,9),(5,2),(5,5), ,(9,9)}. 4.a){3,6,9}x{4,6}, 6) {c,2}x{a,c,3}. 5. 30,32,34,50,52,54.

2.Bo:a) ,6) ,B) ,r) ksaapant 4. A(4,5;5,5), B(-3,5), C(-6;2,5), (1,3), (0,4), (-5:0,5), (-2,5;0), H(4,0),
K(7,0), (2,5;-3), (5-4), (0,-4), (-6,-2), (-2,-), (-2,-3), T(-2,-4). 5. (-1,4/3), B(1,4/3), C(2,0), (1,43
), E(-1,4/3), (-2,0).6.a)Bo , , , «Bagpaur,6)Bo , , , xBagpant. 7. Toukute Bu nexar na Oy
ockara, a Toukute A u Jexar Ha Ox ockara. 8. B(3,-3), C(3,3), (-3,3). 9. Toukute nexkar Ha mpasa IITO €
napajeinHa co Oy ockara u MuHyBa Hu3 Toukarta S(3,0). 10. Toukure nexar Ha mpaBa p napajienHa co Ox ockara
u MunyBa Hu3 Toukara S(0,-2). 11. a) PamuHokpak TpuaroiHuk co crpaiu AB = AC =5, BC =6, 6) npaBoaroyicH
TPUATOHUK O KareTh AB =6 u AC =2,5 u xunorenysa BC =6,5.

l.a)a 2,06)b 2,b 3ub 4,8)b 4ud 4,r)Ilocron, Toac eaementor e, 1) ITocton. Takos e exemeHTOT @. 3. a) ['=
{(12,3),(15,6),(24,6),(72,9),(45,9)}, 6) I'={(12,2),(15,5),(24,4),(72,2),(45,5)}, B) I'={(12,1),(15,1),(24,2),(72,7),
(45,4)}. 4. T ={(a,2),(b,2),(b,3),(b,4),(d,2),(d,4)}, T ={(a,1),(a,2),(b,2),(c,4),(d,4),(c,5)}. 5. a) I ={(2,3),(2,4),(2,
6),(2,8),(2,9),(3,4),(3,6),(3,8),(3,9),(4,6),(4,8),(4,9),(6,8),(6,9),(8,9)}, 6) I ={(9,8),(9,6),(9,4),(9,3),(9,2),(8,6),(8,4
),(8,3),(8,2),(6,4),(6,3).(6,2),(4,3).(4,2),(3,2)}, B) I' ={(2,4),(2,6),(2,8),(3,6).(3,9),(4.8)}

1. Toa e ycoBoT: ,,c€K0j eIEMEHT X €A J1a € BO pelalyja camo co efieH eneMeHT ox yeB®. 2. Penaumnre n  He ce
¢ynkiuu. 3. Camo penauunure - ce pyHkuuu. 4. YnarerBo. O0pa3yBaj ' CHTE IIOIMHOXKeCTBa 0]l J{ekapToBHOT
mpousson  xB={(a,1),(a,2),(c,1),(c,2)}. On cure nup ¢ynxuuu ce: {(a,1),(b,2)}, {(a,2),(b,1)}, {(a,1),(b,1)},
{(a,2),(b,2)}. 5. Taa penanmja e pynkumja. 6. Fcka3or: a) € BUCTHHUT, 0) HE ¢ BUCTUHHUT, B) € BUCTHHUT. 7. [la.
Penanmjara : — e ¢ynkumja. 8. Ma, penanmjara K—m e dynknmja. 9. Jla, penmaunjara 01 M Bo S e
¢dbyHKIHja.
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1. 108 , 140 , xaj mpaBwIHKUOT 12-aroiHuK. Taa 3aBUCHOCT Ha 0. on # ¢ QpyHKIMja. 2. 716mm H |, 525, 7mm H .
Ha Bucuna 1000m, na 5000m. 3aBucHOCcTa Ha aTMOC(EPCKUOT MPUTHCOK p oxf BucuHata H e dynkuja. 3. [lomen
e ={-1,0,1,2,3,4,5,6}, a xomomen e K={-1,0,1,2,3,4}. 4. (0)=2, (2)=2, (6)=0, a) 3a x=-1, x=3 u x=6, 6) 3a x(-
1,3) u (6,8], B) 3ax€[-2,-1) u (3,6). 5. Penauujara ox A Ha B e pynkuuja, a penaunjata on C Ha  He e QyHKUH]ja
(A)={-6,-4,0, 6,14,24}. 6. (-2)=-7, 7= (12), T.e. Ha x=-2 oxaroBapa y=-7, a y=7 e ciuka Ha x=12. 7. :A—B,
(X)=3x, xe{-1,0,2,35}, :C—> co (X)= x,xe{5-3,02,35.8. :A—>Bcoy=3x,a ¢p:B>A co y:§.

1. Exnoponuu Beanuunu. 2. JIBa wiena. 3. JIpa pasmepa. Criporusau pasmepu. 4. a) 100:1, 6) 1:100, B) 1:10. 5. a)
60:1, 6) 1:24, B) 60:1. 6. a) 750:200, 6) 8:30, 8) 48:15, r) 5:5. 7. a) 8:3, 6) 7:20, 8) 50:2, 1) (i 40):(%-40):24:25.

8.2) 0,8, 6) 0,625, B) 2. 9. 100:80 u 80:100. 10. 750:800; (ggg 100)% = 720 =933 3 29375 .11 Exmaxsn ce
1

pasmepute 18:6, 9:3 u 3:1, a ucro u pasmepure 20:5 u 10:2 7

1. a), 6), B) IIponopuuu ce. 2. 3:5=6:10; 3:6=5:10; 10:5=6:3; 10:6=5:3; 6:10=3:5; 6:3=10:5, 5:10=3:6 u 5:3=10:6.
3. YnarcrBo. [IpBute wieHOBH Ha JBaTa pa3Mepa moMHoxu ru co H3C(15,3)=15. Our. 8:4=10:5. 4. a), 6) Moxe,
B), ) He Moxe. 5. IIpon3BogoT Ha KoM GWUIIO OX ZBa O1 HUB Tpeba [1a € eJHAKOB Ha NPOM3BOAOT HA IPYTHUTE JBa
ox HuB. 6. a), 6), B), T) Moxe, 1) He Moxke. 7. Ke ce no6ue Touna nponopuuja. 8. EnHAKOB € Ha KONMYHHKOT O]
MPOM3BOMIOT HA JBara: a) BHATPCIIHH WICHA W )IpyFI/IOT HaJBOpEIICH WicH, 0) HaJBOPCIIHU WICHA M IPYTHOT
BHaTpeureH yeH. 9. a)x—ﬁ—S 6)x=6- 2.4=4_2 B) x= 3:2 _60_ 5 , T)Xx= 31,2 =011 19
3 14 7 0,4 4 4 4
Pemm ja mpomoprtijara x.120 9:500. Onr. PactBopen e 2,16  cun kameH. 11. Mimaio 6 neBojunma. 12. 2:6=6:18.

1. a) a:b:c:d=8:5:3:2, 6) xiy:z: =2:5:6:10. 2. YmarcrBo: a) Ox —=£—l a4

o+
3 4 2)’ 370
o=40, =60, y=80,6) a=45, p=60, y=75.3. ¥n 1T 1B . KOpI/ICTI/I % 2 % 10 =-=37. ar x=111,

y=74, z=185. 4. a=40 , =100 , y=80 , =140 . 5. ¥YmarcTBo. KopucTn npogomKeHa MpomopLyja: X, ix,.X,.x,
:x,=600:800:400:120:120 u x,+x,+x,+x,+x,=2480. Onr. x,=1200, x,=1600, x,= 800, x,=x,=240. 6. a) x=180, y=360,

X z X+y+z 1080
7=540, 6) YuarcrBo. Kopuctu ja mpomnopuujara =%= 1—)1}1— =1080. Oar. x=540, y=360,
IR E R0}

1 1 1
z=180. 2 3 6 3 6 6

f m=20 ce no0uBa

4. 2) 4:6=6:9, 6) 4:8=8:16.
1.2)7,56) 6, 8) 1,6. 2. a) 5, 6) 6, B) 25, 1) 3 % .3.2)4,6)4,8)2, r)% = %, 1) 0,6.4.9,5 C.

1. a) ,=8, M =8, M =75, 0) =8, M =9, M =9. 2. a:|2, M =9, M =9. 3. Panror Ha TOpHHOT NPUTUCOK € 27, Ha
nonuunot 10, a Ha myncor 18. Moot Ha ropuuot nputucok € M =150, na nonnunor M =88, a na mysncor M =72.



Menujana na ropauot nputucok € M =150, Ha monuuor e M =86, a Ha myncor M =72, 6) NpOCEYHHOT rOpeH
MPUTHCOK ¢ ~148,6; Ha nonHnoT ~85,4; a Ha myncor 72,3. 4. a) =3a,06) =4a,B) =2mr.

1. ®yukumujata e npasa nponopuruoHamHocT co koeduuuent k=4. 2. y=0,5x. 3. =4a e npaBa NPONOPIIHOHATHOCT.
4. =27r e npasa IPONOPLUHOHATHOCT €O Koeduiment k=27. 5. P=nr? He e mpasa nponopuuoHanHoct. 6. =12

( m)npeMHHyBaBoSZIZ-%-I(m). 7. d:ﬁ-a, k=+2.8. h:a23 , kz%.

1.52,5 jaren. 2. 208% .3.1920 .4.95 con5.7,75m.6.3a5 cex. 7. Ke usopa 6% a.

2. a) y=2, 6) x=-6. 3. 3a.x>0, 6) 3a x 0. 4. a) (2):%, @)=1, (6)=%=1%,6) Ha CErMeHTOT [%,1],3) 32x=8.5. a)

Toukure A u C, 0) toukure B u C. 6. y=4,5x, a) y=60,75 (cm?), 6) x=2 (cm). 7. 6) CrpaHnara Yy ke ce 3rojeMu 2
I1aTH.

1. a), 6) Oyukmjara e obparHa npomopuruoHaiHocT. 3. k=(-2)(-12)=24. 4. Bo o6parHa mpOMOpPIHOHATHOCT. 5.
a), 0), B) Bo obparna npornopimoHaasoct. 6. He e o6parHa nmpornopiroHaiHOCT.

1. 3a 7 gaca. 2. 21 nmen. 3. 3a 1 gac. 4. Ha 18 numa. 5. 120 3aBpryBama Bo MuHyTa. 6. 3a 6 vaca.

1.a) (1)=8, (2)=4, (4)=2,0)3a x:%. 2.a)3ax 0,0)3ax>0.3.a)Bo u ,0)Bo u  KBajapaHT. 4. (1):%
=1 (L=
R (D=2

1. Ke ce nobujar 59,64 cysu ciuu. 2. YmarceTBo. YacoBHTe NPETBOPH I'M BO MHHYTH, [OTOA PEIIH ja
npornopimjara x:120=210:15. Oxr. 1680 Bona. 3. 26 Genzun. 4. 3200 Bozma. 5. 828 BonHa. 6. 3a 4,5 yaca. 7. 3a
24 nena. 8. 114,3  kamkasai. 9. Ke uma 150 CTpaHH.

1. a) A (a,7h), 6) A,(-a,b), B) A (-a,-b). 2. a) AxB = {(1,2),(1,4),(1,5),(3,2).(3,4).(3,5).(4,2),(4,4),(4,5)}, 6) BxA
= {(2.1).(2.3),(2,4),(4.1),(4.3),(4,4),(5.1),(5.3).(5.4)}, B) A*={(1,1),(1,3),(1,4).(3,1),(3,3).(3,4).(4.1),(4.3).(4,4).}
, T) B>= {(2,2),(2,4),(2,5),(4,2),(4,4),(4,5),(5,2),(5,4),(5,5)}. 3. a) mpaBa x=3 mapanenua co Oy-ockara, 6) mpasa
y=-2 napasenna Ha Ox-ockara, B) IpaBa Y =X CUMeTpaja Ha W  KBaIpaHT, I) [IpaBa y=-x CUMETpaja Ha U

kBazpanT. 5. @) On x-1=2x+3 ce nobusa x=-4, 6) x=3,5. 6. r(9)=4, r(10)=0, r(11)=1. 7. A,(-2,3), B,(-5,1), C,(-

8,6). 8. A/(2,5). 9. /la, pynkiumja e. MHO)eCTBO Ha BpeHOCTUTE Ha Taa pyHkuuja e [-7;5 . 10. a) x=20, 6) x:%
, B) x=3, 1) x=%77. 11. a) 1:6, 6) 1:7,5; B) 1:125, r) 1:12,5; ) 1:24. 12. d(A,B)=200000cm=2 m. 13. a) ITocrowu,
0) He mocTou. 14. Tpeba na ce 3emar yute (24-16)=8 pabotruuu. 15. a) 5n+1, 6) 5n+2, B) 5n+3, 1) 5n+4. 16. Ox
13a+31b=(13+31)x ce mobuBa x=% (menmapu 3a 1 ). 17. a) Pasnukara He ce MEHYBa, aKO HAMAJEHUKOT

W HAMAJIUTENIOT Ce HaMaJar 3a efieH uct 6poj K, 0) mpommpyBame Ha JPONKKUTE, B) CKpaTyBambe Ha APOnKuTe. 18.
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On x+2x=36 ce nobua x=12. Oxar. bapanure 6poesu ce 12 u 24. 19. 3,4,5. 20. He nocron, 6unejku ako a u a+3
ce HajMaJiaTa M HajrojeMaTa BpeJHOCT, TOTalll apuTMETHYKaTa CpelnHa U MeijaHaTa ce HaoraaT momery a u a+3,
1a HUBHATA pa3iMKa He MoXe J1a Oume ennaksa Ha 4. 21. a) r=1770 m. 22. Ke 3axacuu 324 cex=5 MHUHYTH U 24
cexynmu. 23. Ke ce nabepe 350  mamyk. 24. 45 3ammm.

1. Jlexar: a) na Oy-ockara, 6) na Ox-ockara. 3. a) M, (3, -7), 6) M,(-3,7), B) M,(-3, -7). 4. TIpeceunu touxu A(-1, 0)
u B(0,2). 5. 5%, 6,4, 7.6.a)1000:1, 6) 100:1, B) 1:100. 7. a) 4:3, 6) 4:5. 8. OpIMYHUTE YUYESHUIIH TIPETCTABYBAAT
O CHTE YHeHHI K (%-100)% . 9. a) 5:3=15:9, 6) 15:12=5:4, 5) 2%:3%:6:8. 10. s=3x. 12. Pacrojanmero

Mery mectata A u B Ha reorpadckara kapra H3HecyBa AB= % = % =10,8cm.



KBAJIPATEH KOPEH HA BPOEBH O/1 1 1O 1000

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0,00 1,00 1,41 1,73 2,00 2,24 2,45 2,65 2,83 3,00
1 3,16 3,32 3,46 3,61 3,74 3,87 4,00 4,12 4,24 4,36
2 4.47 4,58 4,69 4,80 4,90 5,00 5,10 5,20 5,29 5,39
3 5,48 5,57 5,66 5,74 5,83 5,92 6,00 6,08 6,16 6,24
4 6,32 6,40 6,48 6,56 6,63 6,71 6,78 6,86 6,93 7,00
) 7,07 7,14 7,21 7,28 7,35 7,42 7,48 7,55 7,62 7,68
6 7,75 7,81 7,87 7,94 8,00 8,06 8,12 8,19 8,25 8,31
7 8,37 8,43 8,49 8,54 8,60 8,66 8,72 8,77 8,83 8,89
8 8,94 9,00 9,06 9,11 9,17 9,22 9,27 9,33 9,38 9,43
9 9,49 9,54 9,59 9,64 9,70 9,75 9,80 9,85 9,90 9,95

10 10,00 10,05 10,10 10,15 10,20 10,25 10,30 10,34 10,39 10,44
11 10,49 10,54 10,58 10,63 10,68 10,72 10,77 10,82 10,86 10,91
12 10,95 11,00 11,05 11,09 11,14 11,18 11,22 11,27 11,31 11,36
13 11,40 11,45 11,49 11,53 11,58 11,62 11,66 11,70 11,75 11,79
14 11,83 11,87 11,92 11,96 12,00 12,04 12,08 12,12 12,17 12,21
15 12,25 12,29 12,33 12,37 1241 12,45 12,49 12,53 12,57 12,61
16 12,65 12,69 12,73 12,77 12,81 12,85 12,88 12,92 12,96 13,00

17 13,04 13,08 13,11 13,15 13,19 13,23 13,27 13,30 13,34 13,38

18 13,42 13,45 13,49 13,53 13,56 13,60 13,64 13,67 13,71 13,75

19 13,78 13,82 13,86 13,89 13,93 13,96 14,00 14,04 14,07 14,11

20 14,14 14,18 14,21 14,25 14,28 14,32 14,35 14,39 14,42 14,46

21 14,49 14,53 14,56 14,59 14,63 14,66 14,70 14,73 14,76 14,80

22 14,83 14,87 14,90 14,93 14,97 1500 1503 1507 1510 15,13

23 15,17 1520 1523 1526 1530 1533 1536 1539 1543 15,46

24 1549 15,52 15,56 15,59 15,62 15,65 15,68 1572 1575 15,78

25 15,81 15,84 15,87 15,91 1594 1597 16,00 16,03 16,06 16,09

26 16,12 16,16 16,19 16,22 16,25 16,28 16,31 16,34 16,37 16,40

27 16,43 16,46 16,49 16,52 16,55 16,58 16,61 16,64 16,67 16,70

28 16,73 16,76 16,79 16,82 16,85 16,88 16,91 16,94 16,97 17,00

29 17,03 17,06 17,09 17,12 17,15 17,18 17,20 17,23 17,26 17,29

30 17,32 17,35 17,38 17,41 17,44 17,46 17,49 17,52 17,55 17,58

31 17,61 17,64 17,66 17,69 17,72 17,75 17,78 17,80 17,83 17,86

32 17,89 17,92 17,94 17,97 18,00 18,03 18,06 18,08 18,11 18,14

33 18,17 18,19 18,22 18,25 18,28 18,30 18,33 18,36 18,38 184l

34 18,44 18,47 18,49 18,52 18,55 18,57 18,60 18,63 18,65 18,68

35 18,71 18,73 18,76 18,79 18,81 18,84 18,87 18,89 18,92 18,95

36 18,97 19,00 19,03 19,05 19,08 19,10 19,13 19,16 19,18 19,21

37 19,24 19,26 19,29 19,31 19,34 19,36 19,39 19,42 19,44 19,47

38 19,49 19,52 19,54 19,57 19,60 19,62 19,65 19,67 19,70 19,72

39 19,75 19,77 19,80 19,82 19,85 19,87 19,90 19,92 19,95 19,97

40 20,00 20,02 20,05 20,07 20,10 20,12 20,15 20,17 20,20 20,22

41 20,25 20,27 20,30 20,32 20,35 20,37 20,40 20,42 2045 2047

42 20,50 20,52 20,54 20,57 20,59 20,62 20,64 20,66 20,69 20,71

43 20,74 20,76 20,78 20,81 20,83 20,86 20,88 20,90 20,93 20,95

44 20,98 21,00 21,02 21,05 21,07 21,10 21,12 21,14 21,17 2L,19

45 21,21 21,24 21,26 21,28 21,31 21,33 21,35 21,38 21,40 21,42

46 21,45 21,47 21,49 21,52 21,54 21,56 21,59 21,61 21,63 21,66

47 21,68 21,70 21,73 21,75 21,77 21,79 21,82 21,84 21,86 21,89

48 21,91 21,93 21,95 21,98 22,00 22,02 22,05 22,07 22,09 22,11

49 22,14 22,16 22,18 22,20 22,23 22,25 22,27 22,29 22,32 22,34



N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
50 22,36 22,38 2241 2243 2245 2247 2249 22,52 22,54 22,56
51 22,58 22,61 22,63 22,65 22,67 22,69 22,72 22,94 22,76 22,18
52 22,80 22,83 22,85 22,87 22,89 2291 2294 22,96 22,98 23,00
53 23,02 23,04 23,07 23,09 23,11 23,13 23,15 23,17 23,20 23,22
54 23,24 23,26 23,28 23,30 23,32 23,35 23,37 23,39 2341 23.43
33 2345 23,47 23,50 23,52 23,54 23,56 23,58 23,60 23,62 23,64
56 23,66 23,69 23,71 23,73 23,75 23,77 23,79 23,81 23,83 23,85
57 23,88 23,90 23,92 23,94 23,96 23,98 24,00 24,02 24,04 24,06
58 24,08 24,10 24,13 24,15 24,17 24,19 24,21 24,23 24,25 24,27
59 24,29 24,31 24,23 24,35 24,27 24,39 24,41 2443 2445 2447
60 24,50 24,52 24,54 24,56 24,58 24,60 24,62 24,64 24,66 24,68
61 24,70 24,72 24,74 24,76 24,78 24,80 24,82 24,84 24,86 24,88
62 24,90 24,92 2494 2496 24,98 25,00 25,02 25,04 25,06 25,08
63 25,10 25,12 25,14 25,16 25,18 25,20 25,22 25,24 25,26 25,28
64 25,30 25,32 25,34 25,36 25,38 25,40 2542 25,44 25,46 2548
65 25,50 25,51 25,53 25,55 25,57 25,59 25,61 25,63 25,65 25,67
66 25,69 25,71 25,73 25,75 25,77 25,79 25,81 25,83 25,85 25,87
67 25,88 2590 2592 2594 2596 2598 26,00 26,02 26,04 26,06
68 26,08 26,10 26,12 26,13 26,15 26,17 26,19 26,21 26,23 26,25
69 26,27 26,29 26,31 26,33 26,34 26,36 26,38 26,40 26,42 26,44
70 26,46 26,48 26,50 26,51 26,53 26,55 26,57 26,59 26,61 26,63
71 26,65 26,66 26,68 26,70 26,72 26,74 26,76 26,79 26,80 26,81
72 26,83 26,85 26,87 26,89 26,91 26,93 26,94 26,96 26,98 27,00
73 27,02 27,04 27,06 27,01 27,09 27,11 27,13 27,15 27,17 27,18
74 27,20 27,22 27,24 27,26 27,28 27,30 27,31 27,33 271,35 27,37
75 27,39 27,40 27,42 27,44 2746 2748 27,50 27,51 27,53 27,55
76 27,57 27,59 27,60 27,62 27,64 27,66 27,68 27,69 27,71 27,73
77 27,75 21,77 27,78 27,80 27,82 27,84 27,86 27,87 27,89 2791
78 27,93 27,95 27,96 27,98 28,00 28,02 28,04 28,05 28,07 28,09
79 28,11 28,12 28,14 28,16 28,18 28,20 28,21 28,23 28,25 28,27
80 28,28 28,30 28,32 28,34 28,35 28,37 28,39 28,4l 28,43 28,44
81 28,46 28,48 28,50 28,51 28,53 28,55 28,57 28,58 28,60 28,62
82 28,64 28,65 28,67 28,69 28,71 28,72 28,74 28,76 28,77 28,79
83 28,81 28,83 28,84 28,86 28,88 28,90 28,91 28,93 28,95 28,97
84. 2898  29.00 29,02 29.03 29.05 29,07 29,09 29,100 29,12 29,14
85 29,15. 29,17 29,19 29,21 29,22 29,24 29,26 29,27 29,29 29,31
86 29,33 29,34 29,36 29,38 29,40 29,41 29,43 29,44 29,46 29,48
87 29,50 29,51 29,53 29,55 29,56 29,58 29,60 29,61 29,63 29,65
88 29,66 29,68 29,70 29,72 29,73 29,75 29,77 29,78 29,80 29,82
89 29,83 29,85 29,87 29,88 29,90 29,92 29,93 29,95 29,97 29,98
90 30,00 30,02 30,03 30,05 30,07 30,08 30,10 30,12 30,13 30,15
91 30,17 30,18 30,20 30,22 30,23 30,25 30,27 30,28 30,30 30,31
92 30,33 30,35 30,36 30,38 30,40 30,41 30,43 30,45 30,46 30,48
93 3o,s0 30,51 30,53 30,54 30,56 30,58 30,59 30,61 30,63 30,64
94 30,66 30,68 30,69 30,71 30,72 30,74 30,76 30,77 30,79 30,81
95 30,82 30,84 30,85 30,87 30,89 30,90 30,92 30,94 30,95 30,97
96 30,98 31,00 31,02 31,03 31,05 31,06 31,08 31,10 3L,11 31,13
97 31,14 31,16 31,18 31,19 31,21 31,22 31,24 31,26 31,27 31,29
98 31,30 31,32 31,34 31,35 31,37 31,38 31,40 3142 3143 3145
99 31,46 31,48 31,50 31,51 31,53 31,54 31,56 31,58 31,59 31,61
100 31,62 31,64 31,65 31,67 31,69 31,70 31,72 31,73 31,75 31,76



[ Trem—

Aroi

-Mer'y TaHTeHTa u TetuBa 99

-, mepudepen 93

-, neaTpasen 91
Apryment 162
Anrebapcku n3zpa3 58

bunom 62

bpoj

-, upanuoHaieH 49
-, peanen 51
BbpojHa ocka 52

Bektop 8

-, JO/DKAHA HA 8

-, HajoBp3aH 12

-, Hacoka Ha 8

-, Hyntu 9

-, IpaBel Ha 8
Bexkropun

-, eqaxksu 10

-, ICTOHACOYEeHU 8
-, 30up Ha 13

-, KonmuHeapHu 8
-, CIIPOTHBHU 9

-, CIIPOTUBHO HacodeHu 9
-, pasnuka Ha 16
Bennamna

-, BekTopcka 20

-, ckamapuaa 20

I'padp 153

HexaproB npousson 154
JlexapToB kBaapar 154
Jleneme Ha

- moHomu 70

- noniuHomu 80

- IOJTMHOM CO MOHOM 78
Hujarpamu 149

Ennaxso mionmau ¢purypu 124

H3pa3

-, anrebapcku 58

-, Opoen 57

-, BpEIHOCT Ha 57

- CO MpOMEHIuBa 58

Kapakrepuctuuen tpuaromauk 108
KBagpar na

- ouaoM 76

- 6poj 40

KBanparen kopen 42

-, ApUTMETUYKU 42

Koncranra 58

Koopaunaru Ha Touka 53,157
Koopaunaren cucrem 156
Kpyxen mak 91

-, aroJjiHa rojieMuHa Ha 92

-, ToJpKnHa Ha 142

Kpyxnuna

- BIIUIIIaHA BO MHOTyaroiaauk 108
- nomkuHa Ha 139

- onmIaHa Ha MHOTYyaroiHuk 108

Menujana 180
MHoxeme Ha

- BeKTOp co Opoj 18
- monomu 70

- TOJIUHOMH (4

- IIOJIMHOM CO MOHOM 73
Mopa 180
MHoOryaroiasuk

-, ipaBuiieH 106

-, armu Ha 104
MonoMm 61

-, ciinuyHn 62

-, CIPOTHBHHU 62

Hacoxka 7
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Iuraroposa Teopema 113
[InomTrHa Ha

- mapanenorpam 128

- MpaBoaroaHuk 126

- nenrroun 135

- kpyr 145

- KpyeH ucedok 147

- KpyxeH npcten 147

- IpaBHJICH MHOTYaroiHuK 137
- paMHOCTPH TpHarodHuk 131
- Tpare3 133

- Tpuaroninuk 130

[Monpenen map 153
ITonymnpasu

-, ICTOHAco4YeHu 6

-, CIIPOTHBHO HACOYCHH 6
[IpaBer; 5

[onmaoM 63

-, CTele” Ha 65

-, CIIpoTUBEeH 67

IIpaBuio Ha

- TpuaronHuk 13

- mapanenorpam 14

- mpuapyxyBame 160
[IpaBunen mHoryaromHuk 106
-, arrorema Ha 109

-, KapaKTepUCTUYEH TpuaroaHuk Ha 108
[Tponopuumja 172

-, HempekuHara 179

-, mponoinkeHa 174
[IponopuronaaHOCT

-, obparna 188

-, mpaBa 183

IIpocto Tpojuo npasuiio 193
[Tponoprmonanuo neneme 175
[TpomensimBa 58

-, ToMeH Ha 58

-, 3aBucHa 162

-, He3aBucHa 162

Pasmep 170

-, Bpeanoct Ha 170

-, wieHosu Ha 170

Paznuka Ha xBamparu 75,85

PaznoxyBame Ha MHOXKUTETH 83

Panr 180
Penarja 159

-, Tpad Ha 159

-, rpaduk Ha 159

Cobupame Ha

- MOHOMH 66

- mosmEOMH 69
Cpenuna

-, apuT™MeTndka 179
-, reometpucka 179
Crenen

-, ocHOBa Ha 31

-, Tokasarei Ha 31
-, BpeaHocT Ha 31
-, CTeTIeHyBame Ha 39
Crenenu

-, nejeme Ha 36

-, MHOXee Ha 35
CrenenyBame Ha

- MOHOM 72

- ctenen 39

TanecoBa Teopema 95
Tanrenrta Ha kpyxauna 96
Tpancinanuja 21

-, BeKTop Ha 21

-, CIpPOTHBHA Ha 22
Tpuaronnuk

-, erunercku 115

-, uaaucku 115

-, KapaktepuctuueH 108
Tpunom 63

®yukmja 162
-, BpenHOCT Ha 162
-, Tpaduk Ha 166

Xeponosa popmyna 131
Ye1upuaroaHuk

-, Taareared 102
-, retusen 100



TEMA |
BEKTOPU. TPAHCJIALINJA

1. TIPABEII M HACOKA . . . ot vttt ettt et et et e e e e e et e et et e e e
2. HacoueHa oTceuka. BEKTOPD. . . .. ..ot
3. EHAKBOCT HA BEKTOPH . « « v v vt et e e e e e e e e e e e e e e e e
4. Cobupame Ha BEKTOPH. CBOJCTBA . .« o« v v et ettt ettt e e e et e
5. OIBEMAE HA BEKTOPH - « « « o vt v veet e ee e e e et e e e e et e e et e e
6. MHOXEHE Ha BEKTOP CO OPOJ. CBOJCTBA .« . . oot oe ettt et et e e
7. CKaJTapHU U BEKTOPCKH BEITMUMHY .« .+« o« v v v e e et e e e e e e e e e e e e e
8. TPAHCIAIIMIA .+« o v vttt et ettt e e e e e e e e
9. CBojcTBa Ha TpchnauHJaTa ..................................................
10. TIpUMEHA HA TPAHCIAIIMATA + « .« « vt o v ettt ettt e et e e e e e e e e e e

3a/1a4u 32 IOBTOPYBAE Ml YTBPILYBAEBE  « v« v v vt e te ettt e e e et e e e e ee s

3a71aU1 32 CAMOKOHTPOIIA .« ot vt v e ettt e e e e et e et et et e e e

1. CreneH co MoKa3aTes MPUPOICH OPOJ « -« v v v e e ettt et e e e e
0 N 1 001 750 2 e ) 3 )

1.2, IlpercTaByBame Ha OPOj BO BUF HA CTETICH . .« « v vt vttt eeteneaeeeeenn e

1.3, TIpecMeTYBabE Ha OPOCH MBPA3 .+« . o v v vvv ettt et e et e e

2. OIEPALIIH CO CTETICHU . « .+« v o v v vttt e ettt e e et e et e et
.2.1. MHOXEHE 1 JIeJIEHE HA CTEIMEHN CO €HAKBU OCHOBH .« « + v v v v e e ve e v e nns

.2.1. CrenenyBame Ha IPOU3BO, KOMUUHUK M CTETICH . .+« v v vt eeeeeene s

.3. KBagpat u kBagpaTeH KOPEH Ha PAITHOHAIICH OPOJ -« « v oot v vt e e aeans
.3.1. ITouM 3a KBagpaT HA PAITHOHATICH OPOJ « « + .+« v v v e vt e e e e
.3.2. [Toum 3a KBaipaTeH KOPECH O] PAITHOHATICH OPOJ « + « « v v vt e e e e ieeneans
[IpecmeTyBame Ha KBaJpaTeH KOPEH OJ] PALIUOHATIEH OPOJ .« ..o
Auroputam 3a PECMETYBAbE HA KPAAPATCH KOPCH . . . vvvv v et iee e e eiiee e
[TorM 32 UPALMOHATICH OPOJ .+« v ettt ettt ettt et e et e
PealHM OPOCBH . . . . ..o
[IpeTcTaByBame Ha PEATHUTE OPOCBU HA OPOJHA OCKA .+« « v v v v vov e e e e e vieeeenn s
3a71a4M 32 IOBTOPYBAE M YTBPIYBABE « vt v evvt et et e e et e et
3a1a4M 32 CAMOKOHTPOIA .+ v et vttt e ettt et et et ettt et

©~No v~

TEMA IlI
MNOJIMHOMMU
1. AnreGapcku u3pas. bpojaa BpeaHocT Ha U3pas
L1 BPOJHE HBPABH .« o oo v ettt e et e
1.2, I3pa3y CO TIPOMEHITHBH . . .« « v vttt e ee e e e et et e et e e et e e s




2. TTonm 3a MOHOM. CIIMIHH B CTIPOTUBHU MOHOMI . . .+« « « vttt e e eeeee e e e e ennns 61
3. buHOM. TpuHOM. TTOMHHOM . . . . .o e 62
4. CTEreH Ha MOHOM M HA TTOJTHHOM .« .+« t s vttt et e et e e e et e e e e e e e e 64
5. CoOUPAmE U OJBEMAHE HA MOHOMHE . .« .« vt v et et et e e e e et e e e e e e 66
.6. CripotrBHH TOITMHOMU. OCITO00YBAE O 3ATPAIIHL « « « « v v v e e e e e e et eeeennn s 67
7. CoOupame U OJI3EMAFHE HA TIOMMHOMEY .« .« v o v tee e e e e e e e e et e e e 69
.8. MHOKEHE U IETTCHE HA MOHOMU .« « « + v e v et ettt et e e et e e e et e e 70
9. CTEHEHYBAEE HA MOHOME .« vttt ottt ettt ettt e e et et e e e e 72
.10. MHOXEHE Ha TIOTHMHOM CO MOHOM . .« « «t o vttt ettt ettt n e et e e e e e en s 72
1. MHOXKEHE HA TIOTTHHOMEL .« « « v o vttt et ettt e ettt e e et e e e e et et 73
2. ©OpMYITH 32 CKPATEHO MHOMKEEDE « + « « vt v ettt ettt et et e et eas 75
12.1. TIpousBoj o1 30Hp U PA3ITUKA HA TBA MOHOMA . .« « . v eveeeeeeee e 75
2.2, KBaIPAT HA OHHOM . . . . oottt ettt e e et e e e e e e e e e 76

13, JIe/Terhe Ha TIOTTIHOM CO MOHOM . « .+« « v vt ettt ettt e e e e e e e et e et e e 78
14, Jleneme Ha TOTMHOM CO TTOTHHOM . .« v v vt et et et e et e e et ettt et e e 79
.15. BUTOBY PAIIMOHATHI UBPABK .« .« « « v o e vt te et ettt ettt et e e e e et e e e 81
.16. Pa3noxyBame MOJTMHOMH HA TIPOCTH MHOMKHTEIIH . « « v v v vveeeee e e e e 83
.16.1. PasznoxxyBame co U3BJIECKYBamkhe HA 3aCTHUUKA MHOKUTEI TIPE 3arpaja . . . . . . 83
.16.2. PasznoxyBame Ha MOJMHOMH O BUIOT —B2........................... 85
.16.3. PasznoxyBame Ha TPUHOMH O BUIOT 2 B+B?....................... 87
.16.4. PaznoxxyBarme Ha MOTMHOMHM CO TPYIHPABE .« « . o v vovvveeeeee e eeeenn 88
3a/1auu 33 MOBTOPYBAE M YTBPIAYBABE .« vttt et ee e e e e ae s 89
3a/1aU1 32 CAMOKOHTPOIA & v vt ve vttt e et e et e ettt et 90

TEMA IV
KPY/KHULA U MHOT'YATI'OJIHUK. IVIOLITUHA

1. HeHTPameH aroil. CBOJCTBA . . .« vt vt vt ettt et e et e et e 91
2. Tlepudepen aroit. TameCcoBa TEOPEMA. . . . o vttt e ettt et e ae e 93
.3. KOHCTpyKIIMja Ha TAHTEHTA HA KPYHKHUIIA « « .« « v v vveveetaee e e e e e e e e 96
A. ATOI METY TAHTCHTA ML TETHBA . . . . o v v vttt ettt et et e e e et et 99
5. TeTUBEH UETHUPHATOITHHUK . . . o\ o v veete et ettt ettt e e e e ettt e e 100
.6. TaHTEHTEH YETHPHATOITHIK . .« .« « vt vttt e ettt e e e et et e e e e e 102
7. OIIIITO 32 MHOTYATOITHIK « « « « 4« v vt vttt e et e et e e e et e e e e e e e e e 103
.8. TIPaBHITHM MHOTYATOITHUIIM . .+« « vttt vttt ettt e et e et e e e e e 106
.9. OmnuIana v BOUIIAHA KPYKHUIIA . . . o oo vvee et e et et e e e et e e 108
.10. KoHcTpyKIMja Ha HEKOW TMPABMITHU MHOTYATOIHIIIF « . .+« v v v vvveee e e eeeeen s 111
1. TIATArOPOBA TEOPEMA . . v v vttt ettt e ettt e et et 113
2. Tlpumena Ha [TUTarOPOBATA TEOPEMA . . . . o o v o v vttt e et e e e e et a e e 116
.13. IIpumena Ha [TutaropoBara TeopeMa BO KOHCTPYKTHUBHHM 3aAUM . . . ..o oo e e s 121
4. TIOUM 32 THTOTIITHHA .« .+« o v vt vttt ettt et e e et e e e e e e e e 124
15, TI0MITHHA HA TIPABOATOIHUK .+ .+« « v v v vt te et e e et et e e e et a e e e e e 126
16. TIIOIITHHA HA TTAPATEITOTPAM .+« « v v v vt et ettt e e e e e e e e e e e e e e 128
17, TIMOIITHHA HA TPHATOIHHUEK .+« . v v v vo vttt ettt e et e et et ettt e e e 130
18, TIMOIITHHA HA TPATIES .+« « v vt vttt e et e et e et e et e e e 133

.19, TIMOIITHHA HA JEITOMIL . « + v v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 135



.20. TImomTHHA HA TPABMITHI MHOTYATOIHIIIF « « « « « « + e e vt etteeee e e eeien e e e e e 136

21, JIOTOKMHA HA KPYIKHHUIIA .« vt v vov e et e e ettt e e e e e e et et e et e e e e e s 139
22, JIOMKMHA HA KPYIKEH JIAK .+« « v vttt ettt et et e e e e e e e e e e e 142
23, TIIOIITHHA HA KPYT « « + o vttt ettt ettt e et et e e e et e et e e et e s 144
24, TImomTHHA HAa KPY/KEH UCEUOK M KPYUCH TTPCTCH .+« v v vvveeeee e ee e e 146
25, JIMJATPAMY « o o o v vttt e e e e 149
3a/aui 3a IOBTOPYBAE M YTBPAYBABE o ovvvvve e ieete e e e 151
3a/1a4M 38 CAMOKOHTPOIA  « vt tve ettt ettt et e ettt e et e e 152

1. JIeKapTOB POU3BOM HA MHOMKECTBA « . « « « ¢« v et vet ettt et e e e e e e e e e e e e 153
0 0 R 101101531 (53 8 1 1 153

.1.2. JlekapTOB MPOU3BO HA ABE MHOMKECTBA .« « .« v v vt veeee e en e eeaen e en s 154

2. TIpaBOAroseH KOOPIAMHATEH CHCTEM . . o\ vt v vttt et ettt e et e e e e e n e e 155
3. Penanuja. [TOUM M IPETCTABYBABBE . .+« v v o v v vve ettt ettt e e e 159
4. OyHKIU]A. [TOUM F IIPETCTABYBAIBE . « « .+« v v vvev e ettt et e e e a e 162
5. 3a7aBAFHE HA PYHKITHHTE « . « . o v vttt et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 165
5.1, Illemarcko u TaGenapHO 3a7aBAKHE HA PYHKITHIHTE « . o v v vvv e e e e en s 165

5.2, Tpadhuuko 3a1aBabe HA PYHKIIAUTE . . . o vt ovvveee e e e e e e e e e e 166

5.3, AHAIUTHYKO 32/1aBAE HA DYHKITHHTE . . . . o o voveveeee e et e e ee e e e 167

6. PazMep. YIMEHOBH M BPEITHOCT . . ot v v vttt et ettt e et e et e et e e 169
(. TIpornopruja. [TOMM M CBOJCTBA . . . .« . oo ottt et 172
.8. TIPOIOMKEHA TIPOTIOPIIHJA .+« « v v v v e te et e ettt et e e e et e et e e e 174
9. Tpubupame U CPeLyBAE HA TIOMATOLIM . « .+« « v vvee et e ettt e et e et e e 176
10. TIpeTCcTaByBAHE HA TIOMATOIIM « - « « « « « vt v et e ettt e e e e e e et e et e e e e e e e 177
11, ApUTMETHUYKA U TEOMETPUCKA CPEIIHTHA .« .+« v v v ve e et e e e e et e e e e e e e 179
2. Panar. Moma. MEMJaHA . . . . oottt et e 180
.13. TIpaBa MPOTTOPITHOHAITHOCT &« .« v v vt v vttt v e et et et e e e e e e e e e e 182
13.1. Iloum 3a mpaBa MPOHOPIMOHAITHOCT . . v vttt e et e e et e e e e e eenns 182
.13.2. CBojcTBa Ha MIpaBaTa MPOTTOPIIUOHATTHOCT .+ .« v e v vee et e e e e e e e 184
13.3. I'paduk Ha TpaBaTa MPOTTIOPIIHOHATTHOCT « .« .« v vv e v e e e e e e e e e e 186

14, OOpaTHA MPOTIOPITAOHATHOCT .+« v v vt v vt vttt ettt et et e e et e e 188
.14.1. Tloum 3a 0OpaTHA MPOTIOPLIMOHATTHOCT &+ . v et vttt et e e et e e eenns 188
.14.2. CBojcTBa Ha OOpaTHATA MPOTOPIHUOHATTHOCT .+« v v vv e evve e e e e e e e 190
.14.3. T'paduk Ha 0OpaTHATA TTPOTTOPIIAOHATTHOCT .+« .+« o v v e vve e e e e e e e e e 191

15, TIPOCTO TPOJHO TIPABHIIO .+ v« vt v ettt ettt et e et et et e e e e es 193
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3aa4M 32 CAMOKOHTPOIA  « vttt et e et et et e et ettt e et 196
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