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MAKSIMUM I MINIMUM NA TRIGONOMETRISKI 

FUNKCII I NIVNA PRIMENA  
 

Vo ovaa rabota }e go razgledame nao|aweto na maksimum i minimum na 
poslo`eni trigonometriski funkcii i na primenata na trigonometriskite 
funkcii vo nao|awe na ekstremni vrednosti na nekoi racionalni funkcii.  

Su{tinata na postapkata se sostoi vo koristeweto na ograni~enosta na 
funkciite xsin  i xcos  pri nao|awe na minimum i maksimum na dadena funkcija.  
 

1. Definicija i osnovni svojstva na minimumot i maksimumot  
 

Definicija 1. Za realniot broj M  }e velime deka e maksimum na funk-
cijata )(xF  vo mno`estvoto D ako: 

1  za sekoj Dx , MxF )(  
2  postoi Dx 0 , takov {to MxF )( 0 .  

Pritoa pi{uvame )( 0max xFy  .  
 

Definicija 2. Za realniot broj m  }e velime deka e minimum na funk-
cijata )(xF  vo mno`estvoto D  ako:  

1  za sekoj Dx , mxF )(  

 2  postoi Dx 0 , za koe mxF )( 0  

Pritoa pi{uvame )( 0min xFy  .  
 

Teorema 1. Ako 0k , toga{ kM e maksimum za funkcijata )(xkF  vo 
mno`estvoto  D  ako i samo ako  M  e maksimum na funkcijata )(xF  vo D. 

 

Dokaz. Neka kM e maksimum na funkcijata )(xkF  vo D. Spored defi-
nicija 1 imame:   
  

1  za sekoj Dx , kMxkF )(  
2  postoi Dx 0 , takov {to kMxkF )( 0 .  

Od prethodno iznesenoto, mno`ej}i so 01 
k

 dobivame  

3  za sekoj Dx , MxF )(  
4  postoi Dx 0 , takov {to MxF )( 0 ,   

{to zna~i deka M e maksimum na funkcijata )(xF . 
 

Neka M e maksimum na funkcijata )(xF  vo mno`estvoto D. Od defi-
nicija 1 sleduva  

 

5  za sekoj Dx , MxF )(  
6  postoi Dx 0 , takov {to MxF )( 0 .  

 Ako vo 5  i 6  pomno`ime 0k   dobivame    



 

7  za sekoj Dx , kMxkF )(  
8  postoi Dx 0 , takov {to kMxkF )( 0 ,  

{to zna~i deka kM e maksimum za funkcijata )(xkF vo D.  
 

Dokazite na teoremite 2, 3 i 4 se analogni na dokazot na teorema 1. 
Detalite gi prepu{tame na ~itatelot za ve`ba.  
 

Teorema 2. Ako 0k , toga{ km e minimum za funkcijata )(xkF  vo mno-
`estvoto  D  ako i samo ako  m  e maksimum na funkcijata )(xF  vo D. 
 

Teorema 3. Ako 0k , toga{ km e maksimum za funkcijata )(xkF  vo mno-
`estvoto  D  ako i samo ako  m  e minimum na funkcijata )(xF  vo D. 

 

Teorema 4. Ako 0k , toga{ kM e minimum za funkcijata )(xkF  vo mno-
`estvoto  D  ako i samo ako  M  e maksimum na funkcijata )(xF  vo D. 

 
2. Maksimum i minimum na trigonometriski funkcii  

 

Kako {to rekovme, pri na{ite razgleduvawa so transformirawe na 
dadenata funkcija so pomo{ na trigonometriskite funkcii xsin  i xcos , 
koristej}i deka -1 1cos1,1sin  xx , }e nao|ame maksimum i minimum na 
dadenata funkcija. ]e razgledame nekolku zada~i.  

 
 

  Primer 1. Odredi go minimumot i maksimumot na funkcijata  
 

xxf cos34)(  , Rx .  
 

Re{enie. Od dvojnoto neravenstvo 1cos1  x  nao|ame 
   

3cos33  x , 

1cos347

)(

 
xf

x  

 

Zna~i, minimum za funkcijata )(xf  e 1, a maksimum e  7.  
 

Primer 2. Najdi go minimumot i maksimumot na funkcijata  
 

R xxxy ,sincos
2

23

2
3 .  

Re{enie. Ako iskoristime deka 
2
2

44
sincos    i  

 

txtxtx sinsincoscos)(cos   

posledovatelno nao|ame  
 

xxy sincos
2

23
2

3  = xx sincos
2

23
22

23 

  =3 





  xx sincos

2
2

2
2  

           =3  
44

sinsincoscos   xx =3  
4

cos x . 
 

No, za funkcijata  
41 cos  xy  va`i 1

min1 y , za ,2
4

5  kx   Zk  

i 1
max1 y , za ,2

4
 kx   Zk . Kone~no, 3min y , za ,2

4
5  kx   Zk  i 

3max y , za ,2
4

 kx   Zk .    



 

Primer 3. Opredeli go minimumot i maksimumot na funkcijata 
 

xxxf 2sin2cos3)(  , ],0[ x .  
 

Re{enie. Ako iskoristime deka 
2
1

62
3

6
sin,cos    i  

 

txtxtx sinsincoscos)cos(   
posledovatelno nao|ame 
  

)2sin2cos3(22sin2cos3)(
2
1 xxxxxf   

                           =2 )2cos(2)2cos(2)2sin2cos(
662

1
2
3   xxxx .  

 

Sega od 1)2cos(1
6

 x , {to zna~i deka 2)2cos(22
6

 x , pa zatoa 

 2,2)( xf . Jasno, 2min f  koga 1)2cos(
6

 x  t.e. koga  kx 22
6

 , 

Zk  odnosno  kx 2
12
7  , Zk . No,  ,0x  pa zatoa 2min f  za 

12
7x .  

Analogno, 2max f , za 
12
x .  

 

Primer 4. Da se opredelat minimum i maksimum na funkcijata 
 

xxy sin42cos  . 
 

Re{enie. Ja transformirame dadenata funkcija 
  

 xxy sin42cos xxx sin4sincos 22   

                           = )sin2(sin2sin4sin21
2
122  xxx    

                           =   31sin2]1)1[(sin2 2
2
12  xx .  

 

Spored toa, 3max y , koga 01sin x , t.e. koga ,2
2

3  kx  Zk  i 

5min y , koga 21sin x , t.e. koga ,
2

 kx  Zk .  
 

Primer 5. Doka`i deka funkcijata xxy 2coscos43   e nenegativna 
za sekoj Rx .  

 

Re{enie. Ja transformirame dadenata funkcija i dobivame 
  

xxxxxy 22 sincoscos432coscos43   

                       = 1cos2cos43 2  xx = 2cos4cos2 2  xx =2 2)1(cos x . 
 

No, 0)1(cos2 2 x , za sekoe Rx , {to zna~i deka funkcijata e 

nenegativna za sekoj Rx .  
 

Primer 6. Da se opredeli minimumot na funkcijata  4ctgtg xxy  .  
 

Re{enie. Imame  
 

 
xxxx

xx
x
x

cox
xxxy

2sin

164
2sin

24
cossin
cossin4

sin
cossin4

4

22
)()()(ctgtg   .  

 

Bidej}i  koli~nikot 
x2sin

16
4

 dostignuva minimum koga imenitelot dostignuva  



 

maksimum, a maksimum na 1}|2max{sin 4 Rxx  za 
24
 kx  , Ζk   dobivame 

deka ,16min y  za 
24
 kx  , Ζk .  

 

Primer 7. Da se opredeli minimumot na funkcijata  
xx

y
66 sin

1

cos

1  .  
 

Re{enie. Ja transformirame dadenata funkcija i dobivame 
  

6
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 .  
 

Jasno, dadenata funkcija prima najmala vrednost, ako istovremeno 
broitelot prima najmala vrednost, a imenitelot prima najgolema vrednost, a 
toa e koga 12sin x , t.e.   koga Ζ kx k ,

44
 . Pritoa, 16min y .  

 

3. Primena na trigonometriskite funkcii vo zada~i za nao|awe  
na maksimum i minimum  

 

Vo ovoj del }e re{ime edna zada~a od koja mo`e da se vidi primenata 
na trigonometriskite funkcii vo re{avaweto na ekstremalni zada~i za 
triagolnik, kako i dve zada~i za nao|awe na maksimum i minimum od nekoi 
funkcii.  

 

Primer 8.  Dol`inata na ednata strana na ABC e ednakva na a , a 
agolot  sproti nea  e ednakov na  . Da se opredelat dol`inite na drugite dve 
strani na triagolnikot taka {to ABC  da ima najgolem perimetar. 

 

Re{enie. Od sinusna teorema  sinsinsin
cba   nao|ame 


sin
sinab   i 




sin
sinac   . Ako zamenime vo cbaL   i go transformirame dobieniot izraz 

dobivame:  

cbaL  = 





sin
sin

sin
sin aaa  =  




sin
sinsin  aa  

 

                       = 
22sin

cossin2 


 aa = 
22sin

coscos2 


 aa . 
 

Jasno, perimetarot L  ima najgolema vrednost, koga 
2

cos    ima 

najgolema vrednost, t.e. za 1cos
2

 , ottuka 0
2




 i    dobivame 

deka najgolemata vrednost perimetarot ja dostignuva za   .  Zna~i, ABC  e 

ramnokrak t.e. .cb   
Spored toa, ako za ABC  e dadena strana i agolot sproti nea, toga{ toj 

}e ima najgolem perimetar ako e ramnokrak triagolnik ~ija osnova e dadenata 
strana, a krakot e:  

2
sin2

2
cos

2
sin2

2
cos

sin
2

sin

sin
sin










 a

aa
ab 




.  



 

Primer 9. Da se opredeli minimum na funkcijata 822  xxy .  
 

Re{enie. Bidej}i RfD  mo`eme da ja vovedeme smenata tgx . 

Imame,  

 882)(
cos
sin2

cos

sin2
2
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xxxg




2

22

cos

cos8cossin2sin   
 

    =



2

2

cos

cos7cossin21  =   7
2

2
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cossin 


 ,  

 

{to zna~i deka 7min g , koga Ζ kkx ;
4

 . Kone~no, 7min y .  
 

 

Primer 10. Da se opredelat maksimum i minimum na funkcijata  
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4
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 . 

 

Re{enie. Bidej}i RfD  mo`eme da ja vovedeme smenata tgx . 

Imame,  
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No, 1sin0 2   , pa zatoa )(xF  prima najmala vrednost koga 2sin   

prima najgolema vrednost i toa e 1. Pritoa, 
2
1

min F , za Ζ kk ,
24
 , t.e. 

za 1x . Analogno 1max F  za Ζ kk ,  t.e. za 0x .  

 
 
4. Zada~i za samostojna rabota  
 

Na krajot od ovaa rabota vi predlagame samostojno da gi re{ite 
slednite zada~i.  

 
Zada~a 1. Da se opredeli vrednostite na x , za koi funkcijata  
 

5sincos33cos2 22  xxxy  
 

dostignuva maksimum, odnosno minimum. 
  

Zada~a 2. Da se opredelat maksimum i minimum na funkcijata 
  

xxxf 66 cossin)(  .  
 

Zada~a 3. Da se opredeli minimum za funkcijata  
 

xxxx
xf

2222 ctg

1

tg

1

cos

1

sin

1)(  .  

 
 


