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KOHI'PYEHIIM BO MHOXECTBOTO HA IHEJIUTE BPOEBHU 1

1. IIOUM 3A KOHI'PYEHIIUJA

Heka ce a,qeZ, beN, b+#0 ce TakBu na a=bq . Toram 3a 6pojoT a Bemume
JIeKa € JIeNuB co OpojoT b u b|a. AKO, IaK a HE € JENIUB CO b, TOTAIl MOXE Ja Ce
JIOKa)Ke JIeKa IMOCTOjaT €AUHCTBEHH IIeNT OPOEBH ¢ M 7 TAKBH IITO

a=bg+r, 0<r<b.
BpojoT r ro HapekyBame ocmamok O IEIeHmETO Ha OpojoT a co Opojor b . Cropen
TOAQ, MPHU JeNICkhe HA MPOU3BOJIEM 1€l Opoj a co OpojoT b€ N MOXKHH OCTaTOLU Ce
0,1,2,...,b—1, ma 3aToa eauTe OPOSBU MOXKEME JIa TH MOACITUME BO KIACU, TIPH IITO BO
ceKoja Kjlaca ce coapKaT OpOoeBUTE KOW IIPH NENEHEe CO OpojoT b naBaar eaHAKBH
octatonu. OBHE KiIacu OpOEBH, CO STHAKITA OCTATOIM MPHUJ eJICHE CO ManaeH O0poj b,
Ce OCHOBATa Ha HAIINTE HATAMOIIIHU Pa3ricIyBamba.

Jdepununuja 1. Heka a,beZ m meN. Ako m|(a—b), TOTAl K& BETUME JEeKa
OpojoT a e KoHepyeHmer co OPOjOT b TIO MOIYNl m W K€ MUITyBaMe
a=>b (mod m).
Ako m | (a—b), TOTal KEe BEIUME JieKa OpOjoT a He e KoHepyewmeH CO OpOjoT b

0 MOIYJT m U Ke THTITyBamMe
a # b (mod m).

Hpumep 1. a) Hda ru pasriaename OpoeBute a=75,b=89 u m=7. bunejku
a-b=75-89=-14=-7-2, on nepurnmmja 1 goOuBame
78 =85(mod 7) .
0) 3a OpoeBuTe a=121,6=95 Baxu a-b=121-95=26 u Oumejku 3 /26
3aKiIydyBaMe eKa 123 #97 (mod 3). m

Teopema 1. Heka a,b€Z u me N . Torai:
a) a=b (mod m) aKo ¥ caMO aKO TOCTOU IIeJ1 OpOj k TAKOB, IUTO a =b+ km .
0) a=b (mod m) ako U caMO aKo TIPH JeNeHme co m, OpOeBUTE a W b WMaaT

CAHaKBH OCTATOLIH.

Jdoka3. a) On neduuurnmjata 1 cimemyBa nexka a=b (mod m) ako W caMO aKo
m|(a—>b). Ilonatamy, m|(a—b) ako W caMO aKO MOCTOM IEed OpOj k TaKOB IITO

a—>b=km,T.e. mocTou 1ea 6poj k TaKoB, MTO a=b+km.



0)Heka a=mp+r, b=mg+s, p,q,r,seZ u 0<r,s<m. Toram a=>b (mod m)
aKo M caMo ako m | (a—>b), IITO 3HAYM aKO U caMO ako m |[(mp+r)—(mq+s)]. Cnopen
TOa, a =b (mod m) aKo ¥ camMo aKko

m|[m(p—q)+(r—s)],
na 3aroa a=b(modm) ako um camo ako m|(r—s). Ho, —-m<r—s<m, OZHOCHO

a=>b (mod m) ako u camo0 ako »—s =0, T.€. aKO ¥ CAMO aKO r =5 . W

Ipumep 2. a) IIpu neneme Ha Opoesute 56, 57, 58, 59, 60, 61 1 62 co OpojoT 7 ce
nmobuBa xonmmuHUK 8 n octatonu 0, 1, 2, 3, 4, 5 u 6, coogserHo. Ox Teopemara 1 0)

cienyBa Jeka
56=0(mod 7); 57=1(mod 7), 58=2(mod 7), 59=3 (mod 7),

60=4 (mod 7); 61=5(mod7) u 62=6(mod 7).
0) Onx Teopemara 1 6) mmame aexa 38 =26 (mod 12) . HaBucTrHa, TIpH AeieHe-

ToHa 37 1 25 co 12 ce 1oOUBa OCTaTOK 2. m

2. OCHOBHHU CBOJCTBA HA KOHI'PYEHIIMUTE

Bo ciieiHuTe TeOpeMH Ke TIOKaXKeMe HEKOJIKY Ba)KHH CBOjCTBA HA KOHIPYCHIIHHTE.
[Ipuroa ke cmerame Jieka OpOjOT m € MPHUPOJICH OpOj.

Teopema 2. a) 3a cexoj a € Z Baxu a =a (mod m).
0) Ako a=b (mod m), Toraui b =a (mod m) .

B) AKO a=b (mod m) u b=c(modm), Toram a = c (mod m)

Joxa3. a) Ox a—a=0,3aceko] aeZ crnexyBa a=a (mod m),3a cekoj aeZ.
0) Ako a=b(modm), Toram m|(a-b). Onm b—a=(-1)(a—b) ciemyBa
m|(b—a), na on gedpuHULKjaTa 7 3aKIydyBaMe Aeka b =a (mod m).
B) Ako a=b(modm) u b=c(modm), Toram m|(a—b) u m|(b—c). Cnopen

T0a, m|[(a—b)+(b—c)]=a—-c,na3aroa a=c(mod m).nm

Teopema 3. Axo a=b (mod m) U ¢ =d (mod m), Toramr
a+c=b+d (modm), a—c=b—d (mod m) U ac =bd (mod m).

Joka3. Heka a=b(modm) u c=d (mod m). On neduHunmjara 7 umame Jeka
m|(a—b) u m|(c—d).Cnopen Toa
m|(a—b)+(c—d)=(a+c)—-(b+d),
m|(a=b)-(c-d)=(a-c)-(b-d),
m|[c(a—b)+b(c—d)]=ac—-bd

IITO 3HAYU JIEKa
a+c=b+d(modm), a—c=b—d (modm) u ac =bd (mod m). m



Mocnenuna 1. a) Axo a =b (mod m) , Toraim
a+c=b+c(modm), a—c=b—-c(modm) U ac=bc (mod m),
3a CceKoj ceZ.

6) Axo a =b (mod m), Toram a” =b" (mod m), 3a cexkoj neN.
Joxa3. Herocpenno ciieysa on teopemute 1 n2. m

[pumep 3. Kojkas e 0cTaTOKOT O ACTICHETO Ha OPOjOT
1.2-3-4-5-6-8-9-10-11-12-13
co7.

Pemenune. Imame
1-:2-3-4.5-6=720=-1(mod 7) . (D)
ITonaramy
8=1(mod7), 9=2(mod7), 10=3(mod7), 11=4(mod7), 12=5(mod7) u 13 =6(mod7),

mma oJ1 TeopemMa 3 ciemayBa
8.9-10-11-12-13=1-2-3-4-5-6(mod 7). )
Koneuno, oz (1), (2) u mocneauma 1 6) noduBame
1-2:3-4:5-6-8-9:10-11-12-13 =~ (1-2-3-4-5-6)> = (-1)> = 1(mod 7) . m

Hpumep 4. a) Jloxaxu gexa 1031988 —1,

6) Hajau ro octatokoT o1 aenerero Ha 6pojot 4% ¢o 9.

Pemrenne. a) Ox 3* =81 cnexysa 3* =1(mod 10) . Cera ox nocneauua 6) 106uBame
3H*7 =21%7 (mod 10), t.e. 3'°%® =1(mod 10),

ITO 3Hayu 10| 31988 _1.

6) Ke ro moGapame oHOj cTereH Ha 6pojoT 4 KOj € KOHIPYEHTEeH €O 1 110 MOy

HNmame
4=4(mod9),

42 =7 (mod 9) , Gumejku 16=9-1+7,
43 =1(mod 9), 6umejkn 64=9-7+1.
Bunejkn 56 =18-3+2, mocieqHaTa KOHTpyeHIMja ja cTeneHyBaMe Ha 18 u moOuBame

43 =1 (mod 9) . Ilonatamy, ako T IOMHOXXUME KOHTPYEHLIUUTE
4% =7 (mod 9) u 4°* =1 (mod 9)
nobusame 4°* .42 =1.7 (mod 9), T.e. 4°° =1(mod 9).

3HauH, OCTATOKOT OJ1 ACNCHeTo Ha 6pojot 4°° co9e 7. m



Ipumep 5. Ako ne N, Toram »° =0 um 1 (mod3).

Pemenne. Heka ne N . Toram n=3k, n=3k+1 wim n=3k+2, 1Ma 3atoa
n? =9k% = 0(mod3),
n? =9k% + 6k +1=1(mod3),
n? =9k% +12k +4 =1(mod3) ,

cooaBeTHO. KoHeuHo, n? =0 wum 1 (mod3),3acekoj neN.m

IIpumep 6. Bo MHOXECTBOTO TIPHPOTHHA OPOSBH PEIITH ja paBEHKATa

xt+xt 4 xet = 2011, (3)

Pemenne. Ako HeKoj x; € mapeH 0poj, x; = 2k , Torai xi4 =16k* =0 (mod 16) . Ako
x; € HemapeH Opoj, Toram x;—1 ¥ x; +1 ce IOC/IeA0BaTeIHU IapHU OpOEBH, INTO
3HAYHM HUOT € JeNMB CO 2, a APYTHOT co 4 U 6pojoT x,> +1 e mapew, T.e. JEIUB CO 2,
ma 3aToa
Xt —1=(x; = 1)(x; +1)(x;2 +1) = 0 (mod 16)
OJl KaJie cienyBa Jieka xl»4 =1 (mod 16) . Ciope Toa,

b+ 400t =k (mod 16), k<10,
On apyra crpana, 2011=11(mod 16), mTO 3HAYM JE€Ka JeCHATa CTpaHa Ha paBEeHKATa

(3) mpu meneme co 16 maBa octarok 11, a meBaTa cTpaHa OCTAaTOK KOj € IOMAaJl WIIH
emqHakoB Ha 10, mro He e MoxHO. KoHewuHo, paBenka (3) HeMa peIIeHHE BO
MHOKECTBOTO MPUPOJIHU OPOEBU. W

Hpumep 7. JJokaxu neka 3a CEKOU MPOCTH OPOEBU p U ¢, p,q >3, BAKU WIH
p=q(mod6) Win p+g=0(mod6).
Pemenue. Kako mTo 3HaeMe, ceKoj MPOCT OpoOj MOrosiaeM oa 3 € oI BHAOT 6k +1
unu 6t —1. Ke pasrinename Tpu ciydau:
a) ako p=6k+1 m g¢g=6r+1, Toramr ox TeopemMa 1 O) cmegyBa nexa
p=q(modo6),
0) ako p=6k—-1 m ¢g=6¢—1, Toram on Teopemara 1 ©) cmemyBa meka
p=gq(mod6) u
B) ak0 p=6k+1 m ¢g=6f—1, Toram p=1(mod6) u g=-1(mod6) U of
Teopema 3 cieqyBa eka
p+q=1+(-1)(mod 6), T.e. p+¢=0(mod6).m

Mpumep 8. Hajou i cute mpoctn GpoeBrn p 3a xon p® —6p° +1 e kBampar Ha

npupozeH 6poj.



Pemrenme. Ako p=3, toram p°®—6p>+1=3%-6-32+1=729-54+1=676=26.
Hexka p #3, Toram p =+1(mod3), na 3aroa p2 =1(mod3) . Criopen Toa,

pS—6p>+1=(p*)Y —6p* +1=1=6-1+1= -4 =2(mod3) . 4)

Ho, criopes mpumep 5 umame n” =0 wm 1 (mod3), 3a cexoj ne N, ma ox (4) ciemysa

JieKa He MOCTOHM MPOCT Opoj p#3 TakoB mTo p®—6p? +1 e KBagpaT HA NPHPOACH
opoj.
KoHeuHo, eqMHCTBEHO peleHne € p=3. |

Jla 3a0enexxume fieka TeopeMa 3 BCYIITHOCT MOKaXKyBa JieKa peanyjata = 1o AajieH
MOJTyJI € COTJIACHA CO OTIEPAIMHUTE COOUPAE, OJI3EMAahe U MHOKCH¢ Ha KOHTPYCHITUH.
MeryToa, penamnujaTa = HE € COTJIaCHA CO pellanyjara Jeliekhe Ha e OpoeBH (IypH
W Kora moclenHata ¢ nedwHmpana). MmeHo, BO KoHTpyeHIHjaTa 8=-4 (mod12)

OpoeBute 8 U —4 ce nenuBU co 2 U co 4, MefyToa ako MojaesuMe co 2, OJJHOCHO co 4
JoouBame 4 =-2(mod12) ogHOocHO 2=-1(mod12) , mTO HEe € TOYHO. Bo ciemgHaTa

TeopeMa ke JIOKa)xeMe Kora JIBeTe CTPaHH BO €JlHa KOHTPYEHIIMja MOXKe Jia ce Tojesar
€O HEeKoj Opoj.

Teopema 4. a) Axko H3[I(a,m)=1 u ab = ac (mod m) , Toram b = ¢ (mod m).
0) Axo H3I(a,m)=d wu ab=ac(modm), Toram b=c(modgqg) Kaae IITO
q=".

B) Axo H3/l(a,m)=d , q =4 1 b=c(mod g), Toraur ab = ac (mod m).

Joxa3. 6) Hexka H3/(a,m)=d u ab=ac (mod m). [locTojar menu OpoeBu p # ¢
TaKBH, ITO m=dg U a=dp u Baxu H3/(p,q)=1. Oxn ab=ac (mod m) ciaemyBa aexa

MOCTOU k € Z TakoB, IITO ab = ac+mk . AKO TIOCJIIEIHOTO PABEHCTBO T'0 MOJEIUME CO
d TO poOuBaMe pPaBEHCTBOTO pb= pc+gk onx mTo ciexyBa p(b—c)=qk. Ho,

H3A(p,q)=1, ma 3aroa O IIOCIEAHOTO PpABEHCTBO cienysa q|(b—c), T.e.
b =c (mod ¢g), Kaze mTo q:%.

a) CnenyBa on TBpAeHeTO 1oj1 0) 3a d =1.

B) bunejku H3(a,m)=d , nobuBame a=dp U m=dq , 32 HEKOH IIeJIH OPOCBU
p u q. llonaramy, ong b=c(modgq) cnegyBa Jeka IIOCTOM ke€Z TakKoB, LITO
b =c+qgk . IlocmeqHOTO PaBEHCTBO TO MHOXXHUME CO a M JoOuBame neka ab = ac +agk
U aKO 3aMEHUME 3a a = dp JoOuBame Jieka

ab = ac +(dq)(pk) = ac+m(pk) ,

OIHOCHO ab—ac =m(pk) . Cnopen Toa, m|(ab—ac), T.e. ab=ac (mod m).m



Teopema 5. Ako a=b(modm) u a=b(modn) u H3C(m,n)=k, Toram
a=b(modk).

Hoxa3s. Hexa H3(m,n)=t. Toram n=pt u m=gqt, xane wro H3A(p,q)=1 u
H3C(m,n) = pqt . On n|(a—b) u m|(a—b) cnemyBa nexa pt|(a—b) u qt|(a—>b), T.e.
a-b=ptr u a-b=gqts. 3Haum, pir=gqts, T.e. pr=qgs u ounejku H3(p,q)=1
mobuBame p|s, T.e. s=pu. Co 3aMeHa BO a—b=gqts ngobuBame a—b=qipu, T.C.

pqt|(a-b). Ho, H3C(m,n) = pgt =k ,ma3aroa a=b (mod k). m

Ha xpajoT o1 0BOj Zien1 BU mperaraMe CaMOCTOjHO J1a TH PEIIHTE CICTHHUBE 3aaqn:

1. Ako m=1(mod2) wm m=—I(mod?2), goKaxere geka m> =1(mod8).
AKXo0 a € Z , nokaxere JeKa a’ = 0(mod 2) wnu a’ = I(mod 2) .
Jlokaxu JieKa KBaApaToT Ha CeKoj Lies 0poj € KoHrpyenTeH co 0 wmu 1 mo Moy 4.

AKO a e Z, fokaxere neka a” = 0(mod8) mwm a” =1(mod8) wm a” = 4(mod8).

A

AKo a e 1ien Opoj Koj He € AeTUB o 7, JOKaKeTe JAeKa

a) @ =1(mod7) mwm & =—1(mod7).

6) a* =1(mod7) i a* =2(mod7) mmu a* = 4(mod 7).

6. AKO a e 1en 6poj Koj He e JenMB co 8, JOKaxeTe geka a* =0(mod8) wiH
a* =1(mod0) .

7. Jlokaxere nexa 30MpOT Ha KBaApaTUTE Ha JBa IeIM Opoja € JeHuB CO 7 ako U

camo ako ¥ aBarta Opoja ce 1enuBu co 7.
8. JlokaxkeTe [eKa 3a CEKOj IIPHPOIEH 6poj n GpojoT n’ —n e aemus co 6.
9. Hajau ro octatokot ox aenerero Ha 6pojor 22 co 6pojor 13.
10. Ha koja mudpa 3aBpuryBa OpojorT:
a) 6811 6) 21000, B) 3333
11. Hajou ro ocTaTOKOT IpH JENCHETO Ha!

a) (5'%° +55)100 ¢o 24; 6) (177 +116)*! co 8.
(ITpomoswkyBa BO CIEIHUOT OPOj)
Su{tinata na matematikata e vo nejzinata sloboda.
G. Kantor

Vo glavata na Arhimed imalo pove}e fantazija otkolku vo Homerovata.
F. Volter



