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 XXI Republi~ki natprevar 1978 
 

 I godina 
 1.Doka`i deka 4 4 4( ) 8( )x y x y   .  
 

  Re{enie.]e go iskoristime ravenstvoto 2 22ab a b  , koe va`i za koi bilo a  i b  , a 

sleduva od o~iglednoto neravenstvo 2( ) 0a b  . Imame  
 

 
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 2 4 4 4 2 2 4 4 4 4 4 4

( ) [( ) ] ( 2 ) ( ) 4( )

4( 2 ) 4( ) 4 2 4( ) 4( ) 8( )

x y x y x xy y x x y y x y

x x y y x y x y x y x y x y

            

            
 

 

 2.Doka`i deka brojot 3k  ne mo`e da se pretstavi kako zbir od kvadratite od 
dva prirodni broja, za nieden priroden broj k .  
 

 Re{enie. Da go razgledame izrazot 2 2a b , kade {to a  i b  se prirodni broevi. Sekoj 
od broevite a  i b  mo`e da se pretstavi vo eden od oblicite 3 ,3 1,3 2s s s  .  

 Ako a  i b  se od oblik 3s , na primer 13a a , 13b b  toga{  
 

  2 2 2 2 2
1 13 ( )a b a b   ,  

 

pa, ako 2 2 3ka b  , toga{ 2 2 2
1 1 3ka b   . Zna~i, mo`eme da pretpostavime deka a  i b  ne se 

od oblik 3s . Vo toj slu~aj imame  
 

  1 1

1 1

3 , 3 1

3 , 3 2

a a b b

a a b b

   
   

     2 2 3 1a b A    

 

  
1 1

1 1

1 1

3 1 , 3 1

3 1 , 3 2

3 2 , 3 2

a a b b

a a b b

a a b b

    
    
    

    2 2 3 2a b A   ,  

 

{to zna~i deka 2 2 3ka b  . 
 

 3.Ista e so zada~a 3 vtora godina  
 

 4.Vo tri sadovi ima voda. Ako edna polovina od vodata vo prviot sad se prelie 
vo vtoriot, a potoa edna tretina od vodata {to se na{la vo vtoriot sad se prelie 
vo trtiot sad, a najposle edna ~etvrtina od vodata vo tretiot sad se prelie vo 
prviot sad, toga{ vo sekoj sad }e ima po 6l .( Pritoa, sadovite se dovolno golemi 

za da se izvr{at spomenatite prelivawa). Kolku voda imalo vo sekoj sad pred 
po~etokot na ova postapka?  
 

 Re{enie. Ako vo prviot sad ima x l , vo vtoriot y l , vo tretiot sad z l , toga{ po 

prvoto prelivawe, vo prviot sad }e ima 
2 2
x xx l  , vo vtoriot sad }e ima 

2
xy l , dodeka po 

prelivaweto od vtoriot sad vo tretiot, vo vtoriot sad }e ostane  
 

  1 1 (2 )
2 3 2 3
x xy y y x      

 
,                (1) 

 

a vo tretiot sad }e ima  

  1 1 (6 2 )
3 2 6

xz y z y x      
 

 

litri. Po prelivaweto od tretiot vo prviot sad, vo tretiot sad }e ostane  
 

  1 1 1(6 2 ) (6 2 ) (6 2 )
6 24 8

z y x z y x z y x                   (2) 

litri voda, a vo prviot }e ima  
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  1 1(6 2 ) (6 2 13 )
2 24 24
x z y x z y x      .              (3) 

 

 Imaj}i go predvid uslovot na zada~ata i (1), (2) i (3) , go dobivame sledniot sistem 
ravenki  
 

  

2 6 3

2 6 6 8

13 2 6 6 24

x y

x y z

x y z

  
    
    

 

 

~ie re{enie e: 8, 5, 5x y z   . Spored toa, vo prviot sad imalo 8 l  voda, a vo vtoriot i 

tretiot- po 5 l  voda.  
 
 

 II godina 
 

 1.Da se najdat site prirodni broevi n , takvi {to brojot  
 

  1! 2! 3! ... !n     
 

da e poln kvadrat.(Pritoa: ! 1 2 ...k k    , 1! 1 ) 
 

 Re{enie. Od toa {to 5! 120  zaklu~uvame deka !n  zavr{uva na nula za sekoj 5n  . 
Spored toa, brojot 1! 2! 3! ... !n     zavr{uva na 3  za 5n  , (bidej}i brojot 1! 2! 3! 4! 33     
zavr{uva na 3 ). Ako eden broj zavr{uva na 3 , toga{ toj broj ne e kvadrat na nieden broj, 
bidej}i kvadratot na bilo koj broj zavr{uva ili na eden, ili na ~etiri, ili na per, ili na 
{est, ili na devet, ili na nula. Zna~i,  za nitu eden priroden broj 5n   brojot 
1! 2! 3! ... !n     ne e poln kvadrat. Ostanuva da se ispita dali za nekoj priroden broj 4n   
brojot 1! 2! 3! ... !n     e poln kvadrat. Pritoa:  
 

 -za 1n  ,  21! 2! 3! ... ! 1 1n       
 -za 2n  , 1! 2! 3! ... ! 1! 2! 3n       ,  

 -za 3n  , 21! 2! 3! ... ! 1! 2! 3! 9 3n          
 -za 4n  , 1! 2! 3! ... ! 1! 2! 3! 4! 33n          
 

 Zna~i, edinstveni prirodni broevi n  za koi brojot 1! 2! 3! ... !n     e poln kvadrat na 
nekoj priroden broj se 1  i 3 .   
  
 

 2.Da se presmeta zbirot  

  
1

n k

k
i


 ,  

 

kade {to n  e priroden broj, a i  e imaginarna edinica.  
 

 Re{enie. Da voo~ime deka  

  4 4( ) 1 1s s si i    

  4 1 4( ) 1 1s s si i i i i i       

  4 2 4 2 2( ) 1 1 ( 1) 1s s si i i i         

  4 3 4 3 3( ) 1 1 ( )s s si i i i i i        ,  
i zatoa za sumata  
 

  2 3 4

1
...

n k n

k
i i i i i i


       

 

}e imame  
 

 a) 4n s , 2 3 4 4... ( 1 1) ( 1 1) ... ( 1 1) 0si i i i i i i i i i i                    

 b) 4 1n s   2 3 4 4 4 1... ( 1 1) ( 1 1) ... ( 1 1)s si i i i i i i i i i i i i i                      

 v) 4 2n s   2 3 4 4 4 1 4 2... ( 1 1) ( 1 1) ... ( 1 1) 1 1s s si i i i i i i i i i i i i i i                          
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 g) 4 3n s   2 3 4 4 4 1 4 2 4 3... ( 1 1) ( 1 1) ... ( 1 1) 1 1s s s si i i i i i i i i i i i i i i i                           .  
 
 

 3.Nad stranite ,BC CA  i AB  ode den proizvolen triagolnik ABC , nadvor od 
nego, konstruirani se ramnostrani triagolnici 1 1,BCA CAB  i 1ABC . Da se doka`e 

deka so otse~kite 1 1,AA BB  i 1CC  mo`e da se formira ramnostran triagolnik.      
 

 Re{enie.Od pretpostavkite na zada~ata (vidi crte`) 

sleduva deka 1B C AC , 1CA BC , 1 60ACA ACB   , 

1 60BCB ACB   , {to zna~i deka 1 1ACA BCB  . So 

toa e doka`ano deka 1 1BB C AAC   , od kade {to dobivame 

deka 1 1BB AA . Na ist na~in se poka`uva deka 

1 1CBC ABA   , od kade {to sleduva deka 1 1CC AA . So toa 

poka`avme deka 1 1 1AA BB CC  , t.e. od otse~kite 

1 1 1, ,AA BB CC  mo`e da se konstruira ramnostran 

triagolnik.  
  

 4.Neka 1S  i 2S  se 

sredinite na dijagonalite 
na eden proizvolen ~etiriagolnik ABCD . Da se doka`e 
deka otse~kata 1 2S S  minuva niz presekot P  na srednite 

linii na ABCD  i deka P  e sredina na otse~kata 1 2S S .  
 

 Re{enie. Prvo }e poka`eme deka sredi{nite to~ki na 
stranite na proizvolen ~etiriagolnik se temiwa na 
parallelogram(vidi crte`). Od toa {to 1PQ  e sredi{nica na 

triagolnikot ABC  dobivame 1
1
2

PQ AC  i 1 ||PQ AC , a od toa 

{to KR  e sredi{nica na triagolnikot ACD  dobivame 1
2

KR AC  i ||KR AC , od {to 

sleduva 1PQ QR   i 1 ||PQ KR  . Analogno se poka`uva deka 1P K QR  i 1 ||P K QR .  
 

 Bidej}i ~etiriagolnikot 1PQRK  e paralelogram, negovite dijagonali se prepolovuvaat. 

Od toa {to 1RS  e sredi{nica na ADC  dobivame deka 1
1
2

RS AD  i 1 ||RS AD , a pak od toa 

{to 1 2PS  e sredi{nica na ABD  se dobiva 1 2
1
2

PS AD  i 1 2 ||PS AD . Zna~i, dobivame deka 

1 1 2RS PS  i 1 1 2||RS PS . Sledstveno, ~etiriagolnikot 1 2 1PS RS  e paralelogram, a bidej}i 

1 2S S  i 1P R  se negovi dijagonali, tie se prepolovuvaat, {to zna~i, P e sredina na otse~kata 

1 2S S .  
 
 

 III godina 
 

 1.Da se re{i ravenkata    

  ( 3 8 ) ( 3 8 ) 6x x    .  
 

 Re{enie. Ako vo ravenkata namesto 8 3  stavime 1

3 8
 }e dobieme ekvivalentna 

ravenka  

  2( 3 8 ) 6( 3 8 ) 1 0x x     .  

A B

C
1B

1C

1S

2S

PA

B

C

D

1P
Q

R
K
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Ako stavime ( 3 8 )x y  , }e ja dobieme slednata kvadratna ravenka  

  2 6 1 0y y   ,  

~ii re{enija se 3 2 2y    i 3 2 2y   . Od ( 3 8 ) 3 2 2x    se dobiva 2x  , a od 

11( 3 8 ) (3 2 2)
3 2 2

x    


, se dobiva 2x   .  

 Zna~i, ravenkata ima dve re{enija 1 2x   i 2 2x   .   

 2.Vo triagolnikot ABC , 
visinata ch  ja deli stranata AB  na 

delovi p  i q . Na stranata AB  e 
povle~ena normala, koja{to go deli 
triagolnikot ABC  na dva dela so 
ednakvi plo{tini. Neka M  e 
prese~na to~ka na taa normala so 

AB . Da se najde AM  i BM .   
 Re{enie.Od pretpostavkite na 

zada~ata imame 1 ~C BC MBK  (vidi crte`). Navistina i dvata triagolnici se 

pravoagolni i imaat eden zaedni~ki agol, kaj temeto B .  
 Od sli~nosta na triagolnicite se dobiva slednata proporcija  

  1 1: :CC KM C B MB ,  

od kade {to se dobiva  
 

  ch MB
KM

q
 .                     (1) 

 

 Bidej}i plo{tinata na ~etiriagolnikot AMKC  e ednakva nap lo{tinata na 
triagolnikot MBK , dobivame deka plo{tinata P  na triagolnikot ABC  e  
 

  12
2

P MB KM MB KM    .                 (2) 
 

Od druga strana za plo{tinata P  na triagolnikot ABC  va`i  
 

  1 ( )
2 cP p q h                      (3) 

 

 Ravenstvata (1), (2) i (3)  go davaat slednoto ravenstvo  
 

  1 ( )
2

c
c

h MB
p q h MB

q


  .                  (4) 

 

 Koristej}i go ravenstvoto (4) i o~iglednoto ravenstvo AM AB MB  , se dobiva  

  
( )

2

q p q
AM p q

   .  

 

  3.Da se re{i ravenkata  
 

  2 2 2sin sin 2 sin 3 1x x x  .                  (1) 
 

 Re{enie.Koristej}i ja formulata  
 

  2 1sin (1 cos2 )
2

    ,                    
 

ravenkata (1) se transformira vo  
 

  22 cos2 cos4 2cos 3 2x x x    ,                (2) 
 

a potoa, imaj}i predvid deka  
 

A B

C

M

K

1A
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  cos cos 2cos cos
2 2

       , 
 

od (2)  dobivame  

  22cos3 cos 2cos 3 0x x x   ,  
t.e.  
  ( cos cos3 )cos3 0x x x   .                  (3) 

 Bidej}i cos3 cos 2sin 2 sinx x x x   , ravenkata (3) dobiva vid  
  sin sin 2 cos3 0x x x  ,  
pa   
  sin 0x  ,  sin 2 0x  ,   cos3 0x  .             (4) 
 Re{enijata na prvata, vtorata, tretata ravenka od (4) se soodvetno:  

  x k  ,  
2

x k  ,   (2 1)
2

x k   ,  ( k  ),        (5) 

pa toa se site re{enija na dadenata ravenka (1).  
 

 4.Ista kako zada~ata 1 od ~etvrta godina.   
 
 

 IV godina 
 
 

 1.Da e doka`e deka eden cel broj c  mo`e da se pretstavi kako zbir na 
kvadratite na dva celi broja ako i samo ako brojot 2c  go ima istoto svojstvo.   
 

 Re{enie.Neka brojot c  mo`e da se pretstavi kako zbir na od kvadratite na dva celi 

broja x  i y , t.e. 2 2c x y  . Broevite x y  i x y  se celi i koristej}i go o~iglednoto 

ravenstvo 2 2( ) ( ) 2x y x y c    , zaklu~uvame deka i brojot 2c  e zbir od kvadratite na dva 
celi broja.  

 Obratno, neka 2 22c a b   za nekoi celi broevi a  i b . Bidej}i brojot 2 2a b  e paren, 

sleduva deka 2a  e paren i 2b  e paren, ili 2a  e neparen i 2b  e neparen. Kvadratot na bilo 
koj paren broj e paren, i kvadratot na bilo koj neparen broj e neparen, pa zaklu~uvame deka 
a  i b  se parni broevi, ili a  i b  se neparni broevi. Razlikata i zbirot na parni 

(neparni) broevi e paren broj. Zatoa 
2

a b  i 
2

a b  se celi broevi. Koristej}i go ovoj  

rezultat i pretpostavkata 2 22c a b    dobivame  
 

  
2 2 2 22 2 2 2 2( )2 2 2 2

2 2 4 4 4

a ba b a b a ab b a ab b c c
                 

   
,  

 

 Zna~i, i brojot c  e zbir na kvadratite na dva celi broja.  
 
 

 2.Neka   e permutacija na mno`estvoto 1 2 3{ , , ,..., }na a a a  kade {to 1 2 3, , ,..., na a a a  se 

dadeni pozitivni realni broevi. Da se doka`e deka  
 

  1 2

1 2
....

( ) ( ) ( )
n

n

aa a
n

a a a
   

  
  

 

 Re{enie. Od toa {to   e permutacija na mno`estvoto 1 2 3{ , , ,..., }na a a a  zaklu~uvame deka  
 

  1 2 3 1 2 3... ( ) ( ) ( ) ... ( )n na a a a a a a a          .  
 

Koristej}i ja poznatata osobina deka aritemti~kata i geometriskata sredina  na 
nenegativni realni broevi e pogolema ili ednakva na nivnata geometriska sredina, 
dobivame  
 

  1 2 1 2

1 2 1 2

1 .... .... 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

kn nk
n n

a aa a a a

n a a a a a a

 
              

.  
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 3.Da se doka`e deka ramnostran triagolnik ne mo`e da se vpi{e vo kvadratna 
mre`a, taka {to temiwata na triagolnikot da le`at vo presecite na 
horizontalnite i vertikalnite linii na mre`ata.  

 Re{enie. Neka vertikalnite linii od mre`ata se paralelni so ordinatnata oska, a 
horizontalnite linii od mre`ata se paralelni so apscisnata oska vo eden pravoagolen 
dekartov koordinaten system. Da pretpostavime deka vo taa mre`a mo`e da se vpi{e 
ramnostran triagolnik ~ii temiwa se vo presecite na horizontalnite I vertikalnite 
linii vo mre`ata(vidi crte`).  
 Neka 1 1( , )A x y , 2 2( , )B x y  i 3 3( , )C x y . Jasno e deka postojat celi broevi 1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a b b b , 

takvi {to  
  i ix a d , i iy b d  ( 1,2,3i  ),  

kade {to d  e ozna~eno rastojanieto me|u horizontalnite(vertikalnite) linii (vidi 
crte`).  
 Od poznatata formula, za plo{tinata P  na triagolnikot ABC  dobivame  

  1 2 3 2 3 1 3 1 2
1 [ ( ) ( ) ( )]
2

P x y y x y y x y y      ,  

t.e.  

  
2

1 2 3 2 3 1 3 1 2[ ( ) ( ) ( )]
2

dP a b b b b b a b b      .             (1) 

Od druga strana, od 
2 3
4

cP  , kade {to 2 2 2
2 1 2 1( ) ( )c x x y y    , dobivame  

  
2

2 2
2 1 2 1

3 [( ) ( ) ]
4

dP a a b b    .               (2) 

 Ako gi sporedime ravenstvata (1) i (2), }e dobieme  

  
2 2

2 1 2 1
1 2 3 2 3 1 3 1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( ) 3

2

a a b b
a b b b b b a b b

  
               (3) 

{to ne e mo`no, bidej}i levata strana od ravenstvoto (3) e racionalen broj, a desnata 
strana od toa ravenstvo e iracionalen broj (proizvod od racionalen broj razli~en od nula 
i iracionalen broj e iracionalen broj).  
 
 

 4.Vo daden kru`en konus, so visina H  i radius na osnovata R  vpi{an e 
cilndar so maksimalen volumen. Vo cilindarot e vpi{an konus i vo toj konus pak 
e vpi{an cilndar so maksimalen volumen, itn ( osnovite na cilndrite i konusite 
se vo ista ramnina). Da se najde sumata na volumenite na vpi{anite cilindri.  
 
 

 Re{enie.Da go ozna~ime so x  radiusot na osnovata na vpi{aniot cylinder, a so y  

negovata visina. Jasno e deka ~ ' 'ABC A B C  (vidi crte`; dvata triagolnici imaat eden 
zaedni~ki ostar agol i dvata se pravoagolni). Od nivnata sli~nost se dobiva  

A

B

C

O
d

d x

y
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  ( )Rx H y
H

  .          (1) 

Go barame onoj cilindar koj{to ima maksimalen volume 
2V x y  , t.e. }e najdeme za koj y  funkcijata  

  
2

2
2

( ) ( )Ry H y y
H

    

ima maksimalna vrednost. Od  

  
2

2
2

'( ) [2( )( 1) ( ) ] 0Ry H y y H y
H

        ,  

ja dobivame ravenkata  

  2 23 4 0y Hy H   ,  

~ii re{enija se 1y H  i 2 3
Hy  . Poradi  

  
2 2

2 2
''( ) [2( 1)( 1) 12( )( 1) 2( )( 1) ( 4 6 )R Ry y H y h y H y

H H
               ,  

imame  

  
2

1 2
''( ) 2 0Ry H

H
    ,   

{to zna~i deka 1( )y  e minimum na funkcijata ( )y (cilindarot degenerira vo visinata 

na konusot), a 
2

2 2
''( ) ( 2 ) 0Ry H

H
     , {to zna~i deka za 

3
Hy   se dobiva deka maksimum na 

( )y (“maksimalnost na volumenot”). Za ova vrednost na y , od ravenstvoto (1) dobivame 

2
3

x R  I maksimalniot volume }e bide  

  
2

1( ) 4
27

R Hy   .  

Ako sega, vo dobieniot cilinder vpi{eme konus(visinata na toj konus e visinata na 

cilinderot, 
3
H , a radiusot na osnovata na konusot e radiusot na osnovata na cilindarot, 

2
3

R ) i vo toj konus vpi{eme cilinder so maksimalen volumen, toga{ visinata na 

novovpi{aniot cilindar }e bide 
2

1 1
3 3 3

H H   
 

, a radiusot na negovata osnova }e bide  

  
2

2 2 2
3 3 3

R R      
   

,  

dodeka negoviot volumen e 
4 2

2 2 1
3 3

R H        
   

; tretiot vpi{an cilindar }e ima visina 

3
1
3

H 
 
 

, radius na osnovata 
3

2
3

R 
 
 

 i volumen 
6 3

2 2 1
3 3

R H        
   

 i analogno, za sekoj nareden 

vpi{an cilindar. Na ovoj na~in dobivame edna niza broevi(volumeni) koja pretstavuva 

gemetriska niza so koli~nik 4 1
27

q    i zatoa sumata na beskrajniot geometriski red }e 

bide  

  

2

2

14
427

4 231
27

R H
R H


 


.  

A B

C

R x

y

'B
'A

H
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 XXII Republi~ki natprevar 1979 
 
 
 

 I godina 
 
 

 1.Da se presmeta vrednosta na izrazot  

  1 1 1
( )( ) ( )( ) ( )( )

A
a a b a c b b a b c c c a c b

  
      

,  

ako 1abc   i a b c a   .   
 
 

 Re{enie.Imame  
 

  

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ]
( )( )( ) ( )( )( )

( )( )

( )( )(

bc b c ac a c ab a b b c bc a c ac a b abA
abc a b a c b c abc a b a c b c

b c a b c a ac c a c a b b c a ac
abc a b a c b c abc a b a c b c

c a b bc ba ac

abc a b a c

           
     

          
     

   
 

( )[ ( ) ( )]

) ( )( )( )

( )( )( ) 1 1 1 .
( )( )( ) 1

c a b b c a b c

b c abc a b a c b c

c a b c b a
abc a b a c b c abc

    
   

     
  

 

 
 

 2.Da se doka`e deka proizvodot od tri posledovatelni neparni 
prirodni broevi e deliv so 3 .  
 
 

 Re{enie.Treba da se doka`e deka brojot (2 1)(2 1)(2 3)n n n    e deliv so 3 . Prirodniot 

broj n  e ili od oblik 3k , ili od oblik 3 1k   ili od oblik 3 2k  .  
 

 Ako 3n k , toga{ (2 1)(2 1)(2 3) 3(6 1)(6 1)(2 1)n n n k k k       .  

 Ako 3 1n k  , toga{ (2 1)(2 1)(2 3) 6 (6 3)(6 5)n n n k k k      .  

 Ako 3 2n k  , toga{ (2 1)(2 1)(2 3) 3(6 3)(2 1)(6 7)n n n k k k       .  

 Zna~i, vo sekoj slu~aj (2 1)(2 1)(2 3)n n n    e deliv so 3 .  
  
 

 3.Vo sfera T  so radius R , vpi{ani se osum sferi 
so ednakvi radiusi r , taka {to centrite na 
vpi{anite sferi se temiwa na edna kocka i sekoja od 
vpi{anite sferi ja dopira sferata T  i tri od 
vpi{anite sferi. Da se najde radiusot r  na 
vpi{anite sferi.  
 
 

 Re{enie.Ako se napravi presek na topkata i kockata po 
prostornata dijagonala na klockata, }e se dobie slika kako 
na crte`ot. Pritoa so x  e ozna~ena polovinata od 
prostornata dijagonala na kockata, rabot na kockata e 2r , 

a prostornata dijagonala na kockata e ednakva na 2 3r . Od 

slikata se gleda deka R r x  , t.e. 3R r r  , od kade {to se dobiva deka  
 

  
1 3

Rr 


.  

  
 

 4.Sekoja od bukvite od zbirot  

  

F O R T Y

T E N

T E N

S I X T Y


 

r

r

r

r

x

2 2r

R
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da se zameni so edna od cifrite 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9  taka {to isti bukvi bukvi se 
ozna~eni so isti cifri, a razli~ni bukvi se ozna~eni so razli~ni cifri, i 
sobiraweto da bide to~no.  
 
 

 Re{enie. Bidej}i Y N N   e broj ~ija cifra na edinicite e Y , 2N  treba da bide broj 
~ija cifra na edinicite e 0 . Toa e mo`no za 0N   ili 5N  . Ako 5N  , toga{ kaj zbirot 
na deseticite }e treba 1E E   da bide broj ~ija cifra na edinicite e 0 , {to ne e mo`no. 
Spored toa, dobivame 0N   i  5E  . Da go razgledame sega zbirot na cifrite na stotkite, 

2 1R T  . Toj zbir e pomal od 30 , bidej}i negovata najgolema vrednost e 27 , a imeno za 
8R   i 9T  . Spored toa, go imame ravenstvoto  

  2 1 10R T x X    ,  
kade {to 0,1x   ili 2 . Da go razgledame sekoj slu~aj posebno.  
 

 1.Ako 0x  , toga{ imame 2 1R T X   , {to zna~i deka ne dodavame cifra kaj 
iqadnicite, pa bi dobile deka O  i I  se zameneti so isti cifri. Zna~i, 0x   ne e mo`no.  
 

 2.Ako 1x   toga{ imame 2 1 10R T X    , {to zna~i deka kaj iljadite dodavame cifra 
1 . Dobivame deka I  e cifra na edinicite za brojot 1O  . Vo ovoj slu~aj ne e mo`no 8O   
bidej}i treba da dodademe cifra kaj dectiljaite za F  i S  da bidat razli~ni cifri. 
Spored toa, 9O   i bi dobile I O  {to ne e  mo`no bidej}i 0N  . Zna~i, slu~ajot 1x   
ne e mo`en.  
 

 3. Ostanuva deka e to~no 2x  . Toga{ 2 1 20R T X    , t.e. kaj iljadite dodavame 
cifra 2 . Sega, ne e mo`no 7O   i 8O   bidej}i vo prviot slu~aj ne bi imal da dodademe 
cifra kaj desetiljadite, a vo vtoriot bi dobile I O . Spored toa, dobivame: 9O  , 1I   i 

1S F  . Ponatamu 2 1R T   treba da bide broj me|u 20  i 27  {to e mo`no ako R  i T  
imaat vrednosti 6,7  ili 8 .  
 

 Zna~i, gi imame slednite mo`nosti: 6R   i 7T  ; 7R   i 8T  ; 8R   i 6T   ili 
8R   i 7T  . Vtorata i ~etvrtata mo`nost gi isklu~uvame bidej}i bi dobile 1X   {to ne 

e mo`no. Prvata i tretata mo`nost gi isklu~uvame bidej}i bi dobile 3X  , pa za ,F S  i 

Y ostanuvaat cifrite 2,4  i 6  {to ne e mo`no, zo{to F  i S  treba da se posledovatelni 

broevi. Spored toa, dobivame 7, 8R T   i, na krajot, 2, 3F S  , 6Y  . Zna~i, re{enie e 
tablicata 
 
 

  

2 9 7 8 6

8 5 0

8 5 0

3 1 4 8 6


 

  
 
 

 II godina 
 
 
 

 1.Ako 1 ( 1 3)
2

i    , da se doka`e deka 2 1 0      i 3 1  . Potoa da se odredi 

realniot i imaginarniot del  na brojot 
2a b

a b
 
 

, kade {to a  i b  se realni broevi.   
 

 Re{enie. Re{enijata na kvadratnata ravenka 2 1 0x x    se broevite 1 ( 1 3)
2

i  , {to 

zna~i deka 2 1 0     . Taka  
 

  3 2 3 31 1 1( 1 3) [ 1 3 3 3( 1) 3 ( 3) ] ( 1 3 3 9 3 3) 1
2 8 8

i i i i i i                  
 .  
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2 2 1 31

( ) 2
ia b a b a b

a b a b a b
          

        
.  

(treba da zabele`ime deka vo imenitelot na dropkata 
2a b

a b
 
 

 mora da bide razli~en od nula, {to }e bide 

ispolneto ako 2 2 0a b  ).  
 

  

 2.Nad stranite na eden pravoagolen triagolnik 
so kateti a  i b , konstruirani se kvadrati i potoa 
sosednite slobodni temiwa na kvadratite se 
povrzani so se povrzani so otse~ki. Da se najde 
plo{tinata na dobieniot {estagolnik.  
 
 

 Re{enie. Od crte`ot se gleda deka  

  
1 2 2 1 2 1 1 1 2 1 1 1

2 2

2A A B B C C A CA BC B A AC
abP P P P b c       

  
2 2 2A CB

abP  ,  
2 1 2 2

1
2BC BP bS C .  

 
 

 Bidej}i 2 2BC S ABC   (imaat po edna strana ednakva, dvata se pravoagolni i 

2 2S BC CBA   kako agli so zaemno normalni kraci), sleduva deka 2 2S C a . Spored toa, 

2 1 2BC B
abP  . Sli~no se dobiva deka 

1 1 2A AC
abP  , pa baranata plo{tina }e bide 2 22( )a b ab  .    

 
   

 3.Tetivite 1 2A A  i 1 2B B  od kru`nicata ( , )k O r  se zaemno normalni. Ako 

1 2 1 2S A A B B  , da se poka`e deka 1 2 1 2 2SA SA SB SB SO   
    

.  
 

 Re{enie. Ako 1S  e sredinata na tetivata 1 2A A , 2S  e 

sredinata na tetivata 1 2B B (vidi crte`), }e imame  
 

  1 2SO SS SS 
  

,          (1) 

  

   
1 1 1 1 1 1 2

1 1 2 1 2

1
2

1 1
2 2

SS SA A S SA A A

SA SA SA SA SA

    

     

    

      

 Sli~no se dobiva ravenstvoto    

   2 1 2
1 (
2

SS SB SB 
  

.  

 Ako najdenite ravenstva gi zamenime vo ravenstvoto (1) }e go dobieme baranoto 
ravenstvo.  
 
 

  4.Pri mno`ewe na dva pozitivni broevi od koi edniot e za 9  pogolem 
od drugiot, u~enikot napravil gre{ka stavaj}i na mestoto na desetkite 
broj, za tri pomal od to~niot. Pri deleweto na toj broj so pomaliot 
mno`itel u~enikot dobil koli~nik 42  i ostatok 4 . Koi broevi gi mno`el 
u~enikot?  
 
 

 Re{enie. Neka pomaliot mno`itel e x , a brojot {to go dobil u~enikot e y . Toga{ 
uslovite od zada~ata davaat:  
 

  ( 9) 30x x y    
 

  42 4y x   
 

Re{avaj}i go sistemot po x  se dobiva 1 34x   i 2 1x   . Zna~i, broevite se 34  i 43 .   

1A 2A

1B

2B

1S

2S O

S

A

BC

1A

2A

2B 1B

1C

2C1S

2S

a

a

a

b

b

c

c





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 III godina 
 

 1.Da se opredeli za koi   va`i neravenstvoto 1 ctg ctg
2
   . 

  Re{enie.Bidej}i 
2

2

2

ctg 1
ctg

2ctg






  , dadenata neravenka dobiva oblik  

   
2

2
2

2

ctg 1
1 ctg

2ctg







  . 

Ako 
2

ctg 0  , od gornata neravenka se dobiva slednava neravenka  

  2 22ctg ctg 1 2ctg
2 2 2
     ,  

t.e.  

  
2

ctg 1 0
2
   

 
 

koja va`i za sekoj  .  

 Ako ctg 0
2
  , od neravenkata (1) se dobiva slednava neravenka  

  
2

ctg 1 0
2
   

 
,  

koja{to va`i samo za onie   za koi ctg 1
2
  , no za tie   ne e ctg 0

2
  .  

 Spored toa, re{enijata na dadenata neravenka se onie   za koi 
2

ctg 0  , t.e.  

  0 2 2k k        , 0, 1, 2,...k    .  
  
 

 2. Dva kruga so radiusi R  i r  se dopiraat vo to~kata M . Na krugot so radius r  
e dadena to~ka N , dijametralno sprotivna na M  i vo taa to~ka e povle~ena 
tangenta. Da se najde radiusot na krugot koj{to gi dopira dvata kruga i tangentata 
{to minuva niz to~kata N .    
 
 

 Re{enie.I slu~aj: kru`nicite se dopiraat odnadvor(vidi crte`). Imame:  

  2 2( 2 ) ( )R r x y R x      

  2 2 2( ) ( )x r y r x    ,  

od kade {to, so eliminacija na y , se dobiva 
( )r R r

x
R

 .  
 

 Drugata kru`nica koja gi dopira dvete dadeni kru`nici i tangentata ima centar vo 

to~kata S  i radius 
2

R r .  
 

 II slu~aj. Kru`incite se dopiraat odnatre. (Vo ovoj slu~aj mo`e da se pretpostavi deka 
R r ).  

 

 Od crte`ot se gleda deka ima tri takvi kru`nici. Ednata od niv ima centar vo to~kata 

P  i radius 
2

R rx  , a drugite dve se simetri~ni me|u sebe. Nivnite radiusi se dobivaat 

od slednite relacii  
 

  2 2 2( ) ( )r x y r x     
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  2 2 2( 2 ) ( )R r x y R x     ,  
 

od kade {to dobivame deka  
 
 

  
( )r R r

x
R

 .  

  
 

 3.Da se re{i sistemot ravenki  

  
y x

x y

x y

a b

 



,  

1a  , 1b  . Da se izvr{i diskusija.  
 
 

 Re{enie.Mo`nite re{enija na sistemot mo`at da bidat samo 0x   i 0y  . Od toa I od 

vtorata ravenka sleduva deka 1a   i 1b  , ili 0 1b   i 0 1a  . Ako e 0 1a   i 1b   
ili 0 1b   i 1a  , toga{ sistemot nema re{enie.  
 

 Zatoa, neka 1a   i 1b   (ili 0 1b   i 0 1a  ). Logaritmiraj}i gi dadenite ravenki 
po proizvolna osnova, dobivame system ravenki, ekvivalenten na dadeniot:  
 

  
log log ,

log log .

y x x y

x a y b




 

 

 Mno`ej}i gi levite i desnite strani na dobienjot sistem i kratej}i so 0xy  , go 
dobivame sistemot  
 

  
log log log log

log log

a x b y

x a y b

  


 

 
 

koj{to, isto taka, e ekvivalenten na dadeniot sistem. Od prvata ravenka na posledniot 
sistem nao|ame, deka  
 
 

  

log

log

b
ax y ,  

 

pa zamenuvaj}i vo vtorata ravenka:  
 
 

  

log log
log log

log

b a
a b

y
a



 .  

 

 Od toa, ako log log 0b a  , imame  
 
 

  

log
log loglog

log

a
b ab

y
a

 
  
 

, 

log
log loglog

log

a
b ab

x
a

 
  
 

.  

 
 

 Ako, pak, log log 0b a  , toga{ a b  i od vtoroto ravenstvo dobivame x y . Vo toj 
slu~aj sisitemot e zadovolen od proizvolen par broevi x  i y  ednakvi me|u sebe.   
  
 

 4.Ako p  i q  se neparni broevi, da se doka`e deka ravenkata  

  2 0x px q    
nema racionalni koreni.    
 
 

 Re{enie.Edna kvadratna ravenka da ima racionalni koreni, treba nejzinata 
diskriminanta da bide kvadrat na nekoj cel broj, pa ako pretpostavime deka dadenata 

kvadratna ravenka ima racionalni koreni, treba 2 24p q a   za nekoj cel broj a . Bidej}i 

p  i q  se neparni broevi i brojot 2 4p q  e neparen(kako razlika od neparen i paren broj), 



 

Армаганка‐Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

16 

sleduva deka i 2a  e neparen broj, pa i a  e neparen broj. Zna~i, treba da proverime dali 

ravenkata 2 24 (2 1)p q k    mo`e da va`i za 2 1p m  , 2 1q n   i k  cel broj. Pritoa  
 

 2 2(2 1) 4(2 1) (2 1)m n k      
 

  2 24 4 1 8 4 4 4 1m m n k k        
 

  ( 1) (2 1) ( 1)m m n k k      
 

 Brojot ( 1)k k   e paren kako proizvod na dva posledovatelni celi broevi, brojot 

( 1) (2 1)m m n    e neparen kako razlika na eden paren i eden neparen broj, pa dobivame 
deka poslednata ravenka ne mo`e da va`i, odnosno deka dadenata kvadratna ravenka nema 
racionalni koreni.  
  
 
 
 

 IV godina 
 

 1.Da se doka`e deka vo tablicata  

  

1

2 3

3 4 5 6 7

4 5 6 7 8 9 10

. . . . . . . . .

. . . . . . . . . .

  

Zbirot na site ~lenovi vo sekoja redica e ednakov na 
kvadratot na sredniot broj.  
 
 

 Re{enie. Da zabele`ime deka n -tata redica vo gornata 
tablica ima oblik  
  1 2 ... 2 1 ... 3 2n n n n n    .  

^lenovite na ova redica formiraat aritmeti~ka niza i ako 
S  e zbirot od site tie ~lenovi(gi ima 2 1n  ) dobivame  

  22 1 ( 3 1) (2 1)
2

nS n n n     ,  

{to treba{e da se doka`e.  
  
 

 2.Da se najde visinata na konusot so najgolema bo~na povr{ina, koj{to mo`e da 
se vpi{e vo topka so radius R .   
 

 Re{enie. Da ja ozna~ime visinata na konusot so x . Plo{tinata na bo~nata povr{ina 
na konusot e y rs  (vidi crte`). Od triagolnikot OAB  imame  

  OA x R   

  2 2 2 2( ) 2r R x R Rx x     .  

Od triagolnikot ABC  imame  
 

  2 2 2 2 22 2s x r x Rx x Rx       
od kade {to dobivame  
 

  2 2 34 2y R x Rx   .  
Maksimumot na ova funkcija go barame preku nejziniot prv izvod:  
 

  
2 2

2 2 2

8 6'
2 4 2

R x Rxy
R x Rx




 

  ' 0y     2 28 6 0R x Rx     0x    ili  
28 4

6 3
R Rx
R

  ,  

( 0x   ne spa|a vo re{enieto na zada~ata);  

A B

C

O

R

r

s
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  '( )
2

Ry R   , 3'( )
2 2
R Ry   ;  

Spored toa, prviot izvod na funkcijata levo od to~kata 3
4

x R  e pozitiven, a desno od taa 

to~ka e negative, {to zna~i vo taa to~ka funkcijata ima maksimum.  
 

 3. Ako p  e prost broj i m  e cel broj, da se doka`e deka pm m  e deliv so p .    
 

 Re{enie. ]e ja iskoristime binomnata formula i matemati~kata indukcija. Za 1m   

tvrdeweto va`i, bidej}i 1 0pm    e deliv so sekoj broj. Da pretpostavime deka tvrdeweto 
e to~no za m n . Toga{ za 1m n   }e imame:  
 
 

  

1 2

1 2 2

( 1) ( 1) ...
1 2 1

... .
1 2 2

p p p p

p p p

p p p
n n n n n n n

p
p p p

n n n n n pn
p

 

 

     
                   

     
                

  

 

Izrazite 
! [( 1)!]

!( )! !( )!

p p p p
k k p k k p k

       
, za 1,2,3,..., 2k p   se delivi so p  bidej}i p  e prost 

broj. Zaradi induktivnata pretpostavka, dobivame deka i ( 1) ( 1)pn n    e deliv so p .   
  

 4.Dadena e kru`nica so radius r  i eden 
negov dijametar AB . Vo to~kata B  e povle~ena 
tangenta na kru`nicata i niz to~kata A  edna 
prava, koja ja se~e kru`nicata vo to~kata C , a 
tangentata-vo to~kata D . Niz C  e povle~ena 
prava paralelna so tangentata BD , a niz D -
prava paralelna so dijametarot AB . Tie dve 
pravi se se~at vo to~kata E . Da se odredi 
geometriskoto mesto na to~kata E , ako 
tetivata AC  rotira okolu  A .  
 

 Re{enie. Da izbereme koordinaten sistem taka 

{to ravenkata na kru`nicata da bide 2 2 2x y r  . 

Dijametarot AB  go izbirame da le`i na Ox -
oskata(vidi crte`) Toga{ ravenkata na tangentata e x r , a ravenkata na tetivata AC  e 

( )y k x r  . To~kata C  }e ima koordinati  
 
 

  
2

2
1
1

C
kx r
k




,  
2

2
1

C
rky
k




,  

 

a to~kata D  }e ima koordinati Dx r , 2Dy rk . Ravenkata na pravata DE  }e bide   
 
 

  2y rk ,                          (1) 
 
 

a ravenkata na pravata CE  }e bide  
 
 

  
2

2
(1 )

1

k
x r

k




                     (2) 

 

Ako od (1) i (2) go eliminirame parametarot k , }e dobieme  
 
 

  2 24 r xy r
r x



;  
 

toa e ravenka na baranoto geometrisko mesto.  
 

А О B

D
C

E

x

y
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 XXIII Republi~ki natprevar 1980 
 

 I godina 
 

 1.Za obele`uvawe(numerirawe) na stranicite na eden re~nik upotrebeni se 
6869  cifri. Kolku stranici ima re~nikot? 
  Re{enie.Za obele`uvawe na prvite 999  stranici potrebni se 9 2 90 3 900 2889      
cifri. Ostanuvaat u{te 6869 2829 3980   cifri. So niv mo`at da se obele`at u{te 
3980 : 4 995  stranici. Spored toa, vkupniot broj na stranici na re~nikot e 
999 995 1994  .  

 

 2.Da se doka`e deka kubot na najgolemiot od tri posledovatelni prirodni 
broevi e razli~en od zbirot na kubovite od drugite dva.  
 Re{enie.Da pretpostavime deka za nekoj broj x  e to~no ravenstvoto  

  3 3 3( 1) ( 1)x x x    .  
Gornoto ravenstvo e ekvivalentno so ravenstvoto  

  2( 6) 2x x   ,  
koe e nevozmo`no vo mno`estvoto na prirodni broevi, bidej}i levata strana na toa 
ravenstvo za 1 6x   e pomala ili ednakva na nula, a za 6x   taa e pogolema od 36 .  
  

 3.Vo eden tetraedar so rab a  e vpi{ana 
sfera i okolu nego e opi{ana sfera. Da se 
najdat  soodvetnite radiusi i volumenot na 
piramidata so temiwa vo to~kite vo koi 
vpi{anata sfera go dopira tetraedarot.  
 Re{enie. Centrite na vpi{anata i opi{anata 
sfera vo i okolu pravilniot tetraedar ABCS (vidi 
crte`) se sovpa|aat i se nao|aat vo presekot na 
visinite na tetraedarot. Neka toa bide to~kata O .  
 Jasno e deka:  

  6
3

aSO OK  ,         (1) 

(visina na pravilen tetraedar so rab a ),  

  
2 2 2

OK OA AK  .                   (2) 

 Bidej}i 3
3

aAK  , od ravenstvoto (2) dobivame  

  
22 2

3
aOK SO  ,  

pa ako se iskoristi ravenstvoto (1), se dobiva deka radiusot na vpi{anata sfera e 

6
12

aOK  , a radiusot na opi{anata sfera e 6
4

aOS  .  

 Rabot na piramidata, so temiwa vo dopirnite to~ki na vpi{anata sfera vo tetraedarot 

so rab a  i toj tetraedar iznesuva 
3
a  i zatoa volumenot na piramidata e  

  
2 2 31 1 13 6

3 4 3 3 3 324
aa aV        

 
.   

  

 4.Na eden {ahovski turnir u~esnicite igrale sekoj so sekogo po edna{ i  
niedna partija ne zavr{ila remi. Da se poka`e deka me|u u~esnicite postoi 
{ahist A  so slednoto svojstvo: ako B  e nekoj drug u~esnik na turnirot, toga{ A  
go pobedil B , ili postoi {ahist C  koj{to e pobeden od A  i go pobedil B .  

 
A

B

C

S

K

O
a
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 Re{enie. Vo prviot slu~aj koj bilo od u~esnicite e baraniot {ahist A , bidej}i ako B  
e nekoj drug u~esnik, toga{ ili A  go pobedil B  i toga{ navistina sme go na{le u~esnikot 
A , ili A   izgubil od B , vo koj slu~aj mora da postoi {ahist C  koj izgubil od A  i go 

pobedil B , oti ako takov nema, site drugi {ahisti ili go pobedile A , pa A  bi imal 
najmal broj poeni {to ne e mo`no, ili izgubile od B , pa B  bi imal najmnogu poeni {to 
isto taka ne e mo`no.  
 

 Vo vtoriot slu~aj, koj bilo od tie nekolku koi imaat najmnogu, no ist broj poeni e 
baraniot {ahist A . Proverkata za toa e sli~na kako i vo slu~ajot 1.  
 

 Vo tretiot slu~aj baraniot {ahist A  e pobednikot na turnirot koj ima najmnogu poeni. 
I tuka proverkata e sli~na kako i vo slu~ajot 1.  
 
 

 II godina 
 

 1.^amec trgnuva nadolu po rekata vo 10  ~asot. Istiot moment od nego e 
pu{tena topka. Po 15  minuti ~amecot se vra}a po topkata. Vo kolku ~asot 
~amecot }e ja sretne topkata?  
 

 Re{enie. Neka brzinata na rekata e v , a brzinata na ~amecot e 1v . Ako ~amecot trgnal 

od to~kata A  i po 15 min  stinal vo to~kata B  (vidi crte`), toj pominal pat 

1
1 ( ) km
4

AB v v  .  

 Za toa isto vreme topkata A  do{la vo C  i pominala pat 1
4

AC v . Od to~kata B  

~amecot se vra}a nazad. Da pretpostavime deka po x  ~asovi ja sretnal topkata vo to~kata 
E . Toga{  

  1( )BE x v v   

  CE x v  ,  

pa od AC CE EB AB    i od prethodnite ravenki dobivame 1
4

x  ~as = 15 minuti . Spored 

toa, ~amecot }e ja sretne topkata vo 10  ~asot i 30  minuti.   
  
 

 2.Da se najde najmaliot priroden broj 1n   so slednovo svojstvo: postoi 
mno`estvo M  od n  to~ki vo ramninata takvi {to sekoja prava AB  ( ,A B M ) e 
paralelna so nekoja druga prava CD   ( ,C D M ).  
 

 Re{enie. O~igledno e deka 2,3n  . Isto taka ne postoi mno`estvo M  od ~etiri to~ki 
vo ramninata so baranoto svojstvo, bidej}i vo proizvolen ~etiriagolnik dijagonalata ne e 
paralelna so drugata dijagonala, nitu so koja bilo strana.  
 

 Mno`estvoto M  sostaveno do temiwata na eden pravilen petagolnik go ima baranoto 
svojstvo. Spored toa, 5n  .   
 

  3.Da se re{i sistemot ravenki  
 

   

2 2 2 219

1 1 1 0

11

x y z

x y z

x y z

   

   

   

.  

 

 Re{enie. Dadeniot sistem e ekvivalenten so sistemot  
 

  

2 2( ) 2( ) 19

0

11

x y z xy yz zx

xy yz za

x y z

      
   
   
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od kade {to dobivame  

  
2 2( ) 19

11

x y z

x y z

   


  
.  

 

 Posledniov sistem e ekvivaleten so slednive dva sistema 

  
15

4

x z

y

 
 

                    (1) 

  
4

15

x z

y

  
  

                    (2) 

 

 Od sistemot (1) i koja bilo od ravenkite na dadeniot sistem gi dobivme slednive dve 
re{enija:  
 

  15 465 15 465,4,
2 2

  
 
 

 i 15 465 15 465,4,
2 2

  
 
 

.  

 

 Od sistemot (2) i bilo koja od  dadenite ravenki na dadeniot system se dobivaat slednive 
dve re{enija:  
 

  (6, 15, 10)        i ( 10, 15,6)  .  
  
 

 4.Neka ABCD  e ramnokrak trapez opi{an 
okolu kru`nicata k  i neka , , ,E F G H  se 
dopirnite to~ki na stranite , , ,AB BC CD DA  so 
k  soodvetno. Poka`i deka presekot na pravite 
AC  i BD  se sovpa|a so presekot na pravite EG  

i HF .    
 

 Re{enie.Neka S  e presekot na otse~kite HF  i 
EG , a O  e centarot na vpi{anata kru`nica vo 
trapezot ABCD (vidi crte`). Imame  

 

  ~SOF CQF      
QFSO

OF CF
 ,  

  ~CQF CLB        
QF LB a b

a bCF CB
 


.  

 

 Pritoa OF  e visina na pravoagolniot triagolnik BCO  i zatoa OF ab . Zatoa 

dobivame a bSO ab
a b



, dodeka od OE OF  i 

SE SO OE   se dobiva 2a abSE
a b




.  
 

 Ako T  e presekot na dijagonalata AC  na 
trapezot i otse~kata EG (vidi crte`), toga{ od 

~ATE ACL   se dobiva 2a abTE
a b




. Zna~i, 

dobivame deka otse~kite SE  i TE  se ednakvi, od 
kade {to sleduva deka to~kite T  i S  se 
poklopuvaat {to treba{e i da se doka`e.    

  
 

 III godina 
 
 

 1.Za koi vrednosti na a  ravenkata  

  21 sin cosax x   

 



A B

CD
G

S

O
a

a E L

FQH

b a b

b

A B

CD G

T

E La b a b

a b
a b

b b
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ima edinstveno re{enie?  
 

 Re{enie.Od dadenata ravenka i od 2sin 0ax  , cos 1x  , dobivame 2sin 0ax   i cos 1x  , od 
kade {to se dobiva deka  
  ax k  , 2x k  ,  
 

kade {to  k  i m  se celi broevi.  
 

 Ako a  e iracionalen broj, toga{ od 2a m k   se dobiva m k r  , pa dadenata 
trigonometriska ravenka }e go ima edinstvenoto re{enie 0x  .  
 

 Ako a  e racionalen broj, od ax k   i 2x m  , jasno deka ravenkata }e ima beskone~no 
mnogu re{enija.  
 

 Spored toa, ravenkata }e ima edinstveno re{enie ako a  e iracionalen broj.  
  

 2.Da se re{i sistemot ravenki  

  2 2| log ( ) | | log ( ) | 3

3

x y x y

xy

   
 

 
 

 Re{enie.Od 3xy   zaklu~uvame deka 0x   i 0y  , ili 0x   i 0y  . Od definiranosta 

na 2log ( )x y  i pogore ka`anoto sleduva deka , 0x y  .  

 Isto taka, 1x y  , bidej}i x  ili y  e pogolemo od 1 , koe se dobiva od pozitivnosta na 

x  i y  i od 3xy  .  
 Od seto toa sleduva deka dadeniot sistem e ekvivalenten so sistemot  

  2 2log ( ) | log ( ) | 3

3

x y x y

xy

   
 

   

 Ako e 0 1x y   , toga{ gorniot sistem se transformira vo sistemot  

  8
x y
x y
 


, 3xy  ,  

i re{avaj}i go nego go dobivame 

re{enieto 3 121, 21
7 3

 
 
 

.  

 Ako 1x y  , se doa|a do sistemot  

  
2 2 8

3

x y

xy

  



,   

i re{enie na ovoj sistem koj gi 
zadovoluva uslovite 1x y   i , 0x y  , e 

3, 1x y  .   
  
 

 3.Da se konstruira kvadrat taka {to site negovi strani da minuvaat niz tri 
kolinearni to~ki.  
 

 Re{enie.Neka dadenite tri kolinearni to~ki se ,S Q  i R . Od uslovot na zada~ata 
vedna{ sleduva deka edno teme od kvadratot {to treba da se konstruira mora da bide vo 
edna od dadenite tri to~ki. Neka toa bide to~kata Q . Ako temiwata na baraniot kvadrat 

gi obele`ime so , ,M N P  i Q , toga{ ako ja konstruirame to~kata N , jasno e kako ]e se 

dobijat i ostanatite temiwa M  i P  (vidi crte`).  
 

 To~kata N  se dobiva kako presek na slednive dve geometriski mesta na to~ki:  
 -geometrisko mesto na to~ki od koi otse~kata RS  se gleda pod prav agol.  

 -geometrisko mesto na to~ki od koi otse~kata SQ  ( QR ) se gleda pod agol od 45 .  
 Poznato e kako se konstruiraat tie dve geometriski mesta.    
  
 

S

Q

R

M

N P
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 4. Vo ramninata e dadena kru`nica so radius cmn ( n ) i proizvolna prava. 

Vo kru`nicata se nao|aat 4n  otse~ki so dol`ini 1 cm . Doka`i deka postoi prava, 

paralelna ili normalna na dadenata, koja ima zaedni~ki to~ki so najmalku dve od 
dadenite otse~ki.  
 

 Re{enie.Da go smestime krugot i 4n -te otse~ki k ka b , 1,2,3,...,4k n  vo pravoagolen 

system, pri {to apscisnata oska ja polo`uvame na dadenata prava. Neka ' '
k ka b  i '' ''

k ka b   se 

proekciite na otse~kite k ka b  na Ox  i Oy -oskata, soodvetno. ]e poka`eme deka ne mo`e 

proekciite na Ox -oskata da bidat disjunktni me|u sebe i isto taka deka proekciite na Oy  
oskata da bidat disjunktni me|u sebe. Ako spomenatite proekcii se disjunktni, toga{ 

o~iglednite neravenstva 
4 ' '

1
2

n

k k
k

a b n


 ,    
4 '' ''

1
2

n

k k
k

a b n


 , go davaat neravenstvoto  

 

  
4 ' ' '' ''

1
[ ] 4

n

k k k k
k

a b a b n


  .                   (3) 

 

 Mo`eme da pretpostavime deka barem edna otse~ka k ka b  zafa}a ostar agol so Ox -

oskata, t.e. mo`eme da pretpostavime deka za barem eden j  e ispolneto neravenstvoto  
 

  ' ' '' ''
j j j j j ja b a b a b  ,                   (4) 

 

zo{to ako site otse~ki k ka b  se paralelni so Ox -

oskata ili site otse~ki k ka b  se paralelni so Oy -

oskata, toga{ o~igledno e deka }e postoi prava so 
baranoto svojstvo. 
 

 Od neravenstvata ' ' '' ''
k k k k k ka b a b a b  , 

1,2,3,...,4k n  i od neravenstvata (3) i (4)  se doa|a 
do nevozmo`noto neravenstvo 

4 4n n (neravenstvoto ' ' '' ''
j j j j j ja b a b a b   sleduva od 

toa {to zbirot na dve strani na eden triagolnik e 
pogolem od tretata strana;vidi crte`).   
 
 

  IV godina 
 

 1.Neka , ,a b c  se tri razli~ni broevi i neka za niv va`at ravenstvata:   
 

  

3

3

3

0,

0,

0.

a pa q

b pb q

c pc q

  

  

  

 

 Da se doka`e deka 0a b c   .  
 

 Re{enie. Od prvata ravenka ja odzemame vtorata i od prvata ja odzemame tretata 
ravenka na dadeniot system; taka gi dobivame ravenstvata:  
 

  
2 2

2 2
0
0

a ab b p
a ac c p

   
   

 

od kade {to, pak so odzemawe na ednata od drugata, dobivame 0a b c   .  
  
 

 2.Dadeni se dve kru`nici koi se dopiraat i imaat radiusi r  i 2r . Da se najde 
geometriskoto mesto na to~kite ednakvo oddale~eni od dadenite kru`nici.   
 

 Re{enie. Da gi smestime dadenite kru`nici vo pravoagolniot koordinaten sistem taka 
{to nivnite centri da le`at na Ox -oskata, a dopirnata to~ka se nao|a vo koordinatniot 
po~etok.  
 

O

y

x

n

n n

n

n
ja

jb

'
ja '

jb

''
ja

''
jb
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 I slu~aj: keu`incite se dopiraat odnadvor(vidi crte`).  
 

 Ako ( , )T x y  e to~ka, nadvor od kru`incite, koja pripa|a na baranoto geometrisko 

mesto, toga{ od uslovot 1 2TT TT , t.e. 1 22TO r TO r   , se dobiva  
 

  
2

2 28 2
2
rx y r    

 
 

 

{to pretstavuva ravenka na hiperbola.  
 

 O~igledno e deka site to~ki od otse~kata 1 2O O  isto taka pripa|aat na geometriskoto 

mesto.  
 

 II slu~aj: kru`incite se dopiraat odnatre (vidi crte`).  
 

 I vo ovoj o~igledno e deka site to~ki od negativniot del na Ox -oskata pripa|aat na 
baranoto geometrisko mesto na to~ki.  
 

 Dali ima drugi to~ki od toa geometrisko mesto? Ako ( , )T x y  e takva to~ka, toga{ jasno 

e deka T  mora da bide nadvor od pomalata, a vnatre, vo pogolemata kru`nica. Toga{, od 

uslovot na zada~ata dobivame 1 2TT TT , t.e. 1 22r TO TO r   , od kade {to se dobiva  
 

  
2

2 238 9 18
2
rx y r    

 
 

 

{to pretstavuva ravenka na elipsa.  
 
 

 3.Dadeni se ~etiri topki koi imaat ednakvi radiusi r , i koi se dopiraat dve 
po dve. Okolu niv e opi{ana petta topka. Da se najde radiusot na pettata topka.  
 

 Re{enie.Centrite na ~etirite topki se temiwa na pravilen tetraedar so rab 2r . 
Centarot na pettata topka se nao|a vo presekot na visinite na toj tetraedar, pa bidej}i 
rastojanieto od presekot na visinite na eden pravilen tetraedar  so rab a  do koe bilo 

negovo teme iznesuva 6
4

a  6
4

a , radiusot na pettata topka }e bide  
 

   2 6 2 6
4 2

r rr    

 
 

 4. Vo ramninata e dadena kru`nica so radius cmn ( n ) i proizvolna prava. 

Vo kru`nicata se nao|aat 4n  otse~ki so dol`ini 1 cm . Doka`i deka postoi prava, 

paralelna ili normalna na dadenata, koja ima zaedni~ki to~ki so najmalku dve od 
dadenite otse~ki.  
 

 Re{enie.Ista kako zada~a 4 od treta godina.  
 

x

y y

xOO1O 2O

( , )T x y

1T
2T

1T

2T ( , )T x y

2O 1O
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 XXIV Republi~ki natprevar 1981 
 

 I godina 
 1.Da se razlo`i na prosti mno`iteli izrazot  
  ( ) ( ) ( )bc b c ca c a ab a b     .  
  Re{enie.Imame  

 

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) [( )( ) ( )]

( ) ( )( ) ( )( )

( )[ ( ) ( ( )] ( )( )( )

bc b c ca c a ab a b bc b c a c ac ab b

bc b c a c b c b a c b

bc b c a b c c b a b c bc ac ab a

b c c b a a b a a b b c c a

           
       

           
        

   

 
 2.Da se doka`e deka  

  
2 , 1 2

2 1 2 1
2 1 , 2

x
x x x x

x x

       
 

za

za
 

 Re{enie.Levata strana na dadenoto ravenstvo da ja ozna~ime so ( )P x . Da zabele`ime 

deka ( ) 0P x  . Imame  

  2 2 2[ ( )] 2 1 2 1 2 4( 1) 2 2 ( 2) 2 2 | 2 |P x x x x x x x x x x x               .  

Ako 1 2x  , toga{ 2[ ( )] 2 2 4 4P x x x    , t.e. ( ) 2P x  ; ako 2x  , toga{  

  2[ ( )] 2 2 4 4 4 4( 1)P x x x x x       ,  
t.e.  

  ( ) 2 1P x x  .  
  

 3. Ku~e se nao|alo vo mestoto A  koga po~nalo da tr~a po lisica na rastojanie 
30 m  od A . Skokot na ku~eto e 2 m , a na lisicata e 1 m . Vo isto vreme dodeka 

ku~eto pravi dva skoka, lisicata pravi tri skoka. Na koe rastojanie od A  ku~eto 
}e ja stigne lisicata?   
 Re{enie. Neka x  e rastojanieto od A  koga ku~eto }e ja stigne lisicata; toga{ od 
uslovot na zada~ata }e imame:  

  30
4 3
x x  ,  

od kade {to dobivame 120x  .  
 Zna~i, ku~eto }e ja stigne lisicata na rastojanie 120m  od A .  

  

 4.Osnovata na edna piramida e 
pravoagolnik so strani а  i b , a bo~nite 
rabovi se ednakvi na c . Piramidata e 
prese~ena so ramnina, paralelna so 
osnovata, na dva dela so ednakvi volumeni. 
Da se najde rastojanieto od ramninata do 
vrvot na piramidata.   
 Re{enie.Neka 1 1 1 1A B C D  e pravoagolnikot 

{to se dobiva kako presek na ramninata so 
piramidata (vidi crte`). Da go ozna~ime so V  
volumenot na piramidata ABCDS , a so 1V  

volumenot na piramidata 1 1 1 1A B C D S . Od uslovot 

na zada~ata imame  
  12V V .         (1) A B

CD

O

x

S

1A 1B

1C1D

a

1a

b

1b


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Dvete piramidi se sli~ni, pa }e imame 1: :P P H x , t.e. 1
xPP
H

 . Od (1) dobivame 1 2
P HP

x
 ; 

spored toa 3 4
2
Hx  . Da ja najdeme visinata H  na dadenata piramida.  

 Od triagolnikot SOC  dobivame  

  
2 2

2 2 2 2 21 (4 )
4 4

a bH c c a b     ,  

t.e.  

  2 2 21 4
2

H c a b   .  

 Sledstveno,  

  
34

2 2 24 4 4
2 4

Hx c a b    .  

  II godina 
 1.Da se doka`e deka  

  1 3 1 3 6i i    .   
 Re{enie.Imame  

    21 3 1 3 1 3 1 3 2 1 3 6i i i i          .  

Spored toa,  

  1 3 1 3 6i i    . 
   

 2.Dvajca rabotnici, rabotej}i istovremeno, izvr{uvaat odredena rabota za 
eden den. Koga bi rabotele eden po drug, sekoj po tolkav del od denot kolku {to 
iznesuva delot od rabotata {to ja izvr{il za eden den, toga{ bi bil zavr{en k -
ti del od rabotata. Kolku vreme mu e potrebno na sekoj rabotnik sam da ja zavr{i 
rabotata?  
 Re{enie. Neka prviot rabotnik ja zavr{uva rabotata za vreme od x  edinici; toga{ 

vtoriot rabotnik }e ja zavr{i rabotata za vreme 
1

x
x 

. Spored uslovot na zada~ata, }e 

imame  

  
2

2 2
( 1)1 1x

kx x

  ,  

od kade {to dobivame  

  2( 1) 2 2 0k x kx k    .                   (1) 

 Re{enijata na ova ravenka se 2
1/2

1 ( 2 )
1

x k k k
k

  


.  

 Ravenkata (1) treba da ima realni re{enija, pa, zna~i 22 0k k  , t.e. [0,2]k  , a bidej}i 

k  e priroden broj, dobivame deka 1k   ili 2k  .  
 Za 1k  , od (1) dobivame 1x  , t.e. prviot 
rabotnik bi ja zavr{il celata rabota, a vtoriot 
rabotnik ne bi imal {to da raboti, {to ne e fer 
pri zaedni~ka rabota. Za 2k   imame 2x y  , 
t.e. i dvajcata rabotnici }e ja zavr{at rabotata 
za isto vreme.  
  

 3.Neka ,AP BQ  i CR  se visinite vo 
triagolnikot ABC . Da se doka`e deka  

  
2 2 2 2 2 2

AR BP CQ RB PC QA        


 

A B

C

P
Q

R

H
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 Re{enie.Od crte`ot se gleda deka va`at slednite ravenstva  

  
2 2 2 2

AC AR BC RB    

  
2 2 2 2

AB BP AC PC    

  
2 2 2 2

BC CQ AB QA   .  
 Ako gi sobereme ovie ravenstva, }e dobieme  

  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

AC AR AB BP BC CQ BC RB AC PC AB QA           ,  

t.e. 
2 2 2 2 2 2

AR BP CQ RB PC QA     , {to treba{e da se doka`e. 

 4.Na pravata P dadeni se to~kite ,A B  i C , taka {to B  e me|u A  i C . Na ista 
strana od pravata p  konstruirani se ramnostrani triagolnici ABE  i BCF . Neka 
M  e sredinata na otse~kata AF , a N  e sredinata na otse~kata CE . Da se doka`e 
deka triagolnikot BMN  e ramnostran.    

 Re{enie.Neka   e rotacijata so 

centar B  i agol 60 . Toga{ imame 
( )A E  , ( )F C  , pa zna~i, otse~kata 

AF  so   se preslikuva vo otse~kata 

EC , od kade {to sleduva deka sredinata 
M  na otse~kata A  so   }e se preslika 

vo sredinata N  na otse~kata EF , t.e. 
( )M N  . Od ( )M N   sleduva deka 

60MBN    i BM BN , t.e. 
triagolnikot BMN  e ramnostran.   

  

 III godina 
 

 1.Da se najdat site vrednosti na m  od intervalot ( 1,1)  za koi ravenkata 
sin sin 24 2 1 0x xm m     ima re{enija.  

 Re{enie. Da stavime sin2 xy  . Taka ja dobivame ravenkata  

  2 2 1 0y my m    .                    (1) 

Diskriminantata 24 3D m   na ravenkata (1) za ( 1,1)m   e pozitivna, {to zna~i deka za 

sekoj ( 1,1)m   ravenkata (1) ima realni re{enija. Re{enijata se  2
1/2

1 ( 4 3 )
2

y m m    .  

Od sin2 0xy    sleduva deka re{enie mo`e da bide samo 2
1

1 ( 4 3 )
2

y m m    . Za 

( 1,1)m   imame 2 24 3m m  , {to zna~i deka 1 0y  .  

 Sega imame: sin 212 ( 4 3 )
2

x m m    , т.е.  

  2
2

1sin log ( 4 3 )
2

x m m      
,                (2) 

  2
2sin log ( 4 3 ) 1x m m     .  

Za ravenkata (2) da ima re{enie, potrebno e da bide ispolneto  
2

21 log ( 4 3 ) 1 1m m       , t.e. 21 4 3 ) 4m m     ,  

a toa e zadovoleno za sekoj 1 13 1 13,
4 4

m
      
 

.  

A B C

F

E

M

N

p
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 Sledstveno, dadenata ravenka ima re{enie za sekoj 1 131,
4

m
    
 

. 

 2.Vo triagolnikot ABC  dadena e to~ka 
M ; niz M  se povle~eni tri pravi ,p q  i r  
paralelni so ,AB BC  i CA  soodvetno. Neka 
R p BC  , L p AC  , P q AB  , T q AC  , 
Q r AB  , N r BC  . Ako se poznati 
plo{tinite 1 PQMP P , 2 MRNP P  i 3 LMTP P , 

da se najde plo{tinata P  na triagolnikot 
ABC .     

 Re{enie. Lesno se uviduva deka 

1 2 3h h h h   (vidi crte`). Triagolnicite ABC  i 

QPM  se sli~ni, pa imame 2 2
1 1: :P P h h . Sli~no imame 2 2

2 2: :P P h h   i 2 2
3 3: :P P h h , od 

kade {to dobivame:  

  

22 2
1 2 3 1 2 3 3 1 2 32

1 2 32 2 2 2 2 2 2 2
1 11 2 3 1 2 3 32

1 1

2
23 1 2 32

1 2 3
321 1

1 1

( ) ( )
( ) 1

1

1 ( )
1

h P P P h h h h P P Ph
P P P P

h hh h h h h h hh

h h

P P P PP
P P P

PPP P
P P

      
                             
   

       
   

  

  3. Vo sfera so centar O  e vpi{an 
pravilen tetraedar SABC  so rab a . Niz 
temeto A , postavena e ramnina {to 
minuva niz O  i go se~e yidot SBC  po 
prava, paralelna so rabot BC . Da se 
najde plo{tinata na delot od ramninata 
{to e vo topkata, a e nadvor od 
tetraedarot.  
 Re{enie. Centarot O  na sferata e 
centar na opi{anata kru`nica okolu 
triagolnikot 1 1AB C . Baranata plo{tina P  

}e  bide  

  
1 1

2
AB CP r P   ,      (1) 

kade {to r  e radiusot na sferata. 
Triagolnikot 1 1AB C  e ramnokrak so osnova 

1 1B C  i visina 1AS H -visinata na 

tetraedarot. Od triagolnikot 'ASS (vidi crte`) imame  

  
2

2 2 232 2
3 2 3

aH a a
 

   
 

, t.e. 6
3

aH  .  

Od triagolnikot 'AOS  imame: 
2

2 2 32( )
3 2

ar H r
 

    
 

, т.е.  6
4

ar  . Zamenuvaj}i vo (1) 

dobivame  

  
22 2 2

2
1 1 1

6 61 3 1 2 3 (27 8 6)
2 8 2 3 3 8 9 72

a aa a aP r B C AS a             . 

A

B

C

Q
P

R

N
T

L

1h

2h3h

A

B

D

C

S

1B

1C

1SO




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 4. Za koi celi broevi a  i b  sistemot 

2 2

1
1

n

n

m n b

m a
m

  

  



 ima re{enie ( po m i n ) 

vo mno`estvoto   od celite broevi.   

 Re{enie. Od prvata ravenka dobivame 1 21
1 1

n a am
a a

  
 

, {to zna~i deka brojot 2
1

a
a

 

treba da bide cel. Bidej}i a  i 1a   se zaemno prosti za 0a  , brojot 2
1

a
a

 e cel ako i samo 

ako 1,2,3a   .  

 Za 1a    imame 0nm  , па dobivame deka 0m   i n  e proizvolen cel broj razli~en od 
0 .  

 Za 2a   dobivame 3nm   , pa 3, 1m n   .  

 Za 3a  , dobivame 2nm   , pa 2m   , 1n  .  

 Od druga strana za 0a   imame 1nm  , od kade {to dobivame 0n  , m  e bilo koj cel 
broj razli~en od nula ili 1m   i n  proizvolen cel broj.  
 Sledstveno, sistemot ima re{enie vo mno`estvoto od celite broevi za: 

21, , 0a b n n    , 2, 0b m m  , 20, 1a b n   ; 2, 10a b  ; 3, 5a b  .  
   

 IV godina 
 

 1.Ako korenite na ravenkata 4 2 0x px q    obrazuvaat aritmeti~ka progresija, 

toga{ 2100 9q p . Doka`i! 
 Re{enie.Ako korenite na dadenata ravenka obrazuvaat aritmeti~ka progresija, toga[ 
tie mo`e da se zapi{at vo oblikot: , , , 2a d a a d a d   . Spored Vietovite pravila, prvo, }e 
imame  
  2 0a d a a d a d       ,  
od kade {to dobivame 2d a  . Zna~i, korenite na dadenata ravenka }e bidat 3 , , , 3a a a a  . 

Ako pak gi primenime Vietovite pravila, }e imame   49a q . Zamenuvaj}i vo dadenata 

ravenka, dobivame 0
9 9

q q
p q   , od kade {to dobivame 2100 9q p .  

  

 2. Da se najde 1981 -ot ~len na nizata  
  1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,.... .  
 Re{enie. Neka 1981 -ot ~len na nizata e brojot k . Da zabele`ime deka poslednoto 
pojavuvawe na brojot: 2  ima redden broj 3 , 3  ima redden broj 6 , 4  ima redden broj 10  itn.; 

poslednoto pojavuvawe na brojot k  vo nizata ima redden broj 
( 1)

1 2 3 ...
2

k k
k

     .  

 Spored toa, 
( 1)

1981
2

k k   , od kade {to dobivame deka 2 ^ 3962 0k k   , t.e.  

  1 1, ( 1 15849) ( 1 15849),
2 2

k                
.  

 Bidej}i 0k  , sleduva deka k  e najmaliot broj {to mu pripa|a na intervalot 

1 ( 1 15849),
2
    

. Imame: 1 ( 1 15849) 62,4
2
    , pa spored toa, 63k  .  

 Sledstveno, 1981 -ot ~len vo dadenata niza e brojot 63 .  
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 3. Vo sredinata na eden od bo~nite rabovi na edna kocka se nao|a mravka. Ako 
mravkata po bo~nite yidovi se dvi`i so brzina 6 , a po osnovite 5 2 , da se najde 
brojot na razli~nite pati{ta (do simetrija) za mravkata najbrgu da stigne do 
sredinata na sprotivniot rab.  

 Re{enie. Neka mravkata se nao|a vo sredinata M  
na rabot 1AA , a treba da stigne vo sredinata R  na 

rabot 1CC (vidi crte`). O~igledno, eden od najkratkite 

pati{ta od M  do R  e patot MNR , kade {to N  e 
sredina na rabot 1BB . Po ovoj pat mravkata }e stigne do 

R  za vreme 2
6 3
a at   .  

 No mravkata mo`e da se dvi`i i po osnovnite 
yidovi. Neka MPQR  e eden takov pat(vidi crte`). 

Poradi simetrija imame MP QR  i 1 1PB B Q . Da 

stavime 1x A P ; toga{ imame:  

  
2

2

4
aMP x  , ( ) 2PQ a x  .  

 Ako 2t  e vremeto za koe mravkata }e go pomine patot MPQR , toga{  

  
2 2

2
4

6 6 6 55 2

PQ QR x aMP a xt       .  

Od 2 1t t  dobivame  

   
2 24
6 5 3

x a a x a   ,   2 25 4 4 6x a a x   , 2(8 3 ) 0x a  ,  

t.e. 8 3 0x a  , od kade {to dobivame 3
8
ax  . Soodvetnoto vreme e 2 1 3

at t  .  

 Sledstveno, postojat (do simetrija) dva takvi pati{ta.  
  

 4.Neka {1,2,3,..., }S n  i neka  
  1 2{ ... / , }k k i i jT x x x x S x x i j        za  .  

Ako kt  e brojot na elementite vo mno`estvoto kT , da se doka`e deka  

  2

1
( 5)

6

n

k
k

nt n


  .   

 Re{enie. Da go najdeme na po~etok brojot kt . Najmaliot broj vo kT  e brojot  

  
( 1)

1 2 3 ...
2

k k
k

      
 

a najgolemiot e: 
 

  ( 1) ( 2) ... (2 1)
2
kn k n k n n k          .  

 

Spored toa, }e imame:  
 

  
( 1)

(2 1) 1 ( ) 1
2 2k

k kkt n k k n k
        .  

 

 Na krajot }e imame:  
 

  
2

2 2

1 1 1 1

( 1) ( 1)(2 1)
( ) ( 5)

2 6 2

n n n n

k
k k k k

n n n n n nt n k n k n n k k n n
   

                 .    

 

A B

CD

1A 1B

1C1D

M N

P
Q

R
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 XXV Republi~ki natprevar 1982 
 

 I godina 
 

 1. Zbirot na 5  prirodni broevi e 1982 . Koja najgolema vrednost mo`e da ja 
primi nivniot najgolem zaedni~ki delitel?  
 Re{enie.Neka 1 2 3 4 5, , , ,a a a a a  se tie broevi i neka d  e nivniot najgolem zaedni~ki 

delitel. Toga{ i ia k d , 1,2,3,4,5i   i, pritoa,  

  1 2 3 4 5( ) 1982d k k k k k     ,  

t.e.  
  2 991ds   ,  
kade {to 1 2 3 4 5s k k k k k     . Bidej}i 5s  , imame: 991s  , 2d   ili 1982s  , 1d  .   
 

 2.a)Da se doka`e deka za koi bilo pozitivni realni broevi x  i y  va`i 
neravenstvoto  

  2
yx

y x
  .                      (*) 

 b) Ako , ,a b c  se pozitivni realni broevi i ako 1a b c   , toga{ 1 1 1 9
a b c
   . 

Doka`i! 

 Re{enie.a) Od 2( ) 0x y   dobivame 2 2 2x y xy  , pa }e imame  

  
2 2 2

2
y x y xyx

y x xy xy

    .  

 b) Od 1a b c    imame:  

  1 1 b c
a a a
   ,  1 1 a c

b b b
   ,  1 1 a b

c c c
   .  

Sobiraj}i gi ovie ravenstva, imaj}i go predvid (*), dobivame:  

  1 1 1 3 3 2 2 2 9a b b c c a
a b c b a c b a c

                       
     

.  

Da zabele`ime deka ravenstvoto }e va`i za  

  2a b b c c a
b a c b a c
      , t.e. 1

3
a b c   .  

  

 3. Trojca lu|e ,A B  i C  se dopi{uvaat me|u sebe, taka {to:  
 - A  mu pi{uva na B  sekoj tret den, a na C  sekoj vtor den;  
 - B  mu pi{uva na A  po dobieni ~etiri pisma od A  i C , a na C  sekoj tret den;  
 - C  mu pi{uva na A  po dobieni tri pisma od A  i B , a na B  sekoj ~etvrti den.  
 Po kolku dena A  }e dobie 61  pismo, ako pismata patuvaat po eden den?   
 Re{enie.So x  da go ozna~ime brojot na denovite za koi na A  mu e isprateno 61  pismo. 

Za toa vreme B  dobil od A  1
3

x   pisma, a od C  1
4

x   pisma, ili vkupno od A  i C : 
7( 1)

12
x 

 

pisma. Isto taka, C  dobil od A  1
2

x   pisma, a od B  dobil 1
3

x   pisma, ili vkupno od A  i 

B : 
5( 1)

6
x 

 pisma.  

 Zna~i, za x  dena B  }e mu isprati na A  
7( 1)
12 4
x 


 pisma, a C  }e mu isprati na A  
5( 1)

6 3
x 


 

pisma, t.e. na A  }e mu bidat isprateni vkupno 
7( 1) 5( 1)

61
48 18
x x   pismo. Re{enieto na 
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ova ravenka e 145x  . Bidej}i poslednoto isprateno pismo treba da patuva eden den, A  }e 
dobie 61  pismo za 146  dena.   
  

 4. Neka M  e proizvolna vnatre{na to~ka za pravilniot tetraedar ABCD . Da 
se doka`e deka zbirot na rastojanieto od M  do yidovite na tetraedarot e 
konstanten.  
 Re{enie. Pravilniot tetraedar ABCD  go razbivame na ~etiri tetraedri: ABCM , 
BCDM , CDAM  i DABM . Toga{ imame  
  ABCM BCDM CDAM DABM ABCDV V V V V    .  

Rastojanieto od to~kata M  do yidot XYZ  da go ozna~ime so XYZd ; toga{ imame  

  
2 31

3 12ABCM ABC ABC ABC
aV P d d  ,   

2 31
3 12BCDM BCD BCD BCD

aV P d d   

  
2 31

3 12CDAM CDA CDA CDA
aV P d d  ,   

2 31
3 12DABM DAB DAB DAB

aV P d d  .  

Bidej}i 
2 3
12ABCD

aV H  , od (1) dobivame  

  ABC BCD CDA DABd d d d H    .  
  
 

 II godina 
 

 1. Neka 1 2,z z  i 3z  se kompleksni broevi so modul 1  i neka 1 2 3 0z z z   . Da se 

doka`e deka  
  1 2 2 3 3 1| | | | | |z z z z z z     .  

 Re{enie.Od 1 2 3 0z z z    i 1 2 3| | | | | | 1z z z    dobivame  

   1 2 2 3 3 1| | | | | | 1z z z z z z      .  

Neka k k kz x iy  , 1,2,3k  . Od | | 1k jz z   za k j  dobivame  

  2 2 2 2( ) ( ) 2( ) 1k j k j k j k jx x y y x x y y       

  2 2 ( ) 1k j k jx x y y     

  2( ) 1k j k jx x y y   .  
 

Koristej}i go toa, za modulot na k jz z ( , {1,2,3}k j , k j ) dobivame  
 

  2 2 2 2 2 2 2| | ( ) ( ) ( ) ( ) 2( ) 2 1 3k j k j k j k j k j k j k jz z x x y y x x y y x x y y              ,  
 

t.e. 1 2 2 3 3 1| | | | | | 1z z z z z z      .  
  
 

 2.Od mestoto A  kon mestoto B  istovremeno trgnuvaat dve grupi turisti. 
Prvata grupa trgnala so avtobus dvi`ej}i se so prose~na brzina od 20 /km s  i 

stignala do mestoto C  {to e na polovina pat me|u A  i B , a potoa trgnale pe{ki. 
Vtorata grupa trgnala pe{ki, a po 1  ~as se ka~ila na avtobus, koj se dvi`el so 
prose~na od 30 /km h . Vo mestoto C , prvata grupa stignala 35  minuti porano od 

vtorata, a vo mestoto B -1   ~as i 25  minuti podocna. Kolku se oddale~eni mestata 
A  i B  i kolkava e prose~nata brzina grupite, koga odat pe{ki, ako prose~nata 

brzina na prvata grupa e za 1 /km h  pogolema od prose~nata brzina na vtorata 

grupa?  
 

 Re{enie. So x  da ja ozna~ime prose~nata brzina na prvata grupa(koga odat pe{ki); 
toga{ prose~nata brzina na vtorata grupa (koga odat pe{ki) }e bide 1y x  . Ako so s  go 

ozna~ime rastojanieto me|u mestata A  i B , toga{, od uslovite na zada~ata, dobivame:  
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2 2

2 2

( 1)7 1
20 12 30

2
30

s s

s s

x

x


  

 

 

od kade {to dobivame 1 6x  , 2 67x  , 1 30s  , 2 215s   .  

 Zna~i, prose~nata brzina na prvata grupa(koga odat pe{ki) e 6 km/h , na vtorata 5 km/h , 

a mestata A  i B  se oddale~eni 30 km .   
  

 3. Da se konstruira pravoagolen triagolnik ABC , so 
prav agol kaj temeto C , ako e dadena hipotenuzata c , a 
te`i{nata linija ct  e geometriska sredina na katetite.  

 Re{enie.Po uslov imame 2
ct ab ; no, 

2c
ct  , pa, zna~i, 

2 4c ab . Za visinata ch  imame  
4c

ab ch
c

  , pa triagolnikot 

ABC (so dadeni c  i ch ) mo`e da se konstruira.  

 Konstrukcija. 1) AB c ; 2) O  sredina na AB ; 3) prava p  , 

paralelna so AB  i na rastojanie 
4c
ch   od nea; 4) kru`nica ( , )k O OA ; 5) temeto C  pripa|a 

na P k (vidi crte`).  
  

 4. Neka 1 1,A B  i 1C  se proizvolni vnatre{ni to~ki soodvetno od stranite 

,BC CA  i AB  na triagolnikot ABC  i neka ,A B   i C  se sredini na otse~kite 

1 1,AA BB  i 1CC  soodvetno. Da se doka`e deka to~kite ,A B   i C  ne se kolinearni.    

 Re{enie.Da stavime AB b
 

, AC c
 

(vidi crte`) ; 

toga{ BC c b 
  

. To~kata 1C  le`i na stranata AB  {to 

zna~i deka vektorite AB


 i 1AC


 se kolinerani, pa postoi 

realen broj   (0 1)   , taka {to 1AC b 
 

. Isto taka, 

postojat realni broevi   i  (0 , 1    ), taka {to 

1 ( )BA c b  
  

, 1AB c 
 

.  

 Za da doka`eme deka to~kite , ,A B C    ne se 

kolinearni, dovolno e da doka`eme deka vektorite A B 


 i  

A C 


  ne se kolinearni, t.e. ne postoi realen broj x  taka 

{to A C xA B   
 

. Za taa cel, prvo da gi najdeme vektorite A B 


 i  A C 


. Imame  

  
1 1 1 1

1 1

1 1 1 1( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1( ) ( ) ( ( ) )
2 2 2

A B A A AB BB AA AB BB A B BA AB BA AB

A B AB BC AC b c

           

           

   
           

       

  
1 1 1 1

1 1

1 1 1 1( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1 1( ) ((1 ) ) ((1 )( ) ) (( 1) (1 )
2 2 2 2

A C A A AC CC AA AC CC A C BA AC CA AC

A C AC BC AB c b b b c

           

                    

   
           

        
)

.  

 

Da ja razgledame, sega, ravenkata A C xA B   
 

, t.e.  
 

  ( 1 ) (1 ) 0x b x x c             
  

.  
 

Vektorite b


 i c


 ne se kolinearni, pa, }e imame 



A O B

1C2C

A B

C

1C

1A1B

A
B

C
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   1 0
1 0

x
x x

      
        

Bidej}i 0 1   , prvata ravenka ima edinstveno re{enie 
1

x
   


. Vtorata ravenka 

ima re{enie ako 0    , ili, pak, 0     i 1 0   . Vo vtoriot slu~aj imame 1    , 
{to ne e mo`no. Zna~i, i vtorata ravenka ima edinstveno re{enie 

  
1

x
 
  

.  

 Za ravenkata A C xA B   
 

 da ima re{enie, treba 
1 1     

   
, е  od kade {to 

dobivame 
(1 )

1 0
      
  

,  {to ne e mo`no.  

 Sledstveno, ne postoi realen broj x , taka {to da va`i A C xA B   
 

, t.e. to~kite ,A B   

i C  ne se kolinearni.  
 

 III godina 
 
 

 1. Da se najde zbirot na koeficientite pri neparnite stepeni na x  na polino-
mot 

  2 1982 2 1982( ) ( 2 2) ( 3 3)p x x x x x      .  
  

 Re{enie.Ako 2
1 2( ) ... n

nf x a a x a x a x      e polinom od n -ti stepen, toga{  

  1 2(1) ... nf a a a a      i 1 2( 1) ... ( 1)n
nf a a a a       ,  

pa, zna~i 1 ( (1) ( 1))
2

f f   e zbirot na koeficientite pred parnite stepeni na x , a 

1 ( (1) ( 1))
2

f f   e zbirot na koeficientite pred neparnite stepeni na x .  

 Spored toa, zbirot na neparnite stepeni na x  na polinomot ( )p x  }e bide:  

  1982 1982 19821 1[ (1) ( 1)] (5 5 1 1) 5 1
2 2

p p        .  

  2. Neka ,   i   se agli na eden triagolnik ABC . Da se doka`e deka:  

  a) 2 2 2sin sin sin 2       ako i samo ako triagolnikot ABC  e ostroagolen,  

  b) 2 2 2sin sin sin 2       ako i samo ako triagolnikot ABC  e tapoagolen,  

  v) 2 2 2sin sin sin 2       ako i samo ako triagolnikot ABC  e pravoagolen.   

 Re{enie. Za izrazot 2 2 2sin sin sin      imame:  
22

2 2 2 2 2

2

1 cos1 cos 1sin sin sin sin ( ) 1 ( cos2 cos2 ) 1 cos ( )
2 2 2

2 cos( )cos( ) cos ( ) 2 [cos( ) cos( )]cos( )

2 cos cos cos( ) 2 cos cos cos

                     

                  
          

 

Spored toa 2 2 2sin sin sin 2       ako i samo ako cos cos cos 0    , t.e. ako i samo ako 

triagolnikot ABC  e ostroagolen; 2 2 2sin sin sin 2       ako i samo ako cos cos cos 0    , 

t.e. ako i samo ako triagolnikot ABC  e tapoagolen; 2 2 2sin sin sin 2       ako i samo ako 

cos cos cos 0    , t.e. ako i samo ako eden od aglite , ,    e prav.  
  

 3. Ramninite 1ACD  i 1 1DC A  ja se~at dijagonalata 1DB  na kockata 1 1 1 1ABCDA B C D  

( 1 1||AA BB ) vo to~kite P  i Q . Da se doka`e deka 1DP PQ QB  .     
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 Re{enie.Da go razgledame triagolnikot 1DBD (vidi 

crte`). To~kata M  e sredina na stranata 1DD , a 

to~kata O  e sredina na stranata 1BD  i P BM DO  . 

Zna~i, P  e te`i{te na triagolnikot 1DBD , od kade 

{to sleduva deka:  

    1 1
2 2 1 1
3 3 2 3

DP DO DB DB   .  

Na ist na~in, od triagolnikot 1 1BB D , dobivame deka 

1 1
1
3

QB DB , pa zna~i: 1 1
1
3

DP PQ QB DB   .   

  

 4. Neka A  i B  se n -cifreni broevi, n -
neparen, koi{to pri deleweto so k  davaat ist ostatok 0r  . Da se najde barem 
eden broj k , {to ne zavisi od n , taka {to brojot C , dobien so dopi{uvawe na 
cifrite od A  i B , da e deliv so k .   
 Re{enie.Neka A ka r  , B kb r  , 0 r k  ; toga{ imame:  

  10 10 ( ) ( ) (10 ) (10 1)n n n nC A B ka r kb r k a b r          .  

brojot C  e deliv so k  ako i samo ako brojot 10 1n   e deliv so k . Bidej}i 2 1n m  , imame  

  2 1 2 110 1 10 1 (10 1)(10 10 ... 1) 11n m m m D          ,  

{to zna~i deka eden broj k  {to go zadovoluva uslovot na zada~ata e brojot 11 .  
  

 IV godina 
 

 1.Da se najde zbirot na site tricifreni broevi {to mo`e da se formiraat od 
cifrite 1,2,3 i 4 .   

 Re{enie. Od cifrite 1,2,3  i 4  mo`e da se formiraat 34 64  tricifreni broevi. 

Sekoja cifra na poslednoto mesto se javuva ist broj pati, t.e. sekoja od cifrite 1,2,3,4  

kako posledna se javuva vo 16  tricifreni broevi. Zatoa, zbirot na ednicite e:  
  16(1 2 3 4) 160    ,  

a zbirot na desetkite i stotkite }e bide 1600  i 16000  soodvetno. Spored toa, zbirot na 
site tricifreni broevi }e bide  
  160 1600 16000 17760   .   
 2. ^etiri broja 1 2 3 4, , ,a a a a  formiraat aritmeti~ka progresija. Proizvodot od 

prviot i ~etvrtiot ~len e ednakov na pogolemiot koren na ravenkata 
2

1 log 30,001xx
  ,  a zbirot na kvadratite na vtoriot i tretiot ~len e petpati 

pogolem od redniot broj na ~lenot vo razvojot na 
20

6
4
1 y
y

 
  

 
{to ne zavisi od y . 

Da se najdat tie broevi.   
 Re{enie. Da ja re{ime, prvo, dadenata ravenka. Nea mo`eme da ja napi{eme vo oblikot  

  1 log 210xx   ,  

Od kade {to dobivame (1 log )log 2x x  , t.e. log 1x   i log 2x    ili 10x   i 210x  .  
 Da go najdeme, sega, ~lenot na razvojot na dadeniot binom {to ne zavisi od y . Pritoa 

( 1)k  -ot ~len e:  
20

4 6
20 k k

y
k

  
 
 

,  a ako toj ne zavisi od y , mora da bide  20 0
4 6

k k   ,t..e. 

12k  . Zna~i, 13 -ot ~len ne zavisi od y .  
 Od uslovot na zada~ata imame  
 

A B

CD

1A 1B

1C1D

M

P

Q R

N

O
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  1 4 10a a  ,  2 2
2 3 5 13a a   ,  

 

t.e.  
 

  1 1( 3 ) 10a a d  ,  2 2
1 12 5 6 65a d a d   ,  

 

od kade {to dobivame 3d   , 1 10a   . Zna~i, baranite broevi se 10, 7, 4, 1     ili 10,7,4,1 .  
 
 

 3. Da se doka`e deka 1 1
1 2 2 3 1

1 1

sin( )
tg tg tg tg ... tg tg

cos cos tg
n

n n
n

a a
S a a a a a a n

a a






     


, kade 

{to 1 2 1, ,..., ,n na a a a   se posledovatelni ~lenovi na artimeti~ka progresija so 

razlika  . 
 

 Re{enie.Imame 1
1

1

tg tg
tg( )

1 tg tg
k k

k k
k k

a a
a a

a a






 


, 1,2,3,...,k n , t.e.  

 

  1
1

tg -tg
tg tg 1

tg
k k

k k
a a

a a 
  


,  1,2,3,...,k n .  

 

Sobiraj}i gi ovie ravenstva za k  od 1  do n  dobivame  
 

  1 1 1 1

1 1

tg -tg sin( )

tg cos cos tg
n n

n

a a a a
S n n

a a
 




   

 
.  

 

 4. Dol`inite na site rabovi na pravilna 
~etiristrana piramida SABCD  (so vrv S ) se 
ednakvi na a . Niz to~kata A , postavena e 
ramnina   {to e normalna na ramninata 
ACS  i minuva niz sredinata M  na rabot 
SC . Da se najde volumenot na 
~etiristranata piramida, otse~ena od 
dadenata piramida so ramninata  .  
 Re{enie. Spored uslovot na zada~ata, treba 
da go najdeme volumenot V  na piramidata 
SAKMN  (vidi crte`). Triastranite piramidi 
KSAM  i NSAM  imaat ednakvi volumeni. Ako 
SAM  ja zememe kako osnova na ovie piramidi, 
toga{ tie imaat ednakvi visini, KR  i NR . 

Spored toa, 2
3 ASMV P KR  .  

 

 Bidej}i 90ASM   , sleduva deka  
 

  
21

2 4ASM
aP AS MS   .  

 

 To~kata R  e te`i{te na triagolnik ACS , pa }e imame  
 

  : 2 : 3SO SO  .  
 

Od sli~nosta na triagolnicite SRK  i  SOB  dobivame:  
 

  2 22
3 2 3

a aSRRK OB
SO

    .  

 

Na krajot, baraniot volumen }e bide:  
 

  
3 22

3 18ASM
aV P RK   .   

A B

CD

O

S

K

M
N

R
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 XXVI Republi~ki natprevar 1983 
 

 I godina 
 1.Da se najdat site celi broevi broevi x  i y  takvi {to razlikata od 
nivnite kvadrati da bide 203 .   
 Re{enie. Ako parot ( , )x y  e re{enie na ravenkata  

  2 2 203x y  ,                     (1) 

toga{ i parovite ( , )x y , ( , )x y , ( , )x y   se , isto taka, re{enija na ravenkata (1). Zatoa, 
dovolno e da gi najdeme samo pozitivnite re{enija na ravenkata.  

 Od 203 1 203 7 29     i od 2 2 ( )( )x y x y x y    , dobivame  

  
1

203

x y

x y

 
  

                     (2) 

ili   

  
7

29

x y

x y

 
  

.                     (3) 

 Re{enie na sistemot (2) e parot ( 102, 101)x y  , a re{enie na sistemot (3) e parot 

( 18, 11)x y  . Spored toa, re{enija na ravenkata (1) se parovite  

  (102,101) ,  ( 102,101) ,  (102, 101) ,  ( 102, 101)   

  (18,11) ,  ( 18,11) ,   (18, 11) ,   ( 18, 11)  .  
 

 2.Eden kamion ~ija brzina e 60 /km h  trgnal od gradot A  kon gradot B . 
Po nekoe vreme, od gradot A  kon gradot B  trgnal i avtomobil so brzina 
90 /km h . Bilo predvideno avtomobilot da go stasa kamionot vo gradot B . 

Me|utoa, otkako pominal 2
3

 od patot, kamionot moral da ja namali 

brzinata na 30 /km h (poradi neispravnost). Zaradi toa, avtomobilot go 
stasal kamionot 50 km  pred gradot B . Da se odredi dol`inata na patot 
me|u gradovite A  i B .   
 Re{enie.Neka dol`inata na patot me|u dvata grada e kmx .  

 Koga kamionot bi se dvi`el po celiot pat so 60 km/h , nemu bi mu trebalo 
60
x  ~asovi za 

da stigne vo gradot B . No, toj prvite 2
3

 od patot, 2
3

x , gi pominal so brzina 60 km/h  a 

ostatokot (do sredbata) 1 50
3

x   so brzina 30 km/h . Zna~i, do sredbata pominale 

1
3

502 50
3 60 30 90

xx 
   
 
 

,  ~ie re{enie e 200x  .  Zna~i, dol`inata na patot od A  do B  e 

200 km .  

  3. Neka ,x y  i z  se broevi takvi {to  

  2 2 2

3 3 3

1

1

1

x y z

x y z

x y z

  

  

  

.                     (1) 

Da se doka`e deka 0xyz  .    
 Re{enie. Ako levata i desnata strana na prvata ravenka od (1) gi kvadrirame i ja 
iskoristime vtorata ravenka od (1), }e dobieme  
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  0xy yz zx   .                    (2) 
 Ako gi pomno`ime soodvetnite strani na prvata i vtorata ravenka od (1) i ja 
iskoristime tretata ravenka od (1), }e dobieme  
  ( ) ( ) ( ) 0xy x y yz y z zx z x                      (3) 

 Od prvata ravenka na (1), dobivame 1y z x   ,  1x y z   , 1x z y   .  Pa ravenkata 
(3) }e dobie oblik  
  3 0xy yz zx xyz    .  

 Od poslednata ravenka, koristej}i ja ravenkata (2), go dobivame baraniot uslov 0xyz  .   
  

 4. Antropolozite, za vreme na svoite istra`uvawa na arhipelagot 
“Kuku-Muku”, otkrile postoewe na primitivno op{testvo vo koe postoele 
tri bra~ni grupi ,J G  i R . Vo toa op{testvo va`ele slednite pravila (1)-
4)):  
 1) Eden ma` i edna `ena mo`at da sklu~at brak ako i samo ako 
pripa|aat na ista grupa.  
 2)Sinovite na onie roditeli {to pripa|aat na grupata J , pripa|aat na 
grupata R ; }erkite, pak, pripa|aat na grupata G .  
 3)Sinovite na onie roditeli {to pripa|aat na grupata G , pripa|aat na 
grupata J ; }erkite, pak, pripa|aat na grupata R .  
 4)Sinovite na onie roditeli koi pripa|aat na grupata R , pripa|aat na 
grupata G ; }erkite pripa|aat na grupata J .  
 a)Na koi grupi mo`e da pripa|aat vnucite na bra~nata dvojka od 
grupata J ? 
 b)Koi od Slednive vidovi tetki mo`e eden ~ovek da o`eni:  
  I. Sestra od negovata majka 
  II. Sestra na negoviot tatko 
  III. Vdovica od bratot na tatko mu.  
 v)Vo soglasnost so prvilata na op{testvoto, dali eden ~ovek mo`e da se 
o`eni so svojata vnuka(se misli na vnuka od sestra, brat itn., ne na vnuk od 
dete)?  
 

 II godina 
 

 1. Pri koi vrednosti na parametarot c  korenite na ravenkata 1x  i 2x  na 

ravenkata 2 0x x c    go zadovoluvaat neravenstvoto  1 2

2 1
2

x x

x x
  .    

 Re{enie.Spored Vietovite pravila, imame 1 2 1x x   , 1 2x x c  i, pritoa, 0c  , 

koe{to proizleguva od uslovot (1) i 1 2x x c . Koristej}i go toa, dobivame  

  
2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

2 1 1 2 1 2

( ) 2 1 2x x x x x x x x c
x x x x x x c

       .  

Sega neravenstvoto (1) e ekvivalentno so neravenstvoto 1 2 2c
c
  , t.e. 10

4
c  .  

  2. Neka a  i b  se dadeni realni broevi, taka {to 0a  , 0b  , a b  i a b  . 

Da se re{i ravenkata 1 1 1 1
x x a x b x a b
  

   
.     

 Re{enie. Za izrazot L  od levata strana na ravenkata imame:  

  
2(2 )[ 2( ) ]1 1 1 1 2 2

( ) ( )( ) ( )( )( )

x a b x a b x abx a b x a bL
x x a b x a x b x x a b x a x b x x a x b x a b

                                  
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Spored toa, dadenata ravenka e ekvivalentna so ravenkata  

  2(2 )[2 2( ) ] 0x a b x a b x ab      ,  

~ii re{enija se : 1 2
a bx   ,  2 2

2/3
1 ( )
2

x a b a b       
. Od pretpostavkite za a  i b , 

dadeni vo zada~ata, sleduva deka korenite 1 2 3, ,x x x  se razli~ni od nula, od ,a  od b  i od 

( )a b  .  

  3. Dve kru`nici 1k  i 2k  se se~at vo to~kite A  
i B . Niz to~kata A  povle~eni se dve pravi p  i 
q . Vtorite prese~ni to~ki na pravata p  so 
kru`incite 1k  i 2k  se to~kite E  i F  soodvetno, 
a na pravata q  se to~kite C  i D  soodvetno. 
Neka G EC DF  . Da se doka`e deka to~kite 

, ,B C D  i G  le`at na edna kru`nica.        
 Re{enie. Od crte`ot gledame deka: 

FDB BAF  (kako periferiski agli nad ist lak); 

180BAF EAB   ; 180EAB ECB    (zo{to 
~etiriagolnikot ABCE  e tetiven). Spored toa, dobivame deka FDB ECB  .  

 Od druga strana imame 180GDB FDB   , pa koristej}i go prethodnoto, dobivame 
deka  

   180GDB GCB    ,  
{to zna~i deka ~etiriagolnikot BCGD  e tetiven, t.e. to~kite , ,B C D  i G  le`at na ista kru`nica.   

  4.Vo edna kru`nica vpi{an e ramnostran 
triagolnik ABC . Na lakot BC  zemena e proizvolna 
to~ka M . Da se doka`e deka MA MB MC  .   
 Re{enie.Neka 1M  e to~ka od otse~kata AM , taka {to 

va`i 1AM CM (vidi crte`). Toga{ 1M AB MCB  (kako 

periferiski agli na ist lak), pa, zna~i 1AM B CMB   . 

Zatoa, imame 1BM BM   i 1ABM CBM  . Od ova sleduva 

deka 1 60M BM   . Isto taka, 1 60M MB ACM    (kako 

periferiski agli nad ist lak). Zna~i, 1BMM  e ramnostran, 

pa imame 1 1MA MM M A MB MC    , {to treba{e da se doka`e.  
 

 III godina 
 

 1.Pri koi vrednosti na parametarot a  sistemot  
 

  
3 3 2

3 2 2

1 ( 1)
2

1

x ay a

x ax y xy

  

  
                   (1) 

ima barem edno re{enie ( , )x y  {to go zadovoluva uslovot 0x y  ?  
 Re{enie. Da pretpostavime deka sistemot (1) ima re{enie ( , )x y  koe go zadovoluva 

uslovot 0x y  ; zna~i, y x  , pa, zamenuvaj}i vo dvete ravenki, gi dobivame ravenkite 
 

  3 21(1 ) ( 1)
2

a x a                      (2) 
 

  3(2 ) 1a x  .                      (3) 

A B

C
M

1M

A

B

F

D

E

F

G

1k
2k
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Od ravenkata (2)  dobivame 1a    ili 1 ( 1)
2

x a  , pri 1a   . Stavaj}i 1a    vo (3) 

dobivame 31 9
3

x  , a stavaj}i 1 ( 1)
2

x a   pri 1a    dobivame 1 1( 1)
2 2

a
a

 


, t.e. 0a   i 

1a  . Spored toa, pri 0, 1a a   i 1a    sistemot (1) mo`e da ima re{enie od oblikot 

( , )x x .  
 Da vidime, sega, dali za ovie vrednosti na a  sistemot (1) ima re{enie od toj oblik.  

 Za 0a  , od prvata ravenka na (1) dobivame 31 4
2

x  , a za ova vrednost na x , od vtorata ravenka na 

(1) dobivame 31 4
2

y   . Zna~i, vo ovoj slu~aj re{enie na sistemot e parot 3 31 14, 4
2 2

  
 

.  

 Za 1a   go dobivame sistemot 
3 3

3 2 2

2

1

x y

x x y xy

  


  
, t.e.  

2 2

2 2

( ) ( ) 2

( ) 1

x y x xy y

x x xy y

    


  
, ~ie edno 

re{enie e parot (1, 1) .  

 Za 1a    go dobivame sistemot 
3 3

3 2

0

1

x y

x x y xy

  


  
 ~ie(edno) re{enie e 3 31 19, 9

3 3
  
 

.  

 Sledstveno, sistemot (1) ima re{enie od oblikot ( , )x x  samo za 0; 1;1a   .  

  2. Eden polinom ( )p x  pri deleweto so polinomot 1x   dava ostatok 2  a 
pri deleweto so polinomot 2x   dava ostatok 1 . Da se najde ostatokot {to 
se dobiva pri deleweto na polinomot ( )p x  so ( 1)( 2)x x  .  
 Re{enie. Spored uslovite na zada~ata imame 1( ) ( )( 1) 2p x q x x    i 2( ) ( )( 2) 1p x q x x   , 

od kade {to sleduva deka (1) 2p   i (2) 1p  . Neka ( )q x  e koli~nikot, a rx s  ostatokot 

{to se dobiva pri ( ) ( )( 1)( 2)p x q x x x rx s     , od kade {to sleduva deka (1)p r s  , 

(2) 2p r s  . Bidej}i (1) 2p  , (2) 1p  , dobivame 2r s  , 2 1r s  , t.e. 1r   , 3s  .  

 Zna~i, ostatokot {to se dobiva pri delewe na ( )p x  so ( 1)( 2)x x   e 3x  .  

  3. Dadena e tristrana piramida DABC  
~ija osnova ABC  e ramnostran triagolnik, a 
yidot DBC  e ramnokrak triagolnik so krak 
b  i e normalen na osnovata. Da se najde 
plo{tinata na kvadratot {to se dobiva 
kako presek na piramidata so ramninata 
paralelna na rabovite DA  i BC .   
 Re{enie.Rabot DA  e normalen na rabot BC , pa 
sekoja ramnina {to e paralelna so ovie dva raba ja 
se~e piramidata vo pravoagolnik. Se pra{ame, dali 
pri nekoja polo`ban a ramninata ovoj pravoagolnik 

mo`e da bide kvadrat. Ako toa e mo`no, treba da ja najdeme negovata strana.  
 Da pretpostavime deka toa e mo`no i neka toa bide kvadratot EFGH (vidi crte`) so 

strana x . Ako O  e sredinata na rabot BC , toga{ imame 
22 2

4
aDO b  , 

22 2

2
aDA b  . 

Ako M  i N  se probodnite to~ki na ramninata so pravite AO  i DO  soodvetno, toga{ od 

toa {to triagolnikot AEF  e ramnostran dobivame 3
2

xAM  , t.e. 




A
B

C

D

N
H

F
E

G

M

P
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3 ( )
2

OM OA AM a x    . Od sli~nosta, pak, na triagolnicite OAD  i OMN  sleduva deka 

: :DA x OA OM , od kade {to dobivame  

 2 2 2 22 : ( 2 2 )x a b a a b a    .   (1) 

 Zna~i, pravoagolnikot mo`e da е kvadrat со 

strana x  e dadena so (1), и plo{tina 2P x  

  4. Daden e pravoagolen triagolnik 
ABC  so kateti AC b  i BC b . Niz 
temeto C  da se povle~e prava, takva {to 
zbirot od rastojanijata od temiwata A  
i B  do ovaa prava da e najgolem.     
 Re{enie.Pravata {to treba da se povle~e niz 
temeto C , napolno e opredelena so agolot   {to 

taa prava go zafa}a so katetata AC (vidi crte`).  
 Od pravoagolnite triagolnici ACB , 'AA C  i 

'BB C  dobivame tga b  , sinbd b   i 

cosad a  . Zatoa imame:  

  
cos( )sinsin cos tg sin cos sin cos

cos cosa bd d a b b b b b
                    

.  

 Spored toa, a bd d  }e bide najgolem ako cos( ) 1    , t.e. za    .    
 

 IV godina 
 

 1. Da se najdat site prirodni broevi n  za koi brojot 7 1n   se deli so 6  i 8 .    
 Re{enie. Bidej}i  

  1 2 27 1 (7 1)(7 7 ... 7 7 1)n n n          

Sleduva deka brojot 7 1n   e deliv so 6  za sekoj priroden broj n . Stavaj}i 8 1  namesto 7 , 
dobivame  

  

1 2 1

1 2 3 1

7 1 (8 1) 1 8 8 8 ... ( 1) 8 ( 1) 1
1 2 1

8 8 8 8 ... ( 1) [( 1) 1] .
1 2 1

n n n n n n n

n n n n n

n n n

n
n n n

n

  

   

     
                       

      
                     

   

Spored toa, brojot 7 1n   e deliv so 8  ako i samo ako ( 1) 1 0n   , t.e. ako i samo ako n  e 

paren broj. Od seto toa sleduva deka brojot 7 1n   e deliv so 6  i 8  za sekoj paren priroden 
broj n  i samo za niv.  

 2.Da se najde najgolemiot ~len vo razvojot na 50(1 2) .   
 

 Re{enie. Spored binomnata formula, n -tiot ~len na razvojot na 50(1 2)  e  

  1
50

2n
nT

n
 

  
 

.  

Taka, imame 1 1T  , 2 50 2T  , 3 255T  , {to zna~i deka 1 2 3T T T  . Isto taka, 25
50 2T  , 

24
49 50 2 2T    , 24

48 1225 2T   , {to zna~i 50 49 48T T T  . Spored toa, nizata 1 2 3 50, , ,...,T T T T  

donekade raste, a potoa opa|a. Za da go najdeme najgolemiot ~len na taa niza, }e go ispitame 
odnosot 1 :n nT T . Imame:  



90 

A

BC

'B

'A

ad

bd


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   1
1

50 50 51: 2 : 2 2
1

n n
n n

nT T
n n n




           
.  

Za da bide 1n nT T  , treba da e 51 2 1n
n
  ,  t.e. 51(2 2)n   . Najmaliot priroden broj {to e 

pogolem od 51(2 2)  e 30 , {to zna~i deka 30 31 32 50...T T T T     i 1 2 3 30...T T T T    . 

Spored toa, najgolemiot ~len vo razvivaweto na 50(1 2)  e ~lenot 29
1

50
2

29nT 
 

  
 

.  

 3. Dadena e kosa prizma, ~ija osnova e ramnostran 
triagolnik so strana 10 dm , a bo~en rab 13 dm . Edno 
od temiwata na gornata osnova normalno se 
proektira vo centarot na dolnata osnova na 
prizmata. Da se presmeta plo{tinata na prizmata.  
 Re{enie.Neka to~kata O  e ortogonalna proekcija od 
temeto 1A  na prizmata 1 1 1ABCA B C  vrz nejzinata osnova 

ABC (vidi crte`).  
 ]e doka`eme deka yidot 1 1BCC B  e pravoagolnik.  

 Bidej}i O  e ortogonalna proekcija na 1A  vrz 

ramninata ABC , dobivame deka ramninata 1APA  e 

normalna na rabot BC ( P  e sredina na rabot BC ). Zatoa, 
od 1 1 1|| ||AA BB CC  sleduva deka 1BB BC  i 1CC BC , {to 

treba{e i da se doka`e.    
 Od pravoagolnite triagolnici 1A NA  i 1A MA ( N  e sredina na AB  i M  e sredina na 

AC ) dobivame 1 12NA   i 1 12MA  . Za plo{tinata P  na prizmata }e imame:  

  

2

1 1 12 2 3
4

50 3 10 12 10 12 10 13 50 3 370 .

ABP B M AB NA AC MA BB BC          

        
 

  4. Neka ABC  e ramnokrak triagolnik so osnova 2AB a  i neka P  e 
prese~na to~ka na pravata BC  so pravata p  {to minuva niz temeto A  i e 
normalna na stranata AC . Da se najde geometriskoto mesto na to~kite P  
koga to~kite A  i B  se fiksni, a to~kata C  se dvi`I, taka {to 
triagolnikot ABC  sekoga{ da e ramnokrak.   

 Re{enie.Od uslovite na zada~ata sleduva 
deka to~kata C  se dvi`i po simetralata na 
otse~kata AB . Zatoa, da izbereme koordinaten 
sistem, taka {to pravata AB  da e x -oskata, a 
simetralata na otse~kata AB  da e y -

oskata(vidi crte`). Toga{ imame ( ,0)A a , 

( ,0)B a  i (0, )C c , pri {to 0c   se menuva. 

Ravenkite na pravite BC  i p  se:  

  1
yx

a c
    i ( )ay x a

c
    

Soodvetno. So eliminacija na parametarot 

c  se dobiva ravenkata 2 2 2x y a   

{to pretstavuva vrska me|u koordinatite x  i y  na to~kata P . Zna~i, geometriskoto 

mesto na to~kite P  e hiperbola.  

A B

C

O

P

x

y

A

B C

1A

1B 1C

O
MN

P








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 XXVII Republi~ki natprevar 1984 
 

 I godina 
 

 1. Da se doka`e deka za sekoj cel broj x , 
3 2

( )
3 2 6
x x xp x    e,  isto taka, cel broj.  

 Re{enie. Imame  

  
3 2 ( 1)(2 1)2 3( )

6 6

x x xx x xp x
    .  

Zna~i, treba da doka`eme deka brojot ( ) ( 1)(2 1)f x x x x    e deliv so 6 , a za toa e dovolno 

da se doka`e deka ( )f x  e deliv so 2  i so 3 , zo{to 2  i 3  se zaemno prosti.  

 Proizvod od dva posledovatelni celi broja e deliv so 2 , pa, zna~i, ( 1)x x   e deliv so 2 , 

t.e. ( )f x  e deliv so 2 .  

 Sekoj cel broj e od oblik 3 ,3 1k k   ili 3 2k  . Ako 3x k , toga{ x  e deliv so 3 ; ako 

3 1x k  , toga{ 2 1 3(2 1)x k   , pa 2 1x   e deliv so 3 ; ako 3 2x k  , toga{ 

% 1 3( 1)x k   , pa 1x   e deliv so 3 . Zna~i, za koj bilo cel broj x , ( ) ( 1)(2 1)f x x x x    e 

deliv so 3 .  
 

 2.Koja najmala vrednost mo`e da ja ima najmaliot zaedni~ki sodr`atel na 
~etiri prirodni broja ~ij proizzvod e 1984 .  

 Re{enie. Neka 62 31abcd    i neka , , , )M a b c d NZS( . Bidej}i 31  e prost broj, eden od 

broevite e deliv so 31 , pa, zna~i, i M  e deliv so 31 . Bidej}i abcd  e deliv so 62 , sleduva 

deka barem eden od broevite e deliv so 22 4 . Spored toa, M  e deliv so 22 31 124  . Za 
4a b c    i 31d   imame 124M  ; sledstveno, najmalata vrednost {to  mo`e da ja ima 

M  e 124 .  
 

 3. Na {ahovska tabla, 8 8 , postaveni se 63  moneti od po 5  denari i edna 
moneta od 10  denari, taka {to vo sekoe pole e postavena to~no edna moneta. 
Dadeni se na raspolagawe dovolen broj moneti od po 5,10  i 20  denari. Mo`ni se 
slednive zameni na tri moneti od tablata so drugi tri moneti:  
 (5,5,5) (10,10,10) ,  (5,5,10) (5,10,20) (20,20,10)  ,  (5,10,10) (10,10,20) ,  
        (5,20,20) (5,5,20) (20,20,20)   
pri {to redosledot ne e biten.  
 Dali e mo`no, posle kone~no mnogu zameni na tablata da bidat postaveni 60  
moneti od po 10  denari, 3  moneti od po 20  denari i 1  moneta od 5  denari?  
 Re{enie. Da zabele`ime deka so zamena na tri moneti od tablata so drugi tri moneti 
zbirot na od vrednostite na parite se menuva za 15  ili 30 . Zna~i, razlikata me|u 
zbirovite na vrednostite od parite na tablata na po~etokot i po nekolku zameni e deliva 
so 15 .  
 Zbirot na vrednostite od monetite na po~etokot e 63 5 10 325   , dodeka na krajot na 
baraniot raspored e 60 10 3 20 1 5 665      . Nivnata razlika e 340 , a toj broj ne e deliv so 
15 .  
 Zna~i, odgovorot e ne.  

  

 4. Daden e ramnokrak triagolnik so 
osnova 6 cm . Da se presmeta 

plo{tinata na triagolnikot, ako se 
znae deka sredinite na kracite i vrvot 
le`at na kru`nica so centar vo 
sredinata na osnovata.  A B

C

D

E


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 Re{enie. Neka AB  osnovata na ramnokrakiot triagolnik ABC  i neka E  i D  se 
sredinite na AB  i BC  soodvetno(vidi crte`).  

 Toga{ CE DE ; no, DE  e sredna linija, pa 1 1
2 2

DE AC BC CD   . Spored toa, CDE  

e ramnostran. Zna~i, 60ECD ACE    , 30EAC   , pa  31tg30 3
2 3

CE AE AB   . 

Sledstveno, 3 3P  .  
 

 II godina 
 

 1. Da se doka`e deka za sekoj priroden broj n  va`i ravenstvoto  

  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1... 1 ...
1 2 1 3 2 3 5 2 5 2 1 1 3 5 2 1n n n n n n

                   
 

 Re{enie. Za levata strana L  na ravenstvoto imame:  

  

2 1 1 1 1...
2 2 1 3(2 3) 3(2 3) 2 1

1 2 2 2 2...
2 2 1 3(2 3) 3(2 3) 2 1

1 2 1 1 2 3 3 2 3 3 2 1 1...
2 2 1 3(2 3) 3(2 3) 2 1
1 1 1 1 1 1 11 ... 1
2 2 1 3 2 3 2 3 3 2 1

nL
n n n n n

n n n n
n n n n n

n n n n
n n n n n

n n n n n

 
          

 
          

                  
        

   
1 1 1 12 1 ...
2 3 5 2 1n n

  
 

         

 

  2. Dadena e kvadratnata ravenka 4 2 2 25 4 0a x a bx b   , , 0a b  .  
 a) Da se doka`e deka ova ravenka ima realni i razli~ni koreni za koi bilo a  i b . 
 b) Ako korenite 1x  i 2x  na ravenkata go zadovoluvaat uslovot 1 2 1 24( ) 5( 1)x x x x   , 

toga{ tie ne zavisat od a  i b . Doka`i!   

 Re{enie.a)Imame 4 29 0D a b  , {to zna~i deka korenite na ravenkata se realni i 
me|usebno razli~ni za koi bilo a  i b .  

 b)Spored Vietovite pravila, ravenstvoto 

1 2 1 24( ) 5( 1)x x x x    dobiva oblik 22 0b c  , pri 

koj uslov ravenkata se sveduva na ravenkata  

  22 5 2 0x x   ,  

~ii koreni se 1
1
2

x  , 2 2x  .   

 3. Ortogonalnata proekcija na edno teme na 
tetraedarot ABCD  vrz sprotivniot yid se 
sovpa|a so ortocentarot na toj yid. Da se 
doka`e deka va`at ravenstvata: 

2 2 2 2 2 2
AD BC AC BD AB CD     .  

 Re{enie.Neka ortogonalnata proekcija na 
temeto D  e ortocentarot H  na triagolnikot 

ABC  i neka K  e ortogonalnata proekcija na D  
vrz rabot AB (vidi crte`). Toga{ to~kite ,K H  i C  se kolinearni. Imame:  

  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
.

AD BC AK KD BC AC CK BC KD AC BK KD

AC BD

           

 
  

 Analogno se dobiva i drugoto ravenstvo.  




A

B

C

D

K
H
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 4. Dadena e  kocka so rab a . Yidovite na kockata se osnovi na {est piramidi 
~ij zedni~ki vrv e centarot na kockata. Vo sekoj od piramidite e vpi{ana sfera. 
Da se najde volumnenot na teloto ~ii temiwa se centrite na sferite.  
 Re{enie. Teloto ~ii temiwa se centrite na sferite e sostaveno od dve skladni 
piramidi slepeni so osnovite. Osnovata na piramidata e kvadrat so strana 2R  i visina 

2
a R , kade {to R  e radfiusot na sferite. Spored toa, }e imame  

  
28

3 2
R aV R   

 
.                    (1) 

Zna~i, za da go najdeme volumenot na teloto potrebno e da go najdeme radiusot R  na 
sferite.  
 Na crte`ot e pretstavena edna od {este piramidi, a na crte` 4 e pretstaven presekot 
ABC , kade {to D  e centarot na sferata. Imame: 

  ACD BCD ABD ABCP P P P   , т.е. 

2 2
2 2 2
2 2 2 2

a a aR R a
aR


   ,  

od kade {to dobivame 
2( 2 1)

aR 


. Zamenuvaj}i vo (1) dobivame 
3

3
2

3( 2 1)

aV 


.   

 III godina 
 1. Ista kako zada~a 1 vtora godina.   
 

 2. Da se re{i neravenkata  2
6 2log 2

2
x
x
 


 

 Re{enie.Dadenata neravenka e ekvivalentna so neravenkata 6 2 4
2

x
x
 


,  a taa e, pak, 

ekvivalentna so neravenkata 2(6 2)( 2) 4( 2)x x x    ,   t.e. so   2 3 10 0x x   , od kade {to 

dobivame deka ( , 5) (2, )x     .  
  

 3. Da se doka`e deka postoi edinstven triagolnik ~ii strani se 
posledovatelni prirodni broevi i eden od aglite e dvapati pogolem od eden od  
preostanatite dva agli.  
 Re{enie. Neka stranite na triagolnikot se 1a n  , b n  i 1c n  ; toga{      , 

pa mo`ni se slednive slu~ai: ( )i 2   , ( )ii 2   , ( )iii 2   . ]e gi razgledame posebno 
site tri slu~ai.  
 ( )i Spored sinusnata teorema, imame  

  1
sin sin
n n 

 
,  1

sin sin 2
n n 

 
,  1

sin 2sin cos
n n 

  
,  

od kade {to dobivame  

  cos
2( 1)

n
n

 


.                    (1) 

 Spored kosinusna teorema, imame 2 2 2( 1) ( 1) 2 ( 1)cosn n n n n       , t.e.  

  4cos
2( 1)
n
n
 


.                    (2) 

Od (1) i (2) go dobivame ravenstvoto  

  4
2( 1) 2( 1)

n n
n n


 

,  

t.e. 2n  , pa stranite na triagolnikot se 1a  , 2b  , 3c  , {to ne e mo`no, zo{to 
a b c  .   
 ( )ii Sli~no kako vo (1), koristej}i gi sinusnata i kosinusnata teorema, dobivame  
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2

2
1 2cos

2 2( 1)
n n

n n
   


,  

t.e. 2 3 1 0n n   , ~ii {to koreni ne se prirodni broevi.  

 ( )iii Vo ovoj slu~aj go dobivame ravenstvoto 1 4
2( 1) 2( 1)

n n
n n
 
 

, t.e. 5n  , pa stranite na 

triagolnikot se 4, 5, 6a b c   .  
  

 4. Dali postoi prostoren petagolnik ~ii strani se me|usebno ednakvi i ~ii 
agli me|u dve sosedni strani se pravi. Dali postoi takov {estagolnik?  
 Re{enie.Neka ABCDE  e takov petagolnik (vidi crte`); toga{ , ,A B C  se temiwa na 

kvadratot OABC , a D  i E  le`at vo ramnini normalni na OABC , t.e. 1 2,D E  (vidi 

crte`). Mo`eme da pretpostavime deka petagolnikot e so strana 1 (eden); toga{ 1D k , 

2E k , kade {to  

 - 1k  e kru`nica vo 1  so centar vo C  i radius 1 ,  

 - 2k  e kru`nica vo 2  so centar vo A  i radius 1 .  

 Od EDA  dobivame deka 2AD  , a potoa od AOD , dobivame deka 1OD  . Sli~no 

dobivame deka 1OE  . Zna~i, '
1D k , '

2E k , kade {to '
ik , 1,2i   e kru`nica vo i , 1,2i  , 

so centar O  i radius 1 . Neka D  e nad ramninata OABC ; toga{ '
2 2 1 2{ , }E k k E E   . So 

presmetuvawe dobivame 1
2 1

2
DE   , 2

7 1
2

DE   . Zna~i, takov petagolnik ne postoi.  

 Takov {estagolnik postoi; toj e pretstaven na crte`ot.  
  

 IV godina 
 

 1. Da se najdat site realni broevi a  i b  

    
2 2

1
1

y

y
x a
x

x y b

  



 

                    (1) 

pri uslovot 0x  , ima edinstveno re{enie.  

 Re{enie. Neka 2S       e mno`estvoto 

parovi ( , )x y  {to go zadovoluvaat sistemot (1) pri {to 

0x  . Od 2 2x y b   sleduva deka 0b  . Ako ( , )x y S , 

toga{ i ( , )x y S  , {to zna~i deka za sistemot (1) da 

ima edinstveno re{enie, pri uslov 0x  , mora da bide 
0y   i 0a  . Za 0a   i 1b   sistemot (1) ima 

re{enija ( ,0)b , (1, 1)b  , (1, 1)b  . Spored toa, 

sistemot (1) ima edinstveno re{enie, pri uslov 0x  , 

za 0a   i 0 1b  , i re{enieto e ( ,0)b .  

  2. Dol`inite na stranite na eden triagolnik 
obrazuvaat aritmeti~ka progresija. Da se doka`e 
deka centarot na vpi{anata kru`nica i 

te`i{teto le`at na prava paralelna so edna od stranite na triagolnikot.   

 Re{enie.Neka AB c , BC a x  , 2CA a x   i neka r  e radiusot na vpi{anata 

kru`nica; toga{  2
3( )

Pr
a x




, ABCP P . Neka D  e ortogonalnata proekcija od A  vrz 

A

B

C

1C
1B

2B

2A

TO
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stranata BC (vidi crte`); toga{ rastojanieto od T  do stranata BC  e: 
1 1 2 2
2 3 3( )

P Pd AD r
a xBC

    


. Zna~i, centarot na vpi{anata kru`nica i te`i{teto se 

ednakvo oddale~eni od stranata BC , pa tie le`at na prava paralelna so stranata BC .  
 

 3. Prirodnite broevi se grupirani na sledniov na~in:  
 

{(1,2),(3)} , {(4,5,6),(7,8)} , {(9,10,11,12),(13,14,15)} ,     {(16,17,18,19,20),(21,22,23,24)} , … 
 

Da se doka`e deka grupiraweto na broevite vo sekoja od golemite zagradi e 
izvr{eno taka {to zbirovite na broevite vo malite zagradi se isti.   
 

 Re{enie. Da zabele`ime deka prviot broj vo prvata mala zagrada od k -tata golema 

zagrada e 2k , a posledniot e 2k k ; zna~i, vo prvata mala zagrada ima 1k   broj, a vo 
vtorata k  broevi. Spored toa, za zbirovite 1S  i 2S  na broevite vo prvata i vtorata mala 

zagrada soodvetno }e imame:  
 

 2 2 2 2 2
1

( 1) ( 1)(2 1)
( 1) ... ( ) ( 1) (1 2 3 ... ) ( 1)

2 2

k k k k k
S k k k k k k k k k

                    

 

 

2 2 2 2 2
2

2

( 1) ( 2) ... ( 2 ) [( ) ... ( )] (1 2 ... )

( 1) ( 1)(2 1)
( )

2 2

k

S k k k k k k k k k k k

k k k k k
k k k

                   

     


 

 

  Sledstveno, 1 2S S  
 

 4. Normalniot presek na tristrana prizma 1 1 1 2 2 2A B C A B C  e ramnostran 

triagolnik ABC  so strana a . Na bo~nite rabovi 1 2B B  i 1 2C C   se zemeni dve 

proizvolni to~ki P  i Q . Neka BP x  i CQ y .  
 a) Da se najde vrskata me|u x  i y  za 
triagolnikot APQ  da bide pravoagolen so prav 
agol kaj temeto P .  
 b) Da se opredelat x  i y , taka {to 
triagolnikot APQ  da bide ramnokrak 
pravoagolen so prav agol kaj temeto P .      
 Re{enie. a) Od pravoagolnite triagolnici ABP  

i ACQ (vidi crte`) dobivame 
2 2 2AP x y   i 

2 2AQ a y  . Neka M  e to~ka od rabot 1 2C C , taka 

{to ||PM BC ; toga{ triagolnikot PMQ  e 

pravoagolen, pa imame 
2 2 2( )PQ a y x   , y x . Ako 

triagolnikot APQ  e pravoagolen so prav agol kaj 

temeto P , toga{: 
2 2 2

AP PQ AQ  , t.e.  
 

  2 22 2 0x xy a   .        (1) 
 

 b) Spored uslovot na zada~ata, za triagolnikot APQ  va`at relaciite AP PQ   i 
2 2 2

AP PQ AQ  , t.e. 2 2 0y xy    i 2 22 2 0x xy a   .  
 

 Pri pretpostavkata 0y   dobivame 2
2

ax  , 2y a .   

1A 1B

1C

2A
2B

2C

A

B

C

x

M
y

Q
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 XXVIII Republi~ki natprevar 1985 
 I godina 
 

 1.Da se najdat site podmno`estva S  od mno`estvoto celi broevi  , 
takvi {to:  
  (1) ,m n S       m n S   
  (2) ,m n S       m n S   
  (3) ( )m   m S  ili m S   ili 0m  .  
 Re{enie. Neka S    gi zadovoluva uslovite od zada~ata. Bidej}i 1 , od uslovot (3) 

sleduva deka 1 S  ili 1 S  . Ako 1 S  , toga{ od (2) 1 ( 1)( 1) S    . Zna~i 1 S , {to 

zaedno so (1) povlekuva deka mno`estvoto prirodni broevi   e sodr`ano vo S . Ako 1 S   
i 0 S  toga{ S   . Ako 1 S   i 0 S , toga{ {0}S   . Spored toa, edinstveni 

podmno`estva S  od   {to go zadovoluvaat uslovot od zada~ata se   , {0}  i  .   
 

 2. Da se najdat site prirodni broevi , , , ,a b c d e  takvi {to  
  (1) 2a  , 
  (2) a b c d e     

  (3) 1 1 1 1 1 1
a b c d e
     .  

 Re{enie. Neka , , , ,a b c d e  gi zadovoluvaat uslovite od zada~ata; toga{ 3a  , bidej}i : 

2a   spored (1); 1a  , zo{to 1a   povlekuva 1 1 1 1 1 1
a b c d e
     ; 4a   povlekuva   

  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 5 6 7 8a b c d e

          .  

Sli~no, 4b  , bidej}i: 4b  , spored (2), a 5b   povlekuva  

  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 5 6 7 8a b c d e

          .  

 Ako 7c  , toga{  

  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 4 7 8 9a b c d e

           

Spored toa, c  mo`e da bide 5  ili 6 . Ako 6c  , toga{ 1 1 1 1 1 11
3 4 6 4d e

      . Ako 8d  , 

toga{ 1 1 1 1 1
8 9 4d e

    , {to zaedno so 6d c   povlekuva deka 7d  . No 1 1 1
4 7e

   nema 

re{enie vo  . Zna~i, 5c  . Toga{  

  1 1 1 1 1 131
3 4 5 60d e

      ,  

i 5 d e  . Ako 9d   toga{ 1 1 1 1 13
9 10 60d e

    , {to zaedno so 5 d  povlekuva deka 6d  , 

7d   ili 8d  . Ako 7d  , toga{ 1 13 1
60e d

   nema re{enie vo  . Spored toa, 6d  . Od 

1 13 1 1
60 6 20e

    dobivame 20e  . Zna~i, baranite broevi se: 3,4,5,6,20 .  

  

 3. Dedoto na Filip e roden vo ovoj vek. U~enikot Filip zabele`al deka 
zbirot na cifrata od godinata na ra|aweto na dedomu e ednakov so zbirot 
na cifrite od brojot na godinite {to dedomu gi imal vo 1985 . Vo koja 
godina e roden dedoto na u~enikot Filip?  
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 Re{enie. Neka dedoto na u~enikot Filip e roden vo 19xy  godina za 0 9y   i 0 9x  . 

Cifrite na brojot na godinite na dedoto vo 1985  godina se: 8 x  i 5 y  ili 7 x  i 15 y . 

Toga{ 1 9 8 5x y x y        ili 1 9 7 15x y x y       , t.e. 2( ) 3x y   ili 

2( ) 12x y  . Bidej}i 3  ne se deli so 2 , 6x y  .  Ako 1x  , toga{ dedoto vo 1985  godina 

ima pomalku od 71  godina, a zbirot na cifrite na sekoj priroden broj pomal od 71  e pomal 
od 16 1 9 x y    . Zna~i 0x   i 6y  , t.e. dedoto e roden vo 1906  godina.        
  

 4. Neka 1 2 3 11 12, , ,...., ,A A A A A  se posledovatelni temiwa na pravilen 12 -

agolnik. Da se doka`e deka dijagonalite 1 9A A , 2 11A A  i 4 12A A  se se~at vo 
edna to~ka.   
 Re{enie. Neka O  e centarot na opi{anata kru`nica okolu dadeniot pravilen 12 -
agolnik. So pomo{ na: svojstvoto za ednakvost na periferiski agli nad ist lak, svojstvoto 

na centralen i periferiski agol nad ist kru`en lak i toa {to 1 2 30A OA   , se doka`uva 

deka 1 12 4 12 1 9 45A A A A A A     i 1 2 11 12 11 2 30A A A A A A    . Neka A  i B  se to~ki od 1 9A A  i 

4 12A A  soodvetno, taka {to 1A B  i 12A A  se normalni na 1 12A A (vidi crte`). Vaka 

formiraniot ~etiriagolnik 1 12ABA A  e kvadrat so centar vo presekot na dijagonalite 

1 9A A  i 4 12A A . Ponatamu, triagolnicite 1 2A A B   i 11 12AA A  se ramnostrani ~ii visini 

spu{teni od 2A  i 11A  se delovi od dijagonalata 2 11A A . Spored toa, 2 11A A  minuva niz 

srednite to~ki na sprotivnite strani na kvadratot 1 12ABA A , {to zna~I deka minuva I niz 

centarot na toj kvadrat.     
 

 II godina 
 

 1. Da se re{i ravenkata:  

  3 4 1 8 6 1 1x x x x        .  
 Re{enie.So pomo{ na ravenstvata  

  23 4 1 ( 1 2)x x x        
i  

  28 6 1 ( 1 3)x x x        
Dadenata ravenka se sveduva na ravenkata  

  | 1 2 | | 1 3 | 1x x      .                  (1) 
 Mo`ni se slednite slu~ai:  
 1) 
 

 2. Da se najdat site ~etiricifreni broevi m  za koi se znae deka:  
  )i   m  e kvadrat od priroden broj;   
  )ii   prvata i vtorata cifra na m  se ednakvi; i  
  )iii   tretata i ~etvrtata cifra na m  se ednakvi.  

 Re{enie. Neka x  e prvata, a y  e tretata cifra na m  i neka 2m k . Toga{  

  2 1000 100 10 11(100 )k x x y y x y      ,  

od kade {to sleduva deka 11  e delitel na k , t.e. 11k n . Od 211 11 11(100 )n x y    sleduva 

deka 11  e delitel na x y . Bidej}i 1 9x   i 0 9y  , dobivame deka 1 18x y   , {to 

zna~i deka 11x y  . Toga{ 2 9 1n x  , {to e mo`no samo za 7x  . Spored toa, baraniot 

broj m  e 27744 88 .     
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 3. Vo ramnokrak pravoagolen triagolnik ABC  vpi{an e ramnokrak 
pravoagolen triagolnik 1 1 1A B C . Da se najde najmalata vrednost na odnosot 

1 1 1
:A B C ABCP P  .  

 Re{enie. Neka C  i 1C  se temiwa kaj pravite agli. Mo`ni se dva slu~ai:  

 Prv slu~aj:   
  
 4. . Neka 1 2 3 11 12, , ,...., ,A A A A A  se posledovatelni temiwa na pravilen 12 -

agolnik so strana 2a cm . Neka dijagonalite 1 10A A , 2 11A A  i 3 12A A   se 

se~at vo to~kite ,A B  i C . Da se najde plo{tinata ABCP .   
 Re{enie.N  
  

 III godina 
 

 1. Neka 1 2 3 6 7, , ,..., ,P P P P P  se sedum razli~ni to~ki od dadena kru`nica. Da 

se doka`e deka postojat barem pet agli i j kPP P , 1i j k   , {to se pomali 

od 30 .  
 Re{enie.K 
  
 2. Kolku re{enija ima ravenkata  

  1|| ... || | | 1| 1| ... | 1|
1985

x      .  

 Re{enie.D 
  
 3. Daden e  konveksen ~etiriagolnik ABCD  so agli , ,    i   razli~ni 

od 90 . Da se doka`e deka  

   
tg tg tg tg

ctg ctg ctg ctg
tg tg tg tg

              
      

.  

 Re{enie. Od toa {to 360         i ~etiriagolnikot e konveksen, sleduva deka 

, , ,     mo`e da se podelat na dva para ~ii zbirovi se razli~ni od 90  i 270 . Da 
pretpostavime deka   
  
 4. Ramninata gi se~e bo~nite rabovi od pravilna ~etiristrana 
piramida so vrv S  vo to~kite , ,A B C  i D . Pritoa A  i C  se to~ki od 
sprotivni rabovi i niedna od to~kite , , ,A B C D  ne se sovpa|a so S . Da se 
doka`e deka  

  1 1 1 1
AS CS BS DS

   .    

 Re{enie.Neka ramninata {to ja se~e piramidata, ja se~e, visinata na piramidata vo 
to~ka M . Toga{ SM  e simetrala na agolot kaj temeto S  i vo dvata triagolnici ASC  i 
BSD . Od druga strana, bidej}i piramidata e pravilna, ASC BSD  . Neka ASM   . 
Toga{  

  2 sin sinASCP SM SA SM SC       

i  
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  2 sin 2ASCP SA SC    .  

 Spored toa, 2cosSA SC
SA SC SM
 


. Sli~no, i  2cosSB SD
SB SD SM

 


. Zna~i,  

  1 1 1 1SA SC SB SD
SA SC SA SC SB SD SB SD

     
 

(vidi crte`).  

  

 IV godina 
 

 1. Neka A  i B  se podmno`estva od 2      opredeleni so:  

   ( , ) / ,
1

x aA x y a y
ax
  


za sekoj  

    ( , ) / , (1 )A x y a a xy x y    postoi .  

Da se najde A B  , a potoa da se pretstavi grafi~ki.   
 Re{enie. Neka ( , )x y A B  . Bidej}i ( , )x y B , postoi a  taka {to (1 )a xy x y   , 

t.e. ( 1)y ax x a   . Ako 1 0ax   , toga{ 
1

x ay
ax



, {to e sprotivno so ( , )x y A . Zna~i, 

1ax   i x a , od {to sleduva deka 2 1x  . Za 1x   imame 11
1
a

a
 


 a za 1x   , 11
1
a

a
 
 

, 

{to zna~I deka 1xy   . Sledstveno,  

  2{( , ) / 1, 1}A B x y x xy    ,  
i grafi~ki e pretstaveno na crte`ot.  
  

 2. Da se najde zbirot 1 2 1985...a a a   , ako  

  
2

1 2 3
3 3 1

( )
k

k ka
k k


 


 za 2k  .  

 Re{enie. Za 2k  , 
3 32

1 12 3 3 3 3 3
( 1)3 3 1 1 1

( ) ( 1) ( 1)
k k k

k kk ka b b
k k k k k k

 
       

  
 , kade {to 

3
1

nb
n

  za 1n  . Toga{  

  
1 2 1985 1 2 2 3 1984 1985 1985 1986 1 1985

3

3 3

... ...
1 1986 11 .

1986 1986

a a a b b b b b b b b b b              
    

 

 3. Neka 
1

( )
n k

k
j

S n j


  , za ,k n . Da se poka`e deka za sekoi ,k n   

  
1

1
1

( ) ( ) ( )
n

k k k
i

n S n S n S i





      

 Re{enie.N 
  
 4.Ista kako i zada~a ~etiri od treta godina.  
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 XXIX Republi~ki natprevar 1986 
 

 I godina 
 
 

 1. Na kolku nuli zavr{uva brojot 1986!? Odgovorot da se obrazlo`i. 
(1986! 1 2 3 4 ... 1985 1986       ). 
 

  Re{enie. Neka 1986! 2 5m n k   , kade {to k  ne e deliv nitu so 2  nitu so 5 . Bidej}i vo 
broevite od 1  do 1986 , 2  se pojavuva po~esto otkolku 5 , sleduva deka m n . Bidej}i 
10 2 5  , sleduva deka 1986  zavr{uva na n  nuli. Me|u broevite 1,2,3,...,1986  postojat 

1986 397
5

    
 broevi koi zavr{uvaat na 5 , 1986 79

25
    

 broevi delivi so 25 , 1986 15
125

    
 

broevi delivi so 35 , 1986 3
625

    
 broevi delivi so 45  i ne postojat broevi deliv so 55 . 

Pogore, x    ozna~uva cel del od brojot x . Spored toa, brojot na nulite e  

  397 79 15 3 494n      .  
 
 

 2. Eden ~ovek patuva so ~amec po rekata Drim od Struga do Globo~ica i 
obratno. Rastojanieto me|u struga i Globo~ica e 18 km , a toj patuval 
vkupno 5  ~asa. Kolkava e brzinata na rekata Drim, ako ~ovekot za isto 
vreme patuval 4 km  nizvodno, a 2 km  vo obratna nasoka?  
 

  Re{enie.Neka brzinata na rekata e km/hx , a na ~amecot vo mirna voda e km/hy . Od 

uslovot na zada~ata sleduva sleduva deka  
 

  18 18 5
y x y x

 
 

 i 4 2
y x y x


 

.  

 

 Neka 1 u
y x




,  1 v
y x




. Toga{ se dobiva sistemot ravenki  

 

  
18 18 5

4 2

u v

u v

 
 

.  

 

Negovo re{enie e 5
54

u  , 5
27

v  . Spored toa,  go dobivame sistemot  

 

  

54
5
27
5

x y

x y

  

  


,  

 

t.e. 2,7km/hx  , 8,1 km/hy  . Zna~i, brzinata na rekata Drim e 2,7km/h .   
  
 

 3. Sredinite na stranite vo daden paralelogram se povrzani so 
sprotivnite temiwa. Taka dobienite otseki zagraduvaat eden 
osumagolnik. Da se poka`e deka negovata plo{tina e {est pati pomala od 
plo{tinata na paralelogramot.  
 

  Re{enie. Neka 2 4 6 8, , ,A A A A  se sredini na stranite, a O  centar na paralelogramot 

1 3 5 7A A A A . Neka 1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,B B B B B B B B  se temiwa na osumagolnikot(vidi crte`).  

  Bidej}i presekot na dijagonalite vo parallelogram e negov centar na simetrija, 
sleduva deka 8 8 4 4, , , ,A B O B A , a isto taka i 6 6 2 2, , , ,A B O B A  se kolinearni.  
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 Neka M  e presekot na 4 6A A  i 5OA . Bidej}i M  e sredina na 4 6A A (vidi crte`) sleduva 

deka 5B  e te`i{ten a triagolnikot 4 6OA A  i 5 5, , ,O B N A  se kolinearni. Sli~no se 

poka`uva deka 1 1 5 5, , , ,A B O B A   , a isto taka i 3 3 7 7, , , ,A B O B A  se kolinearni.  
 

 Neka 1 2 3 4 5, , , ,P P P P P  se plo{tinite na triagolnicite 4 5OA A , 4 5OA B , 4 5OB B , 4 5 4A B B  , 

4 5 5A A B  soodvetno. Bidej}i triagolnicite 4 5OB B  i  4 4 5B A B  imaat ednakvi strani i visini, 

sleduva deka 3 4P P . Bidej}i triagolnicite 4 5OA B  i  5 4 5B A A  imaat ednakvi visini 

spu{teni od 4A  i 5 5 52A B OB ( 5B  e te`i{te na triagolnikot 4 6OA A ), sleduva deka 

5 22P P . Od toa {to 

2 3 4 32P P P P   , sleduva deka 

1 2 5 2 33 6P P P P P    .  
 

 Ovaa diskusija se sproveduva na 
ist na~in za sekoj od parovite 
triagolnici 1 2 1 2( , )OBB OAA  , 2 3 2 3( , )OB B OA A  

,…, 8 1 8 1( , )OB B OA A  (vidi crte`),  od 

{to sleduva deka plo{tinata na 
osumagolnikot e {est pati pomala 
od plo{tinata na paralelogramot.   
  

 

 4.Vo sekoe pole od {ahovskata tabla e zapi{an broj. Zbirot na 
broevite zapi{ani na bilo koi ~etiri poliwa {to formiraat pateka na 
kow (vo oblik na bukvata G) e konstanten. Kolku razli~ni broevi se 
zapi{ani na tablata? Odgovorot da se obrazlo`i.  
 

  Re{enie. Da razgledame proizvolen 3 3  del od tablata(vidi crte`). Spored uslovot od 
zada~ata sleduva deka 1 4 5 6 4 5 6 3a a a a a a a a       , od kade {to sleduva deka 1 3a a . 

Sli~no se doka`uva deka 4 6a a , 7 9 3 1a a a a    i 2 8a a .  

 Potoa, od 1 2 5 2 1 2 5 8 1 4 5 6 1 5 4 4a a a a a a a a a a a a a a a a                sleduva deka 

2 4a a . Sli~no se poka`uva deka 1 3 5 7 9a a a a a a      i 2 4 6 8a a a a c    . Spored toa, 

broevite zapi{ani na istobojni poliwa(crni ili beli) se ednakvi. Neka nab elite poliwa 
e zapi{an brojot a , a na crnite poliwa e zapi{an brojot c . Ako a c , toga{ odgovorot e 
eden, a ako a c , toga{ odgovorot e dva.   
  

 II godina 
  
 

 1. Da se poka`e deka za sekoj priroden broj  k  

  2 4 6 8 2 1...
3 5 7 9 2 1 2 1

k
k k

     
 

.  

 

  Re{enie.Za sekoj 1k  , od 2 24 1 4k k   delej}i so pozitivniot broj 2 (2 1)k k   sleduva 

deka 2 1 2
2 2 1
k k

k k
 


. Spored toa, dadenoto neravenstvo sleduva od neravenstvoto  

1А 3А

5А7А

2А

4А

6А

8А О

1B 2B
3B

4B

5B
6B

7B

8B

1a 2a 3a

4a 5a 6a

7a 8a 9a

a a

a

a a

c c

c

c
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  2

1 1 2 3 2 1 2 2 4 6 8 2 1 3 5 7 2 1... ... ...
2 1 2 3 4 2 2 1 3 5 7 9 2 1 2 4 6 8 2

2 4 6 8 2... .
3 5 7 9 2 1

k k k k
k k k k k

k
k

                          
        

 

 

(Zabele{ka: Zada~ata mo`e da se re{i i so matemati~ka indukcija.) 
 
 
 

 2.Slednata ravenka da se re{i vo mno`estvoto prirodni broevi  

  2 2 2 2336x y z   .  
   

 Re{enie. Ako edna podredena trojka prirodni broevi e re{enie na ravenkata, toga{ i 
sekoja nejzina permutacija e isto taka re{enie na ravenkata.  
 Neka , ,x y z  e re{enie na ravenkata prirodni broevi. ]e poka`eme deka x y z x   , 
poka`uvaj}i deka ako dva broevi od , ,x y z  se ednakvi, toga{ , ,x y z  ne e re{enie. Neka 

x y . Toga{ e mo`no: 1) z x ; 2) z x ; 3) 1z x   ili 4) 1z x  .  

 1)Ako z x , toga{ 2 2 2 3 2x y z x     e deliv so 3 , a 2336  ne e deliv so 3 .  

 2)Ako 1z x  , toga{ 2336  e deliv so 73 , a 22 2 2 2x y z x     ne e.  
 3)Neka 1z x  , t.e. 1z x k    za nekoj priroden broj k . Toga{ 

12 2 2 2 (1 2 )x y z x k     ne e ednakov na 2336  od isti pri~ini kako i vo 2).  
 Na ist na~in se poka`uva deka x z  i y z .  
 Neka x y z  , t.e. y x p  , z y s x p s     . Toga{ od  

  5 3 32 2 2 2 [1 2 (1 2 )] 2 [1 2 (1 2 )] 2336x y z x p s         ,  

sleduva deka 5, 8x y   i 11z  . Zna~i,  re{enija na ravenkata se site permutacii na 

trojkata 5,8,11 .  
 
 

 3.Na masa za igrawe na bilijard vo oblik na pravoagolnik ABCD , 
postavena e bilijardna topka na rastojanie 1m  od }o{ot D  i 3m  od 

}o{ot C . Stranite na masata se 4AB CD m   i 2BC AD m  . Topkata e 
udrena taka {to prvoto odbivawe e od stranata AD . Posle tri odbivawa 
topkata udira vo sredinata na stranata CD . Da se opredeli to~kata od 
stranata AD  vo koja topkata se odbila prviot pat.     

 

  Re{enie. Baranata topka e na rastojanie 4 m
7

 od }o{ot D . Toa sleduva od sli~nosta na 

triagolnicite MNP  i DXP (vidi crte`).   
  
 
 

 4.Na sekoe pole od edna 100 100  “{ahovska” table zapi{an e znak  . Se 
dozvoluva so edna operacija da se zamenat site znaci vo nekoj red ili 

N

M

A B

CD P

X

K
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kolona so nivnite sprotivni znaci(   so   ili   so  ). Dali e mo`no 
posle kone~no mnogu operacii na tablata da bidat zapi{ani to~no 1986  
znaci so  ? Odgovorot da se obrazlo`i.  
 

 Re{enie.Posle kone~en broj na operacii, neka kx  e brojot na operacii primeneti na 

k -tiot red, a ky  e brojot na operacii primeneti na k -tata kolona, za 1,2,...,100k  . Neka 

me|u broevite 1 2 100, ,...,x x x  ima p , a me|u 1 2 100, ,...,y y y  ima q  neparni broevi. Bidej}I 

paren broj operacii na dadena kolona ili red ne gi menuva znacite, sleduva deka, posle 
kone~niot broj na operacii, na tabelata }e ima to~no  
 

  100 100 2 (100 ) (100 )p s pq p q q p        
 

znaci  . Spored toa, zada~ata se sveduva na pra{aweto: Dali postojat neparni broevi p  i 

q  taka {to 0 100p  , 0 100q   i (1000 ) (100 ) 1986p q q p    ? Poslednoto ravenstvo e 
ekvivalentno so ravenstvoto  
 

  (50 )(50 ) 1507 11 137p q     .  
 

 Bidej}i 11  i 137  se prosti broevi, a 50 50 50p     i 50 50 50q    , sleduva deka 
takvi broevi p  i q  ne postojat.       
  
 

 III godina 
 
 

 1. Da se doka`e deka ravenkata  

  1 1 1
x y p
  , p  

ima edinstveno re{enie vo   ako i samo ako p  e prost broj.  
 

 Re{enie. Ako parot ( , )x y  e re{enie na ravenkata, toga{ 1 1
x p
 , pa x p . Zna~i, za 

1p   ravenkata nema re{enie vo mno`estvoto prirodni broevi.  
 

 Neka 1p  . Ako postoi re{enie vo  , toga{ x p k   za nekoj priroden broj 0 k p   

od {to sleduva deka 1 1 1
p k p y

 


, t.e. 
( )p p k

y
k
 . Za 1k   se dobiva edno re{enie: 

1x p  , ( 1)y p p  .  
 

 Neka p  e prost broj. Toga{ za sekoj 1 k p  , , ) 1p k NZD(  i  , ) 1p k k NZD( . Spored 

toa 
( )p p k

k


 ne e priroden broj, pa edinstveno re{enie e: 1x p  , ( 1)y p p  .  

 

 Obratno, ako p  ne e prost broj, t.e. p m n  , 1m n  , toga{ re{enie na ravenkata e i 

parot 1x p m  , 1 ( )y n p m  .  
  
 

 2. Da se re{i ravenkata  

  8 2 4 4(1 ) (1 ) 2x x x    .  
 

 Re{enie. Bidej}i 0x   ne e re{enie na ravenkata, taa e ekvivalentna so ravenkata  
 

  
4 42 22 1 1 2 0x x x

x x

          
   

.  

 

So smenata , 
2 2 1x x p

x
   , ja dobivame ravenkata  
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  4 4( 1) ( 1) 2 0p p     ,  
 

~ii re{enija se 1 2 0p p  , 3 6p i  i  4 6p i  .  
 

 Za 1 2 0p p  , se dobiva 2 1 0x x   , t.e. 1 2
1 3

2
ix x    , 3 4

1 3
2
ix x    .  

 

 Za 3 6p i  se dobiva ravenkata 2 (1 6) 1 0x i x    , t.e.  
 

  5/6
1 6 9 2 6

2

i i
x

    
 ,  

 

 Za 3 6p i   , se dobiva ravenkata 2 (1 6) 1 0x i x     , t.e.  
  

 7/8
1 6 2 6 9

2

i i
x

    .  

  
 

 3. Ako eden osumagolnik ima ednakvi agli 
i dol`inite na stranite mu se racionalni 
broevi, toga{ toj osumagolnik ima centar na 
simetrija. Da se doka`e.    
 

 Re{enie. Bidej}i zbirot na aglite na 

osumagolnikot e 1080  sleduva deka aglite na dadeniot 

osumagolnik 1 2 3 4 5 6 7 8A A A A A A A A  se ednakvi na 135 . Ako 

nad sekoja strana od osumagolnikot docrtame od 
nadvore{na strana ramnokrak pravoagolen triagolnik, 
}e dobieme dva pravoagolnici 1 2 3 4B B B B   i 5 6 7 8B B B B  

(vidi crte`). So presmetuvawe se dobiva deka  

  1 4 1 2 1 9 2 3
2 ( )

2
B B A A A A A A     i  2 3 5 6 4 5 6 7

2 ( )
2

B B A A A A A A    .  

Od toa {to 1 4 2 3B B B B ; dol`inite na stranite na osumagolnikot se racionalni broevi; i 

2
2

 e iracionalen broj, sleduva deka 1 2 5 6A A A A . Sli~no se poka`uva deka 2 3 6 7A A A A , 

3 4 7 8A A A A  i 4 5 8 1A A A A . Bidej}i 1 2 5 6||A A A A , 2 3 6 7||A A A A  , 3 4 7 8||A A A A  i 4 5 8 1||A A A A  

sleduva deka ~etiriagolnicite 1 2 5 6A A A A  , 2 3 6 7A A A A , 3 4 7 8A A A A , 4 5 8 1A A A A  se 

paralelogrami. Od toa {to: 1 5A A  e dijagonala na 1 2 5 8A A A A  i 1 2 5 6A A A A ; 2 6A A  e dijagonala 

na 1 2 5 6A A A A  i 2 3 6 7A A A A ; 3 7A A  e dijagonala na 2 3 6 7A A A A  i 3 4 7 8A A A A ; i 4 8A A    e dijagonala 

na 3 4 7 8A A A A  i 1 4 5 8A A A A , sleduva deka gornite ~etiri paralelogrami imaat ist centar na 

simetrija za osumagolnikot  
  
 

 4. ^lenovite na edno pleme `iveat ne pove}e od 79  godini i samo onie 
koi napolnile 20  godini mo`at da sozdavaat potomstvo. Vo plemeto ima 
1986  lu|e. Da se doka`e deka postojat 497  ~lenovi na plemeto od koi nikoj 
ne e potomok na drug.  
 

 Re{enie.Bidej}i 79 4
20

 , sleduva deka sekoj ~len od toa pleme mo`e da ima najmnogu tri 

kolena potomci. ^lenovite na plemeto mo`at da se razdelat vo ~etiri disjunktni klasi. 
Vo prvata klasa se site ~lenovi koi nemaat potomci. Vo vtorata klasa se site ~lenovi koi 
imaat to~no edno koleno potomci. Vo tretata klasa se site ~lenovi koi imaat to~no dve 

1A

2A 3A

4A

5A

6A7A

8A

1B

2B

3B

4B

5B 6B

7B8B
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kolena potomci. Vo ~etvrtata klasa se ostanatite ~lenovi na plemeto, t.e. onie ~lenovi 
koi imaat to~no tri kolena potomci. Vo sekoj od tie klasi nieden ~len ne e potomok na 
drug ~len od istata klasa, zatoa {to vo sprotivno, tie dvajca bi imale razli~en broj na 
kolena na potomci. Bidej}i 4 496 1986  , sleduva, spored principot na Dirihle, deka 
postoi barem edna klasa vo koj ima barem 497  ~lenovi.   
  
 

 IV godina 
 

 1. Da se doka`e deka za sekoj priroden broj 1k  , zbirot  
 

  1 1 1 1...
2 3 4 k
    ,  

 

ne e priroden broj.  
 Re{enie. Neka e najgolemiot priroden broj za koj 2n  e delitel na nekoj od broevite 

2,3,4,...,k . Ako 2n  e delitel na dva od tie broevi, toga{ tie broevi se od oblik 2n p  i 2n q  
za p  i q  neparni broevi. Bidej}i me|u sekoi dva neparni prirodni broevi postoi paren 

broj, sleduva deka me|u 2n p  i 2n q , pa zna~i i pome|u 2,3,4,...,k , postoi priroden broj od 

oblik 2n r  za r  paren broj. Spored toa 12n  e delitel na nekoj od broevite 2,3,4,...,k . 

Zna~i, postoi samo eden broj od broevite 2,3,4,...,k  koj e deliv so 2n . Neka m  e toj broj. 

Najmaliot zaedni~ki sodr`atel na broevite 2,3,4,...,k  e od oblik 2n s , kade {to s  e 

neparen broj. Neka 2n

i
sx

i
 , za 2,3,4,...,i k . Toga{ ix  e paren broj za sekoj i m  i mx  e 

neparen. Dadeniot zbir e  
 

   1 2 ...1 1 1 1...
2 3 4 2

k
n

x x x A
k Bs

  
      ,  

kade {to A  e neparen, a B  e paren priroden broj. Spored toa, toj zbir ne e priroden broj.  
  
 

 2. Neka f  e funkcija so svojstvoto  

  ( 2) ( ) 2 ( 1)f x f x f x    .  
Da se doka`e deka f  e periodi~na funkcija.   
 

 Re{enie.Od uslovot na zada~ata sleduva deka  
 

  ( 2) ( ) 2 ( 1) 2( 2 ( ) ( 1)) 2 ( ) 2 ( 1)f x f x f x f x f x f x f x          ,  
t.e.  
 

  ( 2) ( ) 2 ( 1)f x f x f x    .  
 

 Spored toa,  
 

  ( 4) ( 2) 2 ( 1) ( ) 2[ ( 1) ( 1)] ( )f x f x f x f x f x f x f x            .  
 
 

 Zna~i, za sekoj realen broj x ,  
 
 

  ( 8) ( 4) ( )f x f x f x     ,  
 

od {tpo sleduva deka f  e periodi~na funkcija.  

 
 3.Ista kako zada~a 3 od treta godina  
  
 4. Ista kako zada~a 4 od treta godina 
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 XXX Republi~ki natprevar 1987 
 

 I godina 
 1.Da se doka`e deka pri kakov i da e izbor na znacite " "  ili " "  

pome|u broevite  1 1 1 11, , ,..., ,
2 3 11 12

, dobienata suma }e bide razli~na od nula.  

 Re{enie. Dobienata suma }e ja zapi{eme vo oblikot: 1 1 1 11 ...
2 3 12 11

      
 

. Eden 

zaedni~ki imenitel za site dropki vo izrazot e brojot 12! 1 2 3 ... 12     . Po sveduvaweto na 
dropkite pod ovoj zaedni~ki imenitel i sobiraweto na dropkite vo zagradata dobivame 

broj 
12!
A , kade {to A  e broj deliv so 11 (kako suma na broevi delivi so 11 ). Sega sumata e 

ednakva so 12 10!
12!

A   . Ovoj broj e razli~en od nula, bidej}i brojot 12 10!  ne e deliv so 11 , 

a zbir ili razlika na dva broja od koi edniot e deliv so 11 , a drugiot ne e deliv so 11  
nikoga{ ne e nula.  
 Zabele{ka: Namesto 11  vo re{enieto mo`e da se koristi i brojot 7 .  
 

 2.Vo ramnina se dadeni tri ednakvi po dol`ina otse~ki ,OA OB  i OC  
pri {to to~kata B  le`i vo vnatre{nosta na pomaliot agol AOC . Tie se 
dijametri na tri kru`nici koi osven vo to~kata O  se se~at i vo to~kite 

1 1,A B  i 1C . Doka`i deka plo{tinata na krivoliniskiot trapez 1 1 1A B C  e 
polovina od plo{tinata na triagolnikot ABC .  

 Re{enie.Spored oznakite od crte`ot, 
triagolnicite 1OAC  i 1OC B  se skladni 

bidej}i imaat edna zaedni~ka strana 1OC , 

OA OB  i 1 1 90OC B AC O    . Zna~i, 

1C  e sredina na stranata AB . Sli~no se 

poka`uva deka 1B  i 1A  se sredini na AC  

i BC  soodvetno, t.e. 1 1C B  i 1 1B A  se sredni 

linii na triagolnikot ABC . Ottuka, 

1 1 1A B B C , pa plo{tinata na kru`niot 

otse~ok ograni~en so lakot 
1 1B C  i 

otse~kata 1 1B C  e ednakva na plo{tinata 

na kru`niot otse~ok ograni~en so 1A B  i 1A B . Sli~no se dobiva i za plo{tnite na 

kru`nite otse~oci ~ii laci se 1BC  i  1 1A B .  

 Zna~i plo{tinata na krivoliniskiot triagolnik 1 1 1A B C e ista so plo{tinata na 

paralelogramot 1 1 1A B C B  {to e polovina od plo{tinata na triagolnikot ABC .  
  

 3. Da se opredeli najgolemiot priroden broj pomal od brojot  

  3 3 36 6 ... 6 6 6 ... 6        

znaej}i deka 3 6 1,6 .  
 Re{enie. Znaej}i deka 6 2,4  i 3 6 1,6   dobivame  

O

A
B

1C

1B

1A

C
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  3 33 34 6 6 6 6 ... 6 6 6 ... 6          .  

 Od druga strana  

  6 6 ... 6 6 6 ... 6 3 3          

  3 33 33 36 6 ... 6 6 6 ... 6 2 2         ,  

Odnosno  

  3 3 36 6 ... 6 6 6 ... 6 3 2 5          .  

 Zna~i, baraniot broj e 4 .  
   
 

 4.Daden e romb ABCD . Prese~nata to~ka na simetralite na aglite BAC  i 
BDC  le`i na edna negova strana. Da se opredelat aglite na rombot.  

 Re{enie.Presekot na simetralite na aglite BAC  i BDC  go ozna~uvame so M , pri 
{to M  le`i na stranata BC . Spored teoremata za simetrali na vnatre{ni agli na 
triagolnik, va`at odnosite:  

  : :BM MC AB AC  

  : :BM MC BD CD .  
Ottuka se dobiva deka  

: :AB AC BD CD , t.e. AC BD AB CD   . 
 Ako stranata na rombot ja ozna~ime so 
a , a visinata so h , toga{ poslednoto 

ravenstvo go dobiva oblikot: 22ah a , t.e. 
2a h , {to zna~i deka aglite na rombot 

iznesuvaat 60  i 120 .    
 

 II godina 
 

 1. Daden e trapez ABCD  so osnovi AB  i CD . Dijagonalite na trapezot 
se se~at vo to~kata T . Ako 1P  i 2P  se plo{tinite na triagolnicite ABT  
i CDT , a P  e plo{tinata na trapezot, da se doka`e deka:  

  2
1 2( )P P P  .     

 Re{enie. Da go ozna~ime odnosot :AB CD  so k . 
Triagolnicite TAC  i TCD  se sli~ni, pa za nivnite 
visini 1h  i 2h  soodvetno va`i 1 2:k h h . Ottuka za 

plo{tinata P  na trapezot dobivame  

  1 1
1 1( ) ( )( )
2 2

P h AB CD k CD CD kh h       

  2
2

1 ( 1)
2

P k h CD    

  2
2( 1)P k P  .               (1) 

 Triagolnicite ABD  i ABC  imaat ednakva plo{tina bidej}i imaat ednakva osnova i 
visina. Ottuka i triagolnicite ABT  i BCT  imaat ednakva plo{tina ozna~ena kako 3P . 

Bidej}i  

  1 3
1
2ABCP AB h P P                      (2) 

  2 3
1
2ACDP CD h P P                       (3) 

A B

CD

M

1P

2P

3P 4P

A B

CD
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dobivame  
  1 3 2 3( )P P k P P                      (4) 

Ako vo ravenstvoto  
  1 2 32P P P P                       (5) 

se primeni (4), se dobiva  
  2 3( 1)( )P k P P                      (6) 

 Od (1) i (6) se dobiva 3 2P kP , i zamenuvaj}i vo (6) se dobiva deka 3 2
1P P
k

 , pa spored toa  

  2
1 2 2 1 1 2 1 2 1 2

12 2 ( )P P P k P P P P P P P P
k

           .  

  

 2. Ako 0
yx z

y z z x x y
  

  
, toga{  

2 2 2
0

( ) ( ) ( )

yx z
y z z x x y

  
  

. 

Doka`i! 
 Re{enie. Voveduvame oznaki  

  
yx zA

y z z x x y
  

  
 и 

2 2 2
0

( ) ( ) ( )

yx z
y z z x x y

  
  

.  

Ako A  se pomno`i so izrazot 1 1 1C
y z z x x y

  
  

, se dobiva  

  ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( )( )

x y y zx zAC B
z x y z y z x y z x x y
x y x y z x x z y z y z

B B
x y y z z x

     
     
         

  

 

Spored toa, ako 0А  , toga{ i 0B  .  
  

 3. Ne postoi polinom ( )P x  so celobrojni koeficienti takov {to 
(7) 11P   i (11) 13P  . Doka`i!   

 Re{enie.Neka pretpostavime deka polinomot 1
1 1( ) ...n n

n nP x a x a x a x a
      gi 

isponuva uslovite od zada~ata. Ako stavime 7x   i 11x   soodvetno, od uslovite na 
zada~ata se dobiva  

  1
1 111 11 11 ... 11n n

n na a a a
         

  1
1 113 13 13 ... 13n n

n na a a a
       .  

 Ako od vtoroto ravenstvo go izvadime prvoto ravenstvo, se dobiva  

  1 1
1 12 (13 7 ) (13 7 ) ... (13 7)n n n n

n na a a 
        .  

 Bidej}i za sekoj 1n  , 11 7n n  se deli so 4 , izrazot od desnata strana na poslednoto 
ravenstvo e deliv so 4 . Bidej}i izrazot od levata strana na istoto ravenstvo ne e deliv so 

4  dobivame protivre~nost.    
  

 4. Daden e kvadrat ABCD  i to~ka P  vo 
vnatre{nosta na kvadratot taka {to 

: : 1: 2 :3AP BP CP  .  Da se presmeta agolot 
APB ! 

 Re{enie. Triagolnikot ABP  go rotirame okolu 
temeto B se dodeka temeto B  ne se sovpadne so temeto 
C . So Q  da ja ozna~ime novata polo`ban a temeto P  po 

rotacijata. Bidej}i QBC PBA   sleduva deka 

90QPB   . Zaradi ova, bidej}i BP BQ  imame 





A B

CD

P

Q
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45PQB    i  
2 2

2PQ BP .  

 Od uslovot na zada~ata imame 2BP AP , 3CP AP  pa ottuka i od prethodnoto 
ravenstvo dobivame:  

  
2 2 2 2 2

8PQ CQ AP AP CP    .  

Bidej}i za triagolnikot CQP  va`i teoremata na Pitagora, 90CQP   . Kone~no 

  45 90 135APB CQB PQB CQP           .  
  

 III godina 
 

 1. Da se najde odnosot Mk
B

 , kade M  e plo{tinata na obvivkata na 

konusot, a B  plo{tinata na negoviot bazis, ako se znae deka volumenot na 
konusot e dvapati pogolem od volumenot na vpi{anata topka vo nego.  

 Re{enie. Neka ,H s  i r  se soodvetno visinata, 

generatrisata i radiusot na bazaisot na konusot i neka R  e 
radiusot na vpi{anata topka. Od sli~nosta na 
triagolnicite na crte`ot, imame:  

  r R
s H R



.  

Ottuka, bidej}i 2 2H s r   dobivame s rR r
s r



.  

Sega, ako so kV  i tV  gi ozna~ime soodvetno volumenot na 

konusot i topkata, imame:  

  

2
22 2 2

3 3

( )3
4 ( )4 4

3

k

t

r H
V s rr s r
V r s rs r s rr r

s r s r


  
 

 

.  

Od uslovot na zada~ata 2k

t

V

V
 , pa od prviot i posledniot ~len na gornoto ravenstvo, 

dobivame: 28 ( ) ( )r s r s r   ,  2 29 6 0r rs s   ,  2(3 ) 0r s  .  

 Ottuka 3s r , pa 
2

3M rs sK
B rr

   


.  

  2. Da se poka`e deka ne postoi polinom so celobrojni koeficienti 
takov {to ( )P a b , ( )P b c , ( )P c a , kade ,a b  i c  se tri razli~ni celi 
broevi.   
 Re{enie. Neka 1

1 1( ) ...n n
n nP x a x a x a x a

      . Voo~uvame deka  

  
1 1

1 1( ) ( ) ... ( )( ) ( ) n n n n
n na a b a a b a a bP a P b

a b a b

 
      

 
,  

i ova e cel broj bidej}i koeficientite ka  se celi broevi i k ka b  e delivo so 

a b ( 1,2,3,...,k n ). Od isti pri~ini i 
( ) ( )P b P c

b c




 i 
( ) ( )P c P a

c a




 se celi broevi.  

 Da pretpostavime deka za gormiot polinom P  va`i ( ) , ( )P a b P b c   i ( )P c a , kade 

,a b  i c  se razli~ni celi broevi. Zaradi prethodnata diskusija imame deka  

  b c
a b



, c a
b c



 i a b
c a



 



r

R

H

s



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

56 

se celi. No bidej}i nivniot proizvod e ednakov na 1 , sekojod niv e ednakov na 1  ili 1 . 
Ako prviot broj e ednakov na 1  dobivame a c  {to protivre~i na pretpostavkata. Od 
isti pri~ini i ostanatite dva broja ne mo`at da bidat ednakvi na 1 . Zatoa site tri broja 
se dnakvi na 1 . Od ovde dobivame  

   
b c a b
c a b c
a b c a

  
  
  

.  

So odzemawe na vtoroto ravenstvo od prvoto se dobiva b c , a ova protivre~i na 
pretpostavkata. Zna~i, ne postoi polinom so baranite osobini.  
 

 3. Neka   e mno`estvoto realni broevi, :f    funkcija za koja se 
ispolneti slednive dva uslovi:  
 a) za bilo koi 2  realni broja x  i y  ( ) ( ) ( )f x y f x f y   

 b)  postoi edinstven realen broj x  takov {to ( ) 1987f x  .  
Da se doka`e: ako za dva realni broja x  i y  va`i ( ) ( )f x f y , toga{ mora 
x y (t.e. funkcijata e injektivna).      

 Re{enie.Spored prviot uslov na zada~ata, imame ( ) ( 0) ( ) (0)f x f x f x f      ,  Od kade 

sleduva (0) 1f  . Ottuka 1 ( ( )) ( ) ( )f x x f x f x     , od kade sleduva deka za sekoj x , ( ) 0f x   i 

1( )
( )

f x
f x

  . Sega, neka ( ) ( )f x f y , odnosno 
( )

1
( )

f x

f y
 . Od ovde i zaradi prethodniot zaklu~ok 

dobivame ( ) ( ) 1f x f y  ,  ( ) 1f x y  ,  ( ) ( ) 1987f x f x y  ,   ( ) 1987f x x y   .  

Bidej}i postoi edinstven broj x  taka {to ( ) 1987f x  , dobivame x x y x    , odnosno x y .  
  

 4. Da se doka`e deka  sekoe mno`estvo od {est razli~ni ednocifreni 
broevi sodr`i dve podmno`estva bez zaedni~ki elementi, takvi {to 
zbirot na elementite na prvoto podmno`estvo e ednakov na zbirot na 
elementite od vtoroto podmno`estvo.  
 Re{enie.Brojot na neprazni podmno`estva na mno`estvo od {est elementi e 62 1 63   
i niedna od sumite na elementite von iv ne e pogolema od 6 9 54  , {to zna~i deka so 63  
razli~ni podmno`estva mo`eme da formirame najmnogu 54  razli~ni zbira. Spored toa, 
barem dve podmno`estva }e imaat ednakov zbir na elementite. Ako tie podmno`etva ne se 
disjunktni, toga{ od niv }e gi izvadime zaedni~kite elementi.  
  

 IV godina 
 

 1. Da se doka`e deka za sekoj priroden broj n , 6n  , kvadrat mo`e da se 
rzdeli na n  pomali kvadrati (taka {to plo{tinata na kvadratot e zbir od 

plo{tinite na pomalite kvadrati), no ne mo`e da se razdeli na 5  pomali 
kvadrati.   

a

a

a

a

b

b

b

b

c

c
c

cd

d

d
d

Q

1
k x

x
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 Re{enie. Mo`eme da pretpostavime deka kvadratot Q  ima stranica 1 . Ako 2k  , 

toga{ lentite so {irina 1
k

 do 2  sosedni strani na kvadratot mo`eme da gi podelime na 

2 1k   kvadrati so strana 1
k

, kako na crte`ot. Ostatokot od povr{inata na Q  e pak 

kvadrat (ozna~en na crte`ot so Q ). So ova poka`avme deka kvadratot mo`e da se podeli na 

2k ( 2k  ) kvadrati.  
 Ako pak kvadratot Q  go podelime na 4  ednakvi kvadrati, toga{ tie zaedno so 

kvadratite so strana 1
k

 }e dadat podelba na kvadratot Q  na 2 3k   kvadrati ( 2k  ). So ova 

poka`avme deka  Q  mo`e da se podeli i na proizvolen neparen broj ( 7 ) kvadrati.  

 Sega da pretpostavime deka kvadratot Q  mo`e da se podeli na 5  pomali kvadrati. 
Jasno e deka ovie kvadrati mora da imaat strana paralelna so stranite na kvadratot. 
Mo`ni se slednive dva slu~ai: 
 1) Nieden od kvadratite da ne bide celosno vo vnatre{nosta na Q  kako {to e 

prika`ano na crte`ot. Ova ne e vozmo`no bidej}i a b b c d a c d x        , povlekuva 
deka stranata na sredniot kvadrat e 0x  .  
 2) Nekoj od kvadratite (a vozmo`no e samo eden) da bide iscelo vo vnatre{nosta na 
kvadratot Q (kako na crte`ot) {to povtorno ne e mo`no bidej}i  

  a b b c c d d a        
povlekuva deka a c  i b d , pa ponatamu bidej}i plo{tinata na kvadratot Q  e ednakva na 

zbirot od plo{tinite na pomalite kvadraati imame 2 2 2 2 2 2( )a b a b a b x      , t.e. 
2 2( )x a b   , od kade 0x  .  

  

 2.Nekolku lu|e treba da iskopaat eden kanal. Ako zapo~nat so rabota 
istovremeno, toga{ }e go iskopaat kanalot za 24  ~asa. Me|utoa tie na 
rabota doa|ale eden po drug vo ednakvi vremenski intervali, a potoa sekoj 
rabotel do zavr{uvaweto na rabotata. Kolku vreme rabotel rabotnikot 
koj prv do{ol na rabota ako toj rabotel 5  pati podolgo od rabotnikot koj 
posleden do{ol na rabota?   
 Re{enie.So z  da go ozna~ime brojot na site rabotnici, x  brojot na ~asovi {to gi 
pominal na rabota rabotnikot {to posleden do{ol na rabota i so y  brojot na ~asovite na 
vremenskiot interval na doa|awe na dvata rabotnika koi eden po drug do{le na rabota. 
Toga{ za kopawe na kanalot se potro{eni vkupno ( ) ( 2 ) ... ( ( 1) )x x y x y x z y         

rabotni ~asa, {to po uslov na zada~ata se ednakvi na 24z , t.e.  
  ( ) ( 2 ) ... [ ( 1) ] 24x x y x y x z y z          

So ogled na toa deka sumata na niza od prvite 1z   prirodni broja e 
( 1)

2

z z
 se dobiva 

( 1)
24

2

yz z
xz z

  , t.e.  

  2 ( 1) 48x y z   .                    (1) 
Znaej}i deka prviot rabotnik pominal na rabota pet pati podolgo vreme od posledniot, 
mora da va`i i ravenstvoto  
  ( 1) 5x y z x   .                    (2) 

 Od (1) i (2)  se dobiva deka 6 48x  , t.e. 8x  .  
 Spored toa, prviot rabotnik rabotel 40  ~asa.  
 

 3.Ista kako zada~a 3 od treta godina  
 

 4. Ista kako zada~a 4 od treta godina 
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 XXXI Republi~ki natprevar 1988 
 

 I godina 
 

 1. Neka A  i B   se dva prirodni broja koi imaat isti cifri. Ako 
1010A B  , da se doka`e deka A  e deliv so 10 .   

  Re{enie. Bidej}i 1010  e najmaliot priroden broj so 11  cifri, sleduva deka A  i B  se 

desetcifreni broevi. Neka 10 9 2 1...A a a a a  i 10 9 2 1...B b b b b . Od 1010A B  , sleduva deka 

postoi nekoj {1,2,3,...,10}i , taka {to: 1 1 0a b  , 2 2 0a b  ,…, 1 1 0i ia b   , 10i ia b  , 

1 1 9i ia b   ,…, 10 10 9a b  . Bidej}i cifrite na A  i B  se ednakvi, sumiraj}i gi gornite 

ravenstva, dobivame:  
  1 2 9 102( ... ) 10 (10 )9a a a a i       ,  

pri {to iskoristivme deka 1 2 9 10 1 2 9 10... ...a a a a b b b b         . Od toa {to 

1 2 9 102( ... )a a a a     sleduva deka i 10 i  e paren, t.e. 1i  . Zna~i 1 1 0a b  , od kade {to 

sleduva deka 1 1 0a b  . Spored toa A  (a isto taka i B ) e deliv so 10 .  
 

 2. Daden e triagolnik ABC  i vo nego proizvolna to~ka M . Neka 
pravite , ,MA MB MC  gi se~at stranite ,BC AC  i AB  soodvetno, vo to~kite 

, ,P Q R . Da se doka`e deka me|u odnosite :AM MP , :BM MQ  i :CM MR  ima 
barem eden ne pogolem od 2  i barem eden ne pomal od 2 .  
 Re{enie. Neka T  e te`i{teto na triagolnikot ABC  i neka , ,U V W  se soodvetno 

sredinite na stranite ,BC CA  i AB . Ako M T , toga{ P U , Q V , R W , pa 

: : 2 :1 2AM MP AT TU   .  
 Neka M T . Da gi razdelime stranite CA  i AB  vo odnos 2 :1  so to~kite N  i L  
soodvetno(vidi crte`). Toga{ ||TN AB  i ||TL BC . Pravata CR  ja se~e TN  vo to~kata 

D (vidi crte`) {to se nao|a pome|u C  i M , od kade {to sleduva deka 

: : 2 :1 2CM MR CD DR   . Analogno, AP ja se~e TL  vo to~kata E (vidi crte`), koja e me|u 

M  i P , pa spored toa : : 2 :1 2AM MP AE EP   .       

  3. Da se doka`e deka ako dol`inite na simetralite na dva vnatre{ni 
agli na triagolnik se ednakvi, toga{ triagolnikot e ramnokrak.   

 Re{enie. Neka AP  e simetralata na 
agolot kaj temeto A , a BQ  simetralata na 

agolot kaj temeto B (vidi crte`). Spored 

uslovot na zada~ata AP BQ . Treba da se 

doka`e deka CAB ABC  . Da 
pretpostavime deka va`i sprotivnoto, t.e. 
deka CAB ABC  . Bez gubewe na 
op{tost, mo`eme da pretpostavime deka 

CAB ABC  . Toga{ 1 2  (vidi 
crte`). Triagolnicite ABQ  i BAP  imaat 

po dve ednakvi strani, AB BA , BQ AP , pa od 1 2   sleduva deka AQ BP . Neka S  e 

to~ka, takva {to APSB  e paralelogram (vidi crte`). Toga{ od BP AQ PS  , sleduva deka 

3 4  (vidi crte`), pa, 2 3 1 4QBS BSQ          . Ottuka se dobiva deka 

AP QS BQ  , {to e sprotivno so uslovot AP BQ .  
  

1
1

1

2
2

3

4

A B

C

P
Q

S
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 4. Da se doka`e deka priroden broj z  ne mo`e da se zapi{e na dva 
razli~ni na~ini vo vid ! !z x y  , kade {to x  i y  se prirodni broevi koi 
go zadovoluvaat uslovot x y . ( ! 1 2 3 ... ( 1)x x x       . )  
 Re{enie. Neka 1 1 2 2, , ,x y x y  se prirodni broevi za koi 1 1x y , 2 2x y  i 

1 1 2 2! ! ! !z x y x y     i neka 1 2x x . Ako 1 2y x , toga{ bi imale  

  1 1 2 2 2 2! ! ! ! ! !z x y x x x y z       ,  

t.e. z z  {to ne e mo`no. Zna~i, 1 2y x . Toga{ 2 1x y  i 2 2x y , pa spored toa 2 2 1! ! !x y y    

e deliv so 2!x . Bidej}i 2 2 1 1! ! ! !x y y x   , sleduva deka 1!x  e deliv so 2!x , {to zna~i deka 

1 2x x , {to protivre~i na pretpostavkata 1 2x x . Simetri~no, pretpostavkata 2 1x x  

void do protivre~nost. Zna~i, 1 2x x , a od 1 1 2 2! ! ! !x y x y     sleduva deka i 1 2y y .   
  

 II godina 
 

 1.Da se re{i ravenkata 3 2 1 1x x    .  
 Re{enie.Voveduvaj}i smeni 3 2y x   i 1z x  , go dobivame sistemot ravenki 

3 2y x  , 2 1z x  , 1y z  . Od prvata i vtorata ravenka, so eliminacija na x , dobivame 
3 2 1y z  . Zamenuvaj}I 1z y  , dobivame 3 2 2 1 1y y y    , t.e 2( 2) 0y y y   . Re{enija 

na 3 2 2 0y y y    se 1 0y   i 2/3
1 1 8

2
y    , t.e. 1 0y  , 2 1y  , 3 2y   . Od 32x y  , se 

dobivaat baranite re{enija 1 0x  , 2 1x  , 3 10x  .   
  
 

 2. Da se  poka`e deka postojat samo kone~no mnogu podredeni trojki 
( , , )x y y z z x    od kompleksni broevi koi gi zadovoluvaat ravenstvata  
  ( 1) 2 ( 1) 2 ( 1) 2x x yz y y xz z z xy        .  
 Re{enie. Neka a x y  , b y z  , c z x  . Toga{ x a y  , z y b  , ( )c a b   , pa 

ravenstvata od zada~ata se transformiraat vo: 2 22a a ab b b     . Ako 0a  , toga{ 

1
2

ab  , pa so re{avawe na ravenkata 
2

2 1 1
2 2

a aa a      
 

, se dobiva 1a   ili 1a   , 

od kade {to gi dobivame trojkite (1,0, 1)  i ( 1,1,0) . Ako 0a  , toga{ od 2 0b b  , se 

dobiva 0b   ili 1b   , so {to gi dobivame trojkite (0,0,0)  i (0, 1,1) .    

  3. Dve piramidi imaat 
zaedni~ka osnova-kvadrat so 
strana a . Piramidite se na ista 
strana od ramninata na 
kvadratot. Visinite na dvete 
piramidi minuvaat niz 
sredinite na dve sprotivni 
strani na kvadratot i se ednakvi 
na b . Da se najde volumenot na 
zaedni~kiot del na dvete 
piramidi.  
 Re{enie.Neka ABCDF  i ABCDE  se 
dadenite piramidi(vidi crte`). 

Zaedni~kiot del se dobiva koga od pravata prizma ' 'ABCDN M (vidi gi crte`ite) se 
izvadat dvete piramidi 'CDN N  i 'ABM M .   

A B

C
D

EF

H
K

M

N
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 Od pravoagolnikot ABEF (vidi crte`) sleduva 
deka M  e sredna to~ka na AE . Sli~no, N  e sredna 

to~ka na CF . Spored toa AB a , i visinata na 

'ABM , spu{tena od 'M  e 
2
b . Od druga strana, 

bidej}i MN  e sredna linija vo triagolnikot ADE , 

sleduva deka 
2
aMN  . Spored toa: ' '

4
aMM NN  , i:  

  
2 2

2
' ' '

1 1 52 2
2 2 3 2 4 4 24 24ABCDMN ABCDM N CDNN

b b a a b a bV V V a a a a b              .   

  
 

 4. Da se najdat najgolemata i najmalata vrednost na funkcijata 
2( ) 2 1f x x x   , za onie realni broevi x  koi go zadovoluvaat uslovot 

4 236 13x x  . Odgovorot da se obrazlo`i.  
 Re{enie.Najprvo gi nao|ame site x  za koi va`i neravenstvoto 4 213 36 0x x   . 

Re{enija na bikvadratnata ravenka 4 213 36 0x x    se: 3, 2,2,3  . Neravenstvoto e to~no 

za [ 3, 2]x    i [2,3]x .  

 Parabolata 2( ) 2 1f x x x    ima minimum vo to~kata 1x  . Zna~i, taa opa|a na 

intervalot [ 3, 2]  ,pa 14 ( 3) ( ) ( 2) 7f f x f       za [ 3, 2]x   , a raste na intervalot 

[2,3] , pa 1 (2) ( ) (3) 2f f x f      za [2,3]x .  

 Spored toa, najmala vrednost na ( )f x  za onie x  za koi va`i 4 236 13x x  , e 1 , a 

najgolema vrednost e 14 .  
 

 III godina 
 
 

 1. Vo sekoe pole na 103 103  tablica se vpi{ani realni broevi koi {to 
po apsolutna vrednost ne se pogolemi od 1 . Vo proizvolen 2 2  kvadrat od 
taa tablica zbirot na broevite e ednakov na nula. Da se doka`e deka 
zbirot na site broevi od tablicata ne e pogolem od 103 .  
 

 Re{enie. Da ja razdelime tablicata na 52  oblasti: prvata e poleto od leviot goren 
agol, vtorata e 3 3  kvadratot vo leviot goren agol bez poleto vo agolot. Tretata e 5 5  
kvadratot bez prvite dve oblasti itn.(vidi go crte`ot za 8 8  kvadrat). Vo sekoja od 51 -ta 
oblast po~nuvaj}i od vtorata, zbirot ne e pogolem od 2 , bidej}i: ako vo sekoja oblast 
formirame 2 2  kvadrati(na crte`ot toa e prika`ano za ~etvrtata oblast), edno pole od 
oblasta, da go ozna~ime so a  }e se javi vo dva kvadrati, a drugo pole, da go ozna~ime so b , 
nema da se javi vo nieden kvadrat. Bidej}i zbirot na broevit vo sekoj 2 2  kvadrat e 
ednakov na 0 , zbirot na broevite od sekoja oblast }e bide 2b a  . Taka zbirot na 
broevite vo tablicata ne e pogolem od 1 51 2 103   .  
  

 2. Osnovata na dadena piramida e ramnostran triagolnik so strana a  a 
bo~nite rabovi imaat dol`ina b . Konstruirana e sfera {to gi dopira 
site (prodol`eni) rabovi na piramidata. Da se najde nejziniot radius.  
 

 Re{enie. Neka T  e te`i{teto na osnovata ABC  so strana a . Neka baranata sfera ima 
radius R  i neka nejziniot centar O  se nao|a na rastojanie x  od T (vidi crte`). Ako H  e 
visinata na tetraedarot, toga{  

A

B
C

D

N M'N 'M
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2 2

2 2

33
a aH b b

 
    

 
.  

Od sli~nosta na ~DTC DSO  (vidi crte`), dobivame  

  3
a

R
b H x




, t.e. 
223

3

a R
b ab x



 

,  

od kade {to dobivame 
2

2 3
3

Rbax b
a

   . Potoa, od pravoagolniot triagolnik PTO , 

(vidi crte`) dobivame, 

22 2 2
2 2 2 3

3 122 3
Rba a aR x b

a

  
            

. Re{avaj}I ja ova 

kvadratna ravenka po R , dobivame  

  
2 2

(2 )

2 3

b a a
R

b a




.  

(Zabele{ka. Koga 
2 2

(2 )

2 3

b a a
R

b a




, centarot O  na sferata e vo vnatre{nosta na 

piramidata, a vo drugiot slu~aj vo nadvore{nosta na piramidata).  
  

 3. Ako  

  
cos( ) cos( 2 ) cos( 3 )cos x x xx

a b c d

        ,          (1) 

da se doka`e deka  

  a c b d
b c
  .                    (2) 

 Re{enie.Trgnuvaj}i od prviot i tretiot odnos na prodol`enata proporcija (1), imame  

  
cos cos( 2 ) cos( )x x x

a c b
    


 

od kade  

  
cos cos( 2 )

cos( )

x xa c
b x

   
 

,  

odnosno, soglasno trigonometriskiot identitet  

  cos cos 2cos cos
2 2

        ,  

  2cosa c
b
   .                     (3) 

 Na sli~en na~in, od vtoriot i ~etvrtiot odnos na proprcijata (1) se dobiva  

  2cosb d
c
   .                     (4) 

 Od to~nosta na (3) i (4) sleduva to~nosta na ravenstvoto (2).  
  

 4. Da se doka`e deka od proizvolni ~etiri realni broja sekoga{ mo`e 
da se odberat dva dva broja x  i y  takvi {to  

  0 1
1

x y

xy

 


.    
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 Re{enie. Neka proizvolnite ~etiri broja se , , ,a b c d  podredeni po golemina. Toga{ 

postojat agli , , ,     taka {to tg a  , tg b  , tg c  , tg d  . Aglite , , ,     mo`eme da 
gi odbereme taka {to:  

  
2 2
               .  

 Zna~i, , ,    ja razdeluvaat otse~kata [ , ]    mna ~etiri dela, od koi {to barem eden 

ne e pogolem od 
4
 . Neka toa e na primer intervalot [ , ]  . Bidej}i 0

4
      imame 

deka i 0 tg( ) 1     , t.e.  

    
tg tg

0 1
1 tg tg

   
  

.  

 Ako stavime tgx    i tgy    imame 0 1
1

x y

xy

 


 {to treba{e da se doka`e.  

 Za 
4
      , diskusijata e ista bidej}i  

  tg( ) tg( )         .    
  

 IV godina 
 

 1. Da se doka`e deka za sekoj priroden broj  n  va`i  

  1 1 1... 1
1 2 3 1n n n
   

  
.   

 Re{enie.Neka 1 1 1...
1 2 3 1na

n n n
   

  
. Toga{ 1

1 1 1...
2 3 3 4na

n n n    
  

, pa  

  1
1 1 1 1 2 0

3 2 3 3 3 4 1 (3 2)(3 3)(3 4)n na a
n n n n n n n       
      

.  

 Zna~i, nizata na  e raste~ka. Osven toa 1
1 1 1 1
2 3 4

a     , pa zna~i 1na   za sekoj 

priroden broj.   
 

 2. Vo tekot na tri meseci eden {ahist igral najmalku edna partija 
dnevno, no pritoa igral najmnogu dvanaeset partii nedelno. Da se poka`e 
deka mo`at da se najdat posledovatelni denovi vo koi {ahistot izigral 
to~no dvaeset I edna pratija.  
 Re{enie. Da pretpostavime deka prviot den {ahistot odigral 1a  partii, zaklu~no so 

vtoriot den odigral 2a  partii, zaklu~no so tretiot den odigral 3a  partii, itn zaklu~no 

so 77  den odigral 77a  partii. Da ja razgledame nizata broevi  

  1 2 77 1 2 77, ,..., , 21, 21,..., 21a a a a a a   .  

 Vo ova niza imame 2 77 154   elementi, sekoj od niv e pogolem od 11 12 21 153   (brojot 

77a  ne e pogolem od 11 12 132  , bidej}i vo 77  dena ima to~no 11  nedeli vo sekoja od koi 

{ahistot igral najmnogu po 12  partii). Spored toa, barem dva od ovie 154  broevi se 
ednakvi me|u sebe. No, pome|u broevite 1 2 77, ,...,a a a  nema ednakvi broevi({ahistot igral 

najmalku edna partija dnevno), {to zna~i deka i pome|u broevite 1 2 7721, 21,..., 21a a a    

nema ednakvi broevi. Spored toa, postojat broevi k  i l  za koi e ispolneto 21k la a  , 

odnosno 21k la a  , t.e. od ( 1)l  -ot do k -ot den {ahistot izigral to~no 21  partija.   
 

 3.Ista kako zada~a 3 od treta godina  
 

 4. Ista kako zada~a 4 od treta godina 
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 XXXII Republi~ki natprevar 1989 
 

 I godina 
 

1. Ako , , \ {0}a b c  i  
 
 

  1 1 1 1
a b c a b c
  

 
,  

 

toga{ me|u niv postojat dva broja ~ij zbir e ednakov na nula.  
  Re{enie. Dadenoto ravenstvo mo`eme da go zapi{eme vo oblikot  
 

  ( )( ) 0a b c ab bc ca abc      .  

Za levata strana L  na ova ravenstvo imame  
 

  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )[ ( ) ( )] ( )( )( ) .

L a b abc ca ab b c abc abc bc c a abc

a b a c ab abc abc ac b c bc

a b c ab b c ac b c bc b c b c a ab ac bc
b c a a b c a b a b b c c a

          
        
             
        

 

 
 

 2. Da se presmeta zbirot na site ~etiricifreni broevi vo koi cifrata 
0  ne se javuva i site cifri se razli~ni.   

 

 Re{enie. Brojot na site takvi broevi e 9 8 7 6 3024    . Na sekoj broj abcd  mu go 

pridru`uvame brojot (10 )(10 )(10 )(10 )a b c d    . Zbirot na ovie dva broja e 11110 , pa 
zbirot na site broevi e  

  3024 11110 16789320
2

  . 

  

 3. Vo triagolnikot ABC  
simetralata na agolot vo temeto A  ja 
se~e stranata BC  vo to~kata D . Neka 
E  e to~ka od pravata AB  taka {to 

BDE BAC  . Da se doka`e deka 

DC DE .   
 
 

 Re{enie. Neka F  e to~ka na stranata AC , 

taka {to AF AE  (vidi crte`). Toga{ 

FD DE . Bidej}i BDE   , sleduva deka BED BCA    . Od druga strana imame 
CFD BED  , pa, zna~i, FCD BCA BED CFD      , t.e. triagolnikot FCD  e 

ramnokrak so osnova FC . Sledstveno CD FD DE  . 
  

 4. Vo pravoagolnikot ABCD , simetralata na 
agolot kaj temeto B  gi se~e pravite AC  i AD  
vo to~ki E  i F  soodvetno. Niz E  e 
konstruirana prava paralelna so AB , koja ja 
se~e dijagonalata BD  vo to~ka K . Da se doka`e 
deka FK AC .  
 

 Re{enie. Spored priznakot SSS, sleduva deka 

BEK AKE   , pa, zna~i, 45BAK   (vidi crte`), t.e. 
pravata AK e normalna na pravata EF . Bidej}i i pravata 
EK  e normalna na pravata AF , sleduva deka to~kata K  e 





45

K
E

A B

CD

F



2


2


A B

C

D

E

F
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ortocentar na triagolnikot AEF , t.e. FK AE .  
  

 II godina 
  

 1. Eden trgovec imal 4  tegovi so celobrojni te`ini. So niv mo`e da se 
izmeri bilo koja te`ina od 1 kg  do 40 kg . Koi se te`inite na tegovite, 
ako site se razli~ni i zbirot im e 40 ?  
 Re{enie.Imame  

  1 2 340 1 3 9 27 3 3 3 3        ,  
pa 340 1111 (vo sistem so osnova 3 ). Sekoj broj od 1  do 40  mo`e da go pretstavime vo 

system so osnova 3  koristej}i gi 0,1  i 2  kako cifri. Bidej}i 2 1  , sleduva deka sekoj 

broj mo`e da se pretstavi kako broj so cifri 1  i 0  ili kako razlika na broevi so cifri 1  
i 0 . Jasno e deka brojot na cifrite na sekoj broj pomal od 40  e najmnogu 4 .  
 Sledstveno, te`inite na tegovite bile: 1 кг ,  3 кг , 9 кг  i 27 кг .   
 

 2. Da se najde najmalata vrednost na izrazot 
21

1
x
x




, za 0x  .  

 Re{enie. Ako 
2 21 1 2 2 2( ) ( 1) ( 1) 2

1 1 1 1
x xf x x x
x x x x

                
. Koristej}i go 

neravenstvoto 2a b ab  , dobivame  

  2( ) 2 ( 1) 2 2 2 2
1

f x x
x

    


,  

t.e. najmala vrednost za izrazot 
2 1( )

1
xf x
x



 e 2( 2 1)  i taa se dobiva za 2 1x   .  

  

 3. Za koi vrednosti na a , za proizvolno b  postoi barem edno c , taka 

{to sistemot 
22

2 1

x by ac c

bx y c

   


  
 da ima barem edno re{enie?  

 Re{enie.Imame:  

  24 b     i  22 2x ac c bc b     .  

 Ako 0  , t.e. 2b   , toga{ sistemot ima edinstveno re{enie za koi bilo a  i c .  
 Ako 0  , toga{ za sistemot da ima re{enie 

treba da bide i 0x  . Za 2b   dobivame 2 1ac   , 

pa ovaa ravenka ima re{enie po c  za sekoe 
( ,0)a  . Za 2b   ja dobivame ravenkata 

2 2 1 0ac c   , koj{to ima re{enie po c  za sekoe 
[ 1, )a   .  

 Sledstveno, dadeniot sistem ima barem edno 
re{enie za proizvolno b  i nekoe c  ako I samo ako 

[ 1,0]a  .  
  

 4. Daden e kvadar so rabovi , ,a b c ; da go ozna~ime so A . Neka 
3{ / , ( , ) 1}B X X d X A    pretstavuva geometrisko mesto na to~ki X  od 

prostorot za koi postoi barem edna to~ka od kvadarot A  koja e na 
rastojanie ne pogolemo od 1  od to~kata X . Da se opredeli volumenot BV  , 
na B , so pomo{ na , ,a b c .  

А
а

b
c

T

Ц

К
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 Re{enie.Geometriskoto mesto B  na to~ki se sostoi od: 
 -kvadarot A ;  
 -kvadari so visina 1  nad sekoj od yidovite na A ;  
 -~etvrtini cilindri so radius 1  i visina sekoj od rabovite na A .  
 -osmini topki so radius 1  i centri vo sekoe teme na A  (vidi crte`) 
 Spored toa,  

  
ц т

42( ) ( )
3

B A kV V V V V

abc ab bc ca a b c

    
         .  

 

 

 III godina 
 

 1. Niz sekoj rab na eden tetraedar postavena 
e ramnina paralelna so sprotivniot rab.  
 a) Kakov poliedar opredeluva delot od 
prostorot ograni~en so tie ramnini?  
 b) Da se najde odnosot na volumenot na 
dobieniot poliedar so volumenot na 
tetraedarot.  
 Re{enie.a) Tetraedarot ima tri para sprotivni 
rabovi, pa, zna~i, se povle~eni tri para paralelni 
ramnini, t.e. teloto ograni~eno so ramninite e 
paralelopiped. Rabovite na tetraedarot se dijagonali od 

yidovite od paralelopipedot, pa paralelopipedot e sostaven od dadeniot tetraedar i 
~etiri piramidi so osnovi polovina od osnovata na paralelopipedot i visini kolku i 
visinata na paralelopipedot.  
 b) Neka V  e volumenot na paralelopipedot, H  negovata visina, B  plo{tina na 
negovata osnova, тV  volumenot na tetraedarot i neka V  e volumenot na edna od ostanatite 

piramidi. Toga{  

  V BH ,      1
3 2 6

B BHV H   
   

  т т
24
3

V V V V V    ,  т
1
3

V V ,  

t.e. т: 3 :1V V  .  
 
 

 2. Da se doka`e deka: ako sumata  
  1 1 2 2cos( ) cos( ) ... cos( )n na x a x a x          

pri 0x   i 1x x k   , k  e ednakva na nula, toga{ taa e nula za sekoj  
x .  

 

 Re{enie.Od uslovot na zada~ata, za 0x  , dobivame  
  1 1 2 2cos cos ... cos 0n na a a                     (1) 

Neka 1x k  ; toga{ imame  
 

  
1 1 1 2 1 2 1

1 1 2 2 1 1 1 2 2 1

1 1 2 2 1

cos( ) cos( ) ... cos( )
( cos cos ... cos )cos ( sin sin ... sin )sin

( sin sin ... sin )sin 0

n n

n n n n

n n

a x a x a x
a a a x a a a x

a a a x

         
              
        

 

 

  No 1sin 0x  , od kade dobivame  
 

  1 1 2 2sin sin ... sin 0n na a a       .              (2) 
 

Sega, za proizvolen realen broj x , }e imame  
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  1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

cos( ) cos( ) ... cos( )
( cos cos ... cos )cos ( sin sin ... sin )sin 0.

n n

n n n n

a x a x a x
a a a x a a a x
         

              
 

   

 3. Da se re{i ravenkata  

  2 2
3 7 2 3log (9 12 4 ) log (6 23 21) 4x xx x x x       ,  

kade {to 3 7x   i 2 3x   se pozitivni realni broevi i razli~ni od 1).  
 Re{enie. Od 3 7 0x   , 2 3 0x   , 3 7 1x   , 2 3 1x    sleduva deka re{enie na 

ravenkata mo`e da bide  realen broj 3 , 1 ( 1, )
2

x        
 

. Bidej}i  

  2 29 12 4 (2 3)x x x     

  26 23 21 (2 3)(3 7)x x x x     ,  
dadenata ravenka mo`e da se zapi{e vo oblikot  

  2
3 7 3 72[log (2 3)] 3log (2 3) 1 0x xx x       

od kade {to dobivame  
  3 7log (2 3) 1x x   ,  3 72log (2 3) 1x x   ,  

t.e. 1 24, 2x x     i 3
1
4

x   . Bidej}i 3 , 1 ( 1, )
2

x        
 

, sleduva deka re{enie na 

ravenkata e 3
1
4

x   .  

 

 4. Da se doka`e deka slednata figura koja e 
sostavena od 54  edine~ni kvadrati, ne mo`e da se 
prepokrie so pravoagolnici ~ii strani se 3  i 1 .   
 Re{enie. Da pretpostavime deka dadenata figura mo`e da se 
pokrie so pravoagolnici ~ii strani se 
3  i 1 . Sekoe pole na ova figura go 
biome so edna od boite: sina, `olta i 
crvena kako {to e poka`ano na 
crte`ot. Na sekoj pravoagolnik }e ima 

edno sino, `olto i crveno pole. Zna~i, na figurate }e ima 18  
sini, 18  `olti i 18  crveni poliwa. So neposredno broewe na 
poliwata se gleda deka ima 19  sini, 17 `olti i 18  crveni 
poliwa, {to pretstavuva protivre~nost.   
  

 IV godina 
 

 1. Da se najde brojot na site razli~ni re{enija na ravenkata  
  1 2 ... nx x x k     
( k  i n  se dadeni broevi) vo mno`estvoto  .   
 Re{enie. Jasno e deka treba da bide n k . Za n k  ravenkata ima edinstveno re{enie 

1 2 3 ... 1nx x x x     . Zatoa, da prepostavime deka n k  i da stavime  

  1 1 1 ... 1
k

k     .  

Na sekoj znak “+” da mu pridru`ime eden simbol. Bidej}i imame 1k   znaci “+”, na toj 
na~in go dobivame mno`estvoto  
  1 2 1{ , ,..., }kA a a a  .  

 Na sekoe podmno`estvo B  od A  so 1n   element mu odgovara edno re{enie na dadenata 
ravenka, t.e. ako izbri{eme 1n   znaka “+” }e izbri{eme edno re{enie. Sledstveno, brojot 

с с с
с

с
с

с
с

с
с

с
с

с
с

с
с

с
с

с

ж
ж

ж
ж

ж
ж

ж

ж
ж

ж
ж

ж
ж

ж
ж

ж

ж

ц
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ц
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na site re{enija na ravenkata e ednakov so brojot na site podmno`estva od A  so 1n   
element, a toj broj e  

  
1

1

k

n

 
  

.  

 Na primer, da ja razgledame ravenkata 1 2 3 5x x x   . Imame:  

  1 1 1 1 1 5     .  
Bri{ej}i po dva znaka, dobivame 1,1,1 1 1; 1,1 1,1 1;1,1 1 1,1;1 1,1,1 1;1 1,1 1,1;1 1 1,1,1            , 

t.e. re{enija na ravenkata se trojkite (1,1,3),(1,2,2),(1,3,1),(2,1,2),(2,2,1),(3,1,1) . Nivniot broj 

e 6  koj e ednakov so 
4

2

 
 
 

. 

  2. Daden e triagolnik 1 1 1A B C  so agli 1 1 1, ,   . So simetralite na 

nadvore{nite agli e konstruiran nov triagolnik 2 2 2A B C  so agli 2 2 2, ,   . 

Na ist na~in od triagolnikot 2 2 2A B C  e konstruiran  triagolnik 3 3 3A B C  

so agli 3 3 3, ,   , itn. Da se doka`e deka  

  lim
3n

n

  ,  lim
3n

n

    i  lim
3n

n

  .    

 Re{enie.Dovolno e da doka`eme deka lim
3n

n

  . Napravi crte` i sogledaj deka  

  1
2 1

1
2 2 3 2 3

           
 

.  

Spored toa, imame 1
1

3 2 3n n
       
 

, za sekoj n . Zna~i, nizata 1 ,
3
   

2 3, ,..., , ...
3 3 3n
         e geometriska progresija so prv ~len 1 3

   i koeficient 1
2

 , 

pa imame 1
1

3 2 3

n

n
           

   
,  od kade {to dobivame deka lim

3n
n

  . 

    

 3. Da se doka`e deka edinstveno re{enie na sistemot  
 

  

1 2 3 4

2 3 4 5

1987 1988 1989 1

1988 1989 1 2

1989 1 2 3

0

0

... ... ... ... ... ... ... ... ...

0

0

0

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

   
    

    
    


   

 

 

 Re{enie.Sobiraj}i gi site ravenki dobivame  
 

  1 2 1989... 0a a a    ,                  (1) 

t.e.  
  1 2 3 4 5 6 7 8 1985 1986 1987 1988 1989 0( ) ( ) ... ( )a a a a a a a a a a a a a               

od  kade {to sleduva deka 1989 0a  . Tavenkata (1) mo`eme da ja zapi{eme vo oblik  

  1989 1 2 3 4 5 6 7 1984 1985 1986 1987 1988( ) ( ) ... ( ) 0a a a a a a a a a a a a a               

od kade {to dobivame 1988 0a  . Na sli~en na~in dobivame deka  

  1 2 1989... 0a a a     

 4. Ista kako zada~a 4 od treta godina.  
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 XXXIII Republi~ki natprevar 1990 
 

 I godina 

 1. Doka`i deka brojot 
1990 901980 807 3  e deliv so 5 .  

  Re{enie. Da zabele`ime deka 47 1 (mod10) , a od ovde i 47 1 (mod 10)k  . Bidej}i 

19904 |1980 , sleduva deka  

  
199019807 1 (mod 10) .  

 Isto taka da zabele`ime deka 43 1 (mod 10)  i 43 1 (mod 10)k   . Bidej}i 904 | 80 , 

dobivame  

  
90803 1 (mod 10) .  

Zna~i, brojot 
1990 901980 807 3  e deliv so 10  pa, spored toa, e deliv i so 5 . 

 
 2. Ako 1 2 3, , ,..., na a a a  se pozitivni realni broevi, takvi {to 

1 2 3 ... 1na a a a     , toga{  

  1 2 3(1 )(1 )(1 )...(1 ) 2n
na a a a     .  

Doka`i! 
 Re{enie.Od neravenstvoto me|u aritmeti~ka i geometriska sredina dobivame  

  1
1 1

1
1

2

a
a a


    

  2
2 2

1
1

2

a
a a


    

  ...................................  

  
1

1
2

n
n n

a
a a


   .  

Ako gi pomno`ime ovie n  ravenstva dobivame  

  31 2
1 2 3

1 11 1
... ... 1

2 2 2 2
n

n
a aa a

a a a a
  

      ,  

t.e.  

  1 2 3(1 )(1 )(1 )...(1 ) 2n
na a a a     .  

  
 3. Ostroagolen triagolnik so strani {to se posledovatelni prirodni 
broevi ima plo{tina koja e cel broj. Najdi barem eden takov triagolnik! 
 Re{enie. Neka stranite na triagolnikot se 1a  , a  i 1a  . Spored Heronovata 
formula, dobivame  

  1 3 1 1 11 1
2 2 2 2 2

P a a a a        
   

 

  1 3( 2)( 2)
4

P a a a   .  

Ako a  e neparen broj toga{ 3( 2)( 2)a a a   ne mo`e da bide paren priroden broj pa P  ne 

mo`e da bide priroden broj. Zatoa mora a  da e paren broj. Stavaj}i 2a k  dobivame  

  3( 1)( 1)P k k k   .  

Potkorenovata vrednost e deliva so 9 . Zatoa  

 1 1 3k m  , t.e. 3 1k m  , ili  
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 2 1 3k m  , t.e. 3 1k m  .  
 Va prviot slu~aj se dobiva  

  3(3 1) (3 2)P m m m   .  

Za 9m   se dobiva 1170P   a stranite na triagolnikot se 51,52  i 53 , pa toj e ostroagolen.  
 Vo vtoriot slu~aj  se dobiva  

  3(3 1) (3 2)P m m m   .  

Za 2m   se dobiva 84P   a stranite na triagolnikot se 13,14  i 15  i toj e ostroagolen.   
  

 4. Voz dolg 110m  se dvi`i so brzina od 25 /
3

m s . Na patekata do prugata 

vo 09.10h  stignal pe{ak {to odi vo istata nasoka i minuval kraj nego 
15 sec . Vo 09.16 h  nai{ol na pe{ak {to mu odi vo presret i minuval kraj 
nego 12 sec . Vo kolku ~asot se sretnale pe{acite?  
 Re{enie.Prviot pe{ak vo 15 -te sekundi neka pominal x  metri. Toga{  

  25110 15
3

x    

  15x  .  
Zna~i, prviot pe{ak pominal 15 metri za 15  sekundi, pa, negovata brzina e 1 m/s .  

 Vtoriot pe{ak neka pominal y  metri za 12  sekundi. Toga{  

  25110 12
3

y    

  10y  .  

Zna~i, vtoriot pe{ak pominal 10 m  za 12  sekundi, pa negovata brzaina e 5 m/s
6

.  

 Rastojanieto me|u mestoto na sredbata na prviot pe{ak sovtoriot pe{ak e 
25360 3000 m
3

  . Neka pe{acite se sretnale posle t  sekundi po sredbata so prviot. Toga{  

  51 ( 360) 3000
6

t t      

  5 300 3000
6

t t    

  1800t  .  
 

 Zna~i, pe{acite se sretnale posle 30  minuti, odnosno vo 409  ~asot.  
  
 

 II godina 
 
 

 1. Zamislen bankarski slu`benik gi smenil evrata i centite koga mu 
rasitnuval ~ek na eden mu{terija, davaj}i mu centi namesto evra i evra 
namesto centi. Otkako kupil vesnik od 5  centi, mu{terijata zabele`al 
deka mu ostanala vrednost to~no dvapati pogolema otkolku vrednosta na 
negoviot ~ek. Kolkava bila vrednosta na ~ekot?  
 

 Re{enie.Neka vrednosta na ~ekot bila k  denari i y  deni, kade x  i y  se nenegativni 

celi broevi i 100y  . Bankarskiot slu`benik mu dal x  deni i y  denari. Uslovot na 

zada~ata deka po kupuvawe na vesnik od 5  deni na mu{terijata mu ostanala dvojno 
pogolema suma na pari od vrednosta na ~ekot mo`e da se zapi{e kako  
  100 ( 5) 2(100 )y x x y     

  199 98 5x y   

  (98 2 3 ) 98 5x x y     
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  98( 2 ) 3 5y x x    
 

 Ako 2 1y x  , toga{ 3 5 98x   , pa re{enie na ovoj sistem e 31x  , 63y  .  
 

 Ako 2 2y x  , toga{ 3 5 2 98 196x     . Od ovde sleduva 191
3

x  ,  
 

  1912 2 2 2 100
3

y x     ,  
 

a ova ne e mo`no bidej}i 100y  .  
 

 Vrednosta na ~ekot bila 31 denar i 63  pari. 
  

 2. Neka OABC  e tetraedar, takov {to 

OA OB OC OA    i neka OA a , OB b , OC c . 
Da se doka`e deka  

  
2 2 22

2 2 2 2 2 2
a b cON

a b b c c a


 
,  

kade {to ON  e visinata na tetraedarot.  
 Re{enie. Stranite na traigolnikot ABC  se  

  2 2AB a b  ,  2 2BC b c  ,  2 2CA c a  .  
 Da ozna~ime  

  p AB ,    q BC ,    r CA .  
 

 Od Heronovata formula zap lo{tinata na triagolnikot ABC  dobivame  
 

  

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

1 ( 2 )(2 )
2 2 2 2 4

1 (2 2 )(2 2 )
4
1 1( )( )
2 2

ABC
p q r p q r p q r p q r

P p q r pq pq r p q

b a b b c a b b c b

a b b c b a b b c c a


                

       

      

 

 

O~igledno e deka 1
6OABCV abc , a od druga strana, pak,  

 

  2 2 2 2 2 21
3 6OABC ABC

ONV P a b b c c a ON     ,  
 

od kade {to so sporeduvawe lesno se dobiva deka  
 
 

  
2 2 22

2 2 2 2 2 2
a b cON

a b b c c a


 
. 

  
 

 3. Da se doka`e neravenstvoto  
 

  2 2 2 2
1 2 1 2

1
( ... ) ( ... )

n

n n i i
i

a a a b b b a b


         ,  
 

kade 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b  .  
 

 Re{enie.Da gi formirame kompleksnite broevi 1 1 1z a ib  , 2 2 2z a ib  ,…, n n nz a ib  . 

Znaeme deka za kompleksnite broevi va`i nravenstvoto  
  1 2 3 1 2 3| ... | | | | | | | ... | |n nz z z z z z z z         ,  

pa koga }e zamenime k k kz a ib  , za 1,2,3,...,k n , se dobiva gornoto neravenstvo.  
  

a

b

c

O

A

B

C

 

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 4. Dadena e pravoagolna {ema so ( 1) ( 5)n n    kvadrati i vo poleto od 
edniot agol eden igra~. Igra~ot se dvi`i po poliwata kako kowot vo 
{ahot. Dali igra~ot mo`e da stigne vo poleto od sprotivniot agol za 
2 3n   skokovi?  

 

 Re{enie.Kvadratnata {ema da ja oboime so crna i bela boja kako {ahovska tabla.  Da 
voo~ime deka vo proizvolna taka oboena {ahovska tabla dve dijagonalni sprotivni temiwa 
imaat ista boja ako i samo ako m k  e paren broj. Vo na{iot slu~aj ( 1) ( 5)n n    e paren 

broj, pa ne e mo`no igra~ot so neparen broj na skokovi 2 3n   da stigne od edno vo drugo 
pole so ista boja, bidej}i pri sekoj skok kowot vo {ahot ja menuva bojata. Zna~i, odgovorot 
na zada~ata e “ne mo`e”. 
  

 III godina 
 
 

 1. Da se najde polinom ( )P x  za koj va`i  
 

  ( 1) ( 1990) ( )x P x x P x     .  
 

 Re{enie. Polinomot ( )( 1990)P x x   e deliv so x , pa mora ( )P x  da se deli so x , t.e.  

postoi polinom 1( )P x  taka {to 1( ) ( )P x xP x . Zamenuvaj}i go toa vo dadenoto ravenstvo 

dobivame  
  1 1( 1) ( 1) ( 1990) ( )x x P x x xP x     

  1 1( 1) ( 1) ( 1990) ( )x P x x P x    .  
 

Analogno kako pred malku, }e postoi polinom 2( )P x  taka {to  
 

  1 2( ) ( 1) ( )P x x P x   
 

i ako toa se zameni se dobiva  
 

  2 2( 1)( 2) ( 1) ( 1990)( 1) ( )x x P x x x P x       

  2 2( 2) ( 1) ( 1990) ( )x P x x P x    .  
 

 Ako ova postapka se prodol`i, se dobivaat polinomi 3 4 1990( ), ( ),..., ( )P x P x P x , i za ovoj 

polinom }e va`i  
 

  1990 1990( 1990) ( 1) ( 1990) ( )x P x x P x     

  1990 1990( 1) ( )P x P x  .  
 

Od ovde sleduva deka polinomot 1990 1990( ) (0)P x P  prima vrednost 0  za sekoj cel broj, a toa 

e mo`no samo ako 1990 1990( ) (0)P x P  e nulti polinom. Neka 1990(0)P C , toga{  
 

  1 2 1990( ) ( ) ( 1) ( ) .... ( 1)( 2)...( 1989) ( )
( 1)( 2)...( 1989)

P x xP x x x P x x x x x P x
Cx x x x

        
   

 

  
 

 2. Da se doka`e deka  

  
2

2

1 1
n

k k
 ,  

 

za sekoj priroden broj n .  
 
 

 Re{enie.Za bilo koj priroden broj n  imame  
 
 

  
2

2 2 2

1 1 1 1 11 1
( 1) 1

n n n

k k kk k k k nk  

            
.  
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 3.Dadeni se ~etiri ednakvi sferi so radius R  sekoja od koi se dopira 
so ostanatite tri. Da se opredeli radiusot na sferata {to gi dopira 
dadenite sferi.  
 Re{enie. Centrite 1 2 3, ,A A A  i 4A  na dadenite sferi se temiwa na pravilen tetraedar 

so rab 2R . So x  da go ozna~ime radiusot na opi{anata sfera okolu tetraedarot 1 2 3 4A A A A , 

a so O  nejziniot centar. Neka 1O  e proekcija na temeto 4A  vrz osnovata 1 2 3A A A . Toga{ 

1 1
2 3

3
A O R , i  

  
2 2

22 2
4 1

2 3 2 6(2 )
3 3

R Rh A O R
   

      
   

.  

Od pravoagolniot triagolnik 1 1A O O  dobivame  
 

  
2 2 2

1 1 1 1A O OO A O   

  
22

22 64
3 3

RR x x
 

   
 

  

  6
2

x R  
 

 Radiusite na baranite sferi se  
 

  1
6 1

2
R x R R

 
    

 
 

  2
6 1

2
R x R R

 
    

 
 

 

 4. Vo pravoagolnik 20 25  dadeni se 120  kvadrati od oblik 1 1 . 
Doka`i deka pri bilo kakov raspored na kvadratite vo pravoagolnikot, 
ostanuva slobodno mesto za krug so dijametar 1 .  
 

 Re{enie. Sekoj kvadrat }e go zamenime so pogolema figura kako {to e prika`ano na 

crte`ot. Plo{tinata na pogolemata figura e 
2

1 11 4 3
2 2 4

        
 

. Plo{tinata na 120  

takvi figuri e ednakva na 120 3 360 30
4

P       
 

. Ako stranite na pravoagolnikot go 

pomestuvame za 1
2

 kon vnatre{nosta dobivame nov 

pravoagolnik ~ija plo{tina e  
 

  пр 19 24 456P    .  
 

 Zabele`uvame deka  
 

  прP P ,  
 

pa, zatoa, postoi to~ka vo noviot pravoagolnik koja e 
nepokriena od sto i dvaesette novi figuri. Krug so centar vo 

taa to~ka i radius 1
2

 e odgovor na zada~ata.  

  

 IV godina 
 
 

 1. Ista kako zada~a 1 od treta godina. 
  
 

x

x

O

1O

1A

2A

3A

4A

1

1

1 / 2

1 / 2
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 2. Ista kako zada~a 2 od treta godina.   
 

 3. Neka se dadeni dve kru`nici koi ne se se~at i niedna od niv ne ja 
sodr`i drugata kru`nica. Da se najde geometriskoto mesto na to~ki od 
koi {to dvete kru`nici se gledaat pod ist agol.  
 

 Re{enie.Neka radiusite na kru`incite se 1R  i 2R . Koordinatniot system go birame 

taka {to centrite 1O  i 2O  imaat 

koordinati ( ,0)a  i ( ,0)a  soodvetno. 

Neka ( , )M x y  pripa|a na baranoto 
geometrisko mesto na to~ki, a so   da go 
ozna~ime agolot pod koj se gledaat dvete 
kru`nici od M . Toga{  
 

  1
2 2

sin
2 ( )

R

x a y

 
 

  

i  
 

  2
2 2

sin
2 ( )

R

x a y

 
 

,  

 

od kade dobivame  
 

  
2 2 2 2

2 2
1 2

( ) ( )x a y x a y

R R

     

 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1( )( ) 2 ( ) ( ) 0R R x y ax R R a R R       . 

 

Zatoa, ako 1 2R R  toga{ baranoto geometrisko mesto na to~ki }e bide y -oskata, t.e. 

simetralata na otse~kata 1 2O O , a ako 1 2R R , toga{ geometriskoto mesto na to~ki e 

kru`nica so centar na pravata 1 2O O (Apolonieva kru`nica za to~kite 1O  i 2O ).  
  

 4. Da se re{i ravenkata  

   2 31 2yx x x     
vo mno`estvoto celi broevi. 
 

 Re{enie. Dadenata ravenka da ja zapi{eme vo oblikot  
 

  2(1 )(1 ) 2yx x   .  

Od ovde sleduva deka 1 2mx   , 2 1 2y mx   , t.e.  

  2 1mx     i   2 2 1y mx    

  2 2 12 2 1m mx     

  1 22 2 2 2y m m m    .  
 

 Mo`ni se slednive dva slu~ai:    

  ( )i  Neka 0m  , toga{ edinstveno re{enie e 0x y   

  ( )ii Neka 0m  . Toga{ se dobiva  

  1 2 12 2 2 1y m m m      

Bidej}i 2m  i 2 12 m  se parni broevi, sleduva deka 12y m   e neparen broj, a toa e mo`no ako 

i samo ako 12 1y m   , t.e. 1y m  . Zamenuvaj}i go toa, se dobiva  

  2 12 2m m ,  
od kade {to sleduva deka 1m  , 2y   i 1x  .  

 Zna~i, edinstveno re{enie vo ovoj slu~aj e 1x   i 2y  .   

2


M

1O O
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 XXXIV Republi~ki natprevar 1991 
  

 

 I godina 
  
 

 1. Na eden {ahovski turnir u~estvuvale 5  igra~i, koi odigrale po edna 
partija sekoj so sekogo, kako {to e voobi~aeno. Za pobeda e dodeluvan po 1  

poen, za remi 1
2

 poeni i za poraz 0  poeni. Po zavr{uvaweto na turnirot:  

 -nemalo igra~i so ist broj na poeni;  
 -pobednikot ne remiziral niedna partija;  
 -vtoroplasiraniot igra~ ne izgubil nitu edna partija;  
 -igra~ot koj osvoil ~etvrto mesto ne pobedil ni vo edna partija.  
 Da se odredat rezultatite vo site partii.  
 

  Re{enie. Bidej}i pobednikot ne remiziral nitu edna 
partija, a vtoroplasiraniot ne zagubil od nikogo, sleduva 
deka pobednikot zagubil od vtoroplasiraniot. Bidej}i 
vtoroplasiraniot nema izgubeno niedna partija, mo`e da 
ima najmalku 2,5  poeni. Od ovde sleduva deka prviot gi 
pobedil ostanatite natprevaruva~i. Vtoroplasiraniot 
igra~, zaradi prviot i tretiot uslov od zada~ata, 
remiziral so tretiot, ~etvrtiot i pettiot igra~. Prviot i 

vtoriot osvoile vkupno 5,5  poeni. Bidej}i se odigrani 10  partii, ostanatite igra~i 

osvoile zaedno 4,5  poeni. Koristej}i deka nemalo igra~i so ist broj na poeni, dobivame 

deka edinstvena mo`nost e tretiot da ima 2  poeni, ~etvrtiot da ima 1,5  poen a pettiot 1  
poen. Zaklu~uvame deka tretiot remiziral so ~etvrtiot i go pobedil pettiot, a ~etvrtiot 
i pettiot igra~ remizirale zaradi posledniot uslov od zada~ata. Na toj na~in ja dobivame 
slednata tabela.   
 
 

 2. Da se doka`e deka brojot 2 3 19911 3 3 3 ... 3      e deliv so 41 .  
 
 

 Re{enie. Prvo da zabele`ime deka  
 

  2 1991 2 7 8 10 19841 3 3 ... 3 (1 3 3 ... 3 )(1 3 3 ... 3 )             .       (1) 
 
 
 

 Potoa, imame  
 
 

  1 1 (mod 41) ,   3 3 (mod 41)     23 9 (mod 41)   33 27 (mod 41)  

  43 1 (mod 41)  ,  53 3 (mod 41)  ,   63 9 (mod 41)    73 27 (mod 41)  .  
 
 

Zna~i,  
 

  2 3 4 5 6 71 3 3 3 3 3 3 3 0 (mod 41)        ,  
 

pa, spored (1), brojot 2 3 19911 3 3 3 ... 3      e deliv so 41  
  
 
 

 3. Da se najde priroden broj n , taka {to 
( 1)

2

n n 
 da e tricifren broj so 

isti cifri.   
 
 

 Re{enie. Od 
2 ( 1)

999
2 2

n nn   , sleduva deka 2 999 44,7n    . Sekoj tricifren broj so 

isti cifri e deliv so 111 3 37  . Zatoa, 37 | n  ili 37 | ( 1)n  . No, bidej}i 44n  , sleduva 

1 2 3 4 5
1

2

3

4

5

0

0

0 0

0 1 1 1

1

1

1 / 2 1 / 2

1 / 2 1 / 2

1 / 2

1 / 2

1 / 2

1 / 2 1 / 2

1 / 2
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deka 37n   ili 36n  . So neposredna proverka se dobiva deka samo 36n   go ispolnuva 
uslovot od zada~ata.   
  
 
 
 

 4. Neka k  e kru`nica so dijametar AB , i neka C  e proizvolna to~ka od 
otse~kata AB . Da se najdat dve to~ki X  i Y  od kru`nicata k  koi se 
simetri~ni vo odnos na AB  i takvi {to pravite AX  i CY  se zaemno 
normalni.   

 

 Re{enie.Neka X  e baranata to~ka i neka 

AX CY M  , AB XY N  . Toga{ 90AMY    i 

90AXB   , pa ||BX CY . Osven toa, NX NY  i 

BC XY , pa N  e sredina na BC .    
  
 

 II godina 
 
 
 

 1. Ako 1 2 1 2, ,..., , , ,...,n na a a b b b   se pozitivni 
realni broevi takvi {to  
 

  31 2

1 2 3

... n

n

a aa a

b b b b
    .  

 

Da se doka`e deka  
 

  1 1 2 2 1 2 1 2... ... ...n n n na b a b a b a a a b b b          .  
 

 Re{enie. Neka 31 2

1 2 3
... n

n

a aa a
k

b b b b
     ; toga{ 1 1a kb , 2 2a kb ,…, n na kb , pa  

 

  
1 1 2 2 1 2 3

1 2 3 1 2 1 2

1 2 1 2

... ...

( ... ) ... ...

... ...

n n n

n n n

n n

a b a b a b b k b k b k b k

b b b b k b b b b b b k

a a a b b b

        

            

      

 

  

 2. Mno`estvoto {1,2,3,...,20}  e podeleno na dve disjunktni 

podmnbo`estva 1 2 10{ , ,..., }A a a a  i 1 2 10{ , ,..., }B b b b  , taka {to  
 

  1 2 10...a a a     i  1 2 10...b b b   .  
 

 Da se doka`e deka  
 

  1 1 2 2 3 3 10 10| | | | | | ... | | 100a b a b a b a b         .    
 

 Re{enie.//Jasno e 
  
 

 3. Da se doka`e deka za bilo koi nenegativni broevi a  i b  va`i    
 

  21 1( ) ( )
2 4

a b a b a b b a     .    
 
 

 Re{enie. Od 
2 2

1 1 0
2 2

a b         
   

 dobivame deka  

 
 

  1
2

a b a b    .  
 

Koristej}i go ova neravenstvo, kako i neravenstvoto 
2

a b ab  , dobivame deka  
 




A B

X

Y

C

M

N
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  21 1 1( ) ( ) ( )
2 4 2 2

a ba b a b a b ab a b a b b a           
 

.  

  
 

 4. Od sredinata O  na visinata SE  na prava pravilna ~etiristrana 
piramida so vrv S  i podno`je E  na visinata spu{teni se normali OM  na 
bo~niot rab i OK  na bo~niot yid na piramidata. Ako dol`inite na tie 

normali se OM p  i OK q , da se presmeta volumenot na piramidata.     
 Re{enie. Od sli~nosta na triagolnicite MOS  i 

EAS  dobivame deka 2: :
2 2

aH P s . Od 

triagolnicite, pak, SOK  i SFE  dobivame 

: :
2 2
H as h , kade ,H h  i s  se visinata, apotemata i 

bo~niot rab na piramidata. Zamenuvaj}i gi 
2

2 2

2
as H   i 

2
2 2

4
ah H   vo gornite proporcii, 

dobivame  

  
2

22
4 2

aH ap H    i 
2

2

4 4
aH aq H  .  

 Od sistemot dobivame  

  
2 2

2
2 2

8p q
a

p q



    i 

2 2
2

2 2
4

2

p q
H

q p



,  

pa  

  
3 3

2

2 2 2 2

1 16
3 3 ( ) 2

p q
V a H

p q q p
 

 
. 

  
 

 III godina 
 
 

 1. Neka ABCD  e ramnokrak trapez ( ||AD BC ) so agol 
3
  na pogolemata 

osnova AD  i dijagonala 3AC  . Edna to~ka M  e na rastojanie 1  od A  i 

na rastojanie 3  od D . Da se najde MC .  
 

 Re{enie. Od 3 1 2AD MD AM      i sin 3
3

AD    sleduva deka 2AD   i 
2

ACD  . 

Zna~i, to~kata M  le`i na pravata AD  i e 
na rastojanie 1  i 3  od A  i D  soodvetno. 
Od pravoagolniot triagolnik ACD  

sleduva deka 1CD  . Od ovde, pak, sleduva 

deka 1BC   i  

  
22

311 2 7
2 2

MC
            

.      

  
 

 2. Neka , ,a b c  i neka za sekoj [ 1,1]x   va`i  

  2| | 1ax bx c   .  
 

Da se doka`e deka za sekoj [ 1,1]x   va`i  



A B

C
D

E

S

O

KM

A

BC

D M
3



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  2| | 1cx bx a   .  
 

 Re{enie.Neka 2( )f x ax bx c    i 2( )g x cx bx a   . O~igledno e deka | | 1c  , 

| (1) | | (1) | 1g f   i | ( 1) | | ( 1) | 1f g    . Temeto na parabolata ( )g x  e vo to~kata ( , ( ))p g p  kade 

{to 
2
bp
c

  . Ako | | 1p  , funkcijata ( )g x  e monotona na intervalot [ 1,1]  i zada~ata e 

re{ena. Zatoa, neka | | 1p  . Prethodno da voo~ime deka za proizvolni x  i y  va`i  
 

  2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ( ) ] ( ) 2
2

x y
g x g y c x y b x y x y c x y b x y c p

               
 

.  

 Mo`ni se dva slu~aja:  
 

 1. 0 1p  .  
 

 Toga{  

  
1

| (1) ( ) | (1 ) 2 | | 1
2

p
g g p p c c

       ,  

pa, zatoa, | ( ) | 2g p   i  | ( ) | 2g x   za sekoj [ 1,1]x  .  
 

 2. 1 0p   .  
 

 Toga{  

  
1

| ( ) ( 1) | ( 1) 2 | | 1
2

p
g p g p c c

         ,  

pa, zatoa,  | ( ) | 2g p   i | ( ) | 2g x   za sekoj [ 1,1]x  .  
 

 Napravi crte`! 
 
 
 

 3. Koristej}i go faktot deka pitagorinite trojki go imaat oblikot  
 
 

  
2 2 2 2

, ,
2 2

x y x y
xy

  
  
 

, x y ,  

 

kade {to x  i y  se prirodni broevi so ista parnost, da se odredi koj 
pravoagolen triagolnik so celobrojni strani i kateta 1000  ima:  
 

 a) najgolem perimetar;  
 

 b) najmala plo{tina.  
 
 
 

 Re{enie.Od 1000 pq  dobivame deka  

  2 5a bp   i  3 32 5a bq   ,  
 

kade {to {1,2}a  i {0,1,2,3}b . Zna~i, stranite na triagolnikot se  
 

  1000x  ,  2 1 2 5 2 6 22 5 2 5a b a by     ,  2 1 2 5 2 6 22 5 2 5a b a bz      
 
 

 a)Perimetarot 2 21000 2 5a bL x y z      }e prima najgolem avrednost za najgolemite 

vrednosti dozvoleni vrednosti na a  i b , t.e. za 2a   i 3b  . Sledstveno,  
 

  1000x  ,  124998y  ,  125002z   i 251000L  .  
 
 

 b)Plo{tinata na triagolnikot }e bide najmala za onie vrednosti na a  i b  za koi 
2 21 ( )

2
y p q   }e primi najmala pozitivna vrednost. So neposredna proverka se dobiva 

deka toa se postignuva za 1a   i 2b  . Sledstveno     
 
 

  1000x  ,  1050y  ,  1450z   i 525000L  .  
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 4. Da se re{i sistemot   
 

  
log 2log 1

2

y xx y

x y

 


 
 

 

 Re{enie. Neka log yt x ; toga{ prvata ravenka glasi 2 1t
t

  , od kade {to dobivame 

1 2t   i 2 1t   .  
 

 Od log 2y x  , dobivame 2x y . Od vtorata ravenka, 2x y   i 2x y  sleduva deka 

2y  , zo{to 1y    ne se zema kako re{enie. Zna~i, edno re{enie e 4x   i 2y  .  
 

 Od log 1y x    dobivame deka 1x
y

 . Od ova i vtorata ravenka sleduva deka 2 1y    

( 0y  ). Zna~i, vtoroto re{enie e 2 1x    i 2 1y   .   
  
  

 IV godina 
  
 

 1. Ako 0 ,
2
     i 2 2sin sin sin( )      , toga{ 

2
   . Doka`i!    

 

 Re{enie.Bidej}i , 0,
2

   
 

 dobivame deka sin ,sin ,cos , cos 0     . Ravenstvoto 

2 2sin sin sin( )       go zapi{uvame vo sledniot ekvivalenten oblik  
 

  (sin cos )sin (cos cos )sin         .  
 

 Ako sin cos 0    , toga{ i cos sin 0    . Zna~i,    
 

  
sin cos
cos sin .

  
    

 

 Ako ovie dve ravenstva gi kvadrirame i gi sobereme dobivame 1 1  {to e 
protivre~nost. Analogno se isklu~uva i mo`nosta da e sin cos 0    . Zatoa, edinstvena 

mo`nost ostanuva da e sin cos 0    , a od ova sleduva deka 
2
    .  

  

 2. Ista kako zada~a 2 od treta godina.    
  
 
 

 3. Na eden {ahovski turnir na koj nemalo nere{eni rezultati, 
u~estvuvale dva u~enika i nekolku studenti. Igrale sekoj so sekogo. 
Dvajcata u~enici osvoile zaedno 8  poeni, dodeka site studenti osvoile po 
ednakov broj na poeni. Kolku studenti u~estvuvale na turnirot i kolku 
poeni osvoile. Da se najdat site re{enija.  
 
 

 Re{enie. Neka x  e brojot na studenti {to u~estvuvale na turnirot i k  e brojot na 
poeni {to sekoj od niv go osvoil. Toga{  
 

  
2

8
2

x
kx

 
  

 
, t.e. 2 (2 3) 14 0x k x    .  

 

Bidej}i ,x k , disriminantata na gornata ravenka mora da e potpoln kvadrat, t.e.  
 

  2 2(2 3) 56k n   ,  
 

odnosno 2 2(2 3) 56k n    . Ova mo`e da se zapi{e vo sledniot oblik  
 

  ( 2 3)( 2 3) 56 1 2 2 2 7n k n k          .  
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 Gi imame slednite mo`nosti:  
 

  1  2 3 1n k     i  2 3 56n k    
 
 
 

  2  2 3 2n k     i  2 3 28n k    
 
 

  3  2 3 4n k     i  2 3 14n k    
 
 

  4  2 3 8n k     i  2 3 7n k    
 
 

  5  2 3 56n k    i  2 3 1n k    
 
 

  6  2 3 28n k    i  2 3 2n k    
 
 

  7  2 3 14n k     i  2 3 4n k    
 
 

  8  2 3 7n k     i  2 3 8n k    
 
 

 So direktna proverka se gleda deka samo sistemite pod 2  i  3  davaat re{enija koi 
odgovaraat na dadenite uslovi.  
 

 Vo 2  se dobiva 15n  , 8k   i 14x    

 Vo 3  se dobiva 9n   ,  4k   i 7x  . 
 

 4. daden e ramnokrak trapez so osnova AD  taka {to AB CD a  , 

AC BD b   i BC c . Neka M  e proizvolna to~ka od lakot BC  od 
opi{anata kru`nica okolu trapezot ABCD . Da se izrazi  

  BM MC
AM MD




,  

preku ,a b  i c .   
  

 Re{enie.Neka R  e radiusot na opi{anata kru`nica 
okolu trapezot ABCD ; da ozna~ime  
 

  BAC   ,  ABC   ,  BAM   .  
 

 Od sinusnata teorema dobivame  
 

  2 sinBM R   
  

  2 sin( )MC R     
 

  2 sin( ( )) 2 sin( )AM R R             
 

  2 sin( ) 2 sin( )MD R R             .  
 

 

 Koristej}i go toa dobivame  
 
 

  

2sin cossin sin( ) 2 2
sin( ) sin( ) 2sin cos

2 2

2sin cos 2sin cos
2 2 sin2 2

sin( ) sin2sin cos 2sin cos
2 2 2 2
2 sin

2 sin

BM MC
AM MD

R
R

         
       

                      

      
     

                     
     

 .
[ ( )] 2 sin

c
R a b


      

  

 






A

BC

D

a ab

c
M
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 XXXV Republi~ki natprevar 1992 
 

 I godina 
 

 1. Petar i To{o do{le na gosti kaj Mi{o vo gradot A . Po izvesno 
vreme re{ile da se vratat vo svojot grad B  i za taa cel go organizirale 
prevozot na sledniot na~in: To{o vozel so velosiped od gradot A  do 
gradot B . Mi{o izvesno vreme go vozel Petar kon gradot B  so motor i 
potoa go ostavil da prodol`i pe{, a samiot vedna{ po~nal da se vra}a kon 
svojot grad A . Site po{le od gradot A  istovremeno i stignale vo svoite 
gradovi istovremeno. Ako Petar odi pe{ so 6 km/h , a To{o vozi 
velosiped so 22 km/h , so kolkava brzina Mi{o go vozel motorot?  
 Re{enie. Da go ozna~ime so s  rastojanieto od A  do B  i so t  vremeto {to im bilo 
potrebno da stignat do svoite odredi{ta. Brzinite na motorot, velosipedot i 
pe{a~eweto, t.e. na Mi{o, To{o i Petar da gi ozna~ime so ,M Tv v  i Пv  soodvetno. To{o 

celo vreme vozi so velosiped od А  do B , pa zna~i,  
  Tv t s  .                      (1) 

Mi{o za vremeto t  izvesno vreme vozel kon B  i potoa vedna{ se vratil kon svojot grad 
A . Zna~i, toj polovina od vremeto od vremeto vozel kon B , a vo vtorata polovina se 

vra}al kon A . Ova zna~i deka Petar polovina od vremeto se vozel na motor so Mi{o, a vo 
vtorata polovina od vremeto prodol`il pe{ kon B . Bidej}i Petar izminal pat s  mo`e da 
se zapi{e  

  
2 2M П
t tv v s                      (2) 

desnite strani na (1) i (2) se ednakvi., pa, zna~i  

  
2 2T M П
t tv t v v   ,  

od kade {to dobivame 38Mv  .  
 

 2. Da se opredelat pet prirodni broevi , , , ,a b c d e (pogolemi od 0 ), taka 
{to  
  100a b c d e     ,  ( , , , , ) 1992a b c d e NZS .  
Pri toa da ne se zemaat vo predvid re{enijata {to se dobivaat od drugo 
re{enie so razmestuvawe na broevite.  
 Re{enie. Imame 31992 2 3 83   , pa zna~i mora barem eden od broevite , , ,a b c d  da e 

deliv so 83 ., zatoa {to vo sprotivno 83  ne bi se javil kako prost mno`itel vo nivniot 
НЗС . Ako dva od broevite se delivi so 83 , toga{ tie davaat zbir pogolem za 100  {to ne e 
mo`no. Zna~i, to~no eden od broevite  , , , ,a b c d e  e deliv so 83 . Da stavime 83a k . k  mora 

da e edinica, zatoa {to vo sprotivno 100a   {to ne e mo`no. Zna~i, 83a  . Od 

17b c d e     i 3НЗС(83, , , . . ) 2 3 83a b c d e     sleduva deka barem eden od broevite , , ,b c d e  e 

deliv so 32 8  zatoa {to vo sprotiven slu~aj 2  bi d ejavil vo НЗС(83, , , , , )a b c d e  na ponizok 

stepen ili voop{to ne bi se javil. Ako dva od broevite , , ,b c d e  se delivi so 8 , toga{ 

nivniot zbir so a  e pogolem ili ednakov na 99 , pa za preostanatite dva broja bi imale 
deka imaat zbir 1  {to ne e mo`no. Zna~i, to~no eden od broevite , , ,b c d e  e deliv so 8 . Da 

stavime 8b m . No m  mora da e edinica, zatoa {to vo sprotivno 99a b  , t.e. 1c d e    

{to ne e mo`no. Zna~i, 8b  . Od 9c d e    i 3НЗС(83,8, , , , ) 2 3 83b c d e    , sleduva deka 

barem eden od broevite ,c d  i e  mora da e deliv so 3 , zatoa {to vo sprotivno 3  ne bi se 
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javil kako mno`itel vo 3НЗС(83,8, , , , ) 2 3 83b c d e    . Da stavime 3c n . Ako 3c  , toga{ 

6d e   i ,d e  imaat kako mo`ni deliteli samo 1,2,3  i 4 ; ottuka se dobivaat dve re{enija 

3d e   i 4, 2d e  . Ako 6c  , toga{ 3d e   i ,d e  imaat kako mo`ni deliteli 1,2,3  i 

4  od koe {to se dobiva re{enieto 2, 1d e  . Ako 9c  , toga{ 0d e   {to ne e mo`no. 
Zna~i, ima tri re{enija i toa  
  83a  ; 8b  ;  3c  ;  3d  ;   3e   
  83a  ; 8b  ;  3c  ;  4d  ;   2e   
  83a  ; 8b  ;  6c  ;  2d  ;   1e   
  

 3. Da se doka`e deka to~kite {to se 
simetri~ni na ortocentarot na triagolnikot vo 
odnos na stranite na triagolnikot le`at na 
kru`nicata opi{ana okolu triagolnikot.   
 Re{enie. Dovolno e da doka`eme deka ova svojstvo va`i 
za edna to~ka. Go posmatrame triagolnikot ABC  okolu koj 
e opi{ana kru`nicata. Imame ABC DEC   (kako 
periferiski agli nad ist kru`en lak) i 

COD ABC  (kako agli so zaemno normalni kraci). 
Dobivame deka triagolnicite ODC  i EDC  se skladni, 

pa OD DE . Spored toa, E  e simetri~na to~ka na O  vo 
odnos na stranata BC .    

  

 4.Na eden {ahovski turnir na koj nemalo nere{eni rezultati, 
u~estvuvale 10  {ahisti i pritoa sekoj  igral so sekogo. Neka ia  i ib  go 
ozna~uva brojot na pobedi i brojot na porazi soodvetno na i -tiot {ahist. 
Doka`i deka  

  
10 102 2

1 1
i i

i i
a b

 
  .  

 Re{enie. Na sekoja pobeda odgovara eden  poraz i obratno. Zatoa 
10 10

1 1
i i

i i
a b

 
  . Osven toa 

jasno e deka 9i ia b   za sekoj 1 10i  . Ottuka dobivame deka  

  
10 10 10 10 10 10 102 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
( ) ( )( ) 9 ( ) 9 9 0 0i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i
a b a b a b a b a b a b

      

 
                   

 
 

 

 II godina 
 

 1. Da se najdat site re{enija na sistemot od 3  ravenki so 3  nepoznati 

1 2 3, ,x x x :  

  
1 1 1 1 2 2

2 2 2 2 3 3

3 3 3 3 1 1

| | ( ) | | | |

| | ( ) | | | |

| | ( ) | | | |

x x x a x a x x

x x x a x a x x

x x x a x a x x

   
    
    

 ,  

kade {to a  e daden realen broj.  
 Re{enie. Da zabele`ime deka ako 1 2 3( , , )x x x    e re{enie na sistemot so parametar a , 

1 2 3( , , )x x x      }e bide re{enie so parametar a . Zatoa, dovolno e da se razgleda samo 

slu~ajot koga 0a  .  





A B

C

D
E

O
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 Neka 1 2 3( , , )x x x  e re{enie za koe 1 2 3, ,x a x a x a   ; toga{ | | ( )i ix a x a     i ako gi 

sobereme ravenkite dobivame  

  2 2 2
1 2 3( ) ( ) ( ) 0x a x a x a      ,  

od kade sleduva deka 1 2 3x x x a    e edinstveno re{enie.  

 Neka 1 2 3( , , )x x x   e re{enie za koe ix a  za nekoj i . Toga{ od i -tata ravenka dobivame  

  2 2 2
1 1| | ( ) (2 )i i i i ix x x x a a x a a        .  

Zna~i, ix a . Za 3i   da zamenime 1i   so 1 ; toga{ dobivame 1 2 3, ,x a x a x a   , pa 

sobiraj}i gi ravenkite dobivame  
  1 2 3x x x a   ,  

pa spored toa, edinstveno re{enie e 1 2 3x x x a   .  
  

 2. Ako | | 1a   ili | | 1b  , toga{ 1
1
a b

ab
 


. Doka`i! 

 Re{enie. Neka | | 1a  ; toga{  

  
2

1 1
1 | || |
a b a b

ab aa ab
   
 

.  

  

 3.Ako temiwata A  i B  na triagolnikot ABC  
se fiksni, a temeto C  se dvi`i taka {to agolot 

ACB  ostanuva konstanten, toga{ dol`inata na 
otse~kata {to gi spojuva podno`jata H  i K  na 
visinite na triagolnikot povle~eni od temiwata 
A  i B  soodvetno e konstanta. Doka`i!    

 Re{enie. Bidej}i aglite AKB  i AHB  se pravi, 
to~kite H  i K  le`at na kru`nicata so dijametar AB . 
Triagolnikot ACH  e pravoagolen, od kade sleduva deka 

2
CAH    , kade {to   e ozna~en agolot ACB . 

Centralniot agol koj odgovara na tetivata HK  e ednakov na 2   (Zo{to).  

 Pri dvi`eweto na C  to~kite H  i K  se pomestuvaat po spomenatata kru`nica. 
Bidej}i centralniot agol {to odgovara na tetivata HK  e konstanten, sleduva deka 
dol`inata KH  e konstanten.      
  

 4.[ahovska tabla so dimenzija 6 6  e pokriena so 18  plo~ki so 
dimenzija 2 1 (sekoja plo~ka pokriva dva kvadrati). Da se poka`e deka pri 
sekoe takvo pokrivawe tablata mo`e da se podeli na dva dela po 
horizontala ili vertikala, pri {to ne e prese~ena niedna od plo~kite 
2 1 .  
 Re{enie.Da go pretpostavime obratnoto, t.e. plo~kite se taka postaveni {to sekoja od 
horizontalite i sekoja od vertikalite  deli barem edno pole na dva dela.  
 Imame 10  takvi linii. Sekoja od tie linii ja deli tablata na dva dela, sostavena od 
paren broj na poliwa. Celite plo~ki 2 1  pokrivaat paren broj poliwa, pa zatoa od 
podelenite poliwa imame paren broj, t.e. najmalku dve 2 1  plo~ki se prese~eni od 
horizontala ili vertikala.  
 Ako se ima predvid deka sekoja 2 1  plo~ka mo`e da e prese~ena samo od edna 
horizontala (vertikala), toga{ dobivame deka brojot na prese~eni plo~ki e 10 2 20  . 
Protivre~nost, bidej}i takvi plo~ki imame 18 .   
  

 III godina 

O BA

C


K

H



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 1.Vo eden triagolnik dadeni se dve strani a  i b  ( a b ). Da se najde 
tretata strana ako e poznato deka a ba h b h    kade {to ah  i bh  se 
visinite spu{teni na a  i b  soodvetno.     
  

 Re{enie. Neka   e agolot me|u stranite a  i 

b ; toga{ imame  
  sin sina b b a      

  ( )sin ( )a b a b     

  ( )(sin 1) 0a b     

  sin 1 0   ,  

od kade  {to dobivame 90   , t.e. 2 2c a b  .  
  

 2. Neka ( )P x  e polinom so celobrojni koeficienti  

  1 2
1 2 1( ) ...n n

n nP x a x a x a x a x a
       .  

Ako ( ) 1991P a  , ( ) 1992P b   i ( ) 1993P c   i , ,a b c , toga{ , ,a b c  se 
posledovatelni broevi.    
 Re{enie. Imame  

  1 1 2 2
1 2 11 1992 1991 ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n

n nP b P a a b a a b a a b a a b a 
             .  

Desnata strana e deliva so b a , pa spored toa i levata strana e deliva so b a , t.e. b a  e 
deliv so 1 . Ponatamu  

  1 1 2 2
1 2 11 1993 1992 ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n

n nP c P b a c b a c b a c b a c b 
             .  

Desnata strana e deliva so c b , pa, zna~i, i levata strana e deliva so c b , t.e. c b  e 
delitel na 1 ; sledstveno mo`ni se slednive ~etiri slu~ai:  

  1 1b a  , 1c b  ;     2 1b a   , 1c b    

  3 1b a  , 1c b   ;     4 1b a   , 1c b  .  
Vo prviot slu~aj dobivame 1a b  , 1c b  , a vo vtoriot slu~aj 1, 1a b c b    . Vo Vo 

tretiot i ~etvrtiot slu~aj dobivame a c  {to ne e mo`no, zo{to ( ) ( )P a P c .  

 Od seto toa sleduva deka , ,a b c (ili , ,c b a ) se posledovatelni celi broevi.   
  

 3.Da se doka`e deka za koi bilo 1 2 3, , ,..., nx x x x  od [0,1]  e to~no 
neravenstvoto 

  2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3( ... ) 4( ... )n nx x x x x x x x          

 Re{enie. Od [0,1]x  sleduva deka 2
i ix x . Neka 

1

n

i
i

S x


  . Od 2( 1) 0S   , imame  

 

  2( 1) 4S S  , 
odnosno  
 

  
2

2

1 1 1
1 4 4

n n n

i i i
i i i

x x x
  

 
     

 
 

  
 

 4.Na edna 3 3  kvadratna tabla se postaveni tri crveni i tri `olti 
`etoni, a dve poliwa se prazni kako {to e toa prika`ano na prviot 
crte`. Sekoj `eton mo`e da se pomesti za edno pole po horizontali ili 
vertikala ako sosednoto pole e prazno. Dali e mo`no posle 1992  potezi 
na tablata da se dobie pozicija kako na drugiot crte`?   
 
 

A

B Ca

b

bh
ah
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 Re{enie. Da gi ozna~ime site devet poliwa so ija  ( , {1,2,3}i j ) kako na dadeniot crte`. 

Neka po n -tiot potez  praznite mesta se ija  i kla . Go razgleduvame zbirot  

  ( )S n i j k l    .  
 

Za sekoj priroden broj n  va`i | ( ) ( 1) | 1S n S n   , pa ( )S n  i 

( 1)S n   se broevi so razli~na parnost. Ako odgovorot na 

zada~ata e pozitiven, toga{ treba broevite (0)S  i (1992)S  da 

imaat ista parnost. No ova ne va`i zo{to (0) 1 2 3 3 9S       i 

(1992) 1 3 3 1 8S       imaat razli~na pranost.  
 Zna~i, odgovorot na zada~ata e “ne”. 

   

 IV godina 
 

 1.Ista kako zada~a 1 od treta godina.  
  

 2.Mno`estvoto na prirodnite broevi e razbieno na kone~en broj na 
artitmeti~ki progresii. Da se doka`e deka postoi artitmeti~ka 
progresija vo koja prviot ~len e deliv so razlikata.  
 Re{enie. So 1 2, ,..., nd d d  da gi ozna~ime razlikite na aritmeti~kite progresii so koi e 

razbieno mno`estvoto od prirodnite broevi. Toga{ 1 2 ... nd d d    e proiroden broj, pa e 

~len na nekoja aritmeti~ka progresija, t.e. postoi nekoj {1,2,3,..., }i n , taka {to  

  
11 2 ... n i id d d a pd     ,  

kade {to 
1i

a  e prviot ~len, a id  e razlikata na taa progresija. Zna~i id  e delitel(factor) 

na
1i

a .  

 3.Ista kako zada~a 3 od treta godina.  
 

 4.Sekoja strana na ramnostran triagolnik ja delime na k  ednakvi dela. 
Niz to~kite na stranite povlekuvame pravi paralelni na stranite na 
triagolnikot. Povlekuvame iskr{ena linija niz triagolnikot, pri {to:  
 a)Nieden triagolnik ne se javuva dva pati;  
 b)Sekoj nareden triagolnik na iskr{enata linija ima zaedni~ka strana 
so prethodniot.  
 Niz kolklu triagolnici minuva iskr{enata linija?   
 Re{enie. Da zabele`ime deka triagolnikot e razbien na 2k  mali triagolnici. Da go 
oboime triagolnikot so dve boi. Pritoa crni triagolnici ima k  pove}e od beli. Brojot 

nab elite triagolnici e 
( 1)

2
k k 

 a na crnite e 
( 1)

2
k k 

. Dva triagolnici so ista boja ne se 

dopiraat.zatoa, pri pominuvaweto na iskr{enata linija se menuva bojata na triagolnikot. 
Ako trgneme od triagolnikot so crna boja, toga{ mo`eme da gi opfatime site beli 

triagolnici, t.e. 
( 1)

2

k k 
 i u{te 

( 1)
1

2

k k    crni triagolnici. Zna~i, site opfateni 

triagolnici se:  

   2( 1) ( 1)
1 1

2 2
k k k k

k k
      .  

 Slu~ajot 6k   e na crte`ot.  

Ц ЦЖ

Ж Ж

Ж Ц

/

/

Ц Ц

Ц/

/

Ж

Ж

Ж

Ж

11а 12а 13а

21а 23а22а

31а 32а 33а
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 XXXVI Republi~ki natprevar 1993 
 

 I godina 
 1. Neka а  e neparen cel broj. Doka`ete deka brojot  

  3 23 3а а а    
e deliv so 48 .  
 Re{enie.Ako 2 1a k  , kade {to k  e cel broj, toga{  

  

3 2 3 2

3 2 2

2

3 3 (2 1) 3(2 1) (2 1) 3

8 12 6 1 12 12 3 2 1 3

8 ( 3 2) .

a a a k k k

k k k k k k

k k k

          
          
  

 

 Ako k  e paren broj, toga{ 8k  e deliv so 16 . Ako k  e neparen broj, toga{ 2k  i 3k  se 

neparni broevi, a sumata 2 3 2k k   e paren broj, pa zna~i 28 ( 3 2)k k k   e broj deliv so 16 . 

Vo dvata slu~aja dobivame deka 28 ( 3 2)k k k   e broj deliv so 16 .  

 Brojot 3 ( 1) ( 1)a a a a a     e proizvod od tri posledovatelni celi broevi, {to zna~i 

deka e deliv so 3 , od {to sleduva deka 3 23 | ( 3 3)a a a   .  

 Bidej}i dadeniot broj e deliv so 3  i 16 , jasno e deka e deliv so 3 16 48  .  
 

 2.Opredelete go ~etiricifreniot broj xyzt  ~ij{to zbir na cifri e 17 , 
ako site cifri se razli~ni i gi zadovoluvaat ravenstvata  

  2x y z    i  2y t .    

 Re{enie. Bidej}i 9y   i 2y t , dobivame 3t  .  

 Za 0t   se dobiva 0t y  , {to ne e mo`no, a za 1t   se dobiva 1t y  , {to isto taka 
ne e mo`no.  
 Neka 2t  ; toga{ 4y  , pa od 2x y z   dobivame 2 4x z  . Od tuka e jasno deka z  e 

paren broj pomal od 4 . Mo`ni se slednite slu~ai:  

 1  0z  , no toga{ 2x t   

 2 2z  , ova ne e mo`no bidej}i mora z t .  

 3 4z  , no toga{ 0x  , pa brojot ne e ~etiricifren.  
Zna~i, ne e mo`no 2t  .  
 Neka 3t  . Toga{ 9y  , pa od 2x y z  , dobivame 2 9x z  . Ottuka e jasno deka z  e 
neparen broj. Mo`ni se slednite slu~ai:  

 1 1z  , 4x  , 4913xyzt   i zbirot na cifrite e 17 ; 

 2 3z  , 3x   {to ne e mo`no; 

 3 5z  , 2x  , 2953xyzt  , no zbirot na cifrite e 19 ;  

 4 7z  , 1x  , 1973xyzt  , no zbirot na cifrite e 20 ;  

 5 9z  , 0x  , {to ne e mo`no bidej}i spored uslovot na zada~ata xyzt  e ~etiricifren 
broj.  

 Zna~i, edinstveno re{enie e 4913xyzt  .    
  

 3.Daden e paralelogram OABC . Na stranata OC  e nanesena to~ka L  

taka {to 3 OL OC  , a na stranata OA  e nanesena to~ka K  taka {to 

4 OK OA  . Niz to~kite L  i K  e povle~ena prava p  koja se se~e so 
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dijagonalata OB  vo to~kata M . Kolkav del od dijagonalata OB  e 
otse~kata OM ?    
 Re{enie. Gi povlekuvame pravite 'AA  i 

'CC  paralelno so pravata p , pri {to 

to~kite 'A  i 'C  le`at na dijagonalata OB . 
Toga{ triagolnicite OLM  i 'OCC  se 
sli~ni ,a , isto taka, i triagolnicite OLM  
i 'OAA  se sli~ni. Od sli~nosta na ovie 
triagolnici, dobivame  

  3 'OM OC    i  4 'OM OA  .  

 Triagolnicite 'OCC  i 'BAA  se skladni, bidej}i imaat ednakvi strani OC BA  i 
soodvetnite agli pri ovie strani im se ednakvi(pravite 'CC  i 'AA  se paralelni). Zna~i  

  ' 'OC A B .  
 Od dosega iznesenoto imame  

  ' ' ' ' 4 3 7OB OA A B OA OC OM OM OM          .  
 Zna~i otse~kata OM   sedmina od dijagonalata OB . 
  

 4. Razlo`ete go na mno`iteli izrazot  

  2 3 4 5 2 5(1 )A x x x x x x       .  
 Re{enie. Imame: 

  

2 3 4 5 2 5

2 3 4 5 2 3 4 5 2 3 4

2 3 4 5 6 2 3 4 2 3 4

2 3 4 5 6 2 3 4

(1 ) 1 ( 1)

(2 )( ) ( 1)(1 )

(2 )(1 ) ( 1)(1 )

(1 )(1 )

A x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

         
                
                
          

 

 

 II godina 
 

 1. Re{ete ja ravenkata 

  3 1 4 4 1 3 0
1 2 3 4 5x x x x x x

     
    

   

 Re{enie.Imame  

  3 1 4 4 1 3 0
1 2 3 4 5x x x x x x

     
    

 

  3 3 4 4 1 1 0
5 2 3 4 1x x x x x x

     
    

 

  
2 2 2

3(2 5) 4(2 5)2 5 0
5 5 4 5 6

x xx
x x x x x x

   
    

 

Ottuka e jasno deka edno re{enie na ravenkata e 1
5
2

x  . Ako za 5
2

x   ja podelime  

ravenkata so 2 5x   i vovedeme smena 2 5x x t  , ja dobivame ravenkata  

  3 1 4 0
4 6t t t

  
 

,  

od koja po mno`eweto so ( 4)( 6)t t t   se sveduva na kvadratna ravenka i ~ii{to re{enija se 

1
9
2

t    i 2 2t   . So zamena na ovie vrednosti vo napravenata smena dobivame dve 

kvadratni ravenki ~ii{to re{enija se  

  2/3
5 7

2
x     i  4/5

5 17
2

x  .  

A

BC

D K

L

'C
'A
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 Bidej}i za site dobieni re{enija po~etnata ravenka e osmislena, dobivame deka 
ravenkata ima pet re{enija,      
  

 2.Neka 1 2 3 1993, , ,...,a a a a  i 1 2 3 1993, , ,...,b b b b  , p  i q  se realni broevi 
razli~ni od nula i neka  

  2 2 2 2
1 2 1993...a a a p     

   2 2 2 2
1 2 1993...b b b q     

  1 1 2 2 1993 1993...a b a b a b pq    .  
 Doka`ete deka  

  19931 2

1 2 1993

...
aa a

b b b
    

 Re{enie. Ako prvoto ravenstvo go pomno`ime so 2q , vtoroto so 2p , a tretoto so 2 pq  
i potoa gi sobereme trite taka dobieni ravenstva, dobivame  

  2 2 2
1 1 2 2 1( ) ( ) ... ( ) 0na p b q a p b q a p b q       .  

Zbirot na kvadrati e 0  ako i samo ako site sobiroci se 0 , od kade {to vedna{ sleduva  

  19931 2

1 2 1993
...

aa a

b b b
   .  

  

 3. Daden e konveksen ~etiriagolnik ABCD  i povle~eni se dve pravi, 
koi{to stranite AB  i CD  gi delat na tri ednakvi delovi. Da se doka`e 
deka plo{tinata na delot od ~etiriagolnikot ABCD  {to se nao|a me|u 
tie dve pravi e tretina od plo{tinata na celiot ~etiriagolnik.   
 Re{enie. Neka l  i m  se pravite {to gi delat stranite AB  i CD  na tri ednakvi 
delovi i pri toa 1{ }AB l L  , 1{ }AB m M  , 2{ }CD l L   i 2{ }CD m M  .  

 Neka 
1AL DP x  i 

1 2M M BP y . Toga{  

  
2 1 1 2L L M

x y
P

 ,                     (1) 

Navistina.  

  
1

1 1

2AL D
AL h

P x


  , 
1 2

1 3

2M M B
M B h

P y


   i 
2 1 1

1 1 2

2L L M
L M h

P


 .  

Visinata 2h  e sredna linija na trapezot so osnovi 1h  i 3h , pa za nea va`I  

  1 3
2 2

h h
h


 .  

So ogled na ova i faktot {to 1 1 1 1AL M B L M    se dobiva (1). Analogno na ova, ako 

ozna~ime 
1 2DL LP z  i 

2CM BP u , dobivame  

  
2 2 1 2L M M

z uP                      (2) 

 Neka P  e plo{tina na ~etiragolnikot ABCD , a 1P  e plo{toinata na ~etiriagolnikot 

me|u pravite l  i m . So ogled na (1), (2) i vovedenite oznaki, dobivame  

  3
2

x y z u
P

     i    1 2

x y z u
P

   ,  

od kade {to vedna{ sleduva deka 13P P  .  
  

 4. Da se opredelat racionalnite vrednosti na x , za koi{to brojot 
28 2 3x x   e kvadrat na racionalen broj.  
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 Re{enie. Da go razlo`ime dadeniot izraz: 

  28 2 3 (2 1)(4 3)x x x x     .                 (1) 
Za racionalni vrednosti na x  dvata mno`iteli na desnata strana se racionalni broevi. 
Proizvodot na ovie dva racionalni broja e kvadrat na racionalen broj, ako i samo ako 
postojat racionalni broevi ,d u  i v  taka {to:  

  22 1x du    i   24 3x dv  .              (2) 
 Re{avaj}i go (2) kako sistem od ravenki po nepoznati x  i d  se dobiva  

  
2 2
5

2
d

u v



   i   

2 2

2 2
1 3
2 2

u vx
u v




.            (3) 

Bidej}i u  i v  se racionalni, a 2  e iracionalen, izrazot {to se javuva kako imenitel e 
0  ako i samo ako 0u v  . Zna~i, edinstven nedozvolen izbor na u  i v  e 0u v  . Za sekoj 
drug izbor na racionalni broevi u  i v  racionalniot broj x (odbran kako vo (3)) gi 
zadovoluva barawata na zada~ata i pritoa va`i  

  
2

2
2 2
58 2 3

2
uvx x

u v

 
    

 
 . 

  

 III godina 
 

 1.Neka tg  i  tg  se realni koreni na kvadratnata ravenka 
2 0x px q   . Koi uslovi treba da gi ispolnuvaat p  i q , za da va`i 

60 180k      .    

 Re{enie. Neka va`i 60 180k      ; toga{ tg( ) 3   , t.e.  

  
tg tg

3
1 tg tg

   
   

.                   (1) 

So primena na Vietovite vrski za re{enijata na kvadratnata ravenka, dobivame 
tg tg p       i  tg tg q    , pa, so zamena vo (1) se dobiva  

  ( 1) 3p q  .                     (2) 
 Pokraj ovoj uslov, diskriminantata na kvadratnata ravenka mora da e nenegativna, t.e. 

mora 2 4 0p q  . Ako vo ovoj uslov, zamenime p  od (2), dobivame  

  23 10 3 0q q   .  
Re{enieto na ova neravenka e  

  1
3

q    ili  3q  .                   (3) 

 Zna~i, p  i q  mora da gi zadovolat uslovite (2) i (3) .  
 Obratno, ako p  i q  gi zadovoluvaat uslovite (2) i (3) , toga{ diskriminantata na 
kvadratnata ravenka }e bide pozitivna i }e postojat realni re{enija koi{to, sekako, se 

ednakvi na tg  i tg  za pogodno izbrani   i  . No, spored 

Vietovite vrski, i so ogled na (2), se dobiva deka tg  i tg  go 

zadovoluvaat ravenstvoto (1), od kade {to tg( ) 3   , t.e.  

   60 180k      .   
  

 2.Od temeto A  na kvadratot ABCD  kon 
vnatre{nosta se povle~eni dve polupravi koi{to 

zafa}aat agol od 45 . Ednata od niv ja se~e 
stranata BC  vo to~kata E , a dijagonalata BD  vo 
to~kata P , a drugata poluprava ja se~e stranata 

45 45

A B

CD

P

Q

F

E
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CD  vo to~kata F  a dijagonalata BD  vo to~kata Q . Doka`ete deka 
plo{tinata na triagolnikot APQ  e ednakva na plo{tinata na 
~etiriagolnikot PQFE . 
 Re{enie. To~kite , ,A B E  i Q  le`at na edna kru`nica, bidej}i otse~kata EQ  od 

to~kite A  i B  se gledaat pod ednakov agol od 45 . Bidej}i 90ABE   , dobivame deka i 

90EQA   . Ottuka e jasno deka 45QEA   , pa, zna~i, triagolnikot AQE  e ramnokrak i 

pravoagolen so prav agol vo Q . Spored toa:  

  2AE AQ  .           (1) 
Analogno se poka`uva deka  

  2AF AP  .            (2) 
 So 1P  i 2P  }e gi ozna~ime plo{tinite na triagolnicite AQP  i AEF  soodvetno. 

Toga{, so ogled na (1) i (2), dobivame  

  1

2

1 sin 45
12

1 2sin 45
2

AP AQP

P AE AF

  
 

  




.  

 Zna~i 1 22P P , od kade {to sleduva dek aplo{tinata na triagolnikot APQ  e ednakva 

naplo{tinata na ~etiriagolnikot PQFE .   
  

 3. Doka`ete deka {ahovska tabla so dimenzii 8 8  ne mo`e da se 
prepokrie so 15  figuri od oblik         e edna figura od oblik      .  
 Re{enie. Da ja oboime tablata taka {to prvata kolona }e ja oboime crno, vtorata 
kolona }e ja oboime belo, tretata crno i taka naizmeni~no se do osmata kolona koja }e 
bide oboena belo. Gledame deka pri vaka oboena oboena table, figurite od oblik    sekoga{ 
prepokrivaat neparen broj na crni poliwa(edno ili tri). Petnaeset vakvi figuri }e 
prepokrijat povtorno neparen broj na crni poliwa, a zaedno so figurata   , koja{to 
pokriva to~no dve crni poliwa, kone~no }e bidat pokrieni, so pomo{ na site raspolo`ivi 
figuri, neparen broj na crni poliwa. No, tablata e oboena taka {to ima podednakov broj 
na beli i crni poliwa, i toa po 32 , pa zna~i dadenite figuri nikako ne mo`at da go 
pokrijat parniot broj poliwa.    
  

 4.Neka 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x  se nenegativni realni broevi ~ij{to zbir e 1 . Da 
se opredeli maksimalnata mo`na vrednost na izrazot  
   1 2 2 3 3 4 4 5x x x x x x x x   .  
 Re{enie.Poradi nenegativnosta na broevite 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x , va`i neravenstvoto  

   1 2 2 3 3 4 4 5 2 4 1 3 5( )( )x x x x x x x x x x x x x                  (1) 

 Imaj}i go predvid neravenstvoto  
 

  21 ( )
4

ab a b   
 

za 2 4a x x   i 1 3 5b x x x    dobivame  
 

  2 4 1 3 5 1 2 3 4 5
1 1( )( ) ( )
4 4

x x x x x x x x x x         .  
 

 Od (1) i (2) e jasno deka vrednosta na dadeniot izraz ne nadminuva 1
4

. Dadeniot izraz za 

1 2
1
2

x x   i 3 4 5 0x x x    e ednakov na 1
4

, pa zna~i toa e negovata maksimalna 

vrednost(ova vrednost se dostignuva i za nekoi drugi vrednosti na promenlivite).  
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 IV godina 
 

 1.Neka n  e priroden broj, neka 1x
n

  i neka za sekoj  1,2,...., 1k n   

va`i  

  1 1
1 ( ... )k kx x x x

n k    
  .  

 Presmetajte go zbirot 1 ...k kS x x x    .   
 Re{enie. Za 0k   i 1k   imame  

  1S x
n

   ;  

  1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1
S x x x

n n n n n n
      

    .  

 Mo`eme da pretpostavime deka 1
kS

n k



. Za 0k   i 1k   toa e to~no. da 

pretpostavime deka dadenata formula e to~na za k s . Toga{ za 1k s   imame  

  1
1 1 1 1 1 1

1 1 ( 1)s s n s sS S x S
n s n s n s n s n s n s       
        

.  

 Spored principot na matemati~ka indukcija, dobivame deka za sekoe k  va`i 1
kS

n k



.    

  2.Da go ozna~ime so { }x  drobniot del od brojot x , t.e. { } [ ]x x x  , kade 
{to so [ ]x  e ozna~en celiot del od x , t.e. najgolemiot cel broj pomal od x . 
Taka na primer  

   1 1
3 3

 ,   3 0  ,      7 1 12
3 3 3

  , itn.  

 Doka`i deka ravenkata  

     1 1x
x

   

nema re{enie vo mno`estvoto na racionalnite broevi.  

 Re{enie. Neka racionalniot broj mx
n

 , kade m  i n  se nenulti zaemno prosti celi 

broevi e re{enie na dadenata ravenka. Toga{ od  1{ } 1x
x

  , dobivame  

  1 1[ ] 1x x
x x

      
 

od kade {to e jasno deka 1x
x

  e cel broj. Da go ozna~ime toj cel broj so k , t.e. neka 

m n k
n m
  . Od ovde dobivame 2 2m n kmn  , 

 Od kade {to sleduva deka m  e delitel na 2n  i n  e delitel na 2m , a bidej}i m  i n  se 
zaemno prosti, toa e mo`no ako i samo ako | | | | 1m n  , t.e. samo za 1x   . No, za 1x    va`i  

   1{ } 0x
x

  .  

 Zna~i, dadenata ravenka nema re{enie vo mno`estvoto na racionalnite broevi.  
 

 3.Ista kako zada~a 4 od treta godina  
  

 4.Ista kako zada~a 3 od treta godina  
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 XXXVII Republi~ki natprevar 1994 
 
 

 I godina 
 
 1. Neka sekoja to~ka na brojnata prava, koja pretstavuva cel broj, e 
oboena proizvolno vo edna od dve boi(sina ili crvena). Doka`i deka 
postoi otse~ka ~ii krajni to~ki i sredina se vo ista boja.  
 

 Re{enie.Neka dve sosedni to~ki se oboeni vo ista boja. Bez gubewe na op{tosta, 
mo`eme da zememe deka to~kite 4  i 5  se oboeni sino. Ako 3  ili 6  se sini, ja dobivame 
baranata otse~ka. Zatoa, da pretpostavime deka 3  i 6  se crveni. Ako 9  e crvena, baranata 
otse~ka e so krajni to~ki vo 3  i 9 . Zatoa da pretpostavime deka 9  e sina. Ako 7  e sina, 
baranata otse~ka e so krajni to~ki vo 5  i 9 . Zatoa, pretpostavuvame deka 7  e crvena. Ako 
8  e crvena, baranata otse~ka e so krajni to~ki vo 6  i 8 , pa da pretpostavime deka 8  e 
sina. Ako 2  e sina, baranata otse~ka e so krajni to~ki vo 2  i 8 . Neka 2  e crvena. 
Kone~no, ako 1  e crvena, baranata otse~ka e so krajni to~ki vo 1  i 3 , a ako 1  e sina, 
baranata otse~ka e so krajni to~ki vo 1  i 9 .  
 

 Da ja razgledame i mo`nosta koga ne postojat dve sosedni to~ki oboeni vo ista boja. 
Oga{, site to~ki koi pretstavuvaat paren broj se oboeni vo edna boja, a site to~ki koi 
pretstavuvaat neparen broj se oboeni vo drugata boja. Vo ovoj slu~aj, eden primer na 
baranata otse~ka e otse~kata  so krajni to~ki vo 2  i 2 .   
 
 

 2. Neka x  e pozitiven priroden broj, a y  se dobiva od x  koga prvata 
cifra na x  }e se premesti na posledno mesto. Da se opredeli najmaliot 
broj x  za koj va`i 3x y .   
 

 Re{enie. Neka x  e n -cifren broj i prvata cifra na x  e a (1 9a  ). Toga{  
 

  1 1( 10 ) 10 10 (10 1)n ny x a a x a        .  
 

Bidej}i treba da va`i 3x y , dobivame 13 10 (10 1)nx x a    , od kade {to dobivame  
 

  
(10 1)

7

na
x

 ,                    (1) 

Bidej}i 7  e prost broj, 7  go deli a  ili 10 1n  . No, ako 7  go deli a , toga{ 7a   , i brojot 

3x  }e ima pove}e od n -cifri i ne mo`e da bide ednakov na y . Zna~i, 7  go deli 10 1n  . 
Najmalata vrednost na x  se dobiva za najmaloto mo`no n . Najmala vrednost na n  za koja 

10 1n   e deliv so 7  e 6n   i vo ovoj slu~aj od (1) dobivame 142857x a . Stavaj}i 1a   za da 
dobieme najmala vrednost za x , dobivame 142857x  . So neposredna proverka utvrduvame 
deka za ova vrednost na x  va`i  
 

  3 3 142857 428571x y    .  
  
 

 3.Od re~noto pristani{te A  istovremeno trgnale nizvodno motoren 
~amec i splav(splavot nemal nikakov pogon). Brzinata na ~amecot vo 
mirna voda e u  a na rekata e v ( 0u v  ). Po 1t  ~asa ~amecot pristignal vo 
B  i po~nal da se vra}a kon A .  

 

 Re{enie.a)Rastojanieto od A  do B  go ozna~uvame so s . Brzinata na ~amecot nizvodno e 
u v  a vo sprotivna nasoka e u v . Toga{ izrazuvaj}i go s  na dva na~ina, dobivame  

 

  1

1 2 2

( )

( ) ( )

u v t s

v t t u v t s

 
    

.  
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So izedna~uvawe na levite strani na dobienite ravenki, dobivame 1 2t t .  
 

 Zabele{ka: Interesno e da se zabele`i deka vrskata 1 2t t   se dobiva bez ogled na 

dadenite brojni vrednosti vo uslovot na zada~ata, t.e. 1 2t t  va`i vo op{t slu~aj za bilo 

koi brzini i rastojanija.  
 

 b) Rastojanieto od B  do C  e 192 48 144  . So ogled na vrskata 1 2t t , go dobivame 

sistemot ravenki  

  1

1

( ) 192

( ) 144

u v t

u v t

 
  

.  

Ako go izrazime 1t  od ednata ravenka i go zamenime vo vtorata, dobivame 7u v .  
 

 v)So 3t  da go ozna~ime vremeto potrebno ~amecot da go mine patot od C do A . So ogled 

na vrskata 7u v , brzinata na ~amecot nizvodno e 8v  a sprotivno e 6v . Od 18 192vt  , 

dobivame 1
24t
v

 , a od 36 48vt   dobivame 3
8t
v

 .  
  

 Bidej}i 1 2 3 28t t t   , dobivame 24 24 8 28
v v v
   , od kade {to dobivame 56 28

v
  i 

kone~no 2v  . Zna~i, brzinata na amecot vo mirna voda e 7 14u v  . 
  
 
 

 4.Osnovniot rab na prava pravilna ~etiriagolna piramida ABCDT  (T  

e vrvot na piramidata) e 2 , a bo~niot rab e 2 . Niz temeto A  minuva 
ramnina normalna na rabot TC ( A  i C  le`at dijagonalno na osnovata) i 
gi se~e rabovite ,TB TC  i TD  vo to~kite P , Q  i R  soodvetno.  
 

 Da se opredeli volumenot na prese~enata piramida ABCDPQR .     
 
 

 Re{enie. Da go ozna~ime so M  presekot na dijagonalite na osnovata na piramidata, a 
so O  presekot na dijagonalite na ~etiriagolnikot APQR .  
 

 Za dijagonalata na osnovata imame: 
2 2 2 22( 2) 4AC AB BC    , t.e. 2AC  . Zna~i, 

ACT  i BDT  se dva skladni ramnostrani triagolnici so strana 2 . Bidej}i TC AQ , jasno 

e deak AQ  e visinata na ACT . Isto taka visinata na piramidata TM  e visina na ACT . 

Imame 2 3 3
2

AQ TM   . To~kata O  e ortocentar na ATC  i BDT , pa, zna~I, 

: 2 : 3RP BD  , od kade {to dobivame 4
3

RP  . ^etiriagolnikot APQR  e deltoid, pa, za 

negovata plo{tina P  imame  
 
 

  2 3
2 3

AQ RP
P

  .  
 
 

Bidej}i TQ  e  visina na piramidata imame  
 
 

  2 3 2 31 2
3 3 2 9APQRTV   .  

 

 Volumenot na dadenata piramida e 2 2 31 ( 2) 3
3 3

V   . Kone~no, baraniot volumen e  
 

  2 3 2 3 4 3
3 9 9ABCDPRQV    .     
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 II godina 

 1.Ako ravenkite 2 0ax bx c    i 2 0Ax Bx C    imaat barem edno 

zaedni~ko re{enie, toga{ 2( ) ( )( )aC Ac aB Ab bC Bc    . Doka`i!  
 Re{enie. Da go ozna~ime zaedni~koto re{enie na dvete ravenki so y . Toga{  
 

  2 0ay by c                       (1) 

  2 0Ay By C                       (2) 

Ako prvoto ravensvo go pomno`ime so A , a vtoroto so a  i potoa dobienite ravenstva gi 
odzememe, dobivame  
 

  ( )aB Ab y Ac aC   .                  (3) 
 

 Od druga strana, ako prvoto ravenstvo go pomno`ime so B , a vtoroto so b  i dobienite 
ravenstva gi odzememe, dobivame  
 

  2( )aB Ab y bC Bc   .                   (4) 
 

 Ako 0aB Ab  , toga{ izrazuvaj}i go y  od (3) i zamenuvaj}i go vo (4) se dobiva 
baranoto ravenstvo.  
 

 Neka 0aB Ab  . Toga{, od (3) i (4)  dobivame 0aC Ac bC Bc    , pa zna~i I vo ovoj 

slu~aj va`i 2( ) ( )( )aC Ac aB Ab bC Bc    .   
  
 

 2.Neka x  i y  se nenegativni realni broevi takvi {to 3x y  . Da se 

doka`e deka 2 4xy  .    
 

 Re{enie. Ako go iskoristime neravenstvoto me|u aritmeti~ka i geometriska sredina, 
dobivame  
 

  
2

33 3
2 2 4
y y xy

x y x       ,  

 

od kade {to sleduva neravenstvoto 2 4xy  . Ravenstvoto se dostignuva za 1x   i 2y  .   
  

 3.Niz vnatre{na to~ka na daden triagolnik se povle~eni tri pravi koi 
triagolnikot go delat na 6  dela. Neka 1S , 2S  i 3S  se plo{tini na koi 
bilo tri taka dobieni delovi na triagolnikot. Doka`i deka:  
 

  a)
1 2

1 1 4
S S S

   

 

  b)
1 2 3

1 1 1 9
S S S S

   .  

 

 Re{enie.Ako go iskoristime faktot deka 1 2 3S S S S    i neravenstvoto me|u 

aritmeti~ka i harmoniska sredina na broevite 1 2,S S  i 3S , dobivame  
 

  1 2 3

1 2 3

3
1 1 13 3

S S SS

S S S

 
 

 
,  

 

od kade {to se dobiva baranoto neravenstvo.   
 
 

 4.Neka se dadeni n  to~ki vo ramninata taka {to rastojanieto me|u 
bilo koi tri od niv e najmnogu 1 . Ako m  e najmalo rastojanie me|u dve od 
dadenite tri to~ki, doka`i deka  
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2( 1)

1

n
m

n




 

 Re{enie. Okolu sekoja od n -te to~ki opi{uvame kru`nica so radius 
2
m . Vkupnata 

plo{tina {to ja pokrivaat vaka dobienite n -kruga e 
2

4
mn  , zatoa {to ovie krugovi se 

dopiraat ili voop{to ne se se~at. Okolu edna fiksno izbrana to~ka opi{uvame kru`nica 

so radius 1
2
m . Ovoj krug gi sodr`i site n  prethodno spomenati krugovi. Zatoa  

 

  
22

1
4 2

m mn      
 

,  

od kade {to sleduva baranoto neravenstvo.  
  

 
 III godina 
 

 1.Za realnite broevi 1 2, , ,..., na a a a  va`i 0na a   i  
 

  1 12 0k k ka a a    , za 1,2,3,..., 1k n  .  
 

 Doka`i deka nitu eden od broevite 1 2, , ,..., na a a a  ne e pozitiven.   
 

  Re{enie. Neka ka  ( 0 k n  ) e najgolem(nema pogolem od nego) me}u broevite 

1 2, , ,..., na a a a .  
 

 Ako 0k   ili k n , toga{ 0ka  , pa, zna~i, nitu eden od broevite ne e pozitiven.  
 

 Neka 1 1k n   . Da pretpostavime deka 1k ka a   i 1k ka a  . Toga{ 1 1 2k k ka a a   , 

t.e. 1 12 0k k ka a a    , {to e sprotivno na uslovot na zada~ata. Zna~i, 1k ka a   ili 

1k ka a   . No, ka  e najgolem od dadenite broevi, pa, zna~i, 1k ka a   ili 1k ka a  . Od 

pri~ini na simetrija, mo`eme da pretpostavime 1k ka a  . Toga{ od uslovot 

2 12 0k k ka a a    , dobivame 2 1 0k ka a   , t.e. 2 1k ka a  . No, 1k ka a  , a ka  e najgolem 

od dadenite broevi, pa, zna~i, 2 1k k ka a a   . Prodol`uvaj}i ja ovaa postapka, dobivame 

10 ... ka a a    . Bidej}i najgolemiot od dadenite broevi e 0 , nitu eden od dadenite 

broevi ne e pozitiven.   
  
 

 2.Aglite na triagolnikot ABC  go zadovoluvaat ravenstvoto  
 

  cos3 cos3 cos3 1      .  

 Doka`i deka eden od aglite e ednakov na 120 .  
 

 Re{enie. Bidej}i 3 3 3 540       , imame  
 

  cos3 cos[540 (3 3 )] cos[180 (3 3 ) cos(3 3 )                 .  
 

 Od dadeniot uslov se dobiva:  
 

  23 3 3 3 3 3
2cos cos 2cos

2 2 2
           

  
3 3 3 3 3 3

cos cos cos 0
2 2 2

            
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540 3 332cos sin sin 0

2 2 2
     


 
 

  
3 33cos 270 sin sin 0
2 2 2
       

 
  

 

  
3 33sin sin sin 0
2 2 2
    .  

 

 Dobivame deka 
3

sin 0
2
   ili 3sin 0

2
   ili 

3
sin 0

2
  . Od pri~ini na simetrija, mo`eme 

da zememe 
3

sin 0
2
  . No, bidej}i 0 180    , imame 

3
0 270

2
   , pa, zna~i, 

3
180

2
   , 

odnosno 120   .  
  
 

 3.Brojot 15  mo`e na tri na~ini da se zapi{e kako zbir na tri 
pozitivni prirodni broevi taka {to site 9  broja da se razli~ni:  
 

  15 1 6 8 2 4 9 3 5 7         .  
 

Za sekoj priroden broj  n  so ( )k n  go ozna~uvame najgolemiot priroden broj 
trojki prirodni broevi, koi davaat zbir n  i pritoa site 3 ( )k n  broevi se 
razli~ni.  
 

 Doka`i deka za sekoj priroden broj n  va`i:  
 

 a) 2( )
9
nk n   

 b)ako m  e koli~nikot pri delewe na n  so 6 , toga{ ( )k n m .  
 
 

 Re{enie.// 
  
 4. Dadeni se n  to~ki na kru`nica. Broevite 1,2,3,...,n  se zapi{ani vo 
proizvolen raspored pokraj dadenite to~ki(po eden broj do sekoja to~ka). 
Za sekoj par sosedni to~ki e opredelena apsolutnata vrednost na 
razlikata na broevite zapi{ani pokraj to~kite. Doka`i deka zbirot na 
ovie apsolutni vrednosti e pogolem ili ednakov na 2( 1)n   
 

 Re{enie. To~kite na kru`nicata gi ozna~uvame po red so iA (1 i n  ), poa|aj}i od 

proizvolna to~ka dvi`ej}i se vo pozitivna nasoka. Neka brojot ia (1 ia n  , 1 i n  ) e 

zapi{an pokraj to~kata iA . Bez gubewe na op{tosta mo`eme da zememe na n . Neka 1  e 

zapi{an pokraj to~kata jA , t.e. 1ja  . Toga{ dvi`ej}i se po kru`nicata od nA  kon jA  po 

edna od dvete nasoki i presmetuvaj}i gi razlikite na broevite kaj sosednite to~ki 
dobivame:  
 
 
 

  1 1 2 1 1 1 2 1| | | | ... | | ( ) ( ) ... ( )

1
n n n n j j n n n n j j

n j

a a a a a a a a a a a a

a a n
                    

   
 

  

  1 1 2 1 1 1 2 1| | | | ... | | ( ) ( ) ... ( )

1
n j j n j j

n j

a a a a a a a a a a a a

a a n
              

   
 

 

Ottuka zaklu~uvame deka sumata na apsolutnite vrednosti na razlikite e pogolema ili 
ednakva na 2( 1)n  .  
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 IV godina 
 
 

 1.Neka p e prost broj takov {to site cifri mu se edinici. Doka`i deka 
brojot na cifrite na brojot p  e prost broj.  
 

 Re{enie. Neka p  e broj takov {to site cifri mu se edinici i neka brojot na cifrite 

mu e slo`en, t.e. e mn  kade {to , 2m n  . Toga{  
 

  
2 2 ( 1) 2

2 2 ( 1)
(1 10 10 ... 10 ) 10 (1 10 10 ... 10 ) ... 10 (1 10 10 ... 10 )

(1 10 10 ... 10 )(1 10 10 ... 10 )

n n n n m n

n n n n m
p 


                
        

 

 

Bidej}i , 2m n  , dobivame deka p  e slo`en broj. Zna~i, ako p  e prost broj takov {to site 
cifri mu se edinici, toga{ brojot na cifrite na p  mora da e prost.  
  
 

 2.Vo ramnina se dadeni tri to~ki ', 'A B  i 'C . Da se opredelat tri to~ki 
, ,A B C  vo ramninata taka {to A  e sredina na 'CC , B  e sredina na 'AA  i 

C  e sredina na 'BB .     
 

 Re{enie. Vo ramninata postavuvame pravoagolen koordinaten sistem xOy . Neka 

koordinatite na dadenite to~ki vo ovoj sistem se: ' ( ', ")A a a , ' ( ', ")B b b  i ' ( ', ")C c c . 

Neka koordinatite na baranite to~ki se 1 2( , )A a a , 1 2( , )B b b  i 1 2( , )C c c . Od uslovite za 

prepolovuvawe dobivame:  
 

  1 2
1 2

' "
( , ) ,

2 2

c c c c
a a

    
 

 

 

  1 2
1 2

' "
( , ) ,

2 2

a a a a
b b

    
 

 

 

  1 2
1 2

' "
( , ) ,

2 2

b b b b
c c

    
 

.  

 

So izedna~uvawe na soodvetnite koordinati i po re{avawe na taka dobieniot sistem 
linearni ravenki, dobivame  
 

  1
' 2 ' 4 '

7
a b ca   ,    2

'' 2 '' 4 ''
7

a b ca    
 

  1
' 2 ' 4 '

7
b c ab   ,    2

'' 2 '' 4 ''
7

b c ab    
 

  1
' 2 ' 4 '

7
c a bc   ,    2

'' 2 '' 4 ''
7

c a bc   .  
 

Za re{enieto da bide kompletno treba da doka`eme deka to~kite ,A B  i C  so vakvi 

koordinati mo`at da se konstruiraat, ako se poznati koordinatite na ', 'A B  i 'C (vo 

uslovot na zada~ata ne se baraat koordinatite na , ,A B C  , tuku se baraat da se konstruiraat 
tie to~ki). No, bidej}i konstrukcija na otse~ka so dvojna dol`ina, na otse~ka so dol`ina 
zbir na dol`ini na dadenite otse~ki i delewe na dadena otse~ka na 7  dela e poznata, 
to~kite ,A B  i C  mo`e da se konstruiraat so pomo{ na koordinatite na ', 'A B  i 'C  vo 
postaveniot koordinaten sistem.    
 
 3.Ista kako zada~a 3 od treta godina   
 Re{enie.N  
 
 4.Ista kako zada~a 4 od treta godina  
 Re{enie.N  
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 XXXVIII Republi~ki natprevar 1995 
 

 I godina 
 1.Sportskiot izvestuva~ zadocnil za fini{ot na trkata na 100  m . Od petmina 
prisutni raspolo`eni gleda~i gi sobral slednite podatoci: 
  Aleksandar:  Senko be{e vtor, a Ognen  tret.  
  Bla`e:    Petar be{e tret, a Tome petti.  
  Vasko:    Tome be{e prv, a Petar vtor.  
  Gorjan:    Senko be{e vtor, a Rade ~etvrti.  
  Dragan:    Ognen be{e prv, a Rade ~etvrti.  
 Na izvestuva~ot mu bilo jasno deka gleda~ite sepak bile premnogu raspolo`eni i 
go prepra{al svojot kolega za rezultatite. No kolegata samo mu spomnal deda 
sekoj od gleda~ite  dal po eden to~en odgovor i eden neto~en plasman na 
natprevaruva~ite. Pomognete mu na izvestuva~ot da go sostavi svojot izve{taj i 
da go opredeli kone~niot redosled na natprevaruva~ite vo trkata.  
 Re{enie.Za sekoj od natprevaruva~ite i gleda~ite ja koristime samo prvata bukva od 
negovoto ime kako kratenka.  
 Da pretpostavime deka S e navistina vtor. Toga{, spored izjavata n a G,R ne e ~etvrti. 
Sega, spored izjavata na V, sleduva deka P e vtor. No, poslednovo protivre~i na 
pretpostavkata deka S e vtor. Zna~i, ne e mo`no S da e vtor.  
 So ogled na prethodniot zaklu~ok i izjavite na A i G, dobivame deka O e tret i R e 
~etvrti. Bidej}i O e tret, spored izjavata na B, dobivame deka T e petti. Sega, bidej}i T e 
petti, spored izjavata na V, dobivame deka P e vtor. Kone~no, preostanuva deka S pobedil 
vo trkata.  
 Zna~i, kone~niot redosled e:S,P,O,R,T 
 2.Gradovite A  i B  se oddale~eni 106  km . Na pladne, od gradot A , po{ol 
Antonio na velosiped dvi`ej}i se kon B  so postojana brzina od 30km/ h . Po 
polovina ~as, od gradot B  po{ol Bojan pe{ dvi`ej}i se od kon A  so postojana 
brzina od 5km/ h . Vo momentot koga Antonio poa|a kon B , od negoviot nos 
poletala muva letaj}i kon B  so postojana brzina 50km/ h . Koga muvata go sretnala 
Bojan mu sletala na nosot, i vedna{ so istata brzina po~nala da se vra}a kon 
Antonio i mu sletala na nosot, i vedna{ poletala kon Bojan i se taka dodeka 
Antonio i Bojan ne se sretnale. Kolku kilometric preletala muvata? 
 Re{enie.Vo 12.30  Antonio se nao|a na 106 15 91   kilometri od B .Vo istiot moment 
Bojan poa|a od B . Vremeto {to im e potrebno (mereno od toj moment) za da se sretnat e 

91 91 13
30 5 35 5

 


 ~asa. Zna~i, muvata leta polovina ~as(do 12.30 ) i u~te 13
5

 ~asa, so brzina 

od 50km/ h . Pritoa, preletuva vkupno 1 1350 155
2 5

    
 

 kilometri.  

 3.Vo ramnokrak trapez so plo{tina 20  e 
vpi{ana kru`nica so radius 2 . Da se opredeli 
dol`inata na sekoja od stranite na trapezot.  
 Re{enie.Dijametarot na vpi{anata kru`nica e 
ednakov na visinata h  na dadeniot trapez. Zna~i, 4h  . 

Za plo{tinata na trapezot imame 30
2

a bP h  , od 

kade se dobiva deka 10a b  . Bidej}i dadeniot trapez e 
tangenten, zbirovite na dol`inite na sprotivnite 
strani mu se ednakvi pa 2a b c  , od kade dobivame deka 

5c  . Od pitagorovata teorema dobivame deka: 

A B

CD

a

b

cc
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  2 25 4 3
2

a b    .  

Kone~no re{evaj}i go sistemot ravenki 
10

6

a b

a b

 
  

, dobivame 8a   i  2b  .  

 4.Neka prirodnite broevi m  i n  imaat po to~no 101  delitel (broej}i gi i 1  i 
samite broevi kako deliteli). Doka`i deka ne e mo`no mn da ima 1000  deliteli.  
 Re{enie.Prvo }e poka`eme deka eden priroden broj k  ima neparen broj na deliteli 

ako i samo ako e poln kvadrat. Navistina, za sekoj delitel d  na k  koj e pomal od k , 

postoi soodveten delitel k
d

 na k  koj e pogolem od k . Zna~i, ako k  ne e poln kvadrat toj 

ima paren broj na deliteli, a ako e poln kvadrat, toga{ i k  e delitel na k  i k  ima 
vkupno neparen broj na deliteli.  
 Koristej}i go spomenatoto svojstvo, dobivame deka m  i n  se polni kvadrati, bidej}i 
imaat neparen broj na deliteli. No toga{ i mn  e poln kvadrat i ima neparen broj na 
deliteli, odnosno ne e mo`no mn  da ima 1000  deliteli.  
 

 II godina 
 
 

 1.Neka 1 3u i   , 1 3v i   , 2w   i n  e priroden broj koj ne e deliv so 3 . 

Doka`i deka 0n n nu v w   .  
 

 Re{enie.Imame 3 3( 1 3) 8u i     i 3 3( 1 3) 8v i    . Osven toa 2 2u v  i 2 2v u .  

 Ako 3 1n k  , kade k  , toga{  
 

  8 8 8 8 ( 2) 0n n n k k k ku v w u v w u v         .  
 

 Dokazot za 3 2n k  , k   e analogen.  
 

 2.Daden e paralelogram ABCD (temiwata A  i C  se sprotivni) i to~ka M  vo 
vnatre{nosta na paralelogramot. Niz M  se povle~eni dve pravi, paralelno na 
stranite na paralelogramot. Dvete pravi go delat paralelogramot na ~etiri novi 
paralelogrami. Doka`i deka plo{tinata na barem eden od dvata novi 
paralelogrami, od koi edniot go sodr`i temeto A  a drugiot temeto C , ne e 
pogolema od edna ~etvrtina od plo{tinata na celiot paralelogram ABCD .  
 

 Re{enie. Ako to~kata M  e presek na 
dijagonalite ili le`i na koja bilo od srednite 
linii na paralelogramot, zada~ata e trivijalna.  
 Da pretpostavime deka M  ne le`i na nekoja 
od srednite linii na paralelogramot. Ako 
pravite povle~eni niz M  gi preslikame so 
centralna simetrija vo odnos na so centralna vo 
odnos na dijagonalite dobivame u{te dve novi 

pravi koi zaedno so pravite niz M  go delat paralelogramot ABCD  na 9  paralelogrami. 
Ako so iP ( 1,2,3,4i  ) se ozna~at plo{tinite na dobienite paralelogrami, a so P  

plo{tinata na paralelogramot ABCD , dobivame: 
 

 1 2 3 44 2 2P P P P P    ,  
 

od kade, bidej}i , dobivame deka  
 

 1 2 34 2 2P P P P   ,  
 

odnosno  
 

 1 2 1 3( ) ( )
2
PP P P P    .  

M

1S 1S

1S1S

2S 2S

3S

3S

4S

A B

CD
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 Od poslednoto e jasno deka ne e mo`no i dvete plo{tini 1 2P P  i 1 3P P  da se pogolemi 

od 
4
P .  

 3.Da se opredelat 11  realni broja taka {to sekoj od niv da e ednakov na 
kvadratot na sumata na preostanatite 10 .  
 Re{enie.Neka baranite broevi se 1 2 11, ,...,x x x  i neka va`i: 

  1 2 11...x x x   .                    (1) 

Neka vkupnata suma na broevite e s . Spored uslovite na zada~ata, imame: 

  2( )i ix s x  , 1,2,3,...,11i  ,                 (2) 

od kade spored (1), dobivame: 

  2 2 2
1 2 11( ) ( ) .... ( )s x s x s x      .                (3) 

Bidej}i baranite broevi se kvadrati, istite se nenegativni, pa od (1) sleduva deka 

1 2 11....s x s x s x      , odnosno  

  2 2 2
1 2 11( ) ( ) .... ( )s x s x s x      .               (4) 

Od (3) i (4) dobivame deka 2 2 2
1 2 11( ) ( ) .... ( )s x s x s x      , od kade poradi nenegativnosta, 

imame 1 2 11...x x x   . Toga{ za sekoj od niv va`i 2(10 )x x , od kade dobivame deka site 

barani broevi se 0  ili site se ednakvi na 1
100

.  

 4.Vo ramnina se dadeni n  to~ki ( 3n  ) taka {to me|u niv nema tri kolinearni. 
Doka`i deka postoi kru`nica niz tri od dadenite to~ki taka {to vo 
vnatre{nosta na krugot opredelen so kru`nicata ne le`i nitu edna od dadenite 
to~ki.  
 Re{enie.Neka  A  i B  se dve od dadenite to~ki taka {to rastojanieto od A  do B  e 

minimalno, odnosno za sekoj par  dadeni to~ki X  i Y  va`i XY AB . Ponatamu, neka 
to~kata C  e izbrana taka {to ACB  e maksimalen, odnosno za sekoja to~ka Z , razli~na 
od A  i B , va`i AZB ACB  . Kru`nicata niz to~kite ,A B  i C  gi zadovoluva baranite 

uslovi, zatoa {to sekoja to~ka W  od vnatre{nosta na krugot va`i deka agolot AWB  e 

pogolem od ACB  ili nekoe od rastojanijata AW  i BW  e pomalo od AB , {to zna~i deka 
nitu edna od vnatre{nite to~ki na krugot ne e edna od izbranite to~ki.  
  

 III godina 
 
 

1.Neka ,a b  i c  se pozitivni realni broevi. Doka`i deka  

  2a b c
b c c a a b

  
  

.  

 Re{enie.Koristej}i go neravenstvoto me|u geometriskata i harmoniskata sredina  

  
1 1

2

x y

xy 


,  

zamenuvaj}i ax
b c




 i 1y  , dobivame: 

  2a a
b c a b c


  

.  

Analogno se dobiva 2b b
a c a b c


  

 i 2c c
a b a b c


  

.  

 So sumirawe na trite dobieni neravenstva se dobiva baranoto neravenstvo.  
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 Zabele{ka.Napomenuvame deka slu~ajot na ravenstvo ne e mo`en. Navistina, 
ravenstvoto e mo`no samo ako vo trite neravenstva koi se sumiraat va`i ravenstvo, a toa e 

ispolneto samo ako 1a b c
b c c a a b

  
  

. Lesno se proveruva deka posledniot uslov ne e 

ispolnet za nitu eden izbor na ,a b  i c .  

 2.Da se utvrdi za koi prirodni broevi n  nizata broevi 1,2,3,...,4n  mo`e da se 
podeli na n  grupi po 4  broja taka {to vo sekoja grupa eden od broevite e 
aritmeti~ka sredina na ostanatite tri. 
 Re{enie.Da razgledame grupa od 4  broja  , ,a b c  i d  taka {to brojot d  e aritmeti~ka 

sredina na ,a b  i c . Imame 3a b c d   , odnosno 4a b c d d    . Zna~i, sumata na 

broevite od grupata e deliva so 4 . Ottuka sleduva deka za da mo`e da se podeli dadenata 
niza na n  grupi so baranoto svojstvo, mora vkupnata suma da e deliva so 4 . Imame 
1 2 ...,4 2 (4 1)n n n    . Zna~i, n  mora da e paren broj.  

 Neka 2n k  e paren broj. Toga{ dadenata niza e 1,2,...,8k . Gi delime dadenite broevi na 

k  grupi po 8  broevi: 
 

  1,2,...,8;9,10,...,16;...;8( 1) 1,8( 1) 2,....,8 .k k k     
 

Izbirame edna od dobienite grupi i neka toa e 8 1,8 2,....,8 8s s s   , kade 0 1s k   . Ja 

delime dobienata grupa na dve grupi po 4  broja: 
 

  8 1,8 3,8 4,8 8;8 2,8 5,8 6,8 7s s s s s s s s        .  

Vo prvata grupa 8 4s   e aritmeti~ka sredina na preostanatite tri broja, a vo vtorata 
8 5s   e aritmeti~ka sredina na preostanatite tri broja. Na ovoj na~in ja delime sekoja od 
prethodno definiranite grupi od 8  elementi na dve grupi od 4  elementi koi gi 
zadovoluvaat baranite uslovi od zada~ata.  
 

 3.Neka ( )P x  e polinom so celobrojni koeficienti taka {to postoi cel 
broj n  za koj ( ) 0P n  . Doka`i deka ne postoi priroden broj m  taka {to 

(1995) (2000) 7mP P  .  
 

 Re{enie.  ]e go koristime faktot {to ako a i b  se celi broevi, toga{ a b  e delitel 
na ( ) ( )P a P b .  

 Da pretpostavime deka postoi m  taka {to (1995) (2000) 7mP P  . Toga{ (1995)P  i 

(2000)P  se stepeni na 7 (ili na 7 ).  

 Koristej}i go spomenatitot fakt, dobivame deka 1995 n  e delitel na (1995)P  i 

2000 n  e delitel na (2000)P . Zna~i, i 1995 n  i 2000 n  se stepeni na 7 (ili na 7 ). Ako 

1995 n  e 1  ili 1 , toga{ n  e 1994  ili 1996 , pa 2000 n  e 6  ili 4  i ne e stepen na 7 . 
Ako 2000 n  e 1  ili 1 , toga{ n  e 1999  ili 2001 , pa 1995 n  e 4  ili 6 , pa ne e stepen 
na 7 . Ako 1995 n  i 2000 n  se delivi so 7 , toga{ i nivnata razlika e deliva so 7 , no 
nivnata razlika e 5  i ne e deliva so 7 .  

 Zna~i, ne postoi priroden broj m  taka {to (1995) (2000) 7mP P  .  
 
 

 4.Eden kvadrat e prekrien so pravoagolnici koi ne se preklopuvaat i ne 
preo|aat nadvor od kvadratot. Doka`i deka zbirot na plo{tinite na krugovite 
opredeleni so kru`incite opi{ani okolu pokriva~kite pravoagolnici ne e 
pomal od plo{tinata na krugot opredelen so kru`nicata opi{ana okolu 
po~etniot kvadrat.  
 
 

 Re{enie.Neka plo{tinata na kvadratot e P , a na krugot opredelen so kru`nicata 

opi{ana okolu kvadratot e K . Toga{ 
2

PK  . Neka plo{tinata na eden od pokriva~kite 
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pravoagolnici e 'P , a plo{tinata na krugot opredelen so kru`nicata opi{ana okolu 
pravoagolnikot e 'K . Neka stranite na pravoagolnikot se a  i b . Imame: 

  
2 2 ''

4 2 2
a b ab PK       .  

So sumirawe na soodvetnoto neravenstvo za sekoj od pokriva~kite pravoagolnici, a so 
ogled na faktot {to sumata nap lo{tinite na pokriva~kite pravoagolnici e ednakva nap 
lo{tinata na po~etniot kvadrat go dobivame baraniot rezultat.  
 

 Zabele{ka.Pri dobivaweto na gornoto neravenstvo, koristeno e neravenstvo 
2 2 2a b ab   koe e posledica na o~iglednoto neravenstvo 2( ) 0a b  .  

  

 IV godina 
 

 1.Neka 1 2, ,...a a  e beskone~na aritmeti~ka progresija so prv ~len a  i razlika 

0d  . Doka`i deka ako vo dadenata progresija postojat tri ~lena koi formiraat 

geometriska progresija, toga{ a

d
 e racionalen broj.  

 Re{enie.Neka ,m na a  i pa  formiraat geometriska progresija. Toga{: 2( )n m pa a a , od 

kade po sreduvaweto, stavaj}i 1r n  , 1s m   i 1t p  , dobivame: 

  2(2 ) ( )a r s t d st r    .                   (1) 
Da pretpostavime deka 2 0r s t   . Toga{: 

  
2 2

2 0
2 2

s t s t
st r st

    
        

   
,  

bidej}i s  i t  se sigurno razli~ni (poradi 0d  ). Zna~i, levata strana na (1) e 0  a desnata 
ne e, {to  ne e mo`no.  
 Zna~i, 2 0r s t   , pa od (1), dobivame: 

  
2

2

a st r

d r s t




 
,  

od kade e jasno deka 
a

d
 e racionalen broj.  

 2.Vo ramninata se dadeni n  to~ki ( 3n  ) taka 
{to niv nema tri kolinearni to~ki i plo{tinata 
na sekoj triagolnik opredelen so tri od dadenite 
to~ki e najmnogu 1 . Doka`i deka postoi triagolnik 
ABC  vo ramninata(temiwata ne mora da se od 

dadenite to~ki) so plo{tina najmnogu 4  taka {to 
site dadeni to~ki se pokrieni so triagolnikot 
ABC .  

 Re{enie.Neka triagolnikot DEF  ima najgolema 
plo{tina od site triagolnici ~ii temiwa se tri od 
dadenite to~ki. Niz temeto D  povlekuvame prava 
paralelna na EF , niz E  paralelna na DF  a niz F  
paralelna na DE  i na toj na~in go dobivame triagolnikot 

ABC . Bidej}i triagolnikot DEF  ima plo{tina najmnogu 1 , triagolnikot ABC  ima 
plo{tina najmnogu 4 ( ABC  se sostoi od 4  triagolnici koi se skladni na DEF ). Vo 
vnatre{nosta i na rabovite na ABC  se nao|aat to~ki od ramninata koi so sekoi dve od 
to~kite D , E  i F  opredeluvaat triagolnik so plo{tina najmnogu ednakva na plo{tinata  
na DEF . Zna~i, site n  dadeni to~ki se pokrieni so ABC .  
 3.Иста како задача  
  4.Иста како задача  

A B

C

D

F

E
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 XXXIX Republi~ki natprevar po matematika,1996 
 
 

 I godina 
 
 

 1,Zbirot na tri celi broevi , ,a b c  e nula. Doka`ete deka 4 4 42 2 2a b c   e 
kvadrat na cel broj.  
 
 

 Re{enie.Neka 0a b c   . Toga{  

  

4 4 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 4

( ) ( ) ( )

2( ) 2 2 2

2( ) 2 ( ) ( ) ,

a b c a b c b a c c a b

a b b c c a a bc b ac c ab

a b b c c a abc a b c a b c a b c

        
      
           

 

od kade {to sleduva  

  4 4 4 2 2 2 22 2 2 ( )a b c a b c     .  

 2.Doka`ete deka ako  

 199621
1 1995 1996... aa aaa a a a    

 , ia  ,  

toga{ 1 1995 1996....a a a a    .  
 

 Re{enie.Neka 1a a . Za da va`i 21
1
aaa a , mora 1 2a a , itn. Taka se dobiva  

 1 1 2 2 3 1995 1996 1996 1 1996... ...a a a a a a a a a a a a a a                  ,  

t.e. 1 1996....a a a   .  

 Analogno se dobiva i pri pretpostavka 1a a .  
 

 3.Neka , ,a b ch h h  se visini na triagolnik so strani , ,a b c , a r e radius na 

vpi{anata kru`nica vo triagolnikot. Doka`ete deka triagolnikot e ramnostran 
ako i samo ako 9a b ch h h r   .  
 

 Re{enie.Od 2
a

Ph
a

 , 2
b

Ph
b

 , 2
c

Ph
c

  , 2Pr
a b c


 

, dobivame  

 9a b ch h h r      1 1 1 9
a b c a b c
  

 
  3

1 1 13
a b c

a b c

  
 

    

aritmeti~kata sredina e ednakva so harmoniskata ako i samo ako a b c  .  
 

 4.Doka`ete deka sekoj kvadrat mo`e da se rase~e na n , 
( 6)n   kvadrati, koi ne mora da se skladni.  

 
 

 Re{enie.Neka dol`inata na stranata na kvadratot e a . Ako 
2n k , ( 3k  ), postapuvame kako na crte`ot dolu, pri {to stranata 

na maliot kvadrat e a
k

. Ako 2 1n k  , ( 3k  ), toga{ kvadratot 

najprvo go delime na 2 2k   delovi kako vo prviot slu~aj, a potoa 
eden od kvadratite go delime na ~etiri skladni kvadrati i vkupno 
dobivame 2 2 3 2 1k k n      kvadrati.  

 

 II godina 
 

1.Doka`ete deka za koi bilo pozitivni realni broevi a  i b  va`i 
neravenstvoto  

  3 52 3 5a b ab  . 
 

 Re{enie.Od neravenstvoto me|u aritgmeti~ka i geometriska sredina za pet pozitivni 
real ni broevi imame: 

1

2

k

1k  2 1k 

2k
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  53 3 3 3 3 3 3 52 3 5 5a b a a b b b a a b b b ab            .  

 2.Vo triagolnik ABC  to~kata M  e sredina na stranata BC a . Neka 1 2, ,r r r  se 

radiusite na kru`incite vpi{ani vo triagolnicite ABC , ABM  i ACM  
soodvetno. Doka`ite go neravenstvoto  

  
1 2

1 1 1 22
r r r a

    
 

.  

 Re{enie.Neka 1 2, ,P P P  se plo{tinite na triagolnicite ABC , ABM  i ACM  soodvetno. 

Jasno e deka 1 2 2
PP P  . Od toa {to  

  1
1 1 1 1 2 2 2

rAB BM AM aP r s r c m
             

,  

i  

  2
2 2 2 2 2 2 2

rAM CM AC aP r s r m b
             

,  

imame  

  1 22 2
a aP r c b r m b           

   
.  

 Taka,  

  2 2

1 2

1 1 2 2 4 2 4 1 22
a ac m m b a b c m m

r r P P P P r ah r a r a

                 
 

.  

 3.Neka 1 2 1996{ , ,...., }A z z z  e mno`estvo od kompleksni broevi i neka za sekoj 

{1,2,3,....,1996}i  e ispolneto ravenstvoto  
  1 2 1996{ , ,...., }i i iz z z z z z A .  

 a)Doka`ete deka za sekoj i  e ispolneto | | 1iz  .  

 b)Doka`ete deka od z A  sleduva z A .  
 Re{enie.a)Da pretpostavime deka za nekoe i  va`i | | 1iz  . Neka e toa tokmu brojot so 

maksimalen modul. Toga{ 2
i i iz z z A  , pa  

  2 2| | | | | |i i iz z z  ,  

{to protivre~i na maksimalnosta na | |iz .  

 Ako za nekoe i  va`i 0 | | 1iz  , izbiraj}i go tokmu brojot so minimalen modul, povtorno 

dobivame prorivre~nost 2 2| | | | | |i i iz z z  , so minimalnosta na | |iz .  

 Na krajot ako za nekoe i  va`i | | 0iz  , t.e. 0iz  , pa site elementi od A  bi bile ednakvi 

na nula, {to e nevozmo`no.  
 Sledstveno, za sekoj i  e ispolneto | | 1iz  .  

 b)Neka z A . Gi razgleduvame broevite 2 3, , ,...z z z . Spored uslovot na zada~ata i ovie 

elementi pripa|aat vo A . Bidej}i A  e kone~no mno`estvo, za nekoi m  i l  mora da va`i 
m lz z , odnosno 1kz  . Ako stavime 1' kz z  , dobivame ' 1kz z z  , a od tuka  

  
2

1'
1| |

z z zz z
z z z z

     ,  

bidej}i | | 1z  , spored a).Taka 'z z A  .  

 4.Odredete ja najgolemata vrednost na razlikata x y  ako  

  2 22( )x y x y   .                   (1) 
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 Re{enie.Neka a x y  , odnosno x a y  . Ako zamenime vo (1), dobivame 

  2 22( ) 2 2y a y a y    ,  

odnosno 2 24 2(2 1) 2 0y a y a a     . Poslednata ravenka e zadovolena i za maxa a . Taa ima 

barem eden realen koren y  ako i samo ako  

  2 2(2 1) 4(2 ) 0D a a a     ,  

odnosno 24 1 0a   . Ova e to~no samo ako 1 1,
2 2

a     
. Taka max

1
2

a  .  

 III godina 
 

 1.Re{ete ja ravenkata  

  1996 19951996 .... 1 0x x     

(koeficientite pred 2 1994, ,...,x x x  ne se poznati), ako se znae deka nejzinite koreni 
se pozitivni realni broevi.  
 Re{enie.Neka 1 2 1996, ,...,x x x  se re{enija na dadenata ravenka. Od Vietovite formuli e: 

  1 2 1996... 1996x x x     

  1 2 1996... 1x x x    .  

Zna~i,  

  1 2 1996 1996
1 2 1996

...
1 ...

1996

x x x
x x x

  
     ,  

t.e. aritmeti~kata sredina e ednakva na geometriskata sredina, pa sleduva deka  
  1 2 1996... 1x x x    .  

 2.Neka AH , BK  i CL  se visini na proizvolen triagolnik ABC . Doka`ete 
deka  
 AK BL CH AL BH CK HK KL LH        .              (1) 

 Re{enie.Neka aglite pri temiwata , ,A B C  na dadeniot triagolnik se , ,    soodvetno. 
Toga{  

  | cos |AK AB  , | cos |AL AC  ,  
(znakot za apsolutna vrednost e za slu~aj koga   e tap agol). Spored toa, triagolnikot 
AKL  e sli~en so triagolnikot ABC  so koeficient na sli~nost | cos | , pa zna~i,  

  | cos |KL BC   .  
Stavaj}i gi vo ravenstvata (1) soodvetnite izrazi za ostanatite otse~ki, koi u~estvuvaat 
vo ravenstvata, se dobiva deka site tri razgleduvani proizvodi se ednakvi na  

  | cos cos cos |AB BC CA        .  

 3.Dadena e trojkata broevi  

  12, 2,
2

.  

A

B CH

L
K A

B CH

K
L
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Dozvolen e premin na edna trojka realni broevi vo druga na sledniot 
na~in:koi bilo dva broja od trojkata se zamenuvaat so: nivniot zbir 
podelen so 2 , nivnata razlika podelena so 2 , a tretiot ostanuva ist. 
Dali e mo`no so takvi postapki, po nekolku ~ekori dadenata trojka da 
premine vo trojkata  
  1, 2,1 2 .  
 Re{enie.Transformacijata  

   , ,
2 2

x y x y
x y

    
 

,  

go zapazuva zbirot na kvadratite na parrot broevi: 

  2 2 ,
2 2

x y x y
x y

     
 

.  

Spored toa procedurata, dadena vo zada~ata, ja zapazuva sumata od kvadrati na dadenata 
trojka. Pa kako e  

  
2

2 2 2 21 12 ( 2) 6 1 ( 2) (1 2) 6 2 2
22

 
         

 
,  

ne e mo`no da se premine od ednata trojka vo drugata trojka.  
 4.Dadeni se kone~no mnogu to~ki vo ramninata, takvi {to site ne 
pripa|aat na edna prava. Na sekoja to~ka i e pridru`en eden realen broj. 
Zbirot na broevite pridru`uvani na to~kite {to i pripa|aat na sekoja 
prava, koja sodr`i barem dve od dadenite to~ki, e nula.Doka`ete deka site 
pridru`eni broevi na dadenite to~ki e nula.  
 Re{enie.Neka na nekoja to~ka X  i e pridru`en broj xa . Da pretpostavime deka 0xa  . 

Bez gubewe na op{tosta mo`eme da pretpostavime deka 0xa  . Niz X  gi povlekuvame site 

pravi koi sodr`at barem u{te edna to~ka od dadenite. Neka xn  e brojot na site pravi niz 

X , a S  e zbirot na site broevi pridru`eni na dadenite to~ki. Bidej}i zbirot na broevite 
pridru`eni na to~kite koi {to pripa|aat na prava koja sodr`i barem dve od dadenite 
to~ki e nula, sleduva deka zbirot na broevie na site xn  pravi e nula. Ottuka dobivame  

  0x x xn a S a   ,  

t.e.  
  ( 1) 0x xn a S   .                    (1) 

Bidej}i 0xa  , postoi to~ka Y  razli~na od X , taka {to 0ya  (zbirot na broevite od 

edna prava e ednakov na nula). I za to~kata Y  kako i za to~kata X , va`i  
  ( 1) 0y yn a S                       (2) 

Od (1) i (2) dobivame: 
  ( 1) ( 1)x x y yn a n a   .                  (3) 

Bidej}i site to~ki ne pripa|aat na edna prava, sleduva deka 1xn   i 1yn  . Levata strana 

vo (3) e pzitivna a desnata strana e negativna. Dobienata kontradikcija so pretpostavkata 
deka postoi to~ka X  na koja i e pridru`en broj razli~en od nula. Zna~i, site pridru`eni 
broevi na dadenite to~ki se nula.  
 

 IV godina 
 

 1.Ista kako zada~a 3 od treti klas. 
 2.Ista kako zada~a 4 od treti klas. 
 3.Dadeni se realni broevi 1 2, ,..., na a a  za koi va`i | |ja M , 1,2,...,j n  i 

1 2 ... 0na a a    . Doka`ete deka  
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2

1 22 ...
4n
na a na M    .  

 Re{enie.Neka 1 22 ... nS a a na    . Toga{  

  1 2 2 3 1( ... ) ( ... ) ... ( )n n n n nS a a a a a a a a a            .  

Ponatamu, 1 2 ... 0na a a    , a za {1,2,3,..., 1}k n   dobivame  
 

  
1 1 1

| | ( )
n n n

j j j
j k j k j k

a a a n k M
     

       

 

  
1 1 1 1

| |
n n k k

j j j j
j k j k j j

a a a a kM
     

       .  

Pa zatoa  
 

  1 2

,
2... min{( ) , }

( ) ,
2

k k n

nkM k
a a a n k M kM

nn k M k
 

 
      

  


za

za
 

Da gi razgledame slu~aite koga n  e paren, odnosno n  e neparen broj.  
 

 )i Ako 2n l , toga{  
 

  
2

2( 1)
... ( 1) ( 1) ... 2

2 4

l l nS M l M lM l M M M lM l M M
             .  

 

 )ii Ako 2 1n l  , toga{  
 

  
2 212( 2 ... ) ( 1)
4 4

n nS M M lM l l M M M        .  
 
 

 4.Dve kru`nici so radiusi R  i r , r R  se dopiraat od vnatre{nata 
strana. Najdete ja stranata na ramnostraniot triagolnik ako se znae deka 
edno negovo teme e dopirnata to~ka n a kru`n icata, a drugite dve temiwa 
le`at na kru`incite, po edno na sekoja.  
 

 Re{enie.Bidej}i kru`nicite se dopiraat, dopirnata to~ka i nivnite centri le`at na 

edna ista prava. Imame 90ACD ABE    .]e razgledame dva slu~ai: 
 )i baraniot triagolnik ABC  e na edna strana od dijametarot(crte` 1).  

 Imame, 2AD r , 2AE R ,  cos
2 3

AB a
RAE

     
 

, cos
2
a
r
  . Zna~i,  

  
2

2
3 31 1cos cos sin 1

2 3 2 2 2 2 2 4
a a a
R r r

           
 

, 0 90    .  

 Bidej}i, 2r R  dobivame 
2

2
3 1

4 2 2 4
a a a
r R r
   ,  odnosno  

  
2 2

3a rR
R Rr r


 

.                   (1) 

 )ii baraniot triagolnik ABC  e podelen od dijametarot(crte` 2). Sega 60    , 

cos
2
a
R
  , cos

2
a
r
  . Zna~i,  

  
2

2
3 31 1cos cos sin 1

2 3 2 2 2 2 2 4
a a a
R r r

           
 

, 0 90    .  

Od 2r R  go dobivame (1).  
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 XL Republi~ki natprevar 1997 
 

 I godina 

 1. Dadena e nizata 1 2 1 3 3 1 4 3 2 1, , , , , , , , , ,...
1 1 2 1 2 3 1 2 3 4

. Koj broj stoi na 1997 -to 

mesto? 
  Re{enie. Lesno se voo~uva deka ~lenovite na nizata se podredeni vo “grupi”, takvi {to 
zbirot na broitelot i imenitelot vo sekoja od niv e ist za site broevi od taa “grupa” . 
Taka, prvata “grupa”, ima eden ~len (so zbir na broitelot i imenitelot ednakov na 2), 
vtorata “grupa” ima dva ~lena (so zbir na broitelot i imenitelot ednakov na 3 ), tretata 
grupa ima tri ~lena (so zbir ednakov na 4 ), itn., n -tata grupa ima n  ~lenovi(so zbir na 
broitelot i imenitelot ednakov na 1n  ), t.e. toa e “grupata”   

  1 2 2 1, , ,..., ,
1 2 3 1
n n n

n n
 


.  

 Zaklu~no so ova “grupa” nizata sodr`i 

  
( 1)

1 2 3 4 ...
2n

n n
S n

        

~lena. Bidej}i se bara koj ~len na nizata se nao|a na 1997 -to mesto, prvo treba da 
opredelime vo koja “grupa”  se nao|a baraniot ~len na nizata. Imame  

  
( 1) ( 1)( 2)

1997
2 2

n n n n    ,  

od kade {to nao|ame deka 62n  . Toga{ 62 1953S  , a do 1997  ima mesto za u{te 44  

~lenovi, koi se od “grupata”  

  63 62 61 20 1, , ,..., ,...,
1 2 3 44 63

.  

 Sledstveno, baraniot broj e 20
44

.  
 

 2. Na {ahovska tabla  so dimenzii 8 8  vo sekoe pole, na proizvolen 
na~in, se postaveni cifrite 0  i 1 . Rasporedot na cifrite mo`e da se 
menuva so potezi na sledniot na~in: so eden poteg se menuva rasporedot na 
cela redica ili cela kolona, pri {to nulite stanuvaat edinici, a 
edinicite nuli. Doka`ete deka postoi niza od potezi so koi{to na 
tablata }e se dobie sostojba vo koja zbirot na cifrite vo sekoja redica i 
sekoja kolona e pogolem ili ednakov na 4 .     
 

 Re{enie.Neka pretpostavime deka na tablata postoi redica ili kolona takva {to 
brojot na edinicite e pomal od 4 . So S  da go ozna~ime brojot na edinicite postaveni na 

po~etnata pozicija na tablata, a so 1S  da go ozna~ime brojot na edinici posle promenata 

na nekoj od potezite vo slednata strategija:  
 

 Poteg 1. Barame redica koja sodr`i pomalku od 4  edinici. Mo`ni se dva slu~aja.  
 1a) takva redica postoi i istata ja menuvame, so {to na tablata }e dobieme redica koja 
}e ima najmalku 5  edinici, a brojot na edinicite na tablata }e se zgolemi najmalku za dve;  
 2a) takva redica ne postoi I toga{ odime na vtoriot poteg.  
 

 Poteg 2.Barame kolona vo koja brojot na edinicite e pomal od 4 . Mo`ni se dva slu~aja:  
 1b) takva kolona postoi I istata ja menuvame, so {to na tablata }e dobieme kolona koja 
}e ima najmalku 5  edinici, a brojot na edinicite na tablata }e se zgolemi za dve;  
 2b) takva kolona ne postoi i toga{ odime na prviot poteg.  
 Taka vo slu~aite 1a) i 1b) go menuvame i brojot na edinicite na tablata, pri {to 
dobivame niza 1 2 3, , , ,...S S S S , za koja va`i 1 2 3 ...S S S S     . No, na tablata ima 64  
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poliwa, na koi mo`e da se postavat najmnogu 64  edinici. Zatoa postapkata }e zavr{i, t.e. 
posle nekoj poteg nema da mo`e da go zgolemime brojot na edinicite vo niedna redica i vo 
niedna kolona, {to zna~i zbirot na elementite vo sekoja redica i sekoja kolona }e bide 
pogolem ili ednakov na 4  
  
 

 3.Kiro i Rampo ja igraat slednata igra: od dve kup~iwa so kam~iwa, 
Kiro go zema ednoto, a drugoto, po svoj izbor, go razdeluva na dve kup~iwa. 
Rampo zema edno od dvete novi kup~iwa, a drugoto po svoj izbor, go 
razdeluva na dve novi kup~iwa, itn. Igrata ja gubi onoj {to ne  mo`e da go 
podeli preostanatoto kup~e. Vo koj slu~aj, so vistinskastrategija, igrata 
ja dobiva Kiro, a vo koj slu~aj Rampo? Koja e strategijata?  
 

 Re{enie. Ako barem  edno kup~e e “parno”, toga{ toa kup~e Kiro }e go razdeli na dve 
neparni kup~iwa. Rampo, izbiraj}i edno od tie dve kup~iwa, drugoto }e go razdeli na 
“parno” i “ neparno” . Sega, odnovo Kiro }e go izbere “neparnoto” kup~e, a parnoto }e go 
razdeli na dve “neparni” kup~iwa itn., se do posledniot poteg na Rampo na kog }e mu 
ostanat dve kup~iwa so po edo kam~e, koi {to, se razbira, ne mo`e da se podelat, pa zatoa 
Rampo ja gubi igrata.  
 Koga i dvete kup~iwa imaat neparen broj kam~iwa, toga{ po prviot poteg na Kiro, 
Rampo e vo pozicija da ima na raspolagawe “parno” i “neparno” kup~e, pa zatoa vo ovoj 
slu~aj Rampo ja dobiva igrata.  
 Zna~i, strategijata na ova igra e: na protivnikot da mu ostavite na raspolagawe dve 
“neparni” kup~iwa.  
  
 

 4.Neka H  e ortocentarot na ostroagolniot triagolnik ABC , ,D E  i F  
se podno`nite to~ki na visinite spu{teni od temiwata  ,A B  i C  

soodvetno, i neka AH HD  i 2BH HE .  

 a)Najdete go odnosot :CH HF ,  
 b)Najdete go agolot ACB .  
 

 Re{enie.a) Od uslovite na zada~ata imame:  

  1 1 1
2 3 3AHC ABCP AC BE P     i  1 1 1

2 3 2BHC ABCP BC AD P    .  

Spored toa,  

  1 1 1
2 3 6AHB ABC AHC BHC ABC ABC ABC ABCP P P P P P P P       .  

 No,  

  1
2AHBP AB HF    i  1

2ABCP AB CF  ,  

i ako zamenime vo poslednoto ravenstvo, dobivame 1
6

HF CF , od {to sleduva 

: 5 :1CH HF  .  

 b) Neka G  sredina na BH . Triagolnikot BDH  e pravoagolen, so prav agol vo temeto 

D , pa zatoa BG GH GD  . Od AH HD , EH HG  i AHE DHG  , sleduva 

AEH DGH   . Spored toa, AE DG HG EH   , t.e. AEH  e ramnokrak I pravoagolen, pa 

zna~i 45EAH   . Kone~no, od triagolnikot CAD  dobivame  

  90 90 45ACB CAD EAH         .    
 

 II godina 
 
 

 1.Vo mno`estvoto na realnite broevi re{ete ja neravenkata  
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24 15 4 0

4 15 2
x x
x x
  
 

.  
 

 Re{enie.//jasna e. 
  
 2.Neka p  e prost broj, 2p  . Dali postojat prirodni broevi x  i y  

takvi {to 2x y p  ?    
 

 Re{enie. Neka pretpostavime deka postojat prirodni broevi x  i y  takvi {to 

2x y p  . So kvadrirawe na poslednoto ravenstvo dobivame  

  2 2x y xy p   .                    (1) 
 

 Bidej}i, ,x y  i 2 p  se prirodni broevi, od (1)  sleduva deka i xy  e priroden broj, t.e. 

2xy k , k . Toga{, 2( )x y p k   . Od poslednite dve ravenstva zaklu~uvame deka x  i y  
se re{enija na kvadratanata ravenka 
 

  2 22( ) 0t p k t k    .                  (2) 
 

 Zna~i, re{enijata na ravenkata (2) se prirodni broevi, pa zatoa nejzinata 

diskriminanta e nenegativna i e poln kvadrat, t.e. 4 ( 2 ) 0p p k   i 24 ( 2 ) 4p p k m  . Jasno, 

4 ( 2 ) 0p p k  , bidej}i vo sprotivno e 2p k , {to protivre~i na 2p   i p  e prost broj. 

Spored toa 2( 2 )p p k m  , 0m  , i bidej}i p  e prost broj, dobivame m pn , za nekoj 

n . Kone~no, za sekoj prost broj , 2p p  , ne postojat takvi prirodni broevi x  i y  

takvi {to 2x y p  .   
  
 

 3.Najdete prirodni broevi p  i q  takvi {to nulite na trinomite 
2x px q   i 2x qx p   da bidat prirodni broevi.    

 

 Re{enie. Neka 1x  i 2x  se re{enija na ravenkata 2 0x px q   , a 1 2,y y   na ravenkata 

2 0x qx p   . Od Vietovite formuli imame   

  1 2x x p  ,  1 2x x q  

  1 2y y q  ,  1 2y y p .  

 ]e razgledame dva slu~aja.  
 

 I slu~aj. Eden od broevite 1 2 1 2, , ,x x y y  e ednakov na 1 . Neka toa e 1x . Od (1) sleduva deka 

1q p   I so zamena vo (2) dobivame 1 2 1 21y y y y   , t.e. 1 2( 1)( 1) 2y y   . Bidej}i 

1 2,y y  , od poslednoto ravenstvo sleduva  1 1 1y   , 2 1 2y   , ili 1 1 2y   , 2 1 1y   . 

Kone~no nao|ame 1 22, 3y y  , ili 1 23, 2y y  , odnosno 6, 5p q  .  
 

 II slu~aj. Neka 1 2 1 2, , , 1x x y y   . Od 1 2 1 2x x x x   i 1 2 1 2y y y y    dobivame p q  i q p  , 

t.e. p q . No 1 2,x x  se prirodni broevi, pa zatoa 2 24p p n  , od {to sleduva 4p  , i 

( 2)( 2) 4p n p n     . Od 4p   dobivame 2 0p n   , a ottuka sleduva i deka 2 0p n   .  

No, 2 2p n p n     , pa zatoa od poslednoto ravenstvo gi dobivame sistemite  

  
2 4

2 1

p n

p n

  
   

  i 
2 2

2 2

p n

p n

  
   

.  

 

 Prviot sistem nema celobrojni re{enija, a od vtoriot dobivame 4p  , 0n  . Kone~no, 

baranite broevi se 6, 5p q  ; 5, 6p q   i 4p q  .   
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 4.Daden e triagolnik ABC . Na polupravite ,BA CB  i AC  opredeleni se 

to~ki 1 1,A B  i 1C  soodvetno, takvi {to 1 (1 )BA n AB   , 1 (1 )CB n CB  , 

1 (1 )AC n AC  . Opredelete go odnosot na plo{tinite na triagolnicite 

ABC  i 1 1 1A B C .  

 Re{enie. Stavame BA c , CB a  i AC b , i dobivame  

  1AA nc ,  1BB na ,  1CC nb .  

Triagolnicite 1 1C B B  i 1C BC  imaat ednakvi visini spu{teni na osnovite CB  i 1BB , pa 

zatoa  

  1 1

1

C B B

C BC

P na n
P a

  .                     (1) 

Analogno,  

  1C BC

ABC

P nb n
P b

   .                     (2) 

 Od (1) i (2) dobivame 
1 1

2
C B B ABCP n P . Zna~i, 

1 1

2( )B C C ABCP n n P  . Analogno, 

1 1

2( )A B B ABCP n n P   i 
1 1

2( )C A A ABCP n n P  . Kone~no,  

  
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2(3 3 1)A B C ABC A B B B C C C A A ABCP P P P P n n P       ,  

t.e.  

  1 1 1 23 3 1
A B C

ABC

P
n n

P
   .  

  

 III godina 
 

 1.Vo mno`estvoto na realnite broevi re{ete ja ravenkata  

  2 2
1997 1997log ( 1 ) log ( 1 )x x x x      

  

 Re{enie. Neka 0x  . Toga{ 2 1 1x x   , pa zatoa  

  2log 1 0x x    
 

.  

Od druga strana 2

2

11 1
1

x x
x x

   
 

, {to zna~i 2log 1 0x x    
 

.  

 Spored toa, ne postoi realen broj 0x  , koj e re{enie na dadenata ravenka. Analogno se 
poka`uva deka deka ne postoi realen broj 0x   koj e re{enie na dadenata ravenka. So 
neposredna proverka nao|ame deka edinstveno re{enie na ravenkata e 0x  . 
  
 
 

 2. Neka ,x y  i z  se realni broevi takvi {to 0x y z   . Doka`ete deka 
| cos | | cos | | cos | 1x y z   .  

 
 

 Re{enie.Od 0x y z   , dobivame cos( ) 1x y z   . Od adicionite teoremi, svojstvata 

na apsolutnata vrednost i neravenstvata | cos | 1   i | sin | 1  , za sekoj  , dobivame  
 
 

 
1 | cos( ) | | cos cos( ) sin sin( ) | | cos || cos( ) | | sin || sin( ) |

| cos | | sin( ) | | cos | | sin cos cos sin | | cos | | sin || cos | | cos || sin |
| cos | | cos | | cos |

x y z x y z x y z x y z x y z
x y z x y z y z x y z y z
x y z

          
        
  
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 3. Dadeni se osumnaeset otse~ki so dol`ini ix , 1,2,3,...,18i  , takvi {to 

1 1997ix  , 1,2,3,...,18i  . Doka`ete deka me|u ovie otse~ki postojat tri so 
koi mo`e da se konstruira triagolnik.  
 

 Re{enie.Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da pretpostavime deka dol`inite na 
otse~kite se takvi {to 1 2 181 ... 1997x x x     . Neka pretpostavime deka me|u dadenite 

otse~ki ne postojat tri od koi mo`e da se konstruira triagolnik. Toga{ 1 2i i ix x x   , 

3,4,5,...,18i  , i bidej}i 1 2, 1x x  , dobivame deka dol`inata na osumnaesettata otse~ka }e 

bide pogolema ili ednakva na osumnaesettiot ~len na nizata na fibona~i:  
  1,21,2,3,5,8,,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584 .  

 Spored toa, 18 2584x  , {to protivre~i na 1 1997ix  , 1,2.3,4,5,...,18i  . Zna~i, me|u 

dadenite otse~ki postojat tri od koi mo`e da se konstruira triagolnik.  
  

 4. Prava p  dopira kru`nica k  opi{ana okolu ~etiriagolnik ABCD . 
So K  da ja ozna~ime dopirnata to~ka na pravata i kru`nicata. Poznato e 
deka pravite AC  i BD  na pravata p  otsekuvaat ise~ok simetri~en vo 
odnos na to~kata K . Doka`ete deka i pravite AB  i CD  na pravata p  
otsekuvaat ise~ok simetri~en vo odnos na to~kata K . 
 Re{enie. Gi voveduvame oznakite , ,AC p N BD p M AB p F      , CD p R  , 

FK x , RK y , , ,FBM BFK KRC         i BAC  . Jasno ABD   , ACD   , 

RCN    i BAC  . Od stepen na to~ka vo odnos na kru`nica imame 
2

NC NA NK  ,  
2

MB MD MK   i bidej}i MK NK , sleduva  

  NC NA MB MD   .                   (1) 
 Od sinusnata teorema, primeneta na RNC , NFA , MRD  i FMB  dobivame  

  
sin

( )
sin

MC b y
 


, 
sin

( )
sin

NA b x
 


,  
sin

( )
sin

MB b x
 


 , 
sin

( )
sin

MD b y
 


 

Soodvetno. So zamena vo (1) dobivame  

  
sin sin sin sin

( )( ) ( )( )
sin sin sin sin

b y b x b x b y
       
   

,  

i bidej}i  

  
sin sin

0
sin sin

  
 

,  

imame ( )( ) ( )( )b y b x b x b y      , od {to sleduva deka x y , {to i treba{e da se doka`e.  
  

 IV godina 
 
 

 1.Neka rastojanijata od to~kata M  do temiwata ,A B  i C  na 
triagolnikot ABC  se ,p q  i r  soodvetno. Doka`ete deka ne postojat 
realen broj 0d   i to~ka F  vo ramninata na triagolnikot ABC  takvi 
{to rastojanijata od to~kata F  do temiwata ,A B  i C   se ednakvi na 

2p d , 2q d  i 2r d  soodvetno.   
 
 

 Re{enie. Neka pretpostavime deka postojat realen broj 0d   i to~ka F  vo ramninata 
na triagolnikot ABC  takvi {to rastojanijata od to~kata F  do temiwata ,A B  i C  se 

2p d , 2q d  i 2r d , soodvetno. Toga{  
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2 2

2 2

2 2

AF AM d

BF BM d

CF CM d

 

 

 

                    (1) 

 

 Od druga strana, geometriskoto mesto na to~ki D  za koi va`i 
2 2

DF DM d   e prava 
normalna na FM . Navistina, ako 1D  e proekcija na D  vrz pravata FM , toga{  
  

     2 22 2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2
1

2 ( )

2 .

D F D M DD DF DD DM DF DM DD DF DM

DF DN DD FM DF DM d

           

     

      

   

 

  Bidej}i na pravata FM  postoi edinstvena to~ka 1D  za koja va`i 
2 2 2

1 1D F D M d  , 

zaklu~uvame deka site to~ki na razgleduvanoto geometrisko mesto ortogonalno se 
proektiraat vo to~kata 1D , t.e. toa e prava normalna na pravata FM . Kone~no, od (1) 

sleduva deka pravite ,AB BA  i CA  se normalni na pravata FM , t.e. to~kite ,A B  i C  se 
kolinearni, {to ne e mo`no, bideji tie se temiwa na triagolnik.    
  
 

 2. Neka : (0, )f    e strogo raste~ka funkcija takva {to za sekoi 
, (0, )x y   i za sekoj (0, 1)  va`i  

 

  ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x y f x f y         .  
 

 Doka`ete deka nizata ( ( ))nf n   ne sodr`i beskone~na aritmeti~ka 
progresija.   
 

 Re{enie.Bidej}i f  e strogo raste~ka funkcija, dobivame deka nizata ( ( ))nf n   e 

strogo raste~ka, pa zatoa sekoja nejzina podniza e strogo raste~ka. Da pretpostavime deka 
nizata ( ( ))nf n   sodr`I podniza koja e beskone~na aritmeti~ka progresija, t.e. deka 

postoi niza ( )k ka  , takva {to za sekoj k   va`i ( )k ka f n . Jasno, razlikata d  na 

nizata ( )k ka   e pozitivnea, od {to sleduva 1 10 ( ) ( )k k k kd a a f n f n      , k  , t.e.  
 

  1k kn n  , k  .                     (2) 
 

 Za ~lenovite na nizata ( )k ka   va`i 1 1

2
k k

k
a a

a  
 , 1k  . Ako se iskoristi 

neravenstvoto (1) pri 1
2

  , za 1k   dobivame  
 

  1 1 1 1( ) ( )
( )

2 2
k k k k

k
f n f n n n

f n f        
 

.  

 

Bidej}i f  e strogo raste~ka funkcija, od poslednoto neravenstvo sleduva 1 1

2
k k

k
n n

n  
 , 

odnosno,  
 

  1 1k k k kn n n n    , 1k  .                     (3) 
 

 Od neravenstvoto (3) dobivame 2 1 3 2 1 1... ...i i i in n n n n n n n          , {to ne e 

mo`no, bidej}i spored (2)  broevite 1k kn n  , k   se prirodni, a ne postojat beskone~no 

mnogu prirodni broevi pomali od brojot 2 1n n .  
 
 

 3.Ista kako zada~a 3 od treta godina 
 
 

 4.Ista kako zada~a 4 od treta godina 
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 XXXVII Republi~ki natprevar 1998_Gevgelija 
 

 I godina 
 
 

 1. Najdi gi site ~etiricifreni broevi, koi se zapi{uvaat so ~etiri 
posledovatelni cifri, vo proizvolen redosled, takvi {to nivniot 

proizvod so 2
3

 e broj zapi{an so istite cifri.   
 

 Re{enie. Neka baraniot broj e x  i neka 2
3

y x . Od poslednoto ravenstvo imame 

3 2y x , pa zatoa 3 | x  i 2 | y . Od kriteriumot za delivost so brojot 3  sleduva deka zbirot 

na cifrite na brojot x  e deliv so 3 . No, brojot y  e zapi{an so istite cifri kako i 

brojot x , pa zatoa 3 | y .  
 

 Od dosega iznesenoto imame 2 | ,3 |y y  i НЗД(2,3) 1 , pa zatoa 6y k , {to zna~i 

3 3 6 9
2 2

x y k k    . Spored toa, 9 | x  i od kriteriumot za delivost so 9  dobivame deka 

zbirot na cifrite na brojot x  se deli so 9 . Jasno, i zbirot na cifrite na brojot y  se 

deli so 9 . No, broevite x  i y  se zapi{ani so ~etiri posledovatelni cifri 

, 1, 2, 3n n n n   , pa zatoa nivniot zbir e 4 6n  , n  i 6n  . Zna~i,  
 

  9 | 4 6n  , n  i 6n  .                  (1) 
 

 Uslovot (1) e ispolnet samo za 3n  , od {to sleduva deka cifrite so koi se zapi{ani 
broevite x  i y  se 3,4,5  i 6 .  
 

 Od dosega iznesenoto imame 3456 6543x   i kako 2
3

y x  dobivame 2304 4362y  . No, 

brojot y  e zapi{an so cifrite 3,4,5 i 6  e deliv so 2  pa zatoa mo`ni re{enija za y  se 
broevite  
 

  3456,3546,3564,3654,4356  i 4536 ,  
 

na koi im soodvetstvuvaat slednite re{enija za brojot x  
 

  5184,5319,5346,5481,6534  i 6804 .  
 

 No, x  e zapi{an so cifrite 3,4,5 i 6  pa zatoa edinstveni re{enija se 5346  i 6534 .    
   
 
 

 2. Doka`i deka razlikata  
2 2

1 11

(55...5444...45) (55...5444...4)
n nn n 

   e to~en 

kvadrat na priroden broj.  
 

 Re{enie.Imame  
 

  

   
2 2

1 1 1 11 1 1 1
1

1 1
1 1

1

2

(55...5444...45) (55...5444...4) 55...5444...45 55...5444...4 111...10888...89

111...1 10 80 111...1 9

10 1 10 110 80 9
9 9

10

n n n nn n n n n n
n

n n
n n

n

n

      


 
 

    

     

      



     

 

2
22 10 1 10 1 (333...3)

9 9

n n

n

      
 



 

{to i treba{e da se doka`e. 
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 3. Nad stranata CD  na kvadratot ABCD  e konstruirana polukru`nica. 
Neka M  e proizvolna to~ka od polukru`nicata i neka MA  i MB  ja se~at 

CD  vo to~kite K  i L  soodvetno. Doka`i deka 
2

KL DK LC      
 

 Re{enie. Neka { }MD AB P   i { }MC AB Q  . Sega ~PAM DEM   i ~MKL MAB  , 

pa zatoa MK DK
MA PA

  i MK KL
MA AB

 . Od poslednite ravenstva sleduva  
 

  AB KL
AP DK

                      (1) 
 

 Od druga strana za pravoagolnite triagolnici DAP  i QCB  va`I DPA BCQ  , kako 

agli so normalni kraci, pa zatoa tie se sli~ni. Spored toa 
BQ AD
BC AP

 , i bidej}i ABCD  e 

kvadrat dobivame 
BQ AB
BC AP

 .  

 

 Od poslednoto ravenstvo i od (1) sleduva deka  
 

  
BQ KL
BC DK

                      (2) 

 

 Od druga strana, triagolnicite MLC  i MBQ se sli~ni, pa zatoa LC ML
BQ MB

  i kako 

ML KL
MB AB

 , dobivame deka LC KL KL
BQ AB BC

  , t.e.  

 

  
BQ LC
BC KL

 .                     (3) 

 

 Kone~no, od ravenstvata (2) i (3)  dobivame KL LC
DK KL

 , t.e. 
2

KL DK LC  .  

  
 

 4. Najdi gi site konveksni mnoguagolnici koi imaat pove}e od tri 
vnatre{ni ostri agli.  
 

 Re{enie. Neka i , 1,2,...,i n  se vnatre{nite agli na proizvolen konveksen n -agolnik, 

a i , 1,2,...,i n  se soodvetnite nadvore{ni agli, t.e. i i     , 1,2,...,i n . Bidej}i 

1
2

n

i
i
   , najmnogu tri od nadvore{nite agli na konveksniot n -agolnik mo`at da bidat 

tapi. Spored toa, ne postoi konveksen mnoguagolnik koj ima pove}e od tri ostri agli.   
 
 

 II godina 
 

 1.Vo mno`estvoto na celite broevi re{ija ravenkata  
 

  4 ( 1)( 2)( 3) 1y x x x x      
 

 Re{enie. Dadenata ravenka jam no`ime so 16  i ako iskoristime deka  
 

  2 2 2 2 2( 1)( 2)( 3) ( 3 )( 3 2) ( 3 ) 2( 3 )x x x x x x x x x x x x           ,  
 

dobivame deka taa e ekvivalentna na ravenkata 2 2 2 2(4 ) (4 12 4)y x x   , t.e. na ravenkata  
 

  2 2 2 2(4 ) ((2 3) 5) 0y x    .  
 

Spored toa, dadenata ravenka e ekvivalentna na ravenkata  
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  2 2 2 2(4 (2 3) 5)(4 (2 3) 5) 0y x y x       .  
 

 Proizvod na dva takvi broja e ednakov na nula ako barem eden od niv e ednakov na 0 , pa 
zatoa se mo`ni dva slu~ai:  
  
 

 2.Dadeni se korenite x  i 1x , x  i 2x  ,…, x  i nx  na kvadratnite 

polinomi 2
1 1 1( )P x x b x c   , 2

2 2 2( )P x x b x c   , …, 2( )n n nP x x b x c   , 
soodvetno. Najdi gi korenite na kvadratniot polinom  
 

  2 1 2 1 2... ...
( ) n nb b b c c c

P x x x
n n

     
    

 

  Re{enie.Od uslovot na zada~ata imame  
 

  2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 ... 0n nx b x c x b x c x b x c x b x c                    .  

 

Ako gi sobereme poslednite ravenstva dobivame  
 

  2
1 2 3 1 2( ... ) ( ... ) 0n nnx b b b b x c c c           ,  

 

t.e. x  e re{enie na razgleduvaniot polinom ( )P x . Zatoa, diskriminantata na ( )P x  e 

nenegativna i toj ima vtor realen koren *x . Od vietovite formuli imame:  
 

  1 1x x b   , 2 2x x b    , …. , n nx x b   , *
1 2

1 ( ... )nx x b b b
n

      .  
 

 Ako poslednoto ravenstvo go pomno`ime so n  i od nego gi izvadime prvite n  

ravenstva dobivame *
1 2

1 ( ... )nx x x x
n

     .  

 

 3.Vo kvadratnata tablica 10 10  se zapi{ani po red broevite od 1  do 
100 . Potoa, vo sekoja redica i sekoja kolona to~no na polovina od 
broevite im e smenet znakot. Doka`i deka vo novodobienata tablica 
zbirot na site broevi e nula.    
  Re{enie.// Zna~i, A B C  . Neka vo , ,A B C  gi smenime znacite na ist na~in, t.e. vo 
sekoja redica i sekoja kolona to~no polovina od broevite imaat znak minus, i neka se 
dobieni tablicite ', ', 'A B C . Jasno, sekoj broj od 'A  e zbir na soodvetnite broevi od 'B  i 

'C . Vo 'B  site broevi od edna kolona se ednakvi, a vo 'C  site broevi od edna redica se 
ednakvi, pa zatoa zbirovite na broevite vo ovie dve tablici }e bide ednakov na nula. 
Spored toa, zbirot na broevite vo 'A  e ednakov na nula.   
 
 

 4. Prodol`enijata na stranite AB  i CD  na konveksniot ~etiriagolnik 
ABCD  se se~at vo to~ka W . Ako X  i Y  se sredinite na dijagonalite AC  
i BD , soodvetno, toga{ plo{tinata na triagolnikot XYW  e ~etiri pati 
pomala od plo{tinata na ~etiriagolnikot ABCD . Doka`i!      
 

 Re{enie. Neka U  e sredina na AD  i V  e sredina na BE . Zna~i XV  e sredna linija na 

ABC  i 1
2

XV AB . Bidej}i C  i W  se na isto rastojanie od XV  dobivame  
 

  1
4XWV XVC ABCP P P                    (1) 

 

Analogno se doka`uva deka  
 

  1
4YVW YBV DBCP P P  .                  (2) 
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 Jasno ~etiriagolnikot XVYU  e parallelogram i va`i 1
2XVY XVYUP P . Neka 

{ '}UX AB X  , { '}YV AB V  . Paralelogramot ' 'X V YU  ima strana 1
2

AB  I visina 

polovina od visinata h  na ABD  pa zatoa ' '
1
2 ABD X V YUP P . Sli~no ' '

1
2X V YX ABCP P . 

Zatoa  
 

   ' ' ' '
1 1 1 ( )
2 2 4XVY XVYU X V YU X V VX ABD ABCP P P P P P     .         (3) 

 

So sobirawe na (1), (2) i (3) sleduva  
 

   1 1
4 4VWY XWV YVW XVY ABC DBC ABD ABC ABCDP P P P P P P P P        ,  

 

odnosno 4ABCD XWYP P .  
 
 
 

 III godina 
 
 
 

 1.Na tabla se zapi{ani 1,2,3,...,19 . Se izveduva slednava postapka: koi 
bilo dva broja x  i y  se bri{at a na nivno mesto se zapi{uva brojot 

1x y  . Postapkata se prodol`uva se dodeka ne se dobie samo eden broj. 
Koj e toj broj?   
 

 Re{enie. So ka  }e ja ozna~ime razlikata na zbirot od site broevi koi se na tablata 

posle k -tiot ~ekor, i od brojot na broevite koi posle k -tiot ~ekor se zapi{ani na 
tablata. Za po~etnata pozicija (nulti ~ekor) va`i:  
 

  (1 2 3 4 ... 19) 19 171a         .  
 

 ]e doka`eme deka va`i: k pa a  za sekoj k  i p  ( 18k   i 18p  ). Neka vo 1k  -ot ~ekor 

se zapi{ani broevite x  i y , a na nivno mesto e zapi{an brojot 1x y  . Toga{ se dobiva:  
 

  (19 )k ia x y z k      
 

i  
 

   1 ( 1) (19 1) (19 )k i ia x y z k x y z k              .  
 

 Zna~i: k pa a  za sekoj k  i p  ( 18k   i 18p  ). Spored toa  
 

  18 1 171a d a    .  
 

 Kone~no, se dobiva brojot 172 .     
  
 

  2. Re{i ja ravenkata  
 

  
4

2 45 8 5 6 5 8 5 6 2
x x x

x x x x x x x x
                 

   
 

 

 Re{enie. Neka    

  
22 25 8 5 6

x

A x x x x
 

      
 

 i  
22 25 8 5 6

x

B x x x x
 

      
 

.  

 

 Toga{  
 

  42
2

x
A B  , 22

x

AB  .  
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Osven toa 0A  , 0B  , taka od 
2

A B AB   sleduva A B . No ova e ekvivalentno so 0x   

ili 2 5 6 0x x   , pa zatoa re{enijata se 0,2  i 3 .  
  
 

 3. Na stranite AB  i BC  na triagolnikot ABC  izbirame to~ki D  i E  
soodvetno. To~kite K  i M  ja delat otse~kata DE  na tri ednakvi dela. 
Pravite BK  i BM  ja se~at stranata AC  vo to~kite T  i P  soodvetno. 

Doka`i deka 
3

ACTP  .  

 Re{enie.//Jasna e zda~ata.  
  
 
 
 
 
 
 
 

 4.Vo ramninata e dadeno kone~no mno`estvo od pravi koi po parovi se 
se~at, pri {to niz sekoja prese~na to~ka na dve pravi minuva barem u{te 
edna od dadenite pravi. Doka`i deka site pravi se se~at vo edna to~ka.  
 

  Re{enie. Da pretpostavime deka tvdeweto na zada~ata ne e to~no, odnosno postojat 
kone~no pravi vo ramninata takvi {to niz sekoja prese~na to~ka minuvaat barem tri pravi 
i postojat barem dve prese~ni to~ki. Vo toj slu~aj postoi prava p  i barem edna prese~na 

to~ka S  {to le`i na pravata p . Bidej}i mno`estvoto na prese~ni to~ki e kone~no }e 
postoi prese~na to~ka koj e na najmalo rastojanie od pravata p (prese~nata to~ka ne le`i 

na pravata p ).  Bez gubewe na op{tosta mo`eme da pretpostavime deka takva e to~kata S . 

Niz S  minuvaat barem tri pravi i tie ja se~at pravata p  vo barem tri to~ki. Neka tri od 

niv se to~kite , ,X Y Z  i neka Y  se nao|a me|u X  i Z . Vo to~kata Y  se se~at pravite p  i 

SY  pa niz Y  minuva barem u{te edna prava q . Pravata q  mora da se~i edna od otse~kite 

XS  i ZS . Neka na primer q  ja se~i otse~kata SZ  vo to~kata T . Zna~i, S  ne e najbliskata 

prese~na to~ka od pravata p , bidej}i T  e na pomalo rastojanie od p . Od dobienata 
protivre~nost sleduva tvrdewewto na zada~ata.   
 
 
 

 IV godina 
 
 

 1.Doka`i go neravenstvoto  
 

   
3 3 3 3 3 3

1
37 7 7

yx z
y z x z x y

  
     

, kade 0 , , 1x y z  .  

 

  Re{enie. Od toa {to 0 , , 1x y z   sleduva 3 3 30 , , 1x y z  , pa imame:  
  

  
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

3 3 3

7 7 7 6 6 6

6

y yx z x z
y z x z x y x y z x y z x y z

x y z

x y z

     
              

 
  

 

 

 Dovolno e da doka`eme deka 3 3 33( ) 6x y z x y z      . Poslednoto neravenstvo 

sleduva od toa {to za 0 1t  , 3 3 2 0t t   , bidej}i  
 

  3 23 2 ( 1) ( 2)t t t t     .  
 
 

 2.Dadeno e mno`estvoto {1,2,3,...,100}S  . Dali mo`e S  da se razbie na 
dvanaeset disjunktni podmno`estva, takvi {to elementite na sekoe od niv 
da bidat ~lenovi na geometriski progresii.  
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 Re{enie. ]e poka`eme deka tri razli~ni prosti broevi ( 1 2 3p p p  ) , ~lenovi na ista 

geometriska progresija so koli~nik 1q  . Toga{  
 

  1
1 1

kp a q  ,   1
2 1

rp a q  ,  1
3 1

mp a q   
 

od kade dobivame  
 

  2

1

r k sp
q q

p
  , ( r k s  ),   3

2

m r np
q q

p
  ( m r n  ) 

 

 Zna~i, 2 1 3
s n n sp p p  , {to ne e mo`no bidej}i 1 2 3, ,p p p  se prosti broevi, a 0, 0s n  .  

 

 Vo mno`estvoto C  ima 25  prosti broevi, pa barem vo edno od dvanaesette mno`estva 
}e ima  barem tri prosti broevi. No toga{ elementite od toa mno`estvo ne ko`e da bidat 
~lenovi na aritmeti~ka progresija.   
 
 

 3. Odredi gi site funkcii :f     za koi {to va`i ( ,x y   ) 

   ( )( ) ( )y f yf x f x  
 

 Re{enie.Zabele`uvame deka ( ) 1f x   gi ispolnuva gi ispolnuva uslovite od zada~ata. 

Da pobarame drugi re{enija. Neka ( ) 1f a   za nekoe 0a  . Toga{  
 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f xy y x f y f x f yf a f a f a f a   .  
 

Zna~i,  
 

  ( ) ( ) ( )f xy f x f y , ( , )x y  .                 (1) 
 

i kako  
 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y x y x y x y f x f y f x f yf a f a f a a f a f a f a f a f a       ,  
 

dobivame  
 

  ( ) ( ) ( )f x y f x f y   , ( , )x y  .                (2) 
 

 Od (1) sleduva (1) (1 1) (1) (1)f f f f   , odnosno (1) 1f  . Sega najprvo od (2) a potoa so 
primena na (1) dobivame  
 

  ( ) (1 1 1 ... 1) (1) (1) ... (1)f n f f f f n          ,  n  .  
 

  ( ) ( )m m mf n f f n f n f m m
n n n

              
     

 

 

Zna~i, za sekoi ,m n  va`i  
 

  m mf
n n

   
 

.                      (3) 

 

 Da pretpostavime deka postoi x  takov {to ( )f x x . Neka ( )f x x (slu~ajot 

( )f x x  se razgleduva analogno). Postoi my
n

  takov {to  
 

  ( )f x y x                       (4) 
 

 Od (2) i (3) sleduva  
 

  ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )f x f y x y f y f x y f y y        ,  
 

odnosno ( )f x x , {to protivre~i na (4).  
 

 Zna~i, ( )x   , ( )f x x . Baranite funkcii se ( ) 1f x   i ( )f x x .   
  .   
 4.Ista kako zada~a 3 od treta godina.   
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 XLII republi~ki natprevar 1999 
  
 I godina 
 

 1. Neka ,a b  i c  se prirodni broevi od koi nieden ne e deliv so 5. Doka-

`i deka barem eden od broevite 2 2 2 2,a b b c   i 2 2c a  e delliv so 5. 
 
 

Re{enie.  Ako brojot x  ne e deliv so 5, 
toga{ toj e od oblik 5 1k   ili 5 2k  , a negoviot 
kvadrat e od oblik 5 1m   ili 5 4m  .  

 Od broevite 2 2 2, ,a b c  barem dva se od ist 

oblik, pa nivnata razlika }e bide deliva so 5. 
 
 

 2. Osnovite na eden trapez se a  i b , 
)( ba  , a zbirot na aglite pri pogo-

lemata osnova e 90 . Kolkava e otse~-
kata ~ii krajni to~ki se sredinite na osnovite? 
 

 Re{enie. Neka aAB   i bCD   se osnovite na trapezot ABCD , i neka 90  .  

 So prodol`uvawe na kracite AD  i BC  na trapezot ABCD  do nivnata prese~na to~ka 
S  gi dobivame pravoagolnite triagolnici ABS  i DCS . Ako M  i N  se sredinite na 
osnovite AB  i CD  soodvetno, toga{ otse~kite SM  i SN  se te`i{ni linii na ovie 

pravoagolni triagolnici, pa sleduva 
22

, ba SNSM  .  
 
 
 

 Ottuka sleduva  deka 
2
baSNSMMN  .  

 
 

 3.  Dali mo`e vo krug so radius 1 da se smestat izvesen broj krugovi, ~ij 
zbir na radiusite e 1999, takvi {to nikoi dva od niv nemaat zaedni~ki 
vnatre{ni to~ki? 
 
 
 

 Re{enie. Vo vnatre{nosta na krugot mo`eme da konstruirame kvadrat so strana 1. Ovoj 

kvadrat go delime na 2n  mali kvadrat~iwa so strana 
n
1 . Vo sekoe od ovie kvadrat~iwa 

vpi{uvame krug so radius 
n2

1 . Toga{ zbirot na radiusite na ovie krugovi e 
22

12 n
n

n  . Od 

1999
2
n  dobivame 3998n . Zna~i vo krugot so radius 1 mo`e da se smestat 3998 krugovi 

{to ne se preklopuvaat, ~ij zbir na radiusi e 1999.  
 
 
 

 4. Re{i go i diskutiraj go sistemot ravenki  
 

  
















byx
xy

xy
yx

ayx
xy

xy
yx

b

a

1

1

 

 
 

 Re{enie.  So smenata  
 
 

  vu
xy

yx
xy

yx   ,  
 

sistemot go dobiva vidot 
 

A B

CD

M

N

S

 


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









)0,0(

11

11

ba
bv

au

bv

au , 

od kade {to 
ba

vbvuau 1
21

1
21 ,,,  . 

 Dadeniot sistem e ekvivalenten so vkupnosta na ~etirite sistemi:  






































b

aa

b v

u

bv

u
v

au

bv

au
1

11

1 4321   




















































ba

ba
ba

y

x

xy

xy
xy

xy
yx

xy
yx

y

x

ba

ba

b

a

b

a

2

2

2

2

11

110
1  
























































1

2
1

21

12

12

111

110

1
2

ab
b

ab
bab

b
ab

y

b
ab

x

bxy

xy
xy

bxy
yx

xy
yx

y

xaa
  









































ab
a
ab
aab

xy

axy
xy

xy
yx

axy
yx

y

x

bb 1
2

1
21

11

11101

3  









































ab

ab
ab

abba

bxy

axy
xy

bxy
yx

axy
yx

y

x
2

2

111

1110

1

1

4  

 Dobivame deka: 

 )(i   Ako |||| ba   i 1ab  sistemot ima ~etiri re{enija:  
baba 

22 , ,  
1

2
1

2 ,
 ab
b

ab
b , 

 
ab
a

ab
a

 1
2

1
2 ,   i   

ab
ab

ab
ab


22 , .  

 )(ii  Ako 1ab , toga{ sistemot ima dve re{enija:  
ab
a

ab
a

 1
2

1
2 ,  i  

1
2

1
2 ,  ab

b
ab

b . 

 )(iii Ako |||| ba  , toga{ sistemot ima dve re{enija:  
baba 

22 ,  i  
ab

ab
ab

ab


22 , . 

 )(iv  Ako |||| ba   ili 1ab , sistemot nema re{ene. 

 
 

 II godina 
 
 
 

 1. Re{i ja vo   ravenkata 13232 22  xxxxx . 
 

 
 

 Re{enie. 132)3( 222  xxxxxx . Ako stavime 22 3 yxx  , dobivame 

1222  xyyx , odnosno 1)( 2  yx . Ottuka dobivame ,1 yx  t.e. xxx 31 2   

ili xxx 31 2  . Prvata ravenka nema re{enie, a re{enieto na vtorata ravenka e 
5
1 . 

 
 

2. Ako proizvodot na plo{tinite na triagolnicite, na koi eden kon-
veksen ~etiriagolnik e razbien so edna od svoite dijagonali, e ednakov 
na proizvodot od plo{tinite na triagolnicite, koi se dobivaat so raz-



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

121 

bivawe na drugata dijagonala, toga{ ~etiriagolnikot e trapez ili e 
paralelogram. Doka`i! 
 

 Re{enie. Neka dijagonalite na konveksniot 
~etiriagolnik ABCD  se se~at vo to~kata O  i neka 
 
 

 ADOCDOBCOABO PPPPPPPP  4321 ,,, .  

 
 

Od uslovot na zada~ata imame: 
 

 )()()()( 32414321 PPPPPPPP  . 
 

Ottuka dobivame 0)()( 4231  PPPP , pa sleduva: 
 

 )(i  Ako 31 PP  , toga{ 4341 PPPP  , t.e. ACDABD PP  . No, triagolnicite ABD  i 

ACD  imaat zaedni~ka strana AD , sleduva deka visinite kon ovaa strana imaat ednakva 

dol`ina, t.e. to~kite B  i C  se ednakvo oddale~eni od AD . Zna~i BCAD || , pa ovoj 

~etiriagolnik e trapez. 
 

 )(ii  Ako 42 PP  , toga{ ABDABC PP  , pa analogno zaklu~uvame deka CDAB || , t.e. 

~etiriagolnikot ABCD  e trapez. 
 

 )(iii  Ako 31 PP   i 42 PP  , sleduva deka BCAD ||  i CDAB || , t.e. ~etiriagolnikot 

ABCD  e paralelogram. 
 

 3. Doka`i deka ravenkata  
 

  30)()()( 333  xzzyyx , 
 

 nema re{enie vo mno`estvoto na celite broevi. 
 

 Re{enie.  Neka xzczybyxa  ,, . Toga{ 0 cba  i: 
 

  abcbaababbababacba 3)(333)(30 22333333  . 
 

Dadenata ravenka se sveduva na sistemot 
 

  







10

0

abc

cba
 

 

Ottuka sleduva deka  10,5,2,1,, cba . Bez gubewe od op{tosta mo`e da 

predpostavime deka |||||| cba  , pa ottuka lesno se gleda deka sistemot nema re{enie vo 

mno`estvoto na celite broevi. 
 
 

 4. Neka S  e podmno`estvo od realnite broevi za koe va`at slednive 
uslovi: 

 )(i     S    
 

   

SxySyxSyxiii

Sii




,,)(

32)(
  

 Doka`i deka S
 32
1 . 

 

 Re{enie.  Neka 32 a . Toga{ 6252 a , t.e. 24)5( 22 a . Ottuka dobivame 

1)10( 3  aaa , odnosno 310
1

aa
a

 . SSa  10, , pa od uslovot )(iii  sleduva deka 

A B

C

D

O

1P

2P
3P

4P
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Sa10 . Sa  toga{ od )(iii  sleduva Saa , i povtorno so primena na )(iii  dobivame 

Saaaa 3 . SaS  3,1 , pa od )(iii  sleduva Sa  3 . Od Sa10  i Sa  3  so 

primena na )(iii  dobivame Saa  310 , odnosno S
a


 32
11 . 

 
 

 III godina 
 
 
 

 1.Re{i ja ravenkata 

  1sinsin...9sin3sin4sin2sinsin 22  xnnxxxxxx . 
 

 Re{enie.  Koristej}i ja formulata 
 

   )cos()cos(sinsin
2
1    

 

dadenata ravenka go dobiva vidot: 
 

    xxnnxnnxxxx 2
2
1 sin1)1(cos)1(cos...12cos6cos6cos2cos  , 

 

  1)1(cos  xnn , 
 

a ottuka dobivame )12()1(  kxnn , t.e. Zkx
nn
k  
 ,

)1(
12  . 

 

 2. Osnovata na kru`en konus le`i vo ramninata  , a vrvot S  vo ramninata 
|| . Agolot pri vrvot na konusot e 2 . Niz sredinata M  na negovata visina 

OS  e povle~ena prava p , koja so OS  zafa}a agol  . Odredi ja dol`inata na 
otse~kata AB , od  pravata p , koja minuva niz konusot, ako otse~kata CD  od 
pravata p , zafatena me|u ramninite   i  , ima dol`ina d . 
 

Re{enie. Spored oznakite na crte`ot 
imame: 
 

   OMAOSAdCD ,, . 
 

Neka CE , toga{ DCE , pa  

 cos dCE .  
 

 cos
2
1

2
1

2
1 dCESOSM  . 

 

Spored sinusnata teorema za ASM  
nao|ame: 
 

      








 
sin4

2sin
sin

sincos
2sin

sin ddSMAS  
 

Sli~no, od ABS  dobivame 
 

   
sin2sin

ASAB . 
 
 

Kone~no                                     
 
 

     



sinsin4
2sin2sind

AB . 
 
 

 3.Doka`i deka  
 
 

  
1999

1
668
1

667
1

199919981997
2

765
2

432
2 ......1   . 

 
 

 







A

B

C

D

S

M

O
E



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

123 

 Re{enie.Za 1n  zabele`uvame deka va`i  
 

      nnnnnnnnnn
3

1
11

1
1

1
12

1
1

11
2   . 

 
 

Toga{ 
 
 

  

     
   

2 2 2
2 3 4 5 6 7 1997 1998 1999

3 3 31 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 3 2 3 4 3 2 3 4 3

3 31 1 1 1 1 1
2 3 4 3 1997 1998 1999 1998

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4 666 667 1998 1999 2 3 666

1 1 1
667 668 1999

1 ...

1

1 1

.

         

             

         

               

   





  



 

 
 

 4.Vo ramninata na ostroagolniot triagolnik ,ABC  nad negovata visina 
,CD  kako nad dijametar, e konstruirana kru`nica ,k  koja gi se~e stranite 

AC  i BC  vo to~kite E  i F soodvetno. Doka`i deka prese~nata to~ka M  
na tangentite, povle~eni na kru`nicata k  vo to~kite E  i F  le`i na 
pravata opredelena so te`i{nata linija na triagolnikot ABC  povle~ena 
od temeto .C  
   

 Re{enie. Niz M  povlekuvame prava .|| ABp  Neka 1A  i 1B  se prese~nite to~ki na p  

so CA  i CB  soodvetno. Dovolno e da doka`eme deka 11 MBMA  .  
 

Neka aglite kaj temiwata BA ,  i C  na triagolnikot 

ABC  gi ozna~ime so  ,  i  soodvetno. Toga{  

  90BCD . Bidej}i FCO  e ramnokrak, 

sleduva deka ,CFO  a bidej}i ,90OFM  dobivame 

deka    90180BFM . Bidej}i  FMB1  

(po konstrukcija), sleduva deka FMB1  e ramnokrak, t.e. 

MFMB 1 . Sli~no se doka`uva deka MEMA 1 . No, 

MEMF   kako tangentni otse~ki, pa sleduva deka 

11 MBMA  . 
 
 

  Od toa {to M  e sredina na  11BA  i ,|| 21BAAB  sleduva deka pravata CM  minuva niz 

sredinata S  na otse~kata ,AB  t.e. se sovpa|a so te`i{nata linija povle~ena od temeto C . 

  
 IV godina 

 
 1. Da se najde prirodniot broj n  ako desettiot ~len vo razvojot na 

binomot nx 






 
5

2

5

1  ima najgolem koeficient. 
 

 Re{enie. k tiot ~len e .
5

2

5

1

5

2
n

k

kn

k
k

k

n

k

n
a 




























 Bidej}i desettiot ~len ima 

najgolem koeficient, sleduva deka 98 aa   i .910 aa   Sleduva: 
 
 
 
 
 
 
 
 

A B

C

D

E
F

S

M1A 1B

O

p

k
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nn

nn

5

2

95

2

8

98


















 i 

nn

nn

5

2

95

2

10

910


















 

 
 

a ottuka dobivame deka 5,12n  i .14n  Zna~i, baraniot priroden broj e .13n  
 
 
 

 2. Nizata )( na  e zadadena so:  
 
 

  (i)     11 a  
 

  (ii)     nann aaNn 1
1)(    

 
 
 

Za koi vrednosti na n  va`i ?20na  (  x  e najgolemiot cel broj pomal ili 
ednakov od x .) 
 
 
 

 Re{enie. Prvite nekolku ~lenovi na nizata se:  
 
 
 

  ,4,3,3,3,1,2,1 73
2

63
1

542
1

321  aaaaaaa  
 
 

Go zabele`uvame slednoto pravilo: nizata monotono raste i nejzinite ~lenovi go imaat 

oblikot .10,  mkm
m
k  Da doka`eme deka toa navistina e taka. Za 1n  tvrdeweto e 

to~no. Neka .10,  mkma
m
k

n   
 
 
 

 Toga{   .111
1 m

k
mm

k
ann mmaa

n


   11  man  ako .1 mk  Zna~i, eden 

~len od nizata ima cel del 1, dva ~lena imaat cel del 2, tri ~lena imaat cel del 3, itn. Cel 
del ne pogolem od 19 imaat 19019321    ~lenovi od nizata. Toga{ 

.20191 a Zna~i 20na  ako .191n  
 
 
 

 3. Isto kako tretata zada~a za treta godina. 
 

 
 
 

4. Neka q  e proizvolna prava niz fokusot 

F  na parabolata ,22 pxy   a 1S  i 2S  se 
prese~nite to~ki na pravata  q  i parabolata. 
Doka`i deka  
 

  .211

21
pFSFS

  
 
 

 Re{enie. Sekoja to~ka od parabolata se nao|a na 
ednakvo rastojanie od fokusot F  i od direktrisata 
(pravata r ). Rastojanieto me|u fokusot i direktrisata 
e .p  So E  i G  }e gi ozna~ime proekciite na 1S  i 2S  

soodvetno na x - oskata.  
 
 
 

 Ako  11 dFS    i  ,22 dFS   toga{   1dpFE  ,   .2 pdFG    
 
 

 Od sli~nosta na triagolnicite 1FES  i 2FGS  sleduva ,
2

2

1

1
d

pd
d

dp    a ottuka 

,211
21 pdd
   odnosno  .211

21
pFSFS

  

x

yr

1d

1d

2d

2d

1S

2S

F
E

q
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  XLIII Републички натпревар 2000 
 

 I godina 
 

 1.Ako 
x

z
z

y
y

x
111

 , doka`i deka zyx   ili 1xyz . 

 Re{enie. O~igledno 0xyz . Od 
zy

yx 11   sleduva 
yz

zy
yx


 . Analogno 

zx

xz
zy


  i 

xy

yx
xz


 . Ottuka dobivame  

  
2222

1

zyx

yx

xz

yx

xyzyz
yx zx

xz 







 odnosno   0
1

1
222











zyx
yx  

 Ako 0 yx , toga{ 0
1

1
222


zyx
, a ottuka dobivame 1222 zyx , t.e. 1xyz .  

 Ako 0
1

1
222


zyx
, toga{ yx  , odnosno zyx  . 

 

 2. Vo konveksniot ~etiriagolnik 
ABCD  dijagonalite AC  i BD  se 
ednakvi. Ako simetralite na stranite 
AD  i BC  se se~at vo to~ka P  koja 
le`i na stranata AB , doka`i deka 

ABCDAB  .  
 Re{enie. Bidej}i to~kata P  e prese~na 
to~ka na simetralite na stranite BC  i AD , 

sleduva deka BPCP   i DPAP  . 
Triagolnicite APC  i DPB  se skladni ( 

DBAC   po uslov, DPAP   i BPCP  ). Zna~i, DPBAPC  . Bidej}i triagolnicite 
APD  i CPB  se ramnokraki so ednakvi agli pri vrvot, sleduva deka i aglite pri osnovata 

se ednakvi, odnosno ABCDAB  .  
 

 3. Neka kru`nicite 1k  i 2k  se se~at vo 
to~kite A  i B  taka {to centarot O  na 
kru`nicata 2k  le`i na 1k  i neka C  e 
proizvolna to~ka od lakot AB od kru`nicata 

1k  koj ne ja sodr`i to~kata O  i e razli~na od 
A  i B . Otse~kata OC  ja se~e kru`nicata 2k  
vo to~kata D . Doka`i deka to~kata D  e 
presek na simetralite na vnatre{nite agli 
na triagolnikot ABC .  

 Re{enie. Neka to~kata C  pripa|a na lakot AB  na koj {to ne pripa|a to~kata O .]e 

doka`eme deka AD  e simetrala na BAC . BODBAD 
2

1
 (vrska me|u periferen i 

centralen agol nad lakot vo BD ).Ponatamu, BACBOCBOD  (periferni agli nad 

A P B

C

D

1k2k

O

A

B

D

C
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lakot vo BC ). Zna~i, BACBAD 
2

1
. So toa poka`avme deka AD  e simetrala na agolot 

BAC . Sli~no se poka`uva deka BD  e simetrala na agolot ABC .  
 
 4. Najdi gi site prirodni broevi koi imaat to~no {est deliteli, ~ij 
zbir e 3500 .  
 Re{enie. Ako prirodniot broj n  ima to~no {est deliteli, toga{ 5pn    ili rqn 2  
kade {to qp ,  i r  se prosti broevi.  

 )(i  Neka 5pn  . Toga{ 35001 5432  ppppp , odnosno   34991 432  ppppp . 

Bidej}i 3499  e prost broj, sleduva deka ovoj slu~aj ne e mo`en.  

 )(ii Neka rqn 2 . Toga{ 35001 22  qrrqrqq , odnosno 7523500)1)(1( 322  rqq . 

Brojot )1(11 2 qqqq   e neparen i ne e deliv so 5 ( 21 qq   mo`e da dava ostatoci 

2,1  ili 3  pri delewe so 5 ). Zna~i 71 2  qq . Ottuka dobivame 326)1( qq , 

odnosno 2q . Ponatamu, dobivame 499r  i, kone~no, 1996n . 
 

 II godina 
 

 1. Re{i go vo mno`estvoto na realnite broevi, sistemot ravenki  

  
















2

2

2

22

22

22

zyx

zyx

zyx

  

 Re{enie. Ako od prvata ja odzememe vtorata ravenka dobivame 022  zzxx , 
odnosno 0)1)((  zxzx . Ottuka zx   ili zx  1 . Sli~no, ako od prvata ja odzemime 

tretata ravenka dobivame 022  zzyy , odnosno 0)1)((  zyzy . Ottuka zy   ili 

zy  1 . Mo`ni se ~etiri slu~ai: 

 )(i zx  , zy  . Zamenuvaj}i vo prvata ravenka dobivame 012 2  zz , ~ii re{enija se 

4

171

2
1


z . Re{enijata na sistemot se 









 
4

171
,

4

171
,

4

171
.  

 )(ii zx  , zy  1 . Zamenuvaj}i vo prvata ravenka dobivame 012 2  zz , ~ii re{enija 

se 11 z  i 
2

1
2 z . . Re{enija na sistemot vo ovoj slu~aj se )1,0,1(  i 







 
2

1
,

2

3
,

2

1
.  

 )(iii  zx  1 , zy  . Zamenuvaj}i vo prvata ravenka na sistemot dobivame 012 2  zz , ~ii 

re{enija se 11 z  i 
2

1
2 z . Re{enijata na sistemot vo ovoj slu~aj se )1,1,0(  i 







 
2

1
,

2

1
,

2

3
. 

 )(iv  zx  1 , zy  1 . Zamenuvaj}i vo prvata ravenka dobivame 032 2  zz , ~ii re{enija 

se 01 z  i 
2

3
2 z  . Re{enijata na sistemot vo ovoj slu~aj se )0,1,1(  i 







 
2

3
,

2

1
,

2

1
. 

 2. Dali postojat kvadratni trinomi cbxax 2  i 1)1()1( 2  cxbxa  so 
celobrojni koeficienti, takvi {to sekoj od niv ima po dva razli~ni celi 
koreni? 
 Re{enie. Da pretpostavime deka postojat takvi trinomi. Neka 1x  i 2x  se koreni na 

cbxax 2  a 1y  i 2y  se koreni na 1)1()1( 2  cxbxa . Od Vietovite formuli sleduva:  
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a

b
xx  21 ; 

a

c
xx 21 ; 

1

1
21 




a

b
yy ; 

1

1
21 




a

c
yy .  

Bidej}i 1x  , 2x , 1y  i 2y  se celi broevi sleduva deka 
a

b
, 

a

c
, 

1

1




a

b
, 

1

1




a

c
  se celi broevi. 

Eden od broevite a  i 1a  e paren. Neka e toa a . Toga{ i b  i c  se parni broevi. Zna~i 
1a , 1b , 1c  se neparni. Sleduva deka broevite 21 yy   i 21yy  se neparni. No zbirot i 

proizvod na dva broja ne mo`e da bidat vo isto vreme neparni. Zna~i, ne postojat kvadratni 
trinomi so baranoto svojstvo.  

 3. Neka ABCD  e tangenten 
~etiriagolnik. Doka`i deka: 
 )a Vpi{anite kru`nici vo dvata 
triagolnika na koi dijagonalata AC  go 
deli ~etiriagolnikot se dopiraat. 
 )b Dopirnite to~ki na dvete 
kru`nici so stranite na 
~etiriagolnikot se temiwa na tetiven 
~etiriagolnik.  
 Re{enie. Neka PNM ,,  i Q  se dopirnite 

to~ki na vpi{anata kru`nica vo 
~etiriagolnikot ABCD  so stranite DACDBCAB ,,,  soodvetno. Neka vpi{anata kru`nica 

vo triagolnikot ABC  gi dopira stranite CABCAB ,,  vo to~kite XSR ,,  soodvetno, a 

vpi{anata kru`nica vo triagolnikot ACD  gi dopira stranite DACDAC ,,  vo to~kite 

UTX ,,1  soodvetno.  

 )a  ^etiriagolnikot ABCD  e tangenen, pa ADBCCDAB  . Od triagolnikot ABC  

dobivame: 

  
AXABCBAC

ARABCBACBRCBACBSCBACCSACXCACAX




 

a ottuka dobivame  

  
2

CBABAC
AX


  

Na sli~en na~in, od triagolnikot ACD , dobivame 
2

CDADAC
AX


 . Ponatamu,  

  0
2

1
||

22
11 


ADBCCDABAXAXXX

CDACADBCABAC
 

Zna~i, to~kite X  i 1X  se sovpa|aat. 

 )b Bidej}i BSBR  , BNBM  , sleduva deka MNRS || . Sli~no se poka`uva deka 

QPUT || , URQM || , TSPN || . ^etiriagolnikot MNPQ  e tetiven, pa zbirot na sprotivnite 

agli e 180 . Bidej}i stranite na ~etiriagolnikot RSTU  se paralelni so stranite na 
MNPQ  sleduva deka RSTU  e tetiven.  
  

 4. Vo triagolnik so plo{tina T  se vpi{ani dva pravoagolnika so plo{tini 

R  i S (vidi crte`). Najdi ja najgolemata mo`na vrednost na izrazot 
T

SR  .   
 
 

A

CD T P

X

M R B

S

N

Q

U
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 Re{enie. Neka Q  e figurata koja {to e sostavena od pette triagolnici koi se vo 
vnatre{nosta na triagolnikot, a nadvor od pravoagolnicite. 
Od dvata triagolnika koi {to imaat zaedni~ka strana so 
pravoagolnikot so plo{tina R  mo`e da se sostavi nov 
triagolnik 1T  koj {to e sli~en so dadeniot triagolnik. 

Istoto mo`e da se napravi i so triagolnicite koi {to 
imaat ista strana so pravoagolnikot so plo{tina S . So 
nivno sostavuvawe go dobivame triagolnikot 2T  koj {to e 

sli~en so dadeniot triagolnik. Triagolnikot nad 
pravoagolnikot S  go ozna~uvame so 3T  i toj e sli~en so 

dadeniot triagolnik. Neka cba ,,  se visinite vo 

triagolnicite 321 ,, TTT  soodvetno, koi {to se normalni na po dve strani od 

pravoagolnicite. Toga{ cba   e dol`ina na visinata na dadeniot triagolnik. Bidej}i 

321 ,, TTT  se sli~ni so dadeniot triagolnik, sleduva 
 

  
2

2
1

)( cba

a

T

PT


 , 

2

2
2

)( cba

b

T

PT


 , 

2

2
3

)( cba

c

T

PT


  

  
3

2

)(
2

)(
11

22

222
221 

















cba

cabcab

cba

cba

T

PPP

T

PT

T

RS TTTQ  

 

Nravenstvoto e ispolneto bidej}i  
 

  0)()()( 222  cacbba    cabcabcba  222    

  acbcabacbcabcba 333222222    )(3)( 2 cabcabcba  .  
 
 
 

 III godina 
 
 

 1. Najdi gi site realni broevi x  i y  koi {to ja zadovoluvaat ravenkata  

      22

1

cos

1
coslog

22
2

2 











yyxy
xy  

 

 Re{enie. Za da bide izrazot na levata strana dobro definiran treba 
kxy 

2
, 

Zk  . Bidej}i     2
cos

1
cos

2
2 

xy
xy  sleduva deka     12log

cos

1
coslog 22

2
2 










xy
xy . No 

1
1)1(

1

22

1
22





 yyy

, pa ravenstvo }e va`i samo ako    xy
xy

cos

1
cos   i   

1
1)1(

1
2


y

. Od vtorata ravenka imame 1y  a od prvata kx  , Zk  . Zna~i, re{enija 

se site parovi  1,k , kade {to Zk  .  

 
 2. Najdi gi site trojki ),,( cba  kade {to cba ,,  se dol`ini na strani na 
triagolnikot ABC  so agli  ,, , takvi {to broevite  cos,cos,cos  se 
dol`ini na strani na triagolnik, skladen so triagolnikot ABC .  
 

 Re{enie. Od uslovite na zada~ata sleduva deka cos , cos , cos  se pozitivni. Zna~i, 

triagolnikot ABC  e ostroagolen. Neka cba  . Toga{   , pa  coscoscos  . 
Od uslovot na zada~ata sleduva cosa  i cosc . Ottuka sleduva deka  cos:cos: ca . 

Od sinusna teorema dobivame  sin:sin: ca , pa od ova i prethodnoto ravenstvo dobivame 

R

T
S
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 sin:sincos:cos  , odnosno  cossincossin  . Zna~i  2sin2sin   ili   22  

(ova ne e mo`no, bidej}i toga{ 
2

  , pa 0cos  ). Zna~i   , odnosno 
3

  , 

pa postoi samo edna trojka so baranoto svojstvo. Toa e trojkata 







2

1
,

2

1
,

2

1
. 

 

 3. Najdi ja najmalata vrednost na izrazot |536| nm  , ako m  i n  se 
prirodni broevi.  
 

 Re{enie. Razgleduvame dva slu~aja:  
 

 )a  nm 536   
 

 Poslednata cifra na brojot nm 536   e 1 . Neka 1536  nm . Toga{ )16)(16(5  mmn , 

{to ne e mo`no, bidej}i 5  ne e delitel na 16 m .  
 

 Neka 11536  nm . O~igledno za 1m , 2n  ravenstvoto e ispolneto. 

 )b nm 536   
 

Poslednata cifra na brojot mn 365   e 9 . Neka 9365  mn . Ovaa ravenka nema re{enie vo 

mno`estvoto prirodni broevi bidej}i 9  ne e delitel na n5 .  
 

 Zna~i,l najmalata vrednost na nm 536   e 11 . 
 

 4. Neka AB  i CD  se tetivi na kru`nicata k  
{to se se~at. Na tetivata AB  e izbrana to~ka M  
taka {to ACAM  , a na tetivata CD  e izbrana 
to~ka N  taka {to DBDN  . Ako to~kite N  i M  
ne se sovpa|aat, doka`i deka pravata MN  e 
paralelna so pravata AD .  
 

 Re{enie. Triagolnikot MAC  e ramnokrak ( ACAM    
po uslov) pa sleduva deka CMAACM  . Analogno, 

triagolnikot NDB  e ramnokrak ( DBDN   po uslov), pa 
sleduva deka NBDDNB  . Imaj}i vo predvid deka 

CDBCAB   (periferni agli nad ist kru`en lak), 
dobivame  
 

 DNBCABDNBCDBCAMCMA  221802   
 

Ottuka sleduva: DNBCABCABCMA  22 , t.e. DNBCMA  . Ponatamu,  
 

 BNCDNBCMACMB   180180  
 

t.e. BNCCMB  , {to zna~i deka to~kite BNM ,,  i C  le`at na ista kru`nica. Sega 

dobivame BCNBMN  (periferni agli nad lakot BN  vo kru`nicata 1k ) i 

BADBCN  (periferni agli nad lakot BD  vo kru`nicata k ). Kone~no BADBMN  , 
a ottuka sleduva deka ADMN || .  
 

 IV godina 
 

 1. Vo ramnokrakiot triagolnik ABC  dadeni se bBCAC 2  i 2CAB . 
Neka 1P  e plo{tinata na vpi{aniot krug 1k  vo triagolnikot ABC , 2P  e 
plo{tina na krugot {to ja dopira kru`nicata 1k  i kracite na 
triagolnikot ABC , ...., iP  e plo{tina na krugot {to ja dopira kru`nicata 

A

B

C

DM N

1k

k
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1ik  i kracite na triagolnikot ABC  i t.n. Presmetaj go zbirot 
......21  nPPP  

 Re{enie.Neka aAB 2 , odnosno  aMB  , 
 111 BMOMBO . Od pravoagolniot triagolnik 

MBO1  sleduva tgarMO  11 . Neka T  e to~ka od 

otse~kata 11MO  taka {to 112 MOTO  . Ottuka sleduva 

2221 rMOTM  . Ponatamu, 2121 rrOO  , 211 rrTO   i 

212  TOO  . Od pravoagolniot triagolnik 21TOO  

dobivame 2cos)( 2121 rrrr  , t.e. 

)2cos1()2cos1( 21   rr . Ottuka sleduva 212 tgrr  .  
 

 Analogno,  4
1

2
23 tgrtgrr  , ili op{to: 

 

  )1(2
1

 n
n tgrr , Nn  

 

i 
 

   222
11 tgarP  ,  42

1
2

22 tgrrP  ,...,  )1(42
1

2  n
nn tgrrP ,...  

 

Bidej}i 
2

2   , sleduva 
4
  , odnosno 1tg , pa mo`eme da ja primenime formulata za 

zbir na beskraen geometriski red 

   










2cos

2cos2sin2
4

22

4
2

1
842

121

1

1

1

1
...)1(......

a
tg

tga

tg
rtgtgrPPPP n











  

Od pravoagolniot triagolnik MBC  sleduva 2cos2ba  , pa kone~no dobivame: 
 

  


 2sin2cos
2cos

cossin
2cos4 22

22
22 bbP   

 

 2. Isto kako zada~a 3 vo III godina. 
 

 3. Isto kako zada~a 4 vo III godina. 
 
 

 4. Funkcijata R]1,0[:f  gi zadovoluva slednite uslovi: 
 

  )(i  0)1()0(  ff  

  )(ii   )()(
2

bfaf
ba

f 






   za sekoi ]1,0[, ba . 
 
 

Dokazi deka ravenkata 0)( xf  ima beskone~no mnogu re{enija.  
 
 

 Re{enie. Ako vo )(ii  stavime ba  , }e dobieme )(2)( afaf  , odnosno  
 
 

  0)( af  za sekoj realen broj ]1,0[a .                 (1) 
 
 

 Ako vo )(ii  stavime 0a , 1b  }e dobieme   0)1()0(
2
1  fff , a imaj}i go predvid  

i (1) , sleduva deka   0
2
1 f . Ponatamu gi razgleduvame intervalite  

2
1,0  i  1,

2
1 . Za 

sekoj od niv, f  e ednakva na nula vo krajnite to~ki, pa od )(ii  sleduva    
4
3

4
1 0 ff  . So 

indukcija po n  se dobiva deka 0)( xf  za sekoj  1,0x  od oblik 
n

mx
2

 , Nn , 

nm 2,...,2,1,0 .  

1

1

A BM

1M

2M

1O

2O

C

T
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 XLIV Republi~ki natprevar 2001 
 
 I godina 
 

 1. Dali prirodnite broevi od 1 do 1991 mo`at da se zapi{at vo niza, 
taka {to sekoj od niv }e bide zapi{an dva pati, pri {to vtoroto 
zapi{uvawe na brojot }1991,...,2,1{, kk  }e bide to~no k mesta po prvoto 
zapi{uvawe? 
 

 Re{enie. Da pretpostavime deka takvo zapi{uvawe e mo`no. Brojot }1991,...,2,1{k  

ne se pojavuva na km to i na  kmk to mesto. Toga{  

 ))1((...))1(())1((3982...21 199119912211  mmmmmm  

 1983036)...(27930153 199121  mmm  

 )...(25947117 199121 mmm   

Dobivame protivre~nost, pa takva niza ne postoi.  
 

 2. Dve kru`nici 1k  i 2k  se dopiraat vo to~kata L . Rastojanieto od L  do 
nivnata zaedni~ka tangenta e ednakvo na 1 . Ako 1r  i 2r  se radiusi na kru`-

nicite 1k  i 2k , toga{ .2
21

11 
rr

 Doka`i! 

 Re{enie. Bez ograni~uvawe na op{tosta 
mo`eme da pretpostavime deka 21 rr  . Neka 

A  i B  se dopirnite to~ki na tangentata l  so 

kru`nicite 1k  i 2k  soodvetno. To~kata F  e 

presek na otse~kite LC  i AM , kade 

2BOM   i 21|| OOAM . Triagolnicite 

AFC  i AMB  se sli~ni triagolnici i 

zaradi toa AMAFMBFC ::  , t.e. 

21

1

12

11

rr

r

rr

r




 , od kade 

2
12121

2
121 rrrrrrrr  . Zna~i 2121 2 rrrr  .  

 

 3. Neka srqpba ,,,,,  se prirodni broevi, takvi {to 1 psqr  i 
s
r

b
a

q

p
 . 

Doka`i deka sqb  .  

 Re{enie. Od 
b
a

q

p   sleduva 0 pbaq . Bidej}i Z pbaq  dobivame deka 

1 pbaq . Od 
s
r

b
a   sleduva 0 asbr . Bidej}i Z asbr  dobivame deka 1 asbr . 

Toga{ 
 )()()()()( bpaqsasbrqbpsqasqasbqrbpsbqrpsqrbb  . 

 So koristewe na prethodnite dve neravenstva i poslednoto ravenstvo, dobivame sqb  . 
 

 4. Na simetralata na prav agol e izbrana to~ka P . Niz nea povlekuvame 
prava l  koja na kracite na agolot otsekuva otse~ki so dol`ini a  i b . 

Doka`i deka vrednosta na izrazot 
ba
11   ne zavisi od izborot na pravata l .  

A BC

F

L
1O

2O

l
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Re{enie. Neka C  e temeto na praviot agol, a 
presekot na pravata l  so kracite na agolot se A  

i B . Neka ACa   i BCb  . Od to~kata P  
spu{tame normali PK  i PL  na stranite AC  i 
BC  soodvetno. Toga{ triagolnicite AKP  i 

PBL  se sli~ni i zaradi toa 

LB

PL

KP

AK      t.e.   
hb

h
h

ha


  ,   kade   

PLPKh  . 

Od 
hb

h
h

ha


  , dobivame  

 2))(( hhbha     t.e.   bhahab  . 

Ako poslednoto ravenstvo go podelime so hba , dobivame 
bah
111  . 

Bidej}i h  e broj koj ne zavisi od izborot na pravata l , izrazot 
ba
11   e konstanten.  

 

 II godina 
 

 1. Re{i go, vo mno`estvoto kompleksni broevi, sistemot ravenki 

12519 wz , 175 wz  , 244  wz . 

 Re{enie. Od 175 wz  dobivame 12115 wz  , pa 1
2115

2519


wz

wz , t.e. 144 wz . Od 

poslednata i od tretata ravenka na sistemot dobivame deka 4z  i 4w  se re{enija na 

ravenkata 0122  tt , t.e. 144  wz . Spored toa 3751 zwwz  . Natamu, wzw 4  

pa wz  . Re{enija se )1,1( , )1,1(  , ),( ii , ),( ii  .  

 2. Dadena e funkcijata cbxaxxf  2)( , takva {to 1|)(| xf  za 1|| x . 
Doka`i deka 2|| a .  
 Re{enie. Imame: cf )0(    1|| c  

  1|||)1(|  cbaf  

    1|||)1(|  cbaf  

Spored toa  
|2 | | ( ) ( ) 2 |

| | | | | 2 | 1 1 2 4
a a b c a b c c

a b c a b c c
       
             

t.e. 2|| a .  

 3. Ako S  e centar na vpi{anata kru`-
nica vo triagolnikot ABC , a D  presekot 
na pravata AS  i opi{anata kru`nica na 
triagolnikot ABC , toga{ DSDCDB  . 
Doka`i! 
 

 Re{enie. Bidej}i D  e sredina na lakot BC , 

sleduva DCDB  .  

 Imame: 
2
 DACDBC ,  

     

bC L

a

l A

P

B

K

D

2


2

2


2


2


S

A

B

C

D
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   2 2 2

180 ( ) 180 ( )

180 .

DSB SBD BDS SBC CBD BCA

SBD

         

      

 

  

 Zna~i SBD  e ramnokrak, pa spored toa DSDB  .  
 

 4. Mno`estvoto A se sostoi od site sedumcifreni broevi zapi{ani so 
cifrite 6,5,4,3,2,1  i 7 , pri {to cifrite im se razli~ni. Doka`i deka me|u 
niv ne postojat dva, takvi {to edniot e deliv so drugiot.  
 

 Re{enie. Da go pretpostavime sprotivnoto, t.e. deka postojat Aba , , takvi {to 

bka  , 2k . Od 7
1234567
7654321 k , sleduva }6,5,4,3,2{k . Bidej}i 

287654321  , sekoj od broevite od mno`estvoto A  e od vidot 13 l , t.e. nitu 

eden od niv ne se deli so 3 , pa spored toa ni so 6 . Zna~i 3k  i 6k .  

 Slu~aj 2k . Ako ba 2 , bba 3 . No ba   ne e deliv so 3 , bidej}i 13  sa  i 

13  pb . Zna~i 2k .  

 Slu~aj 5k . Ako ba 5 , toga{ bba 6 . Bidej}i ba   ne e deliv so 3 , zaklu~uvame 
deka 5k .  

 Slu~aj 4k . Ako ba 4 , toga{ bba 3 . Bidej}i ba   se deli so 9  (sekoj od 

broevite a  i b  pri delewe so 9  ima ist ostatok) sleduva deka mba 3 , a ottuka i od 

ba 4  dobivame bm 3  {to ne e mo`no. Zna~i 4k .  
 

 III godina 
 

 1. Ako 1a , 1b , 1c  doka`i deka va`i neravenstvoto 

  
27
13 logloglog  cba aaabc . 

 

 Re{enie. Imame 1log aa , 0log ba , 0log ca . Ottuka  

  3
3

logloglog
logloglog cba aaa

cba aaa 


 

od kade {to  cbabc aaa loglog27log3   t.e. 
27
13 logloglog  cba aaabc . 

 

 2. Neka M  e vnatre{na to~ka na triagolnikot ABC  i neka 
}{ 1ABCAM  , }{ 1BCABM    i }{ 1CABCM  . Doka`i deka  

  6
111


MC

CM

MB

BM

MA

AM . 
 

Re{enie. Neka S  e plo{tina na ABC  a 

321 ,, SSS  se plo{tinite na 

,MBC MABMCA  ,  soodvetno. Triagolnicite 

ABC  i MBC  imaat ista osnova pa sleduva 

  1321111 :)(:: SSSSSSMAAA   . 

Ottuka 132111 :)(:)( SSSMAMAAA   , od-

nosno 
1

3

1

2

1
S

S

S

S

MA

MA  . Analogno 
3

2

3

1

1
S

S

S

S

MB

MB     

i   
2

3

2

1

1
S

S

S

S

MC

MC  . Zna~i  

A B
1C

C

1A
1B

M
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 6222
3

1

1

3

2

3

3

2

1

2

2

1

3

1

1

3

2

3

3

2

1

2

2

1

111






 





 





 

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

MC

CM

MB

BM

MA

AM . 

 3. Ako neravenkata 13coscos  xbxa  nema re{enie, toga{ 1|| b . Doka`i! 
 

 Re{enie. Neka xbxaxf 3coscos)(  . Toga{ 1)( xf  za sekoj x . Spored toa 

1)()(  baf   , 1)0(  baf , t.e. 1||  ba . Od druga strana 

     1
23

 bf a ,   1
23

2  abf  , 

pa spored toa 1
2

ba  t.e. 2|2|  ab . Koristej}i gi dobienite neravenstva imame:  

  1)21(|)2||(||2||3|||
3
1

3
1

3
1

3
1  abbaabbabb . 

 

 4. Dve piramidi imaat zaedni~ka osnova - kvadrat so strana a . Pirami-
dite se nao|aat na ista strana od kvadratot. Visinite na dvete piramidi 
minuvaat niz sredinite na dve sprotivni strani na kvadratot i imaat 
dol`ina b . Presmetaj go volumenot na zaedni~kiot del na dvete piramidi.  
 

 

 Re{enie. Neka ABCDE  i ABCDF  se dadenite piramidi. Od pravoagolnikot ABEF  

sleduva deka M  e sredina na AE . Sli~no N  e sredina na CF . Spored toa aAB   i 

visinata na 'ABM  spu{tena od 'M  e 
2
b . Od druga strana MN  e sredna linija vo ADE , 

pa sleduva 
2
aMN  . Spored toa 

4
'' aMNMM    i  

 baaaaVV babaabb
NABCDMABCDMN

2
24
5

244422
1

3
1

22
1

''
22

2  . 

 
 IV godina 

 1. Odredi ja najmalata vrednost na izrazot 
yzxy

zyx


 222

, ako ,0,0  yx  

.0z  

 Re{enie. Od 22 22
2
12

2
12 xyyxyx   i 22 22

2
12

2
12 zyyzyz   

 dobivame 2
22

22
2
12

2
12222












yzxy
yzxy

yzxy

zyyx

yzxy
zyx

. Bidej}i za 2,1  yzx  

A B

C
D

EF

H
K

M

N

A

B
C

D

N M'N 'M
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 imame 2
2121

1)2(1 222





, sleduva deka min vrednost na izrazot 

yzxy

zyx


 222

 e 2 .  

 2. Odredi pravoagolen triagolnik kaj koj agolot me|u te`i{nite linii 
na katetite dostignuva najgolema vrednost.  
 Re{enie. Neka bAC  , aBC  . Ako ja primenime kosinusnata teorema na ADT , 

dobivame 
222

cos2 ADDTATDTAT   , t.e.   

 

      
4

2

3
12

3
2

9
4 2

cos bBDAEDTAE                                     (1) 

So zamena na ravenstvata 
4

22 2abAE   i 

4
22 2baBD   vo (1) dobivame 

 

 )(cos)4)(4( 22
9
22222

9
1 babaab    

t.e. 

  
)4)(4(

)(2

2222

22

cos
baab

ba




     (2) 

od kade sleduva deka  

  
)4)(4(

32
2222

cos1sin
baba

ab


                (3) 

Od (2) i (3) dobivame deka 
22

3

c

abtg  . Ako vo poslednoto ravenstvo zamenime sin ca , 

cos cb  dobivame  2sin
4
3tg . Najgolemata vrednost na tg  (a so toa i za   se 

dostignuva za 12sin  , t.e. za 
4
  . Zna~i baraniot triagolnik e ramnokrak 

pravoagolen triagolnik.  
 3. Odredi gi site pozitivni vrednosti na paremetarot a  za koi nene-
gativnite vrednosti na x , {to ja zadovoluvaat ravenkata 
  ))514(cos())38(cos( xaxa  , 
obrazuvaat raste~ka aritmeti~ka progresija.  
 Re{enie. Dadenata ravenka }e ja zapi{eme vo oblik 0))514(cos())38(cos(  xaxa    

t.e.   

  0sinsin2
2

)514()38(

2

)514()38(


 xaxaxaxa
. 

Zna~i, dadenata ravenka e ekvivalentna so vkupnosta ravenki 

  









nxaxa

kxaxa

2)514()38(

2)514()38(
,     odnosno so    










nxa

kxa

)43(

)111(
. 

Bidej}i 0a  sleduva deka 0111 a  i 043 a . Zna~i 
111 


a

kx   ili 
43 


a
nx  . 

Ozna~uvame 
111 


a

k
kx   i 

43 


a
n

nx  . Bidej}i 0x , dobivame deka ,...2,1,0, kn , pa 

)( kx  i )( nx  se dve raste~ki aritmeti~ki progresii so prvi ~lenovi 0  i razliki 

1111 


a
d   i 

432 


a
d   soodvetno.  



at

bt

A

B

CD


T

E



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

136 

 ]e go doka`eme slednovo svojstvo: broevite kx  i ky  obrazuvaat aritmeti~ka 

progresija ako i samo ako: za 21 dd   postoi m  taka {to  12 mdd  , ili za 

12 dd  postoi m  taka {to 21 mdd  . 

 Navistina ako 21 dd  , toga{ 1d  e vtor ~len na novata aritmeti~ka progresija (prviot e 

0). Bidej}i 
43111 


aa
  sleduva deka razlikata na novata aritmeti~ka progresija e 1d . No i 

2d  e ~len na taa aritmeti~ka progresija, pa postoi Nm  taka {to 12 mdd  .  

 Obratno, neka postoi m  taka {to 12 mdd  . Toga{ )1(2  nmdxn . Zna~i sekoj 

~len od progresijata )( nx  e ~len i na progresijata )( kx , pa baranata progresija e )( kx . 

Analogno se doka`uva i za 12 dd   .  

 Natamu neka 21 dd  . Toga{ postoi m  taka {to 12 mdd  , t.e. 
43111 


aa

m   od kade 

{to sleduva 4 1
11 3

mа
m



. Imame m  pa zaradi toa 014 m , 0a  od kade {to sleduva deka 

0311  m  pa 
3

11m . Zna~i }3,2,1{m  i soodvetnite vrednosti za a  se 
3

11
5
7

8
3 ,, .  

 Sega neka 12 dd  . Toga{ postoi m  taka {to mdd 21   t.e. 
43111 


aa

m  , od kade 

311
4



m

ma . Zaradi m  i 0a  dobivame, od sli~ni pri~ini kako i prethodno 

}3,2,1{m . Soodvetnite vrednosti za a  se 
30
1

19
2

8
3 ,, .  

 Zna~i,  
3

11
5
7

30
1

19
2

8
3 ,,,,a .  

 4. Pravoagolnik so dimenzii m  i n kade {to m  i n  se prirodni broevi 
i mkn   e razdelen na nm   edine~ni kvadrati. Sekoj pat od to~kata A  do 
to~kata C  po delbenite otse~ki (stranite na malite kvadrati) pri {to e 
dozvoleno dvi`ewe nadesno i dvi`ewe na nagore, ima dol`ina nm  . Najdi 
kolku pati brojot na pati{ta od A  do C  {to minuvaat niz to~kata T  e 
pogolem od brojot na pati{ta od A  do C  {to minuvaat niz to~kata S .  
 Re{enie. Sekoj pat od A  do C  }e go ozna~ime so nuli i edinici, pri {to so edinica go 
ozna~uvame dvi`eweto nagore za edinica dol`ina, a so nula go ozna~uvame dvi`eweto 
nadesno za edinica dol`ina. Spored toa, brojot na pati{ta niz to~kata T  e  
 











 1
11

1 n
nmC n

nm , 

 
a brojot na pati{ta niz to~kata S  e 
 

 









 1
11

1 m
nmC m

nm . 

Bidej}i 

 k

n
nm

m
nm

C

C

n
nm

m
nm 



























1
1

1
1

1
1

1
1 , 

 sleduva deka brojot na pati{ta niz to~kata T  e za k pati pogolem od brojot na pati{ta 
niz to~kata S .  

S

T(0,0)A ( ,0)B n

( , )C n m(0, )D m
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 Republi~ki natprevar 2002 
 

 

 I godina 
  
 1. Celite broevi a  i b  se takvi {to proizvodot (16 17 )(17 16 )a b a b   e 
deliv so 11 . Poka`i deka istiot proiz-vod e deliv so 121.  
 Re{enie. Neka 16 17m a b   i 17 16n a b  . Spored uslovot na zada~ata 11| m n . 

Bidej}i 11  e prost broj 11| m  ili 11| n . Od druga strana 33( )m n a b   , t.e. 

11| ( )m n .Spored toa mo`ni se slednite dva slu~ai: 

  a.11| m  i 11| ( )m n  pa spored toa 11| ( )m n m  , t.e. 11| n  

  b.11| n  i 11| ( )m n  pa spored toa 11| ( )m n n  , t.e. 11| m  

 Od posledniot uslov i od prethodnite dva imame 211 | m n .  
 

 2. Dadeni se dva kupa od po 2002  top~iwa. Dvajca igra~i naizmeni~no 
igraat potezi na sledniot na~in: vo sekoj poteg igra~ot go otstranuva 
edniot kup, a drugiot kup po svoj izbor go deli na dva neprazni kupa. 
Pravilen poteg e otstranuvawe na edniot od dvata kupa top~iwa koi gi 
ostavil prethodniot igra~ i delewe na preostanatiot kup na dva neprazni 
kupa top~iwa. Igrata ja gubi onoj igra~ koj ne mo`e da odigra pravilen 
poteg. Odredi koj igra~ so sigurnost mo`e da pobedi i na koj na~in.  
 Re{enie. Igrata ja gubi onoj igra~ koj pred svojot poteg }e zatekne dva kupa so po edno 
top~e. Igrata ja dobiva onoj igra~ koj e vo sostojba posle svojot poteg da ostavi dva kupa so 
neparen broj top~iwa. Neka e toa igra~ot A . Toga{ igra~ot B  bilo kako da igra }e ostavi 
eden kup so neparen broj top~iwa i eden kup so paren broj na top~iwa. Igra~ot A  
povtorno go otstranuva kupot so neparen broj top~iwa, a kupot so paren broj top~iwa go 
deli na dva kupa so neparen broj na top~iwa. Igraj}i so ovaa strategija igra~ot A   po 
kone~en broj na ~ekori }e go ostavi igra~ot B  taka {to pred nego da ima dva kupa so po 
edno top~e, i toj ne mo`e da odigra pravilen ~ekor.  
 Imaj}i ja vo predvid gornata strategija, dobivame deka igra~ot {to prv }e ja po~ne 
igrata ja dobiva igrata.  
 3. Neka , ,x y z  se realni broevi za koi va`i ravenstvoto 

1
yx z

y z z x x y
  

  
. Doka`i deka za istite broevi  , ,x y z   va`i i 

ravenstvoto 
22 2

0
yx z

y z z x x y
  

  
.  

 Re{enie. Ravenstvoto koe go ispolnuvaat realnite broevi , ,x y z  }e go pomno`ime so 

, ,x y z  gi dobivame ravenstvata  

  
2 xyx xz x

y z z x x y
  

  
, 

2yx y yz
y

y z z x x y
  

  
 i 

2zyzx z z
y z z x x y

  
  

. 

Ako gi soberime levite i desnite strani na trite dobieni ravenstva dobivame  

  
22 2y xy yx yz zyx z xz zx x y z

y z x z x y z x x y y z x y y z z x
          

        
  

  
22 2y zy xy xz zy yx zxx z x y z

y z x z x y z x x y y z

         
     

  

  
22 2 ( ) ( ) ( )y z x y x y z y z xx z x y z

y z x z x y z x x y y z

         
     

  



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

138 

A B

C
D

1O

2O

3O

4O

1k

2k

3k

4k

1A

2A

1D

2D

1C2C

1B

2B

  
22 2yx z y z x x y z

y z x z x y
       

  
  

22 2
0

yx z
y z z x x y

  
  

 

 

 4. Stranite na proizvolen konveksen ~etiriagolnik se prodol`eni i 
povle~eni se ~etiri kru`nici. Sekoja kru`nica, od nadvor, dopira edna 
strana na ~etiriagolnikot i prodol`enijata na dvete nejzini sosedni 
strani. Doka`i deka centrite na ~etirite kru`nici le`at na ista 
kru`nica.  
 Re{enie. Neka centrite na 
kru`nicite gi ozna~ime so 1 2 3, ,O O O  i 

4O  na kru`nicite 1 2 3, ,k k k  i 4k  koi gi 

dopiraat stranite , ,AB BC CD  i DA . 
Spored oznakite na crte`ot 
kru`nicata 1k  gi dopira polupravite 

1AA  i AB . Spored toa, nejziniot 

centar le`i na simetralata na agolot 

1A AB , t.e. 1O A  e simetrala na agolot 

1A AB . Sli~no, kru`nicata 4k  gi 

dopira polupravite 2AA  i AD . Zna~i, 

nejziniot centar 4O  le`i na 

simetralata na agolot 2A AD , t.e. 4AO  

e simetrala na agolot 2A AD . Bidej}i 

1 2A AB A AD   , pravata 4 1O O  e 

simetrala i na agolot 1A AB  i na 

agolot 2A AD . Sega e jasno deka 

180
1 42

AO AB O AD   


.  

 Od isti pri~ini  ispolneti se ravenstvata: 

  180
1 22

BO BA O BC   


,  

 180
2 32

CO CB O CD   


,  

 180
3 42

DO DC O DA   


 

 Ako gi iskoristime ovie ravenstva dobivame: 

  180 180
4 1 2 1 1 2 2 2

180 180 A B A BO O O O AB O BA           
         

i 

  180 180
4 3 2 3 3 2 2 2

180 180 D C C DO O O O DC O CD           
   . 

 Kone~no, 4 1 2 4 3 2 2 2
180C DA BO O O O O O         . Spored toa, ~etiriagolnikot 

1 2 3 4O O O O  e tetiven i okolu nego mo`e da se opi{e kru`nica.  
 

II godina 
 

 1. Neka 2( )p t at bt c    e polinom so nenegativni koeficienti. Poka`i 
deka  
  2 2 2( ( )) ( ) ( )p xy p x p y . 
 Re{enie. Neposredno: 



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

139 

  

2 2 2 2 2 4 2 4 2

2 4 4 2 2 2 2 3 3 2 2 2 4 4

4 2 4 2 4 2 2 2 2 4 2 2

3 3 2 2 4 2 4 2 4 2

( ( )) ( ) ( ) ( ( ) ) ( )( )

2 2 2

2 2 2

p xy p x p y a xy bxy c ax bx c ay by c

a x y b x y c abx y acx y bcxy a x y

abx y acx abx y b x y bcx acy bcy c

abx y acx y bcxy abx y acx abx y bcx ac

         

       

        

        4 2

2 2 2 2 2 2 4 4 2 2

2 2 2 2 2

(2 ) (2 ) (2 )

( ) ( ) ( ) 0

y bcy

abx y xy x y ac x y x bc xy x y

ab x y ac x y bc x y

 

         

       

 

 2. Neka L  i M  se to~kite vo koi simetralata na vnatre{niot i 
simetralata na nadvore{niot agol vo temeto C  na triagolnikot ABC  ja 
se~at pravata AB  soodvetno. Ako CL CM , toga{  

  
2 2 24AC BC R  , 

kade {to R  e radiusot na opi{anata kru`nica okolu triagolnikot ABC . Doka`i! 
 Re{enie. Otse~kite CM  i CL  
se simetrali na nadvore{niot i 
vnatre{niot agol kaj temeto C  

soodvetno i CL CM . Zatoa 
MLC  e pravoagolen ramnokrak 

triagolnik. Spored toa 

135BLC   , pa od triagolnikot 

CLB  dobivame 
2

135 180       

t.e. 2 180     . Od poslednoto 

ravenstvo dobivame 90    .  

 Neka to~kata D  e na 
kru`nicata opi{ana okolu ABC , 

takva {to CD CB . ^etiriagolnikot ABDC  e tetiven pa spored toa 180CDB   . 

Bidej}i BDC  e ramnokrak, dobivame 2 180DCB     . Toga{ 

  2 180 90 2 180 2 180 90ACD                   

Zna~i, 
2

ADR   i od triagolnikot ACD  dobivame 
2 2 2 2 224R AD AC CD AC CB      

 

  3. Ako zbirot na 2002  celi broevi e deliv so 6 , toga{ i zbirot na 
nivnite kubovi e deliv so 6 . Doka`i! 
 Re{enie. Za bilo koj cel broj a , brojot 3a a  e deliv so 6 . Toa e o~igledno od zapisot  

  3 2( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1)a a a a a a a a a a          

(barem eden od niv e paren i barem eden od niv e deliv so 3 ).  
 Neka 1 2 2002, ,...,a a a  se celi broevi ~ij zbir 1 2 2002...a a a     e deliv so 6 . Toga{, od zapisot  

  
3 3 3 3 3 3 3
1 2 3 2002 1 1 2 2 3 3

3
2002 2002 1 2 3 2002

... ( ) ( ) ( ) ...

                                          ( ) ( ... )

a a a a a a a a a a

a a a a a a

           

      
 

e o~igledno deka brojot od levata strana e deliv so 6 . Sekoj od broevite vo zagradite od 
desnata strana na poslednoto ravenstvo e deliv so 6 .  
 

A B

C

D

LM



135
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 4. Daden e kvadrat Q  so 
strana a  vo koj e vpi{an 
kvadrat 1Q , taka {to 
temiwata na kvadratot 1Q  
pripa|aat na stranite na 
kvadratot Q . Vo kvadratot 

1Q  i vo ~etirite dobieni 
triagolnici se vpi{ani 
kru`nici.Najdi ja stranata 
na kvadratot 1Q  taka {to 
zbirot od plo{tinite na 
vpi{anite krugovi bide 
najmal.  
 Re{enie. Neka 

1 1 1 1x AA BB CC DD    , R -radius 

na vpi{anata kru`nica vo 
kvadratot 1Q , a r -radius na 

vpi{anite kru`nici vo 1 1A BB , 

1 1B CC , 1 1C DD  i 1 1D AA . Toga{ 1 1 2A B R  i 
2 2 2 2

1 1 1 1 ( )A B A B BB a x x     , t.e.  

  2 21
2

( )R a x x   .                     ( 1 ) 

 Neposredno spored oznakite na crte`ot imame  

  1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

r R MB BN A B MB BN A P PB MB BN A M B N

A M MB BN B N A B B B a

           

      
 

Spored toa 
2
ar R   ili 

2
aR r  .  

 Zbirot na plo{tinite na site pet vpi{ani krugovi e  

   2 22 2 2 2 2 2 2 2 22 4 2 21
5 25 5 25

4 [ ( 2 ) ] (5 4 ) 5 5R r R a R R aR a R a a a R a a
                        

 

Zbirot }e bide minimalen za 2
5
aR  . Od (1) dobivame 2 2 21

2 5
( ) aa x x    od 

kade 5 7
10

x a .  

 I dvete dobieni vrednosti se pomali od a  i u{te nivniot zbir e ednakov na a . Spored 
toa za sekoja vrednost na x  koja ja dobivme imame po edno re{enie, pri {to dobienite 
kvadrati se skladni.  
 Neposredno se nao|a stranata na vpi{aniot kvadrat. 

 

III godina 
 

 1. Vo triagolnikot ABC , 
7

A   , 2
7

B    i 4
7

C   . Doka`i deka 1 1 1
a b c
   

kade AB c , BC a  i CA b .  
 Re{enie. Spored sinusna teorema za ABC  imame  

  2
sin( ) sin( ) sin( )

a b c R
A B C

  
  

   2 sin( ), 2 sin( ) , 2 sin( )a R A b R B c R C       

Ravenstvoto 1 1 1
a b c
   koe treba da go doka`eme e ekvivalentno so ravenstvoto  

D C

A B

R

R

M

N

1A

1B

1C

1D

r

r r

x

a

xa 

P
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2 4

7 7 7

1 1 1
sin sin sin                      (*) 

Od druga strana  

 
 

2 4 3 3 3
7 7 7 7 7 7

2 4 2 4 4 34
7 7 7 7 7 7 7 7 7 77 7

sin sin 2sin cos sin sin1 1 1
sin sin sin sin 2sin cos sin sin sin sinsin sin

     

          

 
     

     
 

Spored toa i po~etnoto ravenstvo e ispolneto.  
 

 2. Opredeli go zbirot 2 log
log d A

d
n 

  kade 1n   i { / , | }A d d d n N .  

 Re{enie. Neka 1 2, , ,...,o md d d d  se site razli~ni deliteli na brojot n , pri {to  

  1 21 ...o md d d d n       

 Ako brojot 2m l , t.e. brojot na deliteli na brojot n  e neparen broj, toga{ ispolneti 
se ravenstvata  

  2
2 1 2 1 2 2 2 ....l l l ld d d d d d d n       

Spored toa  
 

 

2

0 1 2 2 2 2 1
0

2 1 2 1 1 1

2 1 2 1 1 1

2 2 2log log (log log log ... log log log )
log log log

2 (log log log log ... log log log )
log

2 ( log log ... log log )
log

2
lo

l

k l l l
d A k

o l l l l l

o l l l l l

d d d d d d d d
n n n

d d d d d d d
n

d d d d d d d
n

 
 

  

  

         

        

     


2log2 log

(log log ... log log ) 2 1
g log log

l
l

l

dl n
n n n d l

n n n
       

 

 Ako 2 1m l  , t.e. brojot na deliteli na brojot n  e paren broj toga{ ispolneti se 
ravenstvata 2 1 2 1 2 2 2 3 1 2....l l l l l l ld d d d d d d d d d n          . Spored toa  

 

 

2 1

2 1 1 2 3 1 2
0

2 1 1 2 3 1 2

2 2log (log log log log ... log log log log )
log log

2 (log log ... log log )
log

2 (log log ... log ) 2( 2)
log

l

k o l l l l l l
k

o l l l l l l

d d d d d d d d d
n n

d d d d d d d d
n

n n n l
n


   



   

         

     

     

 

 
 3. Agolot C    vo ABC  so pravite p  i q  e podelen na tri ednakvi 
dela. Pravite p  i q  ja se~at pravata AB  vo to~kite D  i E . Presmetaj gi 

dol`inite CE  i CD  ako  : :CE CD m n ( )m n  i AC b , BC a , ( )a b . 
 Re{enie. Neka prese~nite to~ki na dadenite pravi so stranata AB   se D  i E , pri {to 

CD y  i CE x  i x m
y n
 , ( )m n .  Ako 3   ,  toga{ ACD DCE ECB       . Spored 

toa jasni se ravenstvata 

 1 1
2 2

sin sin 2ABC ADC DBCP P P by ay         

 1 1
2 2

sin 2 sinABC AEC EBCP P P bx ax         

 1 1 1
2 2 2

sin sin sinABC ADC DEC EBCP P P P by yx ax             
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Od prvoto i tretoto ravenstvo imame 2 cos ( )ay x a y   , a od vtoroto i tretoto ravenstvo 

2 cos ( )bx y b x   . Od prvoto od poslednite dve 

dobieni ravenstva imame 
( )
2

cos
x a y

ay
   

i ako zamenime vo vtoroto ravenstvo dobivame  

  2 2( ) ( )bx a y ay b x   . 

 Ako go re{ime sistemot  

  
2 2( ) ( )

x m
y n

bx a y ay b x   



 

vo koj nepoznati se samo x  i y  dobivame 
2 2( )

( )
ab n m
n mb an

x

 ,

2 2( )
( )

ab n m
m mb an

y

  . 

 

 4. Na polukrug so dijametar 2AB r  e 
izbrana to~ka D , razli~na od A  i B . 
To~kata M  e podno`je na normalata 
povle~ena od to~kata D  kon dijametarot 
AB , a to~kata C  e prese~nata to~ka na 
tangentite na polukrugot povle~eni vo 
to~kite A  i D . Odredi go AM x  taka {to 
odnosot na volumenite na telata nastanati 
so rotacija na trapezot AMDC  i delot od 
polukrugot AMD  da bide ednakov na k . Za 
koi vrednosti na k  zada~ata ima re{enie. 
  
 

 Re{enie. Od sli~nosta na EDC  i MDO  dobivame 1: :CD ED r r , t.e. 1: :CD x r r . 

Zna~i, 
1

2
rx
r

CD AC r   . So rotacija na trapezot AMDC  se dobiva prese~en konus i 

negoviot volumen e  
 

  
2 22 2 2 7 51 1

1 1 1 2 23 3 2
( ) r rx x

AMDC r x
V V x r r r r x  

        

Pri rotacija na delot AMD  se dobiva topkin otse~ok so visina AM x  i volumen  
 

  21
2 3

(3 )AMDV V x r x     

Od koli~nikot 1

2

V
V

k  dobivame kvadratna ravenka  

  2 2 2(1 ) ( 5 5 ) 7 6 0k x r rk x r kr        

koja ima re{enija  
 

   3
1|2 2 1

5 kr
k

x 
   

 Re{enieto  
 

   3
1 2 1 2

5 (5 1) 3kr r
k

x r
      

 

nema smisla. Vtoroto re{enie  3
2 2 1

5 kr
k

x 
  , i dopu{teni vrednosti za k  se 7

6
k  , koe 

se dobiva od neravenstvata  
 
 
 

  3
1

1 5k
k

  . 

 

xy
ab

A
D

B

C

E

D

C

E

A O BM


r 1r

  
x















2r
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IV godina 
 

 1. Tri nenulti realni broevi obrazuvaat aritmeti~ka progresija, a 
nivnite kvadrati zemeni vo istiot redosled obrazuvaat geometriska 
progresija. Da se najdat site mo`ni koli~nici na geometriskata 
progresija.  
 Re{enie. Neka realnite broevi , ,a b c  obrazuvaat aritmeti~ka progresija pri {to 

broevite 2 2 2, ,a b c  obrazuvaat geometriska progresija. Spored toa 2b c a   i 4 2 2b c a . 

Ako ravenstvoto 2b c a   go kvadrirame dobivame 2 2 24 2b a ac c   . Od ravenstvoto 
4 2 2b c a  dobivame 2 | |b ac , i ako zamenime vo prethodnata ravenka imame  

  2 22 4 | |a ac c ac   . 
 ]e gi razgledame dvata mo`ni slu~ai, t.e.  

a) a  i c  imaat ist znak 
b) a  i c  imaat razli~en znak 

 Ako a  i c  imaat ist znak, toga{ poslednata ravenka go dobiva oblikot 
2 22 0a ac c   , t.e.  a c . Vo toj slu~aj, koli~nikot na geometriskata progresija e 1q  .  

 Ako a  i c  imaat sprotivni znaci, toga{ poslednata ravenka go dobiva oblikot 

2 26 0a ac c    i bidej}i 0a   istata mo`eme da ja zapi{eme vo oblik  2 6 1 0c c
a a

   . 

Re{enie na poslednata kvadratna ravenka po c
a

 se 3 8c
a
   . Ako koli~nikot na 

geometriskata progresija e q , toga{ 
2

2
2c

a
q  , t.e. 2 2( 3 8 )q    . Broevite 2 2 2, ,a b c  koi ja 

obrazuvaat geometriskata progresija se pozitivni, pa spored toa 0q  . Pozitivni 

re{enija na ravenkata 2 2( 3 8 )q     se 3 8  i 3 8 .  

 Zna~i, baranite koli~nici se 1 , 3 8  i 3 8 .  
 

 2. Neka n  e priroden broj. Doka`i deka kru`nicata 2 2 4nx y   ne 
minuva niz to~ka so celobrojni koordinati koja ne e na x  oskata ili na 
y  oskata.  

 Re{enie. Za fiksen prirdoen broj n  kru`nicata 2 2 2(2 )nx y   minuva niz to~kite 

( 2 ,0)n  i (0, 2 )n .  

 Neka pretpostavime deka postoi celobroen par ( , )x y  za koj va`i 2 2 2(2 )nx y   i koj e 

razli~en od parovite ( 2 ,0)n  i (0, 2 )n . Toga{ | | 2nx   i | | 2ny  . Celite broevi od parot 

( , )x y  ne mo`e da se so razli~na parnost. Ako x  i y  se so razli~na parnost, toga{ levata 

strana na 2 2 2(2 )nx y   e neparen broj a levata strana e paren broj.   

 Ako dvata celi broja x  i y  od parot ( , )x y  se neparni broevi t.e. 2 1x p  , 2 1y q   

za nekoi celi broevi p  i q , toga{  2 2 2 22[2( ) 1]x y p q p q      . Od poslednoto 

ravenstvo dobivame 2 2 2 12( ) 1 2 np q p q       {to ne e mo`no.  

 Ako dvata celi broja x  i y  od parot ( , )x y  se parni broevi, toga{ postojat neparni 

celi broevi a  i b  i priroden broj k ( k n ) taka {to 2kx a  i 2ky b . Ako zamenime vo 

ravenstvoto dobivame 2 2 2( )2 n ka b   , koe ne e mo`no spored prethodniot del.  
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 3. Nizata { }na  e odredena so 1 1a   i 2
1 3 8 1n n na a a    ,  za 1n  . Doka`i 

deka site ~lenovi na nizata se prirodni broevi.  
 Re{enie. Dadenata niza e strogo raste~ka niza. Od rekurentnata zavisnost so koja e 
zadadena nizata  dobivame  

  2 2
1( 3 ) 8 1n n na a a       2 2

1 16 1n n n na a a a                        (1) 

Analogno,  

  2 2
2 1 2 16 1n n n na a a a                       (2) 

Od (1) i (2) dobivame 2 2
2 1 26 ( ) 0n n n n na a a a a        2 2 1( )( 6 ) 0n n n n na a a a a      . 

Bidej}i nizata e strogo monotono raste~ka, 2 0n na a   , pa spored toa 2 16 0n n na a a    , t.e.  

  2 16n n na a a                       (3) 

 Bidej}i 1 1a  , 2 6a   od (3) dobivame deka na   za bilo koj n .  
 

 4. Pozitivnite realni broevi 1 2, ,..., nx x x  go ispolnuvaat ravenstvoto 

1 2 ... nx x x a    . Doka`i deka 1 2(1 )(1 )...(1 ) (1 )nn
nx x x a     . 

 Re{enie. Levata strana na neravenstvoto mo`eme da ja zapi{eme vo oblik 

  1 2 1 2 1 2 1 3 1 2 3 1

1 2 3 2 1 1 2

(1 )(1 )...(1 ) 1 ... ... ...

... .... ... (*)
n n n n n

n n n n

x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x


 

               

     
 

 Jasno e deka, spored neravenstvo me|u aritmeti~ka i geometriska sredina deka  

  1
1 2

1
...

n
nn

i n n
i

x n x x x C a


  . 

 Brojot na sobiroci od oblik i jx x , i j , , 1,2,...,i j n  e 2
nC , a vo tie sobiroci brojot ix , 

1,2,...,i n  se pojavuva 1n   pati, pa spored neravenstvoto me|u aritmeti~ka i geometriska 

sredina dobivame: 

  
2 1

12 2 2 2 2
1 2 1 2

, 1
( ... ) ( ... )n n

n C nC n
i j n n n n n

i j
i j

x x C x x x C x x x C a




   . 

 Brojot na sobiroci od oblik i j kx x x , i j k  , , , 1,2,...,i j k n  e 3
nC , a sekoj broj ix , 

1,2,...,i n  se pojavuva vo 2
1nC   sobiroci od zbirot 

, , 1

n

i j k
i j k
i j k

x x x


 

 . Spored neravenstvoto me|u 

aritmeti~ka i geometriska sredina dobivame  

  
3 2

13 3 3 3 3
1 2 1 2

, , 1
( ... ) ( ... )n n

n C nC n
i j k n n n n n

i j k
i j k

x x x C x x x C x x x C a


 

   . 

 Op{to, brojot na sobiroci od oblik 
1 2

...
ki i ix x x , 1 2 ... ki i i   ; 1 2, ,..., 1,2,...,ki i i n  e k

nC  a 

sekoj broj ix , 1,2,...,i n  se pojavuva vo 1
1

k
nC 
  sobiroci od zbirot 

1 2
1

1 2

,..., 1
...

...
k

k

k

n

i i i
i i
i i i

x x x


  

 . Spored 

neravenstvoto me|u aritmeti~ka i geometriska sredina dobivame: 

  
1
1

1 2
1

1 2

1 2 1 2
,..., 1

...

... ( ... ) ( ... )
k k
n n

k
k

k

n C nCk k k k kn
i i i n n n n n

i i
i i i

x x x C x x x C x x x C a




  

   . 

za bilo koj 4,...,k n .  
Spored toa  

  1 2 2(*) 1 ... ... (1 )n n nk k n n nn n
n n n nC a C a C a C a a         . 
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 XLVI  Republi~ki natprevar 2003 
 
I година 
 1. Opredeli go brojot n , ako toj gi ispolnuva slednite tri uslovi: 
  a) ako site negovi cifri se razli~ni 
  b) od negovite cifri mo`e, da se sostavat {est razli~ni dvocifreni 
broevi 
  v) zbirot na tie dvocifreni broevi e 2n .  
 

 Re{enie. Od uslovot b) dobivame deka brojot n  e trocifren broj. Neka n abc  
kade , ,a b c  se cifri koi se me|u sebe razli~ni. Toga{ zbirot na broevite  

, , , , ,ab bc ac ca cb ba  e 2 2n abc , t.e.  

 2ab bc ac ca cb ba abc        
 

 Spored toa  22( ) 200 20 2a b c a b c       178 2 20 0a b c     89 10 0a b c    
 

 Poslednoto ravenstvo mo`eme da go zapi{eme vo oblik  10( 9 )a b a c    
 

 Bidej}i 18a b  , dobivame 9 2a c  , t.e 9 1a c  . Zaradi ravenstvoto 9 1a c   
dobivame 1a   i 8c  . Kone~no, 9b   i barniot broj e 198 .  
 
 2. Triagolnik  ABC  e pravogolen, so prav agol vo temeto B . Povle~eni se tri 
polukru`nici 1 2 3, ,s s s , takvi {to: dijametarot na polukru`nicata 1s  le`i na 

hipotenuzata AC  i gi dopira dvete kateti, dijametrite na kru`nicite 2s  i 3s  

le`at na katetite AB  i BC  soodvetno, edniot kraj im e vo temeto B  i ja dopiraat 
hipotenuzata AC . Ako , ,b c ar r r  se radiusite na kru`nicite 1 2 3, ,s s s   soodvetno  a r  e 

radiusot na vpi{anata kru`nica vo triagolnikot  ABC , toga{ 2 1 1 1

a b cr r r r
   . 

Doka`i! 
 

 Re{enie. Ako D   e centar na polukru`nnicata 3s , toga{ triagolnikot ABD  

ima osnova AB c  i visina ar  pa negovata plo{tina e 1
2ABD aP cr  . Triagolnikot 

ACD  ima osnova AC b  i visina ar , pa spored toa 1
2ACD aP br  . Ako P  e plo{tina 

na triagolnikot ABC , toga{ 1 ( )
2 aP r b c  , odnosno 1

2a

b c
r P

 .  

 Sli~no, ako E  e centar na polukru`nicata , toga{ triagolnikot   ima 

osnova BA c  i visina br  pa spored toa, negovata plo{tina e 1
2BEA bP r c   

Triagolnikot BEC  ima osnova BC a  i visina br   pa spored toa 1
2BEC bP ar  . Zna~i 

1 ( )
2 bP r a c  , odnosno 1

2b

a c
r P

 .  
 

 So potpolno analogni razgleduvawa se dobiva deka 1
2c

a b
r P

 .  
 

 Ako zememe vo predvid deka 1 ( )
2

P r a b c    kade r  e radiusot na vpi{anata 

kru`nica, dobivame deka   



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

146 

  2( )1 1 1 2
2 2 2 2a b c

a b ca b b c c a a b c
r r r P P P P P r

             .  

 
 3. Neka M  e proizvolna to~ka od hipotenuzata BC  na pravoagolniot 
triagolnik ABC . To~kite P  i Q  se osnosimetri~ni to~ki na to~kata M  vo odnos 

na AB  i AC , soodvetno. Doka`i deka MP MQ AB AC   .  
 

 Re{enie. Neka 1M  i 2M  se proekciite na M  vrz katetite AB  i AC  soodvetno. 

Od sli~nosta 1 ~BM M BAC   imame  1MM MB
AC BC

  . Od sli~nosta 2 ~MM C BAC   

imame  2MM MC
AB BC

 . So mno`ewe na poslednite dve ravenstva dobivame 

2 1
2 2

1
4( )

MM MM MC MB MC MB
AB AC MC MBBC

   


. Poslednoto neravenstvo se dobiva od 

neravenstvoto 2( ) 0MC MB  . Od ravenstvata 12MP MM   i 22MQ MM , 

neravenstvoto 2 1 1
4

MM MM

AB AC
  go dobiva oblikot 2 12 2

1
MM MM

AB AC
 , t.e. 1

MP MQ

AB AC

 


, 

{to i treba{e da se doka`e.  
 
 4. Na prvi dekemvri minatata godina eden u~enik po~nal da se podgotvuva za 
regionalniot natprevar po matematika koj se odr`a na prvi mart ovaa godina. Toj 
sekoj den re{aval po edna zada~a, no za da ne se premori, vo tekot na edna 
sedmica(od ponedelnik do nedela) re{aval najmnogu dvanaeset zada~i. Poka`i 
deka vo tekot na negovite podgotovki za natprevarot, postojat nekolku 
posledovatelni dena vo koi u~enikot re{il to~no 21 zada~a.  
 

 Re{enie. Neka ia  e brojot na zada~i {to u~enikot gi re{il od po~etokot do i -

tiot den vklu~uvaj}i go i i -tiot den. Za ovaa niza e ispolnet uslovot 1 1i ia a   . 

Bidej}i vo dadeniot vremenski period vo koj u~enikot se pripremal za natprevar 
ima devedeset dena, gornata niza ima barem sedumdeset i sedum 1 76, ,...,r r ra a a   ~lena 

koi se pridru`eni na denovite od to~no edinaeset sedmici. Bidej}i u~enikot vo 
sekoja od tie sedmici re{ava najmnogu po dvanaeset zada~i, dobivame deka 

76 12 11 132ra     .  
 

 Ja formirame nizata 1 7621, 21,..., 21r r ra a a    , koja go ima pogornoto svojstvo 

kako i prvobitnata niza, t.e. e monotono raste~ka. Dvete nizi zaedno imaat 154 , 
koi mo`at da bidat nekoi od broevite 1,2,3,...,132,133,...,153 132 21  .  
 

 Spored principot na Dirihle, postojat 2  ~lena od tie dve nizi (od sekoja niza 
po eden bidej|i i dvete se strogo monotono raste~ki) koi se ednakvi me|u sebe. 
Zna~i, postoi 21pa   i qa  taka {to 21p qa a  . Spored toa, vo denovite 

1, 2,...,p p q   u~enikot re{il to~no 21  zada~a.  
 
 II godina 
 
 1. Doka`i deka za proizvolni cifri , 0a b  , postoi slo`en broj od oblik 

...aaaa ab .  
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 Re{enie. Ako {2,4,6 ,8}b , toga{ 2 | ...aaa ab , bez razlika kolku e brojot na 

cifri a , pa  brojot ...aaa ab  e slo`en broj . Ako 5b  , toga{ 5 | ...aaa ab , pa brojot 

... 5aaa a  e slo`en.  ]e gi razgledame  
 
odvoeno slu~aite koga {1,3,7,9}b .  
 

 1 Ako 3b   ili 9b  , toga{ broevite od oblik 
3

...
k

aaa ab , 1,2,3,...k   se delivi so 

3 .  
 

 2 Ako 7b  , toga{  7 |111111 , pa spored toa 7 | 7aaaaaa . 

U{te pove}e 
6

7 | ... 7
k

aa a   za 1,2,....k  . Zna~i, broevite od oblik 
6

... 7
k

aa a  se slo`eni 

broevi.  
 

 3 Za sekoj {1,2,3,...,9}a  postoi kN  taka {to 1| ...
k

a aaa a . Spored toa, brojot 

1

... 1
k

aaa aa


  e slo`en.  

 
 

 2. Opredeli gi site realni vrednosti na parametarot a  za koi sistemot 

ravenki  
(1 )

2 0

x y a xy

x y xy

  
    

 ima edinstveno re{enie.  
 

 Re{enie. Sistemot }e go zapi{eme vo oblik   
(1 )

2

x y a xy

x y xy

  
    

 
 

Ako gi kvadrirame dvete ravenki i od vtorata kvadrirana ja odzememe prvata 
kvadrirana ravenka dobivame 
 

 2 2 2 2 2( ) ( ) (2 ) (1 )x y x y xy a xy        
 

koja mo`e da se zapi{e vo oblik 2 2 2 2(1 )( ) 2 ( ) 4 0a xy a xy a     . Ako voveme smena 
xy t , dobivame kvadratna ravenka                              

 

  2 2 2 2(1 ) 2 4 0a t a t a     .                  (1) 
 

Sistemot ima edno edinstveno re{enie, ako i samo ako kvadratnata ravenka (1) 
ima edinstveno re{enie. Kvadratnata ravenka (1) ima edinstveno re{enie ako i 
samo ako  
 

 a) 21 0a   , t.e. 1a   ili 1a   .  
 

 b) 4 2 2(1 )(4 ) 0D a a a     , t.e. 25 4a   
 

 Zna~i, sistemot ima edinstveno re{enie ako i samo ako 2
5

1, 1,a a a     . 

 
 3. Neka 5 3 3 0a b c   , kade ,a b  i c  se realni broevi i 0a  . Doka`i deka 

kvadratnata ravenka 2 0ax bx c    im barem edno re{enie x , takvo {to 

[ 0 , 2 ]x  .  
 

 Re{enie. Za kvadratnata funkcija 2( )f x ax bx c    imame (0)f c , (1)f a b c    
i (2) 4 2f a b c   . Spored toa (0) (1) (2) 5 3 0f f f a b c      . Ako broevite 

(0) , (1) , (2) 0f f f  , toga{ dva od niv se pozitivni eden e negativen ili eden od 

niv e pozitiven a drugite dva se negativni. Mo`e da se razgledaat site 
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kombinacii od prethodniot del, pa spored toa, vo site slu~ai postoi to~ka 
[0,2]x  , taka {to ( ) 0f x  , t.e. 2 0ax bx c    .  

 

 Navistina,  
 

 1  (0), (1) 0, (2) 0f f f  . Postoi (1,2)x   taka {to 2 0ax bx c     
 

 2 (0) , (2) 0 , (1) 0f f f  . Postojat (0,1)x   i 1 (1,2)x   takvi {to 2 0ax bx c     

i 2
1 1 0ax bx c   . 

 

 3 (1), (2) 0, (0) 0f f f  . Postoi (0,1)x   takvi {to 2 0ax bx c    .  
 

 4 (0), (1) 0, (2) 0f f f  . Postoi (1,2)x   taka {to 2 0ax bx c     
 

 5 (0), (2) 0, (1) 0f f f  . Postojat (0,1)x   i 1 (1,2)x   takvi {to 2 0ax bx c     i 
2
1 1 0ax bx c   . 

 

 6 (1), (2) 0, (0) 0f f f  . Postoi (0,1)x   taka {to 2 0ax bx c    . 
 

 Slu~ajot koga eden od broevite (0), (1), (2)f f f  e nula e trivijalen. 
 
 

 4. Neka ABCD  e ramnokrak tangenten trapez, pri {to vpi{anata kru`nica gi 
dopira kracite BC  i AD  vo to~kite L  i K  soodvetno. Presmetaj ja plo{tinata 

na trapezot, ako   e agolot me|u dijagonalite i KL m .  
 

 Re{enie.Vo ramnkrak tangenten trapez so osnovi a  i b  i krak c  ispolneto e 
ravenstvoto 2a b c  . Ako E  e presek na dijagonalite na trapezot i 1h  i 2h  se 

visini na triagolnicite ABE  i ECD  spu{teni od temeto E  soodvetno, toga{  

1 2h h  e visina na trapezot. Neka 1E AB   i 2E CD  se podno`ja na visinite 

spu{teni od to~kata E . 
 

 Ako   e agolot kaj temeto B  vo trapezot, toga{  sin h
c

                         (1) 
 

Od druga strana, od pravoagolnite triagolnici 1AE E  i 2DE E  imame  1

2

ctg
2 a

h   i 

1

2

ctg
2 b

h  , t.e. 1 ctg
2 2
ah   i 2 ctg

2 2
bh  , soodvetno. Spored toa    

 1 2 ctg ctg ctg ctg
2 2 2 2 2 2 2
a b a bh h c                                              (2) 

 
 

Od (1) i (2) dobivame deka sin ctg
2
   . Ako r  e radiusot na vpi{anata kru`nica so 

centar O , toga{ od pravoagolniot triagolnik ONL  imame 2sin
2

m
m m

r r h
    , t.e.   

sin
mh 


. Kone~no,  2 3

2

tg
2 sin ctg sin sin 2

a b m m mP h c m


      
  

. 

 
 

 III година 
 

 1. Ако , , 1a b c   или 0 , , 1a b c  , тогаш 
2 2 2log log log 9b c aa b c

a b b c c a a b c
  

    
. Докажи! 

 Решение. Заради , , 1a b c   или 0 , , 1a b c   важи log ,log ,log 0b c aa b c  , па сите 

собироци се позитивни. Ако два пати го примениме неравенството меѓу аритметичката и 
геометриската средина добиваме  
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2 2 2
3

3

3 3

log log log log log log log log log
2 2 3

lg lg lg
lg lg lg 66

( )( )( ) ( )( )( )

3 96
( ) ( ) ( )

b c a b c a b c aa b c a b c a b c

a b b c c a a b b c c a a b b c c a

a b c
b c a

a b b c c a a b b c c a

a b b c c a a b c

                    

 
  

     

 
      

. 

 
 

 2. Во внатрешноста на триаголникот ABC  избрана е точка M  така што  
  MAB MBC MCA      .  
 

Докажи дека 
2 2 2 2

1 1 1 1
sin sin sin sin

  
   

.  
 

 Решение. Имаме ABC ABM BCM CAMP P P P      . Натаму важи  

      
1 1sin(180 ( )) sin
2 2ABMP MA MB MA MB             

 

1 1sin(180 ( )) sin
2 2BCMP MB MC MB MC             

 

1 1sin(180 ( )) sin
2 2CAMP MC MA MC MA           

, 
па оттука за плоштината на триаголникот ABC  
добиваме  

  1 sin sin sin
2

P MA MB MB MC MC MA         .  

 Сега да ја примениме синусната теорема на триаголникот CAM : 
sin sin

sinsin(180 ( ))
MA
AC

  
      , односно sin

sin
MA b




. Sli~no ako ja primenime 

sinusnata teorema na triagolnicite ABM  i BCM  добиваме sin
sin

MB c



 и 

sin
sin

MC a



. Ако последниве три равенства ги замениме во изразот за плоштината 

добиваме  
 
 

  

2 2 2

2 2 2

sin sin sin1 sin sin sin
2 sin sin sin sin sin sin

sin sin sin1 1 1
2 sin 2 sin 2 sin

P bc ac ab

bc ac ab

          
      
    
  

.  

 

 За плоштината P  на триаголникот ABC  важи 1 1 1sin sin sin
2 2 2

P bc ac ab      , па 

добиваме   
 

  
2 2 2sin sin sin

sin sin sin sin sin sin
P P PP

       
     

, 
 

 односно  
 

  
2 2 2sin sin sin1 1 11

sin sin sin sin sin sin
       

     
.  



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

150 

 Делејќи го последново равенство со 2sin   го добиваме бараното равенство. 
 
 3. Од средината O  на висината SE  на правилна четиристрана пирамида, со врв S , 
повлечена е нормала OM  на бочниот раб и нормала OK  на бочниот ѕид на пирамидата. 

Ако должините на тие нормали се OM p  и  OK q , пресметај го волуменот на 
пирамидата (т.е. волуменот изрази го преку p  и q ). 
 
 
 

Решение. Нека основниот раб на пирамидата има 

должина a , дијагоналата на основата d  и нека h SE . 
Имаме  
 

  ~MOS EAS  , па 
2

2

2

2
2

h
p
d

d h


   
 

.  

 

Со средување на ова равенство, и земајќи предвид дека 
2d a ) добиваме           

 

   
2 2 2

4 8 1
h a p

                                             

 (1) 
 
 
 
 
 

Од друга страна ~KOS ELS   ( L  е средина на основниот раб), па имаме  

2
2

2

2
2

h
q
a

ah


   
 

. Средувајќи го и ова равенство добиваме           

 
 
 
 

  
2 2 2

16 4 1
a h q

                                                                            (2) 
 
 
 

 Со одземање на (1) од (2) добиваме 
2 2

2 2 2 2 2
8 1 1 p q

a q p p q

    и оттука 
2 2

2
2 2

8p q
a

p q



. 

Заменувајќи во (1) добиваме 
2 2

2
2 2

4

2

p q
h

q p



. Сега да го пресметаме волуменот на 

пирамидата  
 
 

  
3 32

2 2 2 2

16

3 3 3( ) 2

p qB h a hV
p q q p

  
 

. 

 
 4. Нека n  е природен број и k  е бројот на различните прости делители на n . Тогаш 
важи lg lg 2n k  . Докажи! 
 
 

 Решение. Нека различните прости делители на n  се 1 2, ,..., kp p p . Тогаш 
1 2

1 2 ... k
kn p p p   , каде i  , 1,2,...,i k . Притоа 2ip   , 1,2,...,i k . Оттука  

 

  

1 2
1 2 1 1 2 2

1 2

lg lg( ... ) lg lg ... lg

1 lg 1 lg ... 1 lg

lg 2 lg 2 ... lg 2 lg 2

k
k k k

k

n p p p p p p

p p p

k

         

       

    

. 
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 IV година 
 

 1. Дадени се позитивните реални броеви 1 2 3, ,x x x  и 4x  за кои важи 1 2 3 4 1x x x x    . 

Нека s  е најголемиот меѓу броевите 31 2 4

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4

, , ,
1 1 1 1

xx x x

x x x x x x x x x x         
. Која 

е најмалата вредност што може да ја достигне s ? 
 
 

 Решение. Ако s  е најголемиот од броевите, тогаш 1
s

 е најмалиот меѓу броевите 

1 2 3 1 2 3 41 1 2

1 2 3 4

1 11 1
, , ,

x x x x x x xx x x

x x x x

        
. Натаму 1 11 s

s s
   е најмалиот меѓу 

броевите  
 

 

1 2 3 1 2 3 4 1 2 31 1 2 1 1 2

1 1 2 2 3 3 4 4

1 1 11 1 1 111 , 1 , 1 , 1
x x x x x x x x x xx x x x x x

x x x x x x x x

              
        , 

 

а 
1

s
s

 е најголемиот меѓу броевите 32 4
1

1 1 2 1 2 3

, , ,
1 1 1

xx x
x

x x x x x x     
. Конечно 

11
1 1

s
s s
 

 
 е најголемиот меѓу броевите  

 
 

  1 2 3 1 2 3 41 2
1

1 1 2 1 2 3

1 11
1, , ,

1 1 1

x x x x x x xx x
x

x x x x x x

       


     
.  

 
 

Бидејќи  
 
 

  
4

1 2 3 1 2 3 41 2
1 1 2 3 4

1 1 2 1 2 3

1 11 1( 1) 1 2
1 1 1 1

x x x x x x xx x
x x x x x

x x x x x x s

                           
.  

 
 

Оттука следува дека 41 2
1 s




, па 
4
11
2

s   . Значи најмалата вредност s  што може да ја 

достигне s  изнесува 
4
11
2

  и се достигнува за  
 

  4 4 4 41 2 3 1 2 3 41 2
1

1 1 2 1 2 3

1 11
1 2, 2, 2, 2

1 1 1

x x x x x x xx x
x

x x x x x x

       
    

     
.  

 

Од последниве равенства се добива  
 
 

  4 42 34 4 4 4 4 4 4 44 4
1 2 3 42 1, ( 2 1) 2 4 2, ( 2 1) 2 8 4, ( 2 1) 2 2 8x x x x              .  

 
 

 2. Нека a  е природен број и нека низата ( )nx  е дефинирана на следниов начин:  
 

  1 1

,ако е  парен број
2,
3 1

,ако е  непарен број
2

n
n

n
n

n

x
x

x a x
x

x



   


.  

Докажи дека барем еден член од низата е парен број. 
 

 Решение. Ако a  е парен број, тогаш тврдењето е очигледно (бараниот член е 1x ). Да 

претпоставиме дека a  е непарен, и 1 2ka R   каде 12 1R R   е непарен и k  е природен 

број. Тогаш 1
1 12 2 1k kx R    е непарен, па  

 

  
1

1 11 1
2 1 2

3 1 3(2 2 1) 1
3 2 3 2 1 2 3 2 1

2 2

k k
k k k kx R

x R R


    
          .  
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Ако 1k  , тогаш бараниот член е 2x . Во спротивно 2x  е непарен, па  
 

  1 2 22
3 3

3 1
2 3 2 1

2
k kx

x R  
     .  

 

 Ќе докажеме дека 2 1 12 3 2 1k s s k s
s sx R         за 1 s k   (при претпоставка дека сите 

броеви се непарни). За 1s   тврдењето е точно. Нека тврдењето е точно за s . Тогаш за 

1s   имаме  
2 1 1

( 1) 2 ( 1) 1 ( 1) 1
1 1

3( 2 3 2 1) 1
2 3 2 1

2

k s s k s
k s s k ss

s s
R

x R
    

       
 

  
    . Сега за s k  

добиваме 2 12 3 2 1k
k kx R      е непарен. Според тоа  

 
 

  
1

1
3(4 2 3 1) 1

6 3 1
2

k
kk

k k
R

x R



   

    .  
 
 

 Броевите 3 1k   и 6 kR  се парни па и kx  е парен. 
 
 

  3. Neka 1n   e priroden broj a 0a   daden realen broj. Najdi go brojot na 

re{enija 1 2( , ,..., )nx x x  na ravenkata 2 2 2

1
( ( ) )

n

i i
i

x a x na


   , takvi {to [0, ]ix a , za 

1,2,...,i n .  
 

 Re{enie. Dadenata ravenka }e ja zapi{ime vo oblik  
 

  2 2 2

1
( 2 2 )

n

i i
i

x ax a na


      
1

( ) 0
n

i i
i

x x a


   

Bidej}i barame re{enija vo intervalot [0, ]a , izrazite 0ix a  , pa spored toa 

( ) 0i ix x a  , 1,2,3,4,...,i n . Zaradi uslovot 
1

( ) 0
n

i i
i

x x a


  , dobivame ( ) 0i ix x a   za 

1,2,3,4,...,i n . Spored toa 0ix   ili ix a , 1,2,3,4,...,i n . Zna~i, brojot na re{enija 

e 2n .  
 

 4. Докажи дека ( 1)2cos cos ... cos 0
n

n n n

       за секој природен број n . 
 

 Решение. Да означиме ( 1)2cos cos ... cosn
n

S
n n n

      . Да го помножиме 

последново равенство со 2sin
2n
  ( 2sin 0

2n
  , во спротивно би добиле дека постои цел 

број k  така што 
2

k
n
   , односно 1 2nk  што не е можно бидејќи n  и k  се цели 

броеви). Тогаш имаме  
 

 

( 1)22sin 2sin cos 2sin cos ... 2sin cos
2 2 2 2

( 1) ( 1)2 2sin sin sin sin ... sin sin
2 2 2 2 2 2

3 3sin sin sin sin
2 2 2

n
n

S
n n n n n n n

n n
n n n n n n n n n n n n

n n n

          

                                                         

      5 2 3 2 1 2 1... sin sin sin sin sin sin
2 2 2 2 2 2 2

sin sin 0.
2 2

n n n
n n n n n n n

n n

                
 

   

 

 

 Значи 2sin 0
2 nS
n
  . Бидејќи 2sin 0

2n
   добиваме дека 0nS  .  
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 XLVII Републички натпревар 2004 
 
 I година 
 1. Vo edno maalo `iveat 4 dobri drugari Goran, Zoran, Jovan i Stojan. Sekoj od 
niv ima postar brat koj se vika kako eden od negovite drugari. Imeto na tatkoto 
na sekoj od niv e ime na nekoj od negovite drugari. Sekoj tatko zaedno so negovite 
dvajca sinovi imaat razli~ni imiwa. 
 Tatkoto na Stojan i bratot na Jovan go nosat imeto na deteto ~ij brat se vika 
Jovan. Bratot na deteto {to go nosi imeto na Zoranoviot brat se vika kako deteto 
~ij tatko e Goran. 
 ^ij tatko se vika Stojan? 
 Re{enie. Da gi ozna~ime decata so po~etnite bukvi od nivnite imiwa, t.e. so 
G,Z,J,S . Ako X  e edno od decata, toga{ go ozna~uvame so ( )XB  imeto na negoviot 
brat, a so ( )XT  imeto na negoviot tatko. Toga{, uslovite na zada~ata, preku ovie 
oznaki mo`e da se formuliraat na sledniot na~in: 
 (1) ( ) ( )X X X X  B T , za sekoj { }X  G, Z, J, S  
 (2) ( ) ( ) ( )X X   B J T S B J  
 (3) ( ) ( ( ))X X  B Z T B G  
Bidej}i, ( ) T S S  i ( ) T J J , mo`ni se slednite dva slu~aja 
 10 ( ) ( ) T S B J G  
 Toga{, spored (2) ( ) B G J , od kade ( ) B Z S . No, spored (3) sledi deka 

( ( )) ( ) T B S T Z G , {to ne e mo`no, bidej}i ( ) T S G . 
 20 ( ) ( ) T S B J Z  
 Toga{, od (2) imame deka ( ) B Z J , a od (3) deka ( ( )) T B J G , odnosno deka 

( ) T Z G . Pa, imame deka ( ) B J Z  i od ( ) B Z J  i ( ) T Z G , sledi deka ( ) B G S , 
( ) B S G  i ( ) T S Z . Zna~i, ( ) T J S , od kade ( ) T G J . 

 Zna~i, tatkoto na Jovan se vika Stojan. 

 2. Ako za realnite razli~ni od nula broevi , , , , ,x y z u v w  va`i 1yx z
u v w
    i 

0u v w
x y z
   , doka`i deka toga{ va`i 

22 2

2 2 2 1yx z
u v w

   . 

 Re{enie. Stavame smeni: x
u

a  , y
v

b  , z
w

c  . Toga{, 1a b c    i 1 1 1 0
a b c
   . Od 

poslednoto ravenstvo se dobiva 0ab bc ca
abc
   , od kade 0ab bc ca   . Toga{, imame 

 2 2 2 2 2 2 21 ( ) 2( )a b c a b c ab bc ca a b c            , 

odnosno 
22 2

2 2 21 yx z
u v w

   , {to treba{e da se doka`e. 

 3. Najdi go najgolemiot priroden broj n , za koj brojot 999 99  (so 999 devetki) 

e deliv so 9n . 

Re{enie. Go zapi{uvame brojot 999 99  (so 999 devetki) kako 99910 1  i 
potoa go razlo`uvame na mno`iteli 

 

999 666 333 333

666 333 222 111 111

666 333 222 111 74 37 37

666 333 222 111 74 37

37

10 1 (10 10 1)(10 1)

(10 10 1)(10 10 1)(10 1)

(10 10 1)(10 10 1)(10 10 1)(10 1)

(10 10 1)(10 10 1)(10 10 1) 9 111 11


     

      

        

         
edinici
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 Sekoj od prvite tri mno`iteli e deliv so 3, zatoa {to zbirot na nivnite 
cifri e 3. ^etvrtiot mno`itel e 23 , zna~i deliv e so 23 . Pettiot mno`itel ne e 
deliv so 3, zatoa {to zbirot na negovite cifri e 37. Zna~i, dadeniot broj e deliv 
so 2 53 3 3 3 3    , odnosno so 2.59 . Bidej}i n  e priroden broj, va`i [2.5] 2n   . 
Zna~i, najgolemiot priroden broj n , za koj brojot 999 99  (so 999 devetki) e deliv 

so 9n  e 2.  
 4. Figurata F  se sostoi od to~kite 
B  i D  i lacite BD  konstruirani vo 
vnatre{nosta na kvadratot ABCD  so 
centri vo A  i C  i so radiusi AB . 
Doka`i deka site pravoagolnici 
opi{ani okolu figurata F , taka {to 
sekoja strana na pravoagolnikot ima 
to~no edna zaedni~ka to~ka so figurata 
F , imaat isti perimetri. 
Re{enie. Neka LMNO  e proizvolen 
pravoagolnik opi{an okolu figurata 
F , i neka dopirnite to~ki na F  so 
pravoagolnikot se B , E , D , F . Neka 
stranata ON  gi se~e stranite AB  i AD  
na kvadratot vo to~kite P  i Q  

soodvetno. (vidi crte`) 
 Neka PF x , FQ y . Toga{, BP x , AP a x  , QD y  i AQ a y  , kade a  e 
dol`inata na stranata na kvadratot ABCD . 
 Od ~BPO QPA   ( BPO QPA   , kako nakrsni agli i 90BOP QAP     ) sledi 

deka OP AP
BP QP

  i AQOB
BP QP

 , pa a x
x y

OP x 
   i a y

x y
OB x 

  . 

 Analogno se poka`uva deka ~QPA QDN  , od kade se dobiva deka a x
x y

DN y 
   i 

a y
x y

QN y 
  . 

 Toga{, imame 

 
2 22 2 2 2 ( ) 2

a y a ya x a x
x y x y x y x y

ax ay x y xy
x y

BO ON ND x x x y y x

x y x y a x y a

  
   

   


            

       
 

 Analogno, 2BL LM MD a   , pa sledi deka perimetarot na pravoagolnikot 

LMNO  e 4LM MN NO OL a    , odnosno e konstanten, {to treba{e da se doka`e. 
 
 II година 
 1. Neka 1x  i 2x  se koreni na ravenkata 2 0x ax b   , kade {to ,a b . Doka`i 

deka 1 2
n nx x  e cel broj, za sekoj n . 

 Re{enie. Neka 1 1 2S x x a     ,  

  2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2( ) 2 2S x x x x x x a b          

Za 3n   imame: 1 1 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( )n n n n n nx x x x x x x x x x         , odnosno 

1 2n n nS aS bS    . Zna~i, 3S  , i.t.n., odnosno za sekoj n , 1 2
n nx x  e cel broj. ■ 
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 2. Ako te`i{nite linii od temiwata B  i C  na 
triagolnikot ABC  se normalni, toga{ doka`i deka 

2ctg ctg .
3

     

 Re{enie. Neka AD e visinata spu{tena od temeto A . 

Toga{ ctg BD
AD

  , ctg CD
AD

  , odnosno  

ctg ctg BC
AD

    . Bidej}i 90CTB    sleduva  

12AT BC  pa 1 1

1

2 2 2ctg ctg
3

AT AT

AD AA
      . 

 

 3. Kvadratniot trinom 2( )f x ax bx c    e takov {to ravenkata ( )f x x  nema 
realni koreni. Doka`i deka i ravenkata ( ( ))f f x x  nema realni koreni. 
 Re{enie. Neka ( )f x x nema realni koreni, odnosno ( ) 0f x x   nema realni 
koreni. Zna~i za 0, ( ) 0a f x x    ili za 0, ( ) 0a f x x   . 

Neka 0a  . Od ( )f x x  sleduva deka ( ( )) ( )f f x f x x  . 
Sli~no, ako 0a   imame ( ( ))f f x x . Zna~i, ( ( ))f f x x  
nema realni koreni.  
 

4. Najdi gi site prirodni broevi n , 3n  , za koi 
{to postoi konveksen n -agolnik vo koj site 
dijagonali se so ednakva dol`ina. 
 Re{enie. Za 4n  , takov e kvadratot, a za 5n   
takov e pravilniot petagolnik. Neka 5n  . Da 
pretpostavime deka takov n-agolnik postoi i neka 
negovite posledovatelni temiwa gi ozna~ime so 

1 2, ,..., nA A A . Go razgleduvame konveksniot ~etiriagol-
nik 1 3 4 6A A A A . Od neravenstvoto na 

triagolnik imame: 1 4 3 6 1 3 4 6A A A A A A A A    
{to e kontradikcija so  

1 4 3 6 1 3 4 6A A A A A A A A   . 

 III година 
 

1. Во триаголник ABC  со страни ,a b  и 

c , впишана е кружница. Допирните точки на 
кружницата со страните на триаголникот 
одредуваат триаголник EFG . Пресметај ја 
плоштината на EFG , ако плоштината на 

ABC  е P . 
Решение. Нека се R  и r  радиусите на 

опишаната и впишаната кружница во 
ABC соодветно, а O  центарот на впишаната 

кружница. Нека е 1P  е плоштината на EFG .  

Важи 1 EOF FOG GOEP P P P     
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=
2

1 1 1(sin sin sin )
2
r      . Од друга страна 1 1180 , 180         и 1 180    , па 

2

1 (sin sin sin )
2
rP       . 

Користејќи синусна теорема добиваме 
2 2

1 ( ) ( )
2 2 2 2 4
r a b c rP a b c

R R R R
      . Ако се 

искористат уште и познатите равенства , ,
4 2
abc a b cP P rs s

R
     се добива 

3

1
2PP
sabc

 . 

 

2. Ако за агол 90   , важи  
3

sin
4
    , докажи дека е  точно и неравенството  

2 2 4
1 cos 1

2 2 16
        . 

Решение. За 90   , важи sin
2 2
  . Со квадрирање 

2
2sin

2 4
  , од каде 

2
2cos 1 2sin 1

2 2
      . Со тоа е докажана едната страна на неравенството, 

2
1 cos

2
   . Инаку, кога 90   , 90

2
   , па од условот на задачата имаме 

3
sin

2 2 32
    , односно 

3
sin

2 2 32
    . Тогаш  

3 2 4 6 2 4
2 22sin 2( )

2 2 32 2 16 648 2 16
              ,  

па со замена во 2cos 1 2sin 1
2
    

2 4

2 16
  .   

Конечно, 
2

1 cos 1
2
    

2 4

2 16
  . 

3.  Нека 1
1 1 0( ) n n

n np x a x a x a x a
         е неконстантен полином со целобројни 

коефициенти, за кој важи ( 1) 0p    и ( 2 )p  е цел број. Докажи дека постои природен 
број k , таков што ( ) kp k a  е парен број. 

Решение. Од ( 1) 0p   , следува 0 2 1 3r sa a a a a a           , каде r  и s  се 

најголемиот парен и најголемиот непарен број не поголем од n  , соодветно. 
1

22 2
0 2 4 1 3 5

2
( 2) ( 2 2 2 ) ( 2 2 2 ) 2

s

r s

r

p a a a a a a a a


                 е цел број, па мора  
1

2 2
1 3 52 2 2

s

sa a a a


       =0, односно 1a е парен број. 

Од друга страна, 0 1 2 0 2(1) 2 ( )n rp a a a a a a a               е исто така парен број. 

Јасно, тогаш и 1(1)p a  е парен број, па за 1k  е исполнето барањето  

на задачата. 
 
4. Дадени се пет отсечки, така што од секои три од нив може да се состави 

триаголник. Докажи дека барем еден од тие триаголници е остроаголен. 
Решение: Нека должините на дадените отсечки се , , ,a b c d  и e , при што 

a b c d e    . Да претпоставиме дека ниту еден од триаголниците кои се добиваат не е 
остроаголен. Ако искористиме дека за триаголник кој не е остроаголен, со страни 



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

157 

x y z  , од косинусната теорема важи 2 2 2 2 22 cosz x y xy x y       (   не е остар, па 

cos 0  ), добиваме релации 2 2 2 2 2 2 2 2 2, ,e d c d c b c b a      . Со собирање на 

последните три неравенства се добива 2 2 2 2 2 2 22 2 ( )e a b a a ab b a b        , односно 
e a b  , што е противречност на условот дека од отсечките со должини ,a b  и e , може 
да се состави триаголник. Јасно , мора барем еден од триаголниците да е остроаголен. 
 
 
 

IV година 
 
 

 1. Ako n  e priroden broj pogolem od 2 , doka`и deka me|u dropkite 
1 2 3 1, , , ..., n
n n n n

  ima paren broj neskratlivi dropki. 
 

 Решение. Ako k  e priroden broj, 1
2
nk   i k

n
 e neskratliva dropka, toga{ 

 , 1k n NZD . No, toga{ i  
 

        , , , 1n k n n n k n k n     NZD NZD NZD ,  
 

t.e. dropkata n k
n
  e isto taka neskratliva i  

2
n nn k   . Zna~i za sekoja neskratliva 

dropka k
n

, za 1
2
nk   postoi edinstvena neskratliva dropka n k

n
 . Pritoa va`i 

k n k
n n

 , bidej}i vo sprotivno dobivame 2n k  i 
2

k n
n n
  e skratliva so 2n  . Значи, 

dobivame deka brojot na neskratlivi dropki e paren.  
 

 

 2. Нека , , , , ,a b c A B C  се ненегативни реални броеви такви што 

a A b B c C k      . Докажи дека 2aB bC cA k   . 
 

 Решение I. Од  
 

         
 

3k abc ABC cA bC aBa A b B c C b B a A c C

abc ABC k aB bC cA

           
    

 

и од 2aB bC cA k    следува дека  

    3k kaB bC cA   , т.е. 2aB bC cA k   . 
 

 Решение II. Не се губи од општоста ако претпоставиме дека a b c  . Тогаш  

 

 
 

  

       

 
aB bC cAa b c k a b c ab ba cak b k c k a

b k a c ka kc ac

             
     

 

 

Значи неравенството 2aB bC cA k    е еквивалентно со  
 

      2b k a c k ka kc ac k a k c                     (1) 
 

 Ако k a c  , тогаш за левата страна на (1) добиваме   0b k a c   . Десната страна од (1) е 

ненегативна, па (1) важи. 
 

 Ако k a c  , тогаш k a c b    и k c k a c     од каде што следува (1). 
 

 3. Низата  na  е зададена со 1
1
2

a  , 1

12 1
n

n
n

a
a

na






 за 1n  . Определи го збирот 

1 ... ka a  , за секој природен број k . 
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 Решение I. Заради 1
1 0
2

a    следува дека 0na   за секој n . Натаму, за 1n   имаме 

1

1
1

1
12 1 2

n
n

n
n

a
a

na n
a






 
 

. Оттука  

 

   

     

1 2 1

1 1 1 12 2 2 1 ... 2 2 1 ... 2 2

12 2 1 ... 2 2 2 1 2 1
2

n n n
n n n n n

a a a a

n nn n n n

 
              

          

 

 

 Според тоа 
 

1 1 1
11

na
n n nn

  


, за секој n .  

 

 Значи за произволен k   имаме  
 

  
1

1 1...
1 2ka a    1

2
   
 

1
3

 1...
1k

      
1
k

 1
k

   
 

1 11
1 1 1

k
k k k

        
 

 

 Решение II. Со помош на принципот на математичка индукција ќе докажеме дека 

 
1

1
na

n n



, за секој n .  За 1n   важи 1

1
1 2

a 


. Да претпоставиме дека тврдењето важи за 

природниот број n . Тогаш за 1n   имаме  
 

  

 
 

 
  1 2

1
1 1 1
12 1 2 2 1 22 1 1

1

n
n

n

a n na
na n n n n nn

n n


   

      


,  

 

па 
 

1
1

na
n n




, за секој n .  

 

 Како во решението I добиваме дека 1
1... 1

1 1k
ka a

k k
    

 
.  

 

 4. По завршувањето на еден шаховски турнир се утврдило дека секој учесник освоил 
точно половина од своите поени играјќи со натпреварувачите кои се пласирале на 
последните три места. Колку учесници имало на турнирот? 
(притоа, секој учесник одиграл по една партија со секој од останатите учесници. За 
победа се добива по еден поен, за реми половина поен а за пораз не се добива ниту еден 
поен.) 
 

 Решение. Нека на турнирот учествувале n  натпреварувачи. Последнопласираните три 
натпреварувачи одиграле меѓусебно три партии и поделиле три поени.  Тие три поени се половина 
од поените кои ги освоиле на крајот, па половината од нивните поени ги освоиле во партиите со 
останатите 3n   натпреварувачи.  Значи во партиите со останатите 3n   натпреварувачи 
последните тројца освоиле три поени. Според тоа останатите 3n   учесници одиграле со 

последните тројца  3 3n   партии и освоиле вкупно  3 3 3n    поени. Од условот на задачата тој 
број на поени е еднаков на бројот на поените кои тие ги поделиле меѓусебно, односно на 

  1 3 4
2

n n  . 
 

 Значи ја добиваме равенката     13 3 3 3 4
2

n n n     . Нејзините решенија се 1 4n   и 

2 9n  . Случајот 1 4n   не ги исполнува условите на задачата бидејќи првиот натпреварувач нема 

со кого да ги освои половината од своите поени. Според тоа на турнирот имало девет учесници. 
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 XXI Republi~ki natprevar 2005 
 

 I godina 
 1. Dol`inite na stranite na eden triagolnik se prosti broevi. Doka`i 
deka negovata plo{tina ne mo`e da bide priroden broj. 
 Re{enie. Od Heronovata formula za plo{tina na triagolnik imame     

  2 ( ) ( ) ( )P s s a s b s c       ,                 (1) 

kade , ,a b c  se stranite na triagolnikot, a 
2

a b cs   . Neka , ,a b c  se prosti broevi. Da 

pretpostavime deka i P . Ozna~uvame so L a b c    i toga{ ravenstvoto (1) preminuva 
vo      

  216 ( 2 ) ( 2 ) ( 2 )P L L a L b L c       .                (2) 
 Levata strana na ravenstvoto (2) e paren broj, zna~i i desnata strana e isto taka paren 
broj, od kade zaklu~uvame deka L  e paren broj. Nastanuvaat dva slu~ai: 

 01  Site , ,a b c  se parni broevi. Od toa {to , ,a b c  se prosti broevi, sledi deka 
22 3
4

2 3a b c P       , {to protivre~i na pretpostavkata. 

 02  Eden od , ,a b c  e paren, a ostanatite dva se neparni broevi. Bez gubewe od op{tosta 

mo`e da zememe deka a  e paren broj, a b  i c  se neparni broevi. Toga{, 2a   i , 3b c  .    

(3) 
 Ako b c , neka b c , toga{ 2c b   t.e. 2c b b a    , {to pretstavuva 
protivre{nost so neravenstvoto me|u stranite vo triagolnik. 
 Zna~i, b c , pa toga{ 2 2L a b c b      i (2) preminuva vo 

  216 (2 2 ) (2 2 4) (2 2 2 ) (2 2 2 )P b b b b b b            

  216 16 (1 ) ( 1)P b b      

  2 2 1P b   
  1 ( ) ( )b P b P    ,                   (4) 
no bidej}i 3b P  , zaradi (3), sledi deka ravenstvoto (4) ne e mo`no. 
 Zna~i, ako , ,a b c  se prosti broevi, ne mo`e P , {to treba{e da se doka`e. ■ 

 2. Neka za racionalnite broevi , ,a b c  ispolneti se uslovite

 1 1 1 1
a cb a b c    , 0abc   i 0a b c   . 

 Doka`i deka 
 a) 0a b   ili 0a c   ili 0b c  , 

 b) 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 1 1
n n n n n na b c a b c      

   , za sekoj n . 

 Re{enie. a) Od ravenstvoto 1 1 1 1
a cb a b c+ ++ + = , zaradi 0abc   i 0a b c    so 

transformacii se dobiva 

( ) ( )a b c bc ac ab abc       2 2 2 2 2 2 2 0a b ab a c ac b c bc abc       
( ) ( ) ( ) 0a b a c b c      , 
zna~i, 0a b   ili 0a c   ili 0b c  , {to treba{e da se doka`e. 
 b) Bez gubewe od op{tosta mo`e da zememe deka 0a b  , toga{ b a  , pa i za sekoj n  

priroden broj va`i 2 1 2 1 2 1( )n n nb a a      , od kade so zamena vo 

ravenstvoto
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 1 1
n n n n n na b c a b c- - - - - -+ +

+ + =     (1) 
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se dobiva 
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
1 1 1 1
n n n n n na a c a a c      

   , t.e. 
2 1 2 1
1 1
n nc c  , 

{to pretstavuva to~en iskaz za sekoj \ {0}c  i sekoj n  priroden broj, so {to se 
poka`uva deka ravenstvoto (1) va`i. ■ 
 

 3. Doka`i deka za sekoja to~ka P  od stranata AB  na triagolnikot ABC  
va`i 
  PC AB PA BC PB AC     . 

Re{enie. Neka P  e proizvolna to~ka od stranata 
AB  na triagolnikot ABC  i neka Q  e to~ka od 

stranata AC  taka {to ||PQ BC . Od sli~nosta 
~APQ ABC   imame 

 : :PQ BC PA AB  PQ AB PA BC    .          (1) 

Od ||PQ BC  imame  

 : :AC AB QC PB   AB CQ PB AC    .    (2) 

 So sobirawe na ravenstvata (1) i (2) dobivame 

  ( )AB PQ CQ PA BC PB AC                     (3) 
 Od neravenstvo me|u stranite na triagolnikot PQC  imame  

  PQ CQ PC                      (4) 
 Kone~no, od (3) i (4) se dobiva   

  
(4) (3)

( )AB PC AB PQ CQ PA BC PB AC        , 
{to treba{e da se doka`e. ■ 
 

 4. Na tabla se napi{ani broevite 1 i 2. Se dozvoluva dopi{uvawe na 
novi broevi na sledniot na~in: Ako na tablata se nao|aat broevite a  i b  
na razli~ni mesta, toga{ mo`e da se dopi{e i brojot ab a b  . Dali mo`e 
na toj na~in da se dobie brojot 2005? 
 Re{enie. ]e doka`eme deka site broevi na tablata se od oblik 2 3 1n m  , kade {to 

,n m . Jasno e deka takvi se 1 01 2 3 1  , 0 12 2 3 1   i sledniot dobien broj 
1 11 2 1 2 5 2 3 1       . Ako zameme dva broevi od tablata, 1 12 3 1n m   i 2 22 3 1n m  , toga{ 

novodobieniot broj }e bide  

   1 1 2 2 1 1 2 22 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1n m n m n m n m        

   
1 2 1 2 1 12 3 2 3n n m m n m   2 22 3n m 1 1 12 3n m 1 2 22 3n m
1 2 1 2

1

2 3 1 2 3 1n n m m k s 
 

   
. 

Bidej}i 2005 1 2006 2 17 59 2 3n m       , zna~i deka brojot 2005  ne e od oblik 2 3 1n m   pa 
na tablata ne mo`e da se dobie toj broj. ■ 
 

 II godina 
1. Nacrtaniot pravoagolnik na crte`ot e 

podelen na 11 kvadrati so razli~ni strani. Najma-
liot kvadrat ima strana 9. Koi se dimenziite na 
pravoagolnikot? 
 Re{enie. Kvadratot ozna~en so brojot 1 ima dol`ina (t.e. 
dol`ina na strana) 9. Neka kvadratot br.  2 ima dol`ina x. 
Toga{ kvadratot br. 3 ima dol`ina 9x  , kvadratot br. 4 ima 
dol`ina 9x  , kvadratot br. 5 ima dol`ina 18x  , kvadratot 

А B

C

P

Q
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br. 6 ima dol`ina 2 9x  , kvadratot br. 7 ima dol`ina 2 27x  , kvadratot br. 8 ima dol`ina 
3 18x  . 

Ako stranata na kvadratot br. 9 e y, toga{ 
     18 9 3 18 9y x x x       , od kade 3 54y x  . 

Pa, kvadratot br. 10 ima strana 6 72x  , a kvadratot 
br. 11 strana 9 126x  . 
 Gornata strana na dadeniot pravoagolnik e zbir 
na stranite na kvadratite br. 10 i 11, t.e. ima dol`ina 
   6 72 9 126 15 198x x x     , a negovata dolna 

strana e zbir na stranite na kvadratite br. 7, 3, 2 i 6, 
t.e. ima dol`ina  
      2 27 9 2 9 6 27x x x x x        .  

 Izedna~uvaj}i gi dobienite izrazi dobivame 
25x  . Zatoa stranite na kvadratite ozna~eni so 

broevite od 1 do 11 se 9, 25, 34, 16, 43, 41, 77, 57, 21, 78, 99, soodvetno. Pa, dol`inata na 
dadeniot pravoagolnik e 177, a {irinata 176. ■ 
  

 2. Re{i go sistemot ravenki  
ax y z y

ay z x z

az x y x

   
   
   

 , ako ,  0a a  . 

 Re{enie. ]e doka`eme deka x y z  . Neka pretpostavime sprotivno, t.e. deka postoi 

re{enie  , ,x y z  za koe bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da pretpostavime deka 

z y . Od prvata ravenka dobivame ax z y y z    . Ako zamenime vo vtorata ravenka 

dobivame   0a y x z x    , od kade zaradi uslovot 0a   dobivame y x . Toga{ od 

tretata ravenka dobivame az y x x y    . Ako zamenime vo prvata ravenka dobivame 
x z . Spored toa, z y x z   , {to ne e mo`no. Zna~i, re{enijata na sistemot go 

zadovoluvaat uslovot x y z  . Spored toa, za 1a   re{enie na sistemot se site trojkite 

od oblik  , , ,  t t t t R , a za  1a   re{enie na sistemot e trojkata  0,0,0 .■ 
  

3. Dadena e kru`nica so centar O i dijametar AB. To~kata C e izbrana 
na kru`nicata taka {to 3DB OM , kade {to D e proekcija na C vrz 

dijametarot AB, a M  e proekcija na O vrz BC. 
Opredeli go ABC . 
 Re{enie. Neka OM x  i OB r . Spored uslovot 

3 3DB OM x  , pa 2 3AD AB DB r x    . Od toa {to OM e 

sredna linija vo ABC  imame 2 2AC OM x  . Triagolnicite 

OBM i ACD se sli~ni, pa AC OB
AD OM

   t.e. 2
2 3

x r
r x x




 , od kade 

{to 2 22 3 2 0x rx r   . Re{enija na ovaa kvadratna ravenka se: 

1/2 2
rx   , od kade 2r x .  

 Zna~i, AC AO OC  , pa agolot CAB  e 60 . Sleduva  baraniot agol e 30 .■ 
  

 4. Neka k  e eden od koli~nicite na korenite na kvadratnata ravenka 
2 0px qx q   , kade , 0p q  . Izrazi gi preku k  (ne preku p  i q ) korenite na 

ravenkata 2 0p x q x p   .  

A B

C

D O

M

x


1

23

4

5

6

7

9

11 10

8
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 Re{enie. Ako a  i b  se koreni na ravenkata 2 0px qx q   , toga{ od uslovot na 

zada~ata imame a k
b
 , a spored vietovite pravila imame 

q
a b

p
  , 

q
ab

p
 . Bidej}i p  i q  

se pozitivni realni broevi, od vtorata ravenka dobivame deka a  i b  se so ist znak. Od 
prvata ravenka dobivame deka a  i b  se pozitivni. Spored toa, ako ja korenuvame vtorata 

ravenka, dobivame 
q

ab
p

 . Ako gi podelime ravenkite 
q

a b
p

   so 
q

ab
p

 (leva so 

leva, desna so desna strana), dobivame  
pa b

b a q
  . Ako go iskoristime uslovot a k

b
 , 

dobivame 1 p
k

k q
  , t.e. 1 q

k
k p

  .  

 Ako poslednata dobiena ravenka ja pomno`ime so k p , dobivame 

2( ) 0p k q k p   . Zna~i, k  e koren na ravenkata 2 0p x q x p   . Od toa 

{to k  e koren na ravenkata 2 0p x q x p    i ravenstvoto 1 q
k

k p
  , dobivame 

deka 1
k

 e vtoriot koren na ravenkata 2 0p x q x p   . 

 Ako 1 1,a b  se koreni na ravenkata 2 0p x q x p   , toga{ 1a k  i 1
1b
k

 . ■ 

  

 III godina 
  

 1. На коцката ABCDA1B1C1D1 избрани се точките Р и Q, каде Р е средина на 

работ ВС, а Q е пресекот на дијагоналите во квадратот CC1DD1. Рамнината APQ 
ја дели коцката на два дела. Најди го односот на волумените на добиените 
делови од коцката? 

Решение. Да ја означиме 
страната на коцката со а. Нека Т е 
подножјето на нормалата спуштена 
од точката Q врз работ CD, нека 
пресечните точки на рамнината APQ 
со рабовите DD1 и CC1 се  N и M 
соодветно, а пресечната точка со 
правата CD е точката R. Од условот 
на задачата важат следниве 

равенства 
2
aBP PC   и 

2
aQT  .   

Притоа, ARD  PRC  од каде што 

се добива 1: :
2

CR DR CP DA  . 

Тогаш CD CR a  . Исто и CMR  DNR  од каде 1: :
2

CM DN CR DR  , па имаме 

1
2

CM DN . QT  е средна линија во трапезот DCMN  и важи 2DN CM QT a    или 

2
DNDN a  , од каде што добиваме 2

3
DN a  и 1

3
CM a . 

A B

CD

1A 1B

1C1D

T

Q

N

M

P

R
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 Рамнината APQ ја дели коцката на два дела од кои едниот е пресечената пирамида ADNPCM, со 
висина страната на коцката и основи правоаголни триаголници PCM и AND. За волуменот на 
пресечената пирамида, со помош на двете пирамиди ANDR и PCMR  добиваме:  

  
3

1
7

2 3 2 3 36ADNR PCMR
AD DN DR CP CM CR aV V V           

За волуменот на преостанатиот дел важи 
3

3
2 1

29
36

aV a V   . Бараниот однос на волумените е 

1

2

7
29

V

V
 .■ 

  

 2. Нека 1 2, ,...., na a a   и нека  :f    е функција дефинирана со  

32
1 2 1

cos( ) cos( )cos( )
( ) cos( ) ...

2 2 2
n

n

a x a xa x
f x a x 

 
      .  

Докажи дека, ако 1 2( ) ( ) 0f x f x   тогаш постои m , така што 1 2x x m   . 
 Решение. Користејќи cos( ) cos cos sin sini i ia x a x a x+ = - , функцијата ќе ја трансформираме во 

облик 2 2
1 11 1

cos sincos sin( ) cos (cos .... ) sin (sin ... )
2 22 2

n n
n n

a aa af x x a x a
- -

= + + + - + + +  или уште повеќе 

( ) cos sinf x A x B x= - , каде 2
1 1

coscoscos ....
2 2

n
n

aaA a
-

= + + +  и 2
1 1

sinsinsin ...
2 2

n
n

aaB a
-

= + + + .  Ќе покажеме 

дека 2 2 0A B+ ¹ . 

 Нека 2 2 0A B+ = . Тогаш сигурно 0A B= = , а за функцијата би имале ( ) 0f x =  на целото 

множество реални броеви. Специјално за 1x a=-  добиваме 

2 1 1
1 1

cos( ) cos( )
0 ( ) cos0 ....

2 2
n
n

a a a a
f a

-
- -= - = + + + , односно    2 1 1

1
cos( ) cos( )

.... 1
2 2

n
n

a a a a
-

- -+ + =- , израз за 

кој важи 2 1 1
1 2 1

cos( ) cos( ) 1 1 11 1 .... ...
2 22 2 2

n
n n

a a a a
- -

- -- = = + + £ + + + =  

1
11 1

2n-
= - < , што е контрадикција. Тогаш мора 2 2 0A B+ ¹  и функцијата може да ја запишеме во 

облик 2 2
2 2 2 2

( ) cos sinA Bf x A B x x
A B A B

æ ö÷ç ÷= + -ç ÷ç ÷çè ø+ +
. Ќе избереме агол j , така што 

2 2
sin A

A B
j=

+
 

и 
2 2

cos B

A B
j=-

+
, јасно можно е затоа што 

2 2
1 1A

A B
- £ £

+
, 

2 2
1 1B

A B

-- £ £
+

 и 

2 2sin cos 1j j+ = .  

 Тогаш 2 2 2 2( ) (sin cos cos sin ) sin( )f x A B x x A B xj j j= + + = + + . Ако сега 1 2( ) ( ) 0f x f x= = , ќе 

добиеме 1sin( ) 0xj+ =  и 2sin( ) 0xj+ = , од каде мора 1x kj p+ =  и 2x jj p+ = , за ,k jÎ . Конечно 

1 2 ( )x x k j mp p- = - = , каде m k j= - Î , што требаше да се докаже. ■ 
  

 3. Vo kru`nica so radius R , opredeli go centralniot agol na koj mu 
soodvetstvuva kru`en otse~ok so slednovo 
svojstvo: tetivata na otse~okot e ednakva na 
perimetarot na kru`nicata so najgolem radius 
koja e vpi{ana vo nego.  
 Re{enie. Neka AMB  e baraniot kru`en otse~ok i neka 

AOB   . Jasno e deka 
2

AOM   . Od stepen na to~ka vo 

odnos na kru`nica imame  

 MN NF AN NB   .            (1) 
 Neka r  e radiusot na kru`nicata koja {to e vpi{ana vo 

otse~okot. Toga{ 2l r  , AN NB r    i 2MN r , 

2


A B

M

1O

O

F

R

R R
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2 2NF R r  . Bidej}i sin
2

r
R
  , dobivame 

2
sin

rR 
 . Spored toa 

2 2

2 2 2 1
sin sin

rNF r r 

      
 
 

.  

 Ako zamenime vo (1), dobivame 2 2 2

2

4 1
sin

r r 

    
 
 

 , t.e. 
2

4sin
2 4
 

 
. Kone~no, 

2
42arcsin

4
 
 

. ■ 

  

 4. Neka ( )f x  e polinom so celobrojni koeficienti i ( 2 3 ) 0f   . 

Doka`i deka ( 2 3 ) 0f   . 

 Re{enie. Ako vovedeme oznaka 2 3x   , toga{ 2 5 2 6x   , t.e. 2 5 2 6x   . Ako 

poslednoto ravenstvo go kvadrirame, dobivame 4 210 25 24x x   . Polinom so najnizok 

stepen i so celobrojni koeficienti za koj {to 3 2  e negova nula e 4 2( ) 10 1g x x x   . 

Ako polinomot so celobrojni koeficienti go zapi{eme vo oblik  

 4 2 3 2( ) ( 10 1) ( )f x x x p x ax bx cx d       , kade , , ,a b c d  se celi broevi, toga{  od 

ravenstvoto ( 2 3 ) 0f   , dobivame 3 2( 2 3) ( 2 3) ( 2 3) 0a b c d       . 

Poslednoto ravenstvo mo`eme da go zapi{eme vo oblikot 

(9 ) 3 (11 ) 2 2 6 5 0a c a c b b d       , od kade {to dobivame deka 9 0a c  , 11 0a c  , 

2 0b   i 5 0b d  , t.e. 0a b c d    . Spored toa 4 2( ) ( 10 1) ( )f x x x p x   , kade ( )p p x  

e so celobrojni koeficienti. Od tuka e jasno deka ( 3 2 ) 0f   .  

 Zabele{ka: 4 210 1 ( 3 2 )( 3 2 )( 3 2 )( 3 2 )x x x x x x           .■  
 

 IV godina 
 

 1. Ako sinusite na aglite na eden triagolnik obrazuvaat aritmeti~ka 
progresija toga{ i kotangensite od polovinite na aglite obrazuvaat 
aritmeti~ka progresija. Doka`i! 
 Re{enie. Neka x, y, z se aglite na triagolnikot. Toga{ sinx, siny, sinz obrazuvaat 

aritmeti~ka progresija odnosno sin sinsin
2

x zy  . Ottuka dobivame  

2sin( ( )) 2sin cos
2 2

x z x zx z     , sin( ) sin cos
2 2

x z x zx z    , 2sin cos sin cos
2 2 2 2

x z x z x z x z    , 

odnosno sin (2cos cos ) 0
2 2 2

x z x z x z    .Bidej}i sin 0
2

x z   dobivame deka cos 2cos
2 2

x z x z   (1). 

Od ( )y x z     sleduva 
2 2 2
y x z   . Zna~i ctg

2
y  tg

2
x z  (2). Sega imame:  

  ctg
2
x +ctg

(1)sin sin 2sin
2 2 2

12 sin sin (cos cos ) cos
2 2 2 2 2 2

x z x z x z
z

x z x z x z x z

  

   
  

2tg
2

x z (2)
 2ctg

2
y

.■ 

  

 2. Najdi gi site funkcii :f    takvi {to 5(1)
2

f   i va`i 

( ) ( ) ( ) ( )f x f y f x y f x y    , za sekoi ,x y . 
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 Re{enie. Ako 0x y   imame 2(0) 2 (0)f f , a ottuka (0) 0f   ili (0) 2f  . Neka 

(0) 0f  . Ako 1y   imame 5 ( ) ( 1) ( 1)
2

f x f x f x     odnosno 5( 1) ( ) ( 1)
2

f x f x f x    . 

Toga{ 25(2)
4

f   , 105(3)
8

f  , 425(4)
16

f  . No, od 2(2) (4) (0)f f f   sleduva deka 

625(4)
16

f  . Zna~i (0) 0f  . 

 Neka (0) 2f  . Bidej}i ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f y f x y f x y f x f y      , za site ,x y , toga{ 
i za 1x   ravenstvoto va`i. No bidej}i (1) 0f   dobivame deka ( ) ( )f y f y  , za sekoj y , 

odnosno funkcijata e parna. Va`i (0) 2f  , 5(1)
2

f  , 17(2)
4

f  , 65(3)
8

f  ... . Zatoa, so 

indukcija }e doka`eme deka ako x e pozitiven cel broj toga{ 
22 1( )
2

x

x
f x   e edinstveno 

re{enie (edinstveno bidej}i sekoja funkcionalna vrednost zavisi samo od prethodnite dve 

vrednosti, odnosno 5( 1) ( ) ( 1)
2

f x f x f x    ). Jasno e deka za 1x   tvrdeweto va`i. Neka za 

sekoj ,t x t   tvrdeweto va`i. Toga{ imame  

  
2 2( 1) 2( 1)

1 1
5 5 2 1 2 1 2 1( 1) ( ) ( 1)
2 2 2 2 2

t t t

t t t
f t f t f t

 

 
         .  

Od 
2 0

0
2 1(0) 2

2
f

    i od toa {to f  e parna funkcija dobivame deka 
22 1( )
2

x

x
f x   e 

edinstvena funkcija {to go zadovoluva ravenstvoto za sekoj cel broj x . Obratnoto e jasno. 

odnosno lesno se proveruva deka ako 
22 1( )
2

x

x
f x   toga{ taa go zadovoluva dadenoto 

ravenstvo.  ■ 
 

 3. Re{i ja ravenkata ! ! ! !x y z u    vo  . 
 

 Re{enie. Neka ~etvorkata ( , , , )x y z u  e re{enie na ravenkata. Neka max{ , , }v x y z  toga{ 
1 v u   i ! ( 1)! ! ! ! ! 3 !uv u u u x y z v       . Zna~i 3u  . Za 3u   ja dobivame ravenkata 
3! ! ! !x y z    ~ie{to re{enie e 2x y z   . Za 2u  , nema re{enie bidej}i 

! ! ! 3 2 2!x y z     . Sli~no, ravenkata nema re{enie koga u=1. Zna~i edinstveno re{enie e 

2x y z   , 3u  . ■ 
 

 4. Doka`i deka za sekoi realni broevi , , ,a b c d  va`i neravenstvoto  
 

     2 2 2 2 2 2 2 2max , , , max , , ,a b b c c d d a a a b b c c d d         . 
 

 Re{enie. Neka  
 

   2 2 2 2
1 max , , ,M a a b b c c d d       

 

i  
 

   2 2 2 2
2 max , , ,M a b b c c d d a     .  

 

Da pretpostavime sprotivno, t.e. deka 1 2M M . Bez gubewe od op{tosta mo`eme da 

pretpostavime deka 2
1M a a  . Toga{ va`i 2 2a a a b   , od kade se dobiva deka b a . 

Natamu, 2 2 2a a b c a c     , od kade se dobiva c a . Od 2 2 2a a c d a d     , dobivame i 

deka d a . Ottuka 2 2d a a a   , {to e vo kontradikcija so pretpostavkata 1 2M M .■ 
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 XXI Republi~ki natprevar 2006 
 

 I godina 
1. Определи го најмалиот природен број чија половина е полн квадрат, 

третина е полн куб, а петтината е полн петти степен. 
Решение. Бараниот број мора да е делив со 2,3 и 5 (од условот), па мора да е од облик 

2 3 5x y zn  . Ако има други множители нема да биде најмал. Од условот на задачата имаме: 

      1 1 12 3 5 1 2 3 5 2 2 3 5 3
2 3 5

x y z x y z x y zn n n      

Од (1) следи дека 1, ,x y z  мора да се парни. Од (2) следи дека , 1,x y z  мора да се деливи со три. 

Од (3) следи дека , , 1x y z   мора да се деливи со пет. 
 Значи x  е непарен, делив со 3 и со 5, y  е парен, делив со 5 и дава остаток 1 при делење со 3, z   

е парен, делив со 3 и дава остаток 1 при делење со 5. Бидејќи n е најмал, тогаш и ,x y  и z  мора да 

се најмали, па имаме: 

  15x  ,  15y  ,   6z  .  

Значи 15 10 62 3 5 30 233 088 000 000.n    

2. Ако 1 2

1 21 1 1 1
n

n

aa a A
b b b B
   

   
  и      1 1 2 2

1 2
0

1 1 1
n n

n

a B ba B b a B b

b b b

 
   

  
 , 

докажи дека    1 2 na a a A    . 

Решение.  Нека  , 1,2, , ,
1

i
i

i

a
k i n

b
 


 тогаш од првото равенство следи дека  

  1 21 nA B k k k       .  

Од второто равенство имаме 

       1 1 2 2 1 2 1 1 2 20n n n n nk B b k B b k B b B k k k k b k b k b                 . 

Тогаш, 

 
     
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 21 1 1
n n n n n

n n n

k k k B k k k k k k k b k b k b

k b k b k b a a a

                 
          

   
 

 

што требаше да се докаже. 
  

3. Нека ABC  е тапоаголен со тап агол кај темето А. Нека 
, ,BC a AC b  ah  висината спуштена од темето А и bh   висината спуштена од 

темето В. Докажи дека a ba h b h   . 
Решение.  Од условот на задачата имаме: 

aa b h                        (1) 

Според тоа 

    

 

(1)
22 1

2

2 2

.

b a

b a

b a

PP bh ah ab
ab

P a b a b
ab

P P a b
b a

h h a b
b h a h

     

    

    

    
   

  

4. Градовите A, B и C се поврзани со праволиниски патишта. Покрај патот A-
B  се наоѓа квадратно поле со страна 0,5AB , а покрај патот B-C  се наоѓа 

квадратно поле со страна BC ; покрај патот A-C постои шума со правоаголна 

A

B C

b

a

ah
bh




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форма, чија должина е AC , а ширина 4 километри. Најди ја плоштината на 
шумата, ако таа е за 20 километри поголема од збирот на плоштините на 
квадратните полиња. 

Решение.   Нека  , ,AB a BC b AC x   . При 

тоа a b x  . Според условот 

  

   

2
2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

2

4 20
4

5
16 4

5
16 4

16 16 4 80

16 4 16 80 0

8 4 2 0
8, 2 10

40

ax b

a bx

a ba b

a b a b

a a b b

a b
a b x

P km

   

   

     

     
     

     
     
 

  

 

 II godina 
1. Најди го реалниот број m  така што равенката  

  2 2 2 22 4( 1) 4 2 ( 1) 0x mx m x x m m         

има точно три различни реални корени. 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна со вкупноста равенки 
2 2

2 2

2 4( 1) 0

4 2 ( 1) 0

x mx m

x x m m

    

    

. 

Дискриминантата на првата равенка е 2
1 4(5 4)D m  , а на втората 2

2 4(4 2 ( 1))D m m   . Јасно е 

дека 1 0D  . Тогаш, бидејќи првата равенка има секогаш два различни реални корени, можни се 

следниве случаи: 
А) Втората равенка има точно еден реален корен, различен од корените на првата. 
Б) Втората равенка има два различни реални корени, но еден од нив е еднаков со корен на 

првата равенка. 

А) Во овој случај ја добиваме равенката 3 2
2 2 ( 1)( 2) 0D m m m m m         која во 

множеството реални броеви има едно решение 1m   . Тогаш решенија на првата равенка се 2  и 

4 , а на втората решение е 2 , односно   2 2 2 22 4( 1) 4 2 ( 1) 0x mx m x x m m        има две 

реални решенија. Значи 1m    не е бараното решение. 
Б) Нека 0x  е заедничкиот корен на равенките од системот. Тогаш ако од 

2 2
0 02 4( 1) 0x mx m     ја одземеме 2 2

0 04 2 ( 1) 0x x m m     добиваме 

2
0(4 2 ) ( 1)(4 2 )m x m m    . Ако 2m   тогаш првата и втората равенка од системот се еднакви па 

  2 2 2 22 4( 1) 4 2 ( 1) 0x mx m x x m m        има точно два реални различни корени. Значи 

2m  , а тогаш 2
0 1x m  . Со замена на 0x  во првата равенка ја добиваме равенката 

2 2( 1)( 2 3) 0m m m    , а нејзини реални решенија се 1 1m    и 2 3m  . Од дискусијата под А), 

1m    не е бараното решение. Ако 3m   тогаш корени на првата равенка се 10  и 4 , а на 
втората 4  и 6 . Значи бараното решение е 3m  . 

A B

C

ab

x4
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2. За кои вредности на реалниот параметар a , системот 2 2 2

2

3 1x y z a

x y z a

xy z

    
   




 има 

различни реални решенија? 

Решение. За системот да има решение треба 3 1 0a    и 0a  , односно 1
3

a  . Втората 

равенка од системот е еквивалентна со равенката 2 2( ) 2x y xy z a    . Тогаш, со смена на x y  

и xy  од првата и третата равенка, соодветно, ја добиваме равенката 2 2 2( 3 1 ) 2a z z z a     , 

која е еквивалентна со равенката 2 3 1 2 1a z a   . Последната равенка има решение во реалните 

броеви ако 1
3

a  , па затоа 1
3

a  . Тогаш 2 1
2 3 1

az
a



. Со замена на 2 1
2 3 1

az
a



 во првата и 

втората равенка на системот, го добиваме системот 2

4 1
2 3 1

2 1
2 3 1

ax y
a

axy
a

   


      

. Тогаш x  и y  се решенија 

на квадратната равенка 
2

2 4 1 2 1 0
2 3 1 2 3 1

a at t
a a

     
  

. Бидејќи системот треба да има различни 

реални решенија, треба 
2 2

4 1 2 14 0
2 3 1 2 3 1

a a
a a

        
    

. Последната неравенка е еквивалентна со 

неравенката 8 3 0
4(3 1)

a
a
 


, а бидејќи именителот е позитивен следува дека 8 3 0a   . Оттука 

следува дека 3
8

a  . Конечно, за 3
8

a   системот има различни реални решенија. 

3. Даден е остроаголниот триаголник ABC  со агол 45BAC   . Нека BE  и CF  
се висините на триаголникот, H  е ортоцентарот, а M  и K  се средини на BC  и 
AH , соодветно. Докажи дека четириаголникот KFME  е квадрат. 

Решение. Триаголникот AHE  е правоаголен, 
K  е средина на неговата хипотенуза па затоа  

KE KH KA  . Бидејќи K  е средина и на 
хипотенузата на правоаголниот триаголник AFH , 

следува KF KH KA  , Оттука добивамe  
 

KE KF           (1) 
Слично, добиваме дека  

ME MF          (2)  

Триаголниците ABE  и HCE  се рамнокраки правоаголни па важи AE BE  и HE CE . Тогаш 

триаголниците AHE  и BCE  се складни и оттука AH BC . Затоа  

2 2
BC AHEM KE                     (3),  

па од (1), (2) и (3) следува дека четириаголникот KFME  е ромб. Бидејќи  

90KEM KEH HEM KHE HBM AHE EAH            ,  

добиваме дека четириаголникот KFME  е квадрат. 

A B

C

H

F

M

E

K
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4. Дали постои квадратен трином 2( )p x ax bx c    каде што a , b , c  се цели 
броеви, 0a  , така што за секој природен број n  кој во својот десетичен запис 
има само единици, бројот ( )p n  во својот десетичен запис има само единици? 

Решение. Нека 11...1
k

n  , k ô. Тогаш 
1

9 2 100...01
k

n


  , 
2

(9 2) 11...1
k

n n  . Според тоа, 

триномот 2( ) 9 2p x x x   го има бараното својство. 
   

  

 III godina 
 

1. Пресметај го збирот 1 2S S S  , каде  што 1S  и 2S се зададени со  

0 0 0
1 2 44

tg1 tg 2 tg 44

1 2 44...
log 2 log 2 log 2

S      и 
0 0 0

2 46 47 89
tg 46 tg 47 tg89

46 47 89...
log 2 log 2 log 2

S      

Решение. Користејќи го својството за логаритми log logk
x xa k a , збирот  

 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

1 2 2 44 46 89
tg1 tg 2 tg 44 tg 46 tg89

tg1 tg 2 tg 44 tg 46 tg89

tg1 tg 2 tg 44 tg 46

1 2 44 46 89... ...
log 2 log 2 log 2 log 2 log 2

1 2 44 46 89... ...
log 2 2log 2 44log 2 46log 2 89log 2

1 1 1 1... ..
log 2 log 2 log 2 log 2

S S S         

       

     
0tg89

1.
log 2



+ 

 

Користејќи го својството 1 log
log a

x
x

a
 , збирот го доведуваме до  облик 

0 0 0 0
2 2 2 2log tg1 ... log tg 44 log tg 46 ... log tg89S         

Ќе ги групираме собироците и од својствата на логаритмите и функциите tg x  и ctg x  добиваме 

       
0 0 0 0 0 0

2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2

2

log tg1 log tg89 log tg 2 log tg88 ... log tg 44 log tg 46

log tg1 tg89 ... log tg 44 tg 46 log tg1 ctg1 ... log tg 44 ctg 44

44log 1 44 0 0

S        

          

   
 

2. Одреди ја најголемата вредност на функцијата 2( ) 3 2f x x x    на 

множеството решенија на равенката 22cos cos4 0x x  . 
Решение. Да го одредиме прво множеството на решенија на равенката.  Користејќи ја 

тригонометриската трансформација 21 cos2 2cosx x  ,  равенката се сведува до облик 
21 cos2 2cos 2 1 0x x    , односно 2cos2 2cos 2 0x x  . Последното е еквивалентно со 

cos2 (1 2cos2 ) 0x x  , а решенијата тогаш се добиваат од  

  1) cos2 0x     2 2 1
2

x k      2 1
4

x k   , за k Ù. 

или   

2) 1cos2
2

x     2 2 1
3

x k    
2 6

x k       .  

Последното може заради произволноста на k Ù да се запишше во облик 
3

x k   . 

Значи множеството решенија на равенката е зададено со 

       2 1
4 3

M k k k k        .  
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Да ја разгледаме функцијата 2( ) 3 2f x x x   . За неа е точно дека темето и е во точка  1,4T  , 

истата расте на интервалот  , 1  , а опаѓа на  1,  . Тогаш за најголемата вредност на 

множеството М, функцијата ќе ја разгледуваме како растечка функција на M   , 1  , а потоа 

како опаднувачка на M   1,  .  На  M   , 1  , точка во која функцијата достигнува 

најголема вредност е 
3
 , а на M   1,   точка во која функцијата достигнува најголема 

вредност е 
4
 . Останува да се споредат уште 

223
3 3 4

f        
 

 и 
2

3
4 2 4

f        
 

. 

Бидејќи 
3 4

f f        
  

, најголемата вредност на функцијата на множеството решенија на 

равенката се достигнува во 
3
  и изнесува 

223
3 3 4

f        
 

. 

  3. Vo triagolnikot ABC  na stranata AC  e zemena to~ka M , a na 
stranata BC  e zemena to~ka N . Otse~kite AN  i BM  se se~at vo to~kata O . 
Povr{inite na triagolnicite , ,AMO ABO BNO  se ednakvi na 1 2 3, ,P P P  
soodvetno. Presmetaj ja plo{tinata na triagolnikot CMN .  

 Re{enie. Plo{tinata na triagolnikot CMN  }e ja ozna~ime 
so P  a plo{tinata na triagolnikot MON  }e ja ozna~ime so Q . 

 Triagolnicite AMO  i MON  imaat ednakvи visinи кон AO  
и ON , соодветно, i triagolnicite AOB  i NOB  имаат еднакви 

висини кон AO  и ON , соодветно, па затоа 1 2

3

P PAO
Q PON

   .  

 Od poslednoto ravenstvo dobivame 1 3

2

P P
Q

P
 . Od parot 

triagolnici CMN  i BMN , i parot triagolnici ANC  i ANB , (sekoj par ima ednakvi 

visini spu{teni кон CN  и NB , соодветно), dobivame: 1

3 2 3

P Q PP CN
Q P P PNB

 
 

 
. 

 Spored toa, 2
2 1 2 1 3( )P P Q Q QP QP P P     , t.e.

2
1 2 1 3

2

Q QP QP P P
P

P Q

  



, i ako vo 

poslednoto ravenstvo zamenime 1 3

2

P P
Q

P
 , dobivame  

   
 1 3 1 3 1 3

2 2 2

1 3

2

2

1 3 1 3
1 3 1 2 2 3

2
2 2 1 32

( )( )

( )

P P P P P P
P P P

P P
P

P P P P P P P P P P
P

P P P PP

    
 


.   

 

4. На табла се запишани броевите 2,3,4,...., 1n  . Потоа се запишуваат 
производите на секои два од нив, па се запишуваат производите на секои три од 
нив и постапката продолжува дури не се запише производот на сите броеви 
2,3,4,...., 1n  . Пресметај го збирот на реципрочните вредности на сите броеви 
запишани на таблата.  

Решение.  Да го разгледаме производот 1 1 11 1 1
2 3 1n

              
 . Ако се извршат сите 

множења се добива бараниот збир на реципрочните вредности зголемен за 1. Според тоа бараниот 
збир е еднаков на  

M P

Q
1P

2P
O 3P

N

A B

C
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1 1 1 3 4 2 21 1 1 1 1 1
2 3 1 2 3 1 2 2

n n n
n n

                          
  . 

 IV godina 
 
1. Даден е триаголникот 1 2 3A A A , со страни 

1 2 3a A A , 2 3 1a A A  и 3 1 2a A A . Нека 1, 2 3,s s s  

се должините на тангентните отсечки на 
впишаната кружница во триаголникот, што поч-
нуваат од 1 2 3, ,A A A , соодветно.  

Докажи дека 31 2

1 2 3

3
2

ss s

a a a
   . Кога важи 

равенство? 
Решение. Од условите на задачата имаме 

1 2 3s s a  , 2 3 1s s a   и 3 1 2s s a  , па оттука  

 2 3 11
1
2

a a as   ,  3 1 22
1
2

a a as    и  1 2 33
1
2

a a as   .  

Затоа  

 

2 3 1 3 1 2 1 2 331 2

1 2 31 2 3

3 31 2 2 1

2 1 3 2 3 1

1
2

1 1 33 2 2 2 3
2 2 2

a a a a a a a a ass s
a a aa a a

a aa a a a

a a a a a a

           
 
                           

 

Неравенството следува од познатото неравенство 1 2x
x

  , за секој 0x  .  

Равенство важи ако и само ако 1x  , т.е. 1 2 1

2 3 3
1, 1, 1

a a a

a a a
   . Значи, 1 2 3a a a  , па 

триаголникот е рамностран. Ако триаголникот е рамностран, јасно е дека важи равенство. 
2. Некои членови од аритметичките прогресии 4 13na n   и 5 11nb n  , n , 

се еднакви. Докажи дека збирот на првите p  еднакви членови е еднаков на 
 10 11p p  . 

Решение. Од условот n ma b  добиваме 4 13 5 11n m   , т.е. 2
4

mn m   . Бидејќи n  е 

природен број следува дека 2
4

mk   . Значи, 4 2m k  , па општиот член на заедничкиот дел 

од низите е 20 21kx k  ,  0k   . Притоа 1 20k kx x   . Значи  kx  е аритметичка 

прогресија со прв член 21  и разлика 20 . Првите p  членови се добиваат за 0,1,2,..., 1k p  . За 
бараниот збир добиваме  

      42 20 20 22 10 111
2 2p
p p

S pp pp      . 

3. Дадени се n  точки на кружница. Броевите 
1,2,...,n  се запишани во произволен распоред 
покрај дадените точки (по еден број покрај 
секоја точка). За секој пар соседни точки е 
определена апсолутната вредност на разликата 
на броевите запишани покрај точките. Докажи 
дека збирот на овие апсолутни вредности е 
поголем или еднаков на 2( 1)n  . 

1A

3A

2A

1a
2a

3a

1s

1s 2s

2s

3s 3s

( )n nA a n

1 1( )A a

( 1)j jA a 
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 Решение. Точките на кружницата ги означуваме по ред со , (1 )iA i n   движејќи се во 

позитивна насока така што со nA  ќе биде означена точката покрај која е запишан бројот n . Нека 

со jA  е означена точката покрај која е запишан бројот 1 . Движејќи се од nA  кон jA , првиот пат 

во позитивна а вториот пат во негативна насока, добиваме 

1 1 2 1 1 1 2 1... ( ) ( ) ... ( ) 1n n n n j j n n n n j j n ja a a a a a a a a a a a a a n                         (1) 

1 1 2 1 1 1 2 1... ( ) ( ) ... ( ) 1n j j n j j n ja a a a a a a a a a a a a a n                    (2) 

Со собирање на (1) и (2) добиваме 

 1 2 2 3 1 1... 2 1n n na a a a a a a a n          ,  

што требаше да се докаже. 
4. Докажи дека постојат бесконечно многу подредени двојки од цели броеви 

( , )x y  кои се решенија на равенката ( 1) (1 ) 1xx x y    . 

Решение. Равенката ја доведуваме во обликот ( 1) ( 1) 0xx xy x      (1). 

Нека p  е произволен прост број. Бидејќи ( , 1) 1p p   , користејќи ја малата теорема на Ферма се 

добива ( 1) ( 1) (mod )pp p p   . Значи, за произволен прост број p , постои природен број pk  

така што ( 1) ( 1)p
pp k p p     (2). За x p и користејќи го (2), равенката (1) се сведува на 

( 1) ( 1) 0pk p p py p      , односно се добива ( ) 0pp k y   (3). Од 0p   следува 0pk y  , 

односно py k  . Значи секој подреден пар ( , )pp k , каде p  е прост број, а pk  се добива со 

горенаведената конструкција е решение на равенката (1). Од бесконечноста на множеството на 
прости броеви следува дека постојат бесконечно парови што ја задоволуваат равенката.         

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

МАЛКУ ОДМОР 
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L-ти Републички натпревар по математика за учениците од 
средното образование 

Свети Николе, 17.III-2007 година 
 

I година 
 

1. Цената на еден билет е 50 денари. Кога цената е снижена, бројот на 
посетителите е зголемен за 50%, а заработувачката за 20%. За колку е снижена 
цената на влезниот билет? 

Решение А. Две лица, по старата цена би платиле 100 денари, а три лица (50% 
повеќе), по новата цена би платиле 120 денари (20% повеќе од 100 денари). Значи, едно 
лице, по новата цена, би платило 40 денари, од каде што следува дека снижувањето е 
20% (од 50 денари на 40 денари). 

Решение Б. Нека бројот на посетители е p , заработувачката z , а новата цена на еден 
билет x . Тогаш, 50 p z=  и 150 120

100 100
x p z⋅ = . Ако ги поделиме последните две равенства, 

добиваме 50
1,5 1,2

p z
x p z⋅ = , од каде се добива дека 40x= . Значи, снижувањето е 20%. 

Решение В. Нека бројот на посетители е x , тогаш заработувачката е 50x . Ако новата 
цена на билетот е y , тогаш бројот на посетителите е 1,5x  (за 50% повеќе), а 
заработувачката 60x  (за 20% повеќе од 50x ). Тогаш, 1,5 60x y x⋅ = , од каде што 40y= . 
Следствено, снижувањето е 20%. 
 

2. Природните броеви од 1 до n  се поделени на две множества. Едното 
множество содржи два од дадените броеви, а второто множество ги содржи 
останатите 2n-  броеви. Производот на двата броја од првото множество е 
еднаков на збирот од сите броеви од второто множество. Дали може оваа 
поделба да се направи за: а) 10n = , б) 15n = ? 

Решение. а) Нека x  и y  се броевите од првото множество, при што 1 10x y£ < £ . 
Тогаш, од условот имаме 1 2 ... 10 x y xy+ + + - - = , од каде 55xy x y+ + = , со додавање на 1 од 
двете страни се добива 1 56xy x y+ + + = , од каде ( 1)( 1) 56x y+ + = . Ако 1 7x+ =  и 1 8y+ = , 
односно ако 6x=  и 7y= , можна е поделбата на две такви множества за 10n= . Имено, 
важи 1 2 3 4 5 8 9 10 6 7+ + + + + + + = ⋅ . 

б) Нека x  и y  се броевите од првото множество, при што 1 15x y£ < £ . Тогаш, од 
условот имаме 1 2 ... 15 x y xy+ + + - - = , од каде 120xy x y+ + = , па слично како претходно се 
добива ( 1)( 1) 121x y+ + = . Како x y<  можни се следните случаи 1 1x+ = , 1 121y+ =  или 

1 11x+ = , 1 11y+ = . Во првиот случај се добива 0x= , 120y= , што не е можно затоа што 1x³  
и 15y£ . Во вториот случај се добива 10x y= = , што пак не е можно затоа што треба x y¹ . 
Значи, за 15n=  не е можна поделбата. 
 

3. Даден е трапезот ABCD  со основи AB a=  и CD b= . Најди ја должината 
на отсечката за која се исполнети условите 
 - паралелна е со AB  и CD  
 -  

- нејзините крајни точки лежат на краците на 
трапезот. 
  

Решение А. Нека правата || ||p AB CD  ги сече 
краците AD  и BC  во точките K  и L  соодветно и го 
преполовува трапезот ABCD  на два енаквоплоштни 
дела. Нека P  е плоштината на трапезот ABCD , а h  е 
неговата висина, нека 1P  е плоштината на трапезот 
ABLK  со висина 1h , а 2P  плоштината на трапезот KLCD  со висина 2h . Нека KL x= .(види 

цртеж) Тогаш, важи 1 2h h h= +  и 1
1 2 2

P P P= = . Од 
2

a bP h+= ⋅ , 1 12
a xP h+= ⋅  и 2 22

x bP h+= ⋅ , 

h1 

h2 h L K 

D C 

B A a 

x 

b 
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имаме дека 2P
a b

h += , 12
1

P P
a x a xh + += =  и 22

2
P P

x b x b
h + += = . Со замена во 1 2h h h= + , добиваме 

2P P P
a xa b x b++ += + , т.е. 2 1 1

a xa b x b++ += + , односно 

2( )( ) ( )( ) ( )( )a x x b a b x b a b a x+ + = + + + + + .Со средување на последното равенство се добива 
2 2 22x a b= + , од каде 1 2 2 2 2

2 2 2
( ) ( ) ( )a bx a b= + = + .  

Решение Б. Нека правата || ||p AB CD  ги сече 
краците AD  и BC  во точките K  и L  соодветно и 
го преполовува трапезот ABCD  на два 
енаквоплоштни дела. Нека KL x= .  Ги 
продолжуваме краците AD  и BC  до нивниот 
пресек M .(види цртеж) Тогаш, триаголниците 

ABMD , KLMD  и DCMD  се слични, па следи дека 
2 2 2: : : :ABM KLM DCMP P P a x b= , односно 2ABMP ka= , 

2KLMP kx=  и 2DCMP kb= . Од условот ABLK KLCDP P=  
добиваме  

ABM KLM KLM DCMP P P P- = - , т.е 2 2 2 2ka kx kx kb- = - , од каде се добива 12 2 2
2

( )x a b= + , па 

2 2
2 2

( ) ( )a bx= + .  
  
 
 

4. Докажи дека за секои позитивни реални броеви a , b  и c  важи 
неравенството 1a b b c c a

c aa b b c
- - -

++ ++ + < . 
Решение.Од равенството ( ) ( )c a c b b a- = - + -  добиваме 

( ) ( )1 1 1 1( ) ( )a b b c c a a b b c c b b a
c a c a c a c a c aa b b c a b b c a b b c

a b b c- - - - - - -
+ + + + ++ + + + + ++ + = + + + = - - + - - =  

( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 1
( )( ) ( )( ) ( )( )( )
a b c b b c a b a b b c a b b c a c

c aa b c a b c c a b c a b a b b c c a
- - - - - - - - -

++ + + + + + + + += + = - = . 

Од неравенствата | |a b a b- < + , | |b c b c- < +  и | |c a c a- < +  се добива бараното неравенство, 
односно 

 ( )( )( ) ( )( )( )| || || |
( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )

1a b b c a c a b b c c aa b b c a ca b b c c a
c aa b b c a b b c c a a b b c c a a b b c c a

- - - + + +- - -- - -
++ + + + + + + + + + ++ + = = < = . 

 
II godina 

1. Ako za realnite koeficienti , ,a b c , 0a ¹ , na kvadratnata ravenka 

2 0ax bx c+ + =  va`i 1b c
a
+ £- , doka`i deka ravenkata ima realni 

re{enija. 
Re{enie. Ako 1b c

a
+ £-  go pomno`ime so 2a , dobivame 2ab ac a+ £- , odnosno 

2ac a ab£- - . Toga{ ( )22 2 24 4 4 2 0b ac b a ab b a- ³ + + = + ³ , a ottuka sleduva deka dadenata 
ravenka ima realni re{enija 
 

2. Daden e ramnokrak triagolnik ABC , AB AC= . Simetralata na 
agolot ABC  ja se~e stranata AC  vo to~ka D . Ako va`i 2BC AB AD= + , 
presmetaj ja goleminata na aglite na triagolnikot.  

Re{enie. Neka BC a= , AB AC b= =  i AD p= .  Od uslovite vo zada~ata go dobivame 

sistemot 
2a b p

b pa
b p

ì = +ïïïí -ï =ïïî

 (vtorata ravenka va`i bidej}i AD  e simetrala na agolot ABC ). 

Toga{ 
( )

2
b b p

b p
p
-

+ = , 2 22 2b bp p- = , odnosno ( )2 23b p p- = . Zna~i, ( )1 3b p= +  i 

М 

L K 

D C 

B A a 

x 

b 
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( )3 3a p= + . Bidej}i ( )
( )

( )( )
( )

3 3 3 13 3 3cos
2 22 3 12 1 3
aABC
b

+ -+ = = = =
-+

, sleduva 

30ABC ACB = =   i 120CAB =  .  
 
 

3. Najdi gi site prirodni broevi za koi va`i ( )23 33 1 49 20 6a b+ - = + . 

Re{enie. ]e ja vovedeme smenata 3 3 3 36, 36a x b y= = .  
Toga{ 

( ) ( ) ( )
23 3 3 3 3 3 3 32 2 2 26 36 1 36 6 6 1 12 2 6 2 36 2 36 6 2 6 12 1.x y x y xy x y x y y x xy+ - = + + + - - = - + - + +

  Od ( ) ( )3 3 32 22 36 6 2 6 12 1 49 20 6x y y x xy- + - + + = +  go dobivame sistemot 

2

2

2 0

6 2 20

12 1 49

x y

y x

xy

ì - =ïïïï - =íïïï + =ïî

 

~ie{to re{enie e 2x y= = . Zna~i, 48, 288a b= = , a zaradi simetri~nost, re{enie e i 
288a= , 48b= . 

 
 

4. Od site to~ki P  koi le`at na stranite ,AB BC  ili CA  na 
pravoagolniot triagolnik ABC  ( 90C =  )  najdi ja onaa za koja zbirot 
AP BP CP+ +  e najmal. 

Re{enie. Ako to~kata P  e na katetata BC  toga{ BP CP a+ = . Toga{ AP a+  e najmal 
ako AP b= .  Sli~no, ako P  e na katetata AC  zbirot ima najmala vrednost koga e ednakov 
na zbirot na katetite a b+ . Neka P  e na hipotenuzata AC . Toga{ BP AP c+ = , a CP c+  

ima najmala vrednost ako cCP h= . Ostanuva da gi sporedime zbirovite a b+  i cc h+ . Od 
2 2 2c a b= +  i  sleduva 2 2 2 2

cc h a b+ > + . Bidej}i cch ab= , dobivame 
2 2 2 22 2c cc ch h a ab b+ + > + + , ( ) ( )2 2

cc h a b+ > +  i zatoa ca b c h+ < + . Zna~i, najmalata 

vrednost na zbirot AP BP CP+ +  e a b+ , a toga{ P Cº .  
 
 
 

III година 
 

1. Докажи дека секое решение на неравенката 2
3 5log (2 3) log (4 9) 2x x- + - >  го 

задоволува и неравенството  
2 2 2

5 5 3 3log (4 9) log (100 225) 2log (2 3) log (2 3)x x x x- ⋅ - > - - - . 
Решение. Второто неравенство го трансформираме до облик  

2 2 2
5 5 3 3log (4 9) log (25(4 9)) 2log (2 3) log (2 3)x x x x- ⋅ - > - - -  

  2 2 2
5 5 3 3log (4 9) (2 log (4 9)) 2log (2 3) log (2 3)x x x x- ⋅ + - > - - - . 

За дефиниционата област на функциите, во двете неравенства треба да важи  

2

3
2 3 0 2 3 0 2

2 3 0 34 9 0
2

xx x

xx x

ìï >ïì - > ì - >ï ï ïï ï ï í í íï ï ï+ >- > ïîïî ï >-ïïî

, односно ( )3,
2

xÎ +¥ . 

Нека ( )0
3,
2

x Î +¥  е решение на првото неравенство. Нека 3( ) log (2 3)u x x= -  и 

2
5( ) log (4 9)v x x= - . Од првото неравенство, за 0x  важи 0 0( ) ( ) 2u x v x+ >  Со воведените ознаки, 

второто неравенство станува 2( ) (2 ( )) 2 ( ) ( )v x v x u x u x⋅ + > - , односно 
2( ) (2 ( )) 2 ( ) ( ) 0v x v x u x u x⋅ + - + > .  

Добиениот израз 2 22 ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0v x v x u x u x+ - + >  го дополнуваме до обликот 
2 22 ( ) 2 ( ) ( ) 4 ( ) ( ) 4 4 0v x u x v x u x u x+ + - + + - > , кој по групирањето станува  

2 2( ) ( ( ) 2) 2( ( ) ( ) 2) 0v x u x u x v x+ - + + - > . Останува само да провериме дали добиеното неравенство 
(2), кое е еквивалентно со второто неравенство, е точно за 0x . Со оглед на тоа дека секогаш важи 

2 2
0 0( ) 0,( ( ) 2) 0v x u x³ - ³ , а од (1) имаме и 0 0( ) ( ) 2u x v x+ > , ако ги собереме последните три 

неравенства го добиваме неравенството (2) во 0x . Значи 0x  го задоволува второто неравенство.  
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2. Dadena e to~ka P  koja ne le`i na 
ramninata s . Niz to~kata P  se 
povle~eni pravi ,a b  i c  koi ja se~at 
ramninata s  vo to~kite , ,ABC , i so nea 
zafa}aat agli ,a b  i g , soodvetno, ~ij 
zbir e ednakov na 90 . Proekciite na 
otse~kite ,PAPB  i PC  vrz ramninata s  imaat dol`ini ednakvi na ,p q  i 
r , soodvetno. Opredeli go rastojanieto od to~kata P  do ramninata s .  
 Re{enie. Neka O  e proekcija na to~kata P  vrz ramninata s . Spored pretpostavkite 
od zada~ata PAO a= , PBO b=  i PCO g= . Triagolnicite ,AOP BOP COP  se 

pravoagolni, pa zatoa   tgOP
OA

a= , tgOP
OB

b=  i tgOP
OC

g=  

 Bidej}i ,OA p OB q= =  i OC r= , i ako OP H= , toga{  

  tg H
p

a= , tg H
q

b= , tg H
r

g= .                        (1) 

Od uslovot na zada~ata 90a b g+ + =  , dobivame 90g a b= - - , pa spored toa  

  
1 tg tg

tg tg(90 ) ctg( )
tg tg

a bg a b a b
a b

-= - - = + =
+

                 (2) 

Сега, оd (1) i (2) dobivame deka 
1 H H

p q
H H
p q

H
r

-
=

+
,

22 pq HH
r p q

-=
+

, 2 2( )H p q pqr H r+ = - , 
pqr

H
p q r

=
+ +

  

 
 

3. Ако , ,a b c  се должини на страните на произволен триаголник, тогаш важи 
2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( ) 4a b c b c a c a b abc a b c- + - + - + > + + . 

Докажи! 
Решение. Разликата на левата и десната страна на неравенството 

2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( ) 4a b c b c a c a b abc a b c- + - + - + - - - , може да се запише во облик  
2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2a b c a b c a b c a b c abc+ - + + - + + - - .  
Ако ги означиме аглите во триаголникот со , ,a b g , од косинусната теорема важат следниве три 

равенства: 2 2 22 cosbc b c aa= + - , 2 2 22 cosca c a bb= + -  и 2 2 22 cosab a b cg= + - . Ги заменуваме 
во (2)  и добиваме израз  

2 cos 2 cos 2 cos 2 2 (cos cos cos 1)abc abc abc abc abca b g a b g⋅ + ⋅ + ⋅ - = + + - . 
За аглите во триаголникот важи a b g p+ + = , па користејќи познати тригонометриски 

трансформации добиваме 

2cos cos cos 1 2cos cos 2sin
2 2 2

ga b a ba b g + -+ + - = ⋅ - =

( ) 2 22cos cos 2sin 2sin cos 2sin
2 2 2 2 2 2 2

g g g ga b a bp - -- ⋅ - = ⋅ - =  

( ) ( )2sin cos sin 2sin cos sin( )
2 2 2 2 2 2 2
g g ga b a b a bp- - += ⋅ - = ⋅ - - =  

( )2sin cos cos 2sin ( 2)sin sin( ) 4sin sin sin 0
2 2 2 2 2 2 2 2 2
g g ga b a b b ba a- += ⋅ - = ⋅ - ⋅ - = ⋅ ⋅ > (Јасно, 

0 00 , , 180a b g< <  од каде 0 00 , , 90
2 2 2

gba< < , односно sin ,sin ,sin 0
2 2 2

gba > .) 

 
       Значи cos cos cos 1 0a b g+ + - > , односно 2 (cos cos cos 1) 0abc a b g+ + - > . Тогаш во (2) важи  

  2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 2 0a b c a b c a b c a b c abc+ - + + - + + - - >  
па и изразот (1)  станува  
  2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( ) 4 0a b c b c a c a b abc a b c- + - + - + - - - > .  
 
 Со тоа неравенството е докажано. 

P



A B

C

p q

r
 



O
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 4. На страната BC  на правоаголникот ABCD  (AB BC> ) избрана е 
точка K  таква што 4BK KC= , а на страната CD  избрана е точка M таква што 

4CM MD= . Пресметај го односот :AB BC  кога аголот KAM  прима 
најголема можна вредност.  
 Решение: Нека точките K и M  се такви да 4BK KC=  и 4CM MD= . Нека 

,BAK MADa b =  =  и KAM  прима најголема можна вредност. Да го означиме односот кој го 

бараме со :AB BC x=  ( 0x> ). Јасно a b+  прима најмала вредност, односно ( )tg a b+ е најмал 

( 090 ,a b+ <  па ( ) 0tg a b+ > ). Имаме 

4
4 15
5

BC
BKtg

xAB AB
a= = =  и 

1
15
5

AB
MDtg x
AD BC

b= = = .   

 Сега имаме  

  ( )
4 4

25 45 5 5 5( )
1 4 21 21 5 51

5 5 25

x x
tg tg xx xtg

tg tg x x
x

a ba b
a b

+ +++ = = = = ⋅ +
- ⋅ -

.  

Овде може да се примени неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина, од каде 
добиваме  

  25 4 50 2 20( ) 2
21 5 5 21 5 21

xtg
x

a b+ ³ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ = .  

Најмалата вредност за ( )tg a b+  е 20( )
21

tg a b+ = , а се достигнува кога 4
5 5

x
x
= , односно за 2 4x = . 

Добивме 2x= , од каде бараниот однос е : 2:1AB BC=  и во овој случај аголот KAM е најголем. 
 

IV година 
1. Prirodnite broevi k  i n  se pogolemi od 1 . Vo edna grupa od kn  lu|e, 
sekoj ~len na grupata se poznava so pove}e od ( 1)k n-  od preostanatite lu|e 
od grupata. Dali postojat 1k+  lu|e od grupata koi poparno se poznavaat 
me|u sebe? (Da se doka`e za bilo koi k  i n  koi gi poseduvaat dadenite 
svojstva).  
Re{enie.Tvrdeweto }e go doka`eme so principot na matemati~ka indukcija. Za 2k =  
grupata na lu|e ima 2n  ~lenovi. Bilo koj ~ovek od grupata se poznava so pove}e od 
(2 1) 1n n- = >  ~lenovi na grupata, pa spored toa, postojat barem dvajca koi se poznavaat 
me|u sebe. Sekoj od niv se poznava so pove}e od n  ~lenovi na grupata. Neka mno`estvoto 
na lu}e so koi se poznava edniot go ozna~ime so A  a mno`estvoto lu|e so koi se poznava 
drugiot  go ozna~ime so B .Spored toa | |A n>  i | |B n> . Koristej}i ja formulata 

| | | | | | | |A B A B A BÈ = + - Ç , dobivame  

| | | | | | | | | | 2 | |A B A B A B n n A B n A BÈ = + - Ç > + - Ç = - Ç . 

Ako | | 0A BÇ = , toga{ | | 2A B nÈ > , {to ne e mo`no. Zna~i, | | 0A BÇ > , odnosno 

A BÇ ¹Æ .Zna~i, postoi barem  
eden ~len na grupata koj pripa|a na mno`estvoto A  i koj pripa|a na mno`estvoto B . 
Zna~i, toj se poznava i so edniot i so drugiot izbran ~len na grupata koi {to gi izbravme. 
Bidej}i dvata ~lena na grupata gi izbravme da se poznavaat, dobivame deka trojcata se 
poznavaat me|u sebe. Spored toa tvrdeweto e to~no za 2k = .  
 Neka tvrdeweto e to~no za k m= , odnosno vo grupa vo koja ima mn  lu|e vo koja se~koj 
~ovek od grupata se poznava so pove}e od ( 1)m n- , postojat barem 1m+  od niv koi 
poparno se poznavaat me|u sebe. 
 Za 1k m= + , neka imame grupa od ( 1)m n+  lu|e, vo koja sekoj od niv se poznava so 
pove}e od mn  lu|e od grupata. ]e izbereme eden ~len na grupata, koj spored 
pretpostavkata se poznava so pove}e od mn  ~lenovi na grupata. Zna~i, mo`eme da 
izbereme to~no mn  ~lenovi od grupata so koi toj se poznava. Od novata grupa sostavena od 
mn  ~lenovi sekoj od niv se poznava so pove}e od ( 1)m n-  od niv (od po~etnata grupa se 
otstraneti najmnogu 1n-  ~len so koi toj se poznava, pa spored toa toj se poznava so ne 
pomalku od ( 1)mn n- -  ~len od izbranata grup;a. Ili od grupata od mn  ~lenovi koi se 

izbrani, sekoj od  niv se poznava so pove}e od mn  ~leniv od po~etnata grupa od ( 1)m n+  
lu|e. Bidej}i se otstraneti n ~lenovi od po~etnata grupa, toj se poznava so  pove}e od 
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mn n-  ~lenovi od izbranata grupa). Zna~i, vo izbranata grupa od mn  ~lenovi na 
grupata, sekoj od niv se poznava so pove}e od ( 1)m n-  od niv. Spored induktivnata 
pretpostavka, postojat 1m+  lu|e od izbranata grupa od mn  lu|e koi poparno se 
poznavaat. Tie zaedno so na po~etok izbraniot ~ovek, formiraat grupa od 2m+  lu|e vo 
koja sekoi dvajca se poznavaat.  
 Spored principot na matemati~ka indukcija, tvrdeweto e to~no, odnosno vo grupa od 
kn  lu|e vo koja sekoj poznava pove}e od ( 1)k n-  od preostanatite, postojat 1k+  ~len od 
grupata taka {to bilo koi dva od niv poparno se poznavaat.  
 
 

2. Daden e triagolnikot ABC  so vnatre{ni agli ,a b  i g  koi 
obrazuvaat geometriska progresija so koli~nik 2 . Pritoa agolot a  e 
najmal. Doka`i deka 1 1 1

c ab+ = , kade {to ,a b i c  se dol`inite na stranite 
na triagolnikot, koi le`at sproti alite , ,a b g , soodvetno. 

Re{enie. Bidej}i aglite obrazuvaat geometriska progresija so koli~nik 2  i a  e 

najmaliot agol imame 2 , 4b a g a= = , od kade {to sleduva deka 
7
pa= . Od sinusnata teorema 

va`i 2 sin ; 2 sina R b Ra b= =  i 2 sinc R g= . Toga{   

( ) sin4 sin21 1 1 1 1 1
2 sin2 sin4 2 sin2 sin4b c R R

a a
a a a a

++ = + = ⋅ =
⋅

1 2sin3 cos 1 sin3
2 2sin cos sin4 2 sin sin4R R

a a a
a a a a a

⋅⋅ = ⋅
⋅ ⋅ ⋅

. 

Od 3 4 7a a a p+ = = , sleduva deka 3 4a p a= - , pa zatoa ( )sin3 sin 4 sin4a p a a= - = . 

Kone~no, 1 1 1 sin3 1 1
2 sin sin4 2 sinb c R R a

a
a a a

+ = ⋅ = =
⋅

.   
 
 

3. Nizata od realni broevi ( )na  e zadadena so 1 25; 19a a= =  i za 3n³ , 

1 25 6n n na a a- -= - . Najdi go 2007a . 
Re{enie. So principot na matemati~ka indukcija, }e doka`eme deka 

1 13 2 , 1n n
na n+ += - ³ .  

Imeno, 2 2
1 3 2a = - ; 3 3

2 3 2a = - . Neka za 1k n£ -  va`i 1 13 2k k
ka + += - . Toga{  

( )( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 25 6 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 3 2 2 2 3 3 2 3 2 .n n n n n n n n n n n n

n n na a a - - + + + +- -= - = + - - ⋅ - = + ⋅ - ⋅ - - ⋅ + ⋅ = -  

Ottuka sleduva deka 2008 2008
2007 3 2a = - . 

 

4. Najdi gi site funkcii :f    taka {to za ,m n Î  i m n>  va`i 
( ) ( )( ) 8f f m n f m n m+ + - = . 

Re{enie. Ako stavime ,k m n l m n= + = -  dobivame ( ) ( )( ) ( )4f f k f l k l+ = + . ]e doka`eme 

deka f  e injekcija. Neka ( ) ( )f k f l= . Toga{ ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )4 8k l f f k f l f f k f k k+ = + = + = , pa 
k l= . 
Od druga strana, ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )4 2 4 1 1 1 1f f k f k k k k f f k f k+ = ⋅ = - + + = - + + .  

Bidej}i f  e injekcija, sleduva deka  ( ) ( ) ( ) ( )1 1f k f k f k f k+ = + + - , odnosno 

( ) ( ) ( )1 2 1f k f k f k+ = - - . Za 2k = , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )3 2 2 1 2 2 1 1f f f f f f= - = - + , za 3k = , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )4 2 3 2 3 2 1 1f f f f f f= - = - +  . 

So indukcija se doka`uva deka ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2 1 1f n n f f f= - - +  odnosno 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 2 1 2f n n f f f f= - + - . 
Zna~i, ( )f n an b= + , kade {to ,a bÎ  ( ( ) ( ) ( ) ( )2 1 , 2 1 2a f f b f f= - = - . 
Posledniov izraz go zamenuvame vo po~etniot i dobivame: 

( ) ( )( ) 8f a m n b a m n b m+ + + - + =  ( )2 2 8f am b m+ =  ( )2 2 8a am b b m+ + =   
22 2 8a m ab b m+ + = . 

Bidej}i poslednoto ravenstvo va`i za sekoj mÎ , dobivame deka ( )2 4, 2 1 0a b a= + = , 
odnosno 2, 0a b= = .  

Za 2a=- , se dobiva ( ) 2f n n=- , no toa ne e preslikuvawe od   vo  . Zatoa, ( ) 2f n n=  
e edinstveno re{enie na dadenata ravenka.  
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 XXXI Republi~ki natprevar 2008 
 

 I godina 
1. Колку делители на бројот 200830  не се делители на бројот 200720 ? 
Решение. Бидејќи 2008 2008 2008 200830 2 3 5    и 2007 4014 200720 2 5  , тогаш сите делители на 

200830  кои не се делители на 200720  се од облик 

1) 2 3 5k l m  , 1,2,...,2008l  , , 0,1,2,...,2008k m   и нив ги има вкупно 22008 2009 , 

или од облик 

2) 2 5k m , 2008m  , 0,1,2,...,2008k   и нив ги има 1 2009 2009  . 

Значи, има вкупно 22008 2009 2009   делители на бројот 200830  не се делители на бројот 
200720 . 

 

2. Neka za realnite broevi , ,x y z  i a  va`at ravenstvata x y z a    i  

  1 1 1 1
x y z a
   .                    (1)  

 Doka`i deka barem eden od broevite , ,x y z   e ednakov na a .  
 Re{enie.Zaradi ravenstvoto (1), broevite , ,x y z  i a   se nenulti. Spored toa 

0x y z   ,  i zaradi ravenstvoto x y z a    dobivame   

  1 1
x y z a


 

.                     (2) 

Od (1) i  (2) go dobivame ravenstvoto  1 1 1 1
x y z x y z
  

 
,  

  ( )( )xy yz zx x y z xyz     ,  

  2 2 2 2 2 2x y xy xyz xyz y z yz zx xyz z x xyz         ,  

  2( ) ( ) ( ) ( ) 0x y z yz y z xy y z xz y z         ,  

  2( )( ) 0y z x xy yz zx      ,  

  ( )[ ( ) ( )] 0y z x x y z x y     ,  

  ( )( )( ) 0x y y z z x    .                   (3) 
Od ravenstvoto x y z a    dobivame deka x y a z   , y z a x   , z x a y   , i ako 

zamenime vo (3) dobivame ( )( )( ) 0a z a x a y    . Spored poslednoto ravenstvo, barem eden 
od broevite , ,a x a y a z    e ednakov na nula. Zna~i, x a  ili y a  ili z a .  

  
3. Даден е конвексен четириаголник ABCD со 

плоштина P. Jа продолжуваме страната АВ преку В 
до А1, т.ш. 1AB BA , потоа BC преку С до В1, т.ш. 

1BC CB , па CD преку D до C1, т.ш. 1CD DC  и DА 

преку А до D1, т.ш. 1DA AD . Колкава е 

плоштината на четириаголникот 1 1 1 1A B C D ? 
Решение: Ги спојуваме А со C1, В со D1, С со 

А1, D со В1. Тогаш, 

   
ABC I II

BCD III IV

CDA V VI

DAB VII VIII

P P P
P P P
P P P
P P P

 
 
 
 






 

A

B

C

D

1A

1B

1C

1D

I

II

III

IVV

VI

VII
VIII
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каде што 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

, , , ,

, , ,
I BA C II CA B III DCB IV C DB

V C DA VI C D A VII AD B VIII BD A

P P P P P P P P

P P P P P P P P

   
   
   

   
  

Имаме: 
2ABC BCD CDA DAB I III V VII II IV VI VIIIP P P P P P P P P P P P P                

1 ( ) (2 2 ) 5I II III IV V VI VII VIIIP P P P P P P P P P P P P P               
 

4. Stranite na eden triagolnik imaat 
dol`ini 3a  , 4b   i 5c  . Dali postoi to~ka  
vo vnatre{nosta na triagolnikot koja e na 
rastojanie pomalo od 1  od sekoja od stranite 
na triagolnikot.  
 Re{enie.Neka ABC  e triagolnik vo koj 3BC a  , 

4AC b   i 5AB c   se dol`inite na stranite. Zaradi 
ravenstvoto   

  2 2 2 2 2 23 4 5a b c     ,  
spored obratnata teorema na Pitagora triagolnikot e pravoagolen.  
 Neka M  e to~ka od vnatre{nosta na traigolnikot koja e na rastojanie pomalo od 1  od 
sekoja strana na triagolnikot ABC .Neka to~kite ,K L  i N  se  podno`ja na normalite 

povle~eni od to~kata M kon stranite ,AB BC  i CA  soodvetno (vidi crte`). Toga{ 

otse~kite ,MK ML  i MN  se visini vo triagolnicite ,AMB BMC  i CMA  soodvetno. Pri 
toa  
  ABC AMB BMC CMAP P P P   .                  (1) 

 Ako ,MK x ML y   i MN z , toga{ spored pretpostavkata na zada~ata , , 1x y z  .  

 Od druga strana  3 4 5 12 6
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2BMC CMA AMB ABC

ybxa zc a b cP P P P              ,  

{to e vo sprotivnost so (1). Zna~i, takva to~ka M  ne postoi.  
 

 II godina 
1. Нека a  и b  се природни броеви. Покажи дека ако 1b

a b
a    е цел број, тогаш 

тој е точен квадрат. 
Решение. Нека ,a b N  и 1b

a b
a k Z    . Од последното равенство следи дека 

2 2a b b a kab   ,(1) од каде следи дека |b a . Нека a bq , 0q  , q Z . Со замена во (1) 

добиваме 3 2 2 2b q b bq kb q   , а по делење со b  ( 0b  ) се добива 2 2b q b q kbq   ,(2) од каде 

следи дека |q b . Нека b qt , 0t  , t Z . Со замена во (2) се добива 4 2 2q t qt q kq t   , а по 

делењето со q  ( 0q  ), добиваме 3 2 1q t t kqt   ,(3) од каде следи дека |1t  и од 0t   се добива 
дека 1t  . Потоа, од b qt  и 1t  , добиваме дека b q . Од a bq  и b q , добиваме дека 

2a b . И конечно, од 1b
a b

k a    и 2a b  се добива дека 2
2 21b

bb
k b b    , што требаше и да 

се докаже. 
 
2. Нека 0a  . Докажи дека за секое реално решение x  на равенката 

2 0x px q    ( ,p q ) важи 
24 ( )

4

q p a
x

a

  . 

Решение. Заменувајќи 
2 4

2

p p q  
, (равенката има реални решенија па 2 4 0p q  ) имаме  

L M

K

B

C N A



Armaganka-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

181 

  

2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

2
2

4 4 ( )
2 4 4 ( )

2 4

2 2 4 4 2 4 2 4 0

4 0.

p p q q p a
a p p q q p a

a

ap a p q q p ap a p q a p q a

p q a

               
 

              

     
 

 

Последново неравенство е секогаш точно. 
 

3. Dadeni se 2n ( 1n> ) to~ki koi le`at vo edna ramnina. Pravata p  
le`i vo istata ramnina i ne minuva niz nitu edna od dadenite to~ki. 
Doka`i deka  pravata se~e ne pove}e od 2n  otse~ki ~ii kraevi se vo 
dadenite to~ki.  
 Re{enie.Neka dadenite to~ki i pravata p  le`at vo ramninata  .Pravata p  ja deli 
ramninata   na dve poluramnini 1  i 2 . Ako vo ednata poluramnina le`at m  to~ki, 

toga{ vo drugata poluramnina le`at 2n m  to~ki. Otse~ki na koi dvete krajni to~ki im 
se vo ista poluramnina pravata ne gi se~e.Pravata gi se~e otse~kite, so krajni to~ki vo 
dadenite, na koi edniot kraj mu e vo poluramninata 1  a drugiot kraj im e vo 

poluramninata 2 . Takvi otse~ki ima (2 )m n m . Bidej}i  

  2 2 2 2(2 ) 2 ( ) 0n m n m n nm m n m        ,  

dobivame deka 2 (2 )n m n m  . Zna~i, pravata ne se~e pove}e od 2n  otse~ki. 
 

 4. Во даден петаголник ABCDE , точките 
, , ,K L M N  се средини на страните на петаголникот 

, , ,AB BC CD DE  соодветно. Нека точките , ,P Q F  се 
средини на отсечките , ,KM LN AD  соодветно. 
Докажи дека PQ  и AE  се паралелни и дека 

4AE PQ . 
Решение. Го разгледуваме четириаголникот ADCB . Во 

него е впишан четириаголник KFML  чии темиња се средини 
на страните на четириаголникот ADCB  и јасно KFML  е 

паралелограм. Во паралелограмот дијагоналите се преполовуваат, па точката P , која е средина на 
отсечката KM , е таква да P LF  и истовремено е средина и на отсечката LF . Во триаголникот 

LFN  , отсечката PQ  е средна линија и PQ FN  и 1
2

PQ FN . Од триаголникот ADE  може да се 

заклучи дека FN  е средна линија и FN AE  и 1
2

FN AE . Конечно PQ FN AE  и 

1 1
2 4

PQ FN AE  , односно задоволена  е паралелноста на PQ  и AE  и 4AE PQ .  

  

 III godina 
1. Во правоаголен триаголник со катети a и ,b a b , важи 

равенството  1lg lg lg lg 2
2 2

a b a b    . Најди ги аглите на 

триаголникот. 

Решение.Ако се среди даденото равенство се добива lg lg
2 2

a b ab  , 

од каде мора да важи и  
 
 




A

B

C

a

b

c

A B

C

D

E

K

L

M

N

F
P

Q
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2 2
a b ab  

2 22
4 2

a ab b ab    2 24 0a ab b   . 

Јасно 0a b   и ако поделиме со 2b  добиваме квадратна равенка по a
b

 во облик 

2

4 1 0a a
b b

     
 

, со решенија 2 3a
b
  , но како 1a

b
  останува само 2 3a

b
  . Од друга 

страна a tg
b
   (види цртеж). Важи 

2 2
2 2(2 3) 1sin 2

21 1 (2 3)

tg

tg

    
   

. Можни се две решенија 

по   како агол во правоаголен триаголник и тоа 075   или 015  , но како a b  мора и    , 

односно 075   и 015  .  
 

2.   е произволен агол, а   и   се остри агли. Докажи дека постои агол x  за 

кој sin sin
sin

1 cos cos cos
x

  
     

. 

Решение. Доволно е да покажеме дека 
sin sin

1 cos cos cos
  

     
 е вредност од интервалот [ 1,1] , а 

оттаму истата соодветствува на вредност на sin x за некој агол x . Од условот на задачата, односно 
од тоа што   и   се остри агли важат следниве неравенства: cos 0,cos 0    ,  а оттаму и 

cos cos 0     . Во исто време заради ограниченоста на функцијата cos x  важи cos 1  . Ако го 

помножиме неравенството cos 1   со неравенството cos cos 0     добиваме 

cos cos cos cos cos         , односно cos cos cos cos cos           . Од адиционите теореми 

важи и sin sin cos cos cos( ) 1            .  

Тогаш 0 sin sin 1 cos cos 1 cos cos cos                , а оттука 
sin sin

0 1
1 cos cos cos

   
     

 што 

требаше да се докаже. Значи постои агол x  за кој 
sin sin

sin
1 cos cos cos

x
  

     
. 

 3. Realnite broevi 1 2 2008, ,....,a a a  gi zadovoluvaat neravenstvata     

 

1 2 3

2 3 4

3 4 5

2007 2008 1

2008 1 2

5 4 0

5 4 0

5 4 0

5 4 0

5 4 0 .

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

  
  
  

  
  

      
 

 Ako se znae deka 1 2a  , odredi gi 2 3 2008, ,....,a a a .  
 Re{enie. Neka postoi {1,2,3,...,2008}i  taka {to 1 25 4 0i i ia a a    (ako 1 2009i   , 

toga{ 1 1ia a  , 2 2ia a  ; ako 2 2009i   , toga{ 2 1ia a  ). Vo toj slu~aj, ako gi sobereme 

neravenstvata, bi dobile 0 0 . Zaradi dobienata kontradikcija, dobivame deka 

1 25 4 0i i ia a a    , 1,2,3,...,2008i   (ako 1 2009i   , toga{ 1 1ia a  , 2 2ia a  ; ako 

2 2009i   , toga{ 2 1ia a  ). 
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 Zna~i, neravenstvata stanuvaat ravenstva i dobivame sistem:  

1 2 3

2 3 4

3 4 5

2007 2008 1

2008 1 2

5 4 0

5 4 0

5 4 0

5 4 0

5 4 0 .

a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

  
   
   


   


  

      
 

 Od prvoto ravenstvo dobivame 1 2 2 34( )a a a a   . Od vtoroto ravenstvo dobivame  

  2 3 3 44( )a a a a   .  

Ako zamenime vo prethodnoto ravenstvo, dobivame 2
1 2 2 3 3 44( ) 4 ( )a a a a a a     .  

 Od tretoto ravenstvo imame 3 4 4 54( )a a a a   . Ako zamenime vo prethodnoto 

ravenstvo, dobivame  

  2 3
1 2 2 3 3 4 4 54( ) 4 ( ) 4 ( )a a a a a a a a       .  

Ako vakvata postapka ja povtorime so ~etvoroto, pettoto, …, dveiljadi i osmoto ravenstvo, 
dobivame   

  2 3 2008
1 2 2 3 3 4 4 5 1 24( ) 4 ( ) 4 ( ) ... 4 ( )a a a a a a a a a a          .  

Od ravenstvoto 2008
1 2 1 24 ( )a a a a    dobivame 1 2 0a a  , odnosno 1 2a a . Spored toa 

2 2a  . Od prvata ravenka dobivame 34 8a  , t.e. 3 2a  . Analogno od vtorata ravenka 

dobivame 4 2a  , od tretata 5 2a  , …., od dveiljadi i {estata ravenka 2008 2a  .  

 Zna~i, 1 2 2008... 2a a a    .  

 
 4. Нека H  е ортоцентарот во ABC  и нека 

1 1 1, ,A B C  се подножјата на висините спуштени 

од , ,A B C  соодветно. Нека 
1 1 1

2008CHAH BH
HA HB HC

   . 

Пресметај го производот 
1 1 1

CHAH BH
HA HB HC

  . 

Решение. Имаме, 1 1

1 1 1 1

1 ABC

HBC

PHA AAAH AH
PHA HA HA HA



     . 

Слично, 
1

1 ABC

HCA

PBH
PHB



   и 

1

1 ABC

HAB

PCH
PHC



  . Да означиме 

со HBCx P , HCAy P , HABz P , тогаш ABCP x y z    . Со овие ознаки и претходните 

трансформации, равенството 
1 1 1

2008CHAH BH
HA HB HC

    преминува во  

1 1 1 2008x y z x y z x y z
x y z

           , 

што е еквивалентно со ( )( ) 2011x y z yz xz xy xyz     .(1) 
Производот што треба да се пресмета е 

( ) ( ) ( )
( 1) ( 1)

( ) ( ) 2011

( 1)

2010

x y z x y z

x y

x y z y z x y y z x z x yx z
z x y z xyz

x y z yz xz xy xyz xyz xyz
xyz xyz

              

      

     

  
 

 
 IV godina 
 

 1. Najdi go zbirot na site neskratlivi dropki so imenitel 7  koi se 
nao|aat me|u prirodnite broevi a  i b , a b .  

A B

C

H
1B 1A

1C
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 Re{enie. Da gi zapi{eme a  i b  vo oblikot 7
7
a  i 7

7
b . Site dropki so imenitel 

ednakov na 7 , vklu~uvaj}i gi i a  i b  mo`e da se zapi{at kako  

  7 7 1 7 2 7 1 7, , ,...., ,
7 7 7 7 7
a a a b b                   (1) 

Od niv, samo    

  7 7 7 7 14 7 7 7, , ,...., ,
7 7 7 7 7
a a a b b                   (2) 

se skratlivi. Zbirot na neskratlivite dropki }e ja presmetame taka {to od zbirot na site 
dropki od nizata (1) }e go odzememe zbirot na broevite od nizata (2).  
 Zbirot na broevite od nizata (1) e zbir na broevi od aritmeti~ka progresija so prv 

~len 7
7
a  i razlika 1

7
. Vkupniot broj na sobiroci }e go opredelime od ravenstvoto  

  1( 1)
7

b a n   ,   7 7 1b a n   ,   7 7 1n b a   .  

 Zna~i, zbirot na broevite od aritmeti~kata progresija (1) e : 

  1
7 7 1 1 7 7 1(2 ( 1) ) 2 (7 7 1 1) ( )

2 2 7 2
n b a b aa n d a b a a b              

 

 Broevite od nizata (2) se isto taka ~lenovi na aritmeti~ka progresija vo koja 
razlikata e ednakva na 1  i posleden ~len b , pa brojot na nejzini ~lenovi e  
  ( 1) 1b a k    ,   1k b a   .  

 Zna~i, nivniot zbir e ednakov na  1 1(2 ( 1 1)) ( )
2 2

b a b aa b a a b         .  

 Kone~no, baranata suma e: 

2 2

( )(7 7 1) ( )( 1)
(7 7 1 1)

2 2 2

(6 6 ) 3( ) .
2

b a b a b a b a b aS b a b a

b a a b a b

              

   
 

 
2. Neka 1 2 2008, ,...,a a a  se realni broevi takvi {to  

  1 2 3 2008
2 2 2 2
1 2 3 2008

... 0

... 502

a a a a

a a a a

    


    
.                 (1) 

 Odredi ja maksimalnata vrednost za 2008a . Najdi barem edna niza od 
vrednosti 1 2 2007, ,...,a a a  vo koja taa se dostignuva.  
 Re{enie.Spored neravenstvoto na Ko{i-Buwakovski-[varc, za realnite broevi 

1 2 2007, ,...,a a a  imame  

 

2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 2007 1 2 2007 1 2 2007

2007
2 2 2
1 2 2007

( ... ) (1 1 ... 1 ) (1 1 .... 1 )( ... )

2007( ... ) .

a a a a a a a a a

a a a


                 

   


pati  (2) 

Ravenstvo se dostignuva ako i samo ako 20071 2 ...
1 1 1

aa a
   , odnosno  1 2 2007...a a a   .  

 Ravenstvata (1) }e gi zapi{eme vo oblik  
1 2 3 2007 2008
2 2 2 2 2
1 2 3 2007 2008

...

... 502

a a a a a

a a a a a

     


     
, i ako 

zamenime vo (2) dobivame 2 2
2008 2008( ) 2007(502 )a a   .  

Zna~i, 2
2008

2007 502 2007
2008 4

a   , od kade dobivame 2008
2007| |
2

a  .  
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  Za bilo koja niza realni broevi 1 2 2007, ,...,a a a , za koja 1 2 2007...a a a    e ispolneto 

2008
2007| |
2

a  . Spored toa,  2008 max
2007( )
2

a  .  

 
 3. Najdi gi site realni funkcii :f    takvi {to  

  2 2( ) ( )[ ( ) ( )]f x y x y f x f y    .                (1) 
 Re{enie. Neka f  e funkcija koja e re{enie na ravenkata (1). Ako izbereme x y , 
dobivame  

    2 2( ) ( )[ ( ) ( )]f x x x x f x f x    ,   (0) 0 [2 ( )] 0f f x   .  

 Zna~i, (0) 0f  .  Ako vo ravenkata (1) zamenime y x  , dobivame  

  2 2[ ( ) ] [ ( )][ ( ) ( )]f x x x x f x f x       ,   (0) 2 [ ( ) ( )]f x f x f x   ,   

0 2 [ ( ) ( )]x f x f x    .  

 Bidej}i poslednoto ravenstvo e ispolneto za sekoj x , dobivame   
( ) ( ) 0f x f x   ,   ( ) ( )f x f x   . 

 Zna~i, f  e neparna funkcija.  

 Ako y  go zamenime so y , i od toa {to f  e neparna funkcija, ravenkata (1) go dobiva 
oblikot  

  2 2( ( ) ) [ ( )][ ( ) ( )]f x y x y f x f y       ,  

  2 2( ) ( )[ ( ) ( )]f x y x y f x f y                    (2) 
 Od (1) i (2) dobivame  

  2 2( )[ ( ) ( )] ( ) ( )[ ( ) ( )]x y f x f y f x y x y f x f y       ,  
odnosno  
  ( )[ ( ) ( )] ( )[ ( ) ( )]x y f x f y x y f x f y     ,  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xf x yf x xf y yf y xf x yf x xf y yf y       ,  

  ( ) ( ) ( ) ( )yf x xf y yf x xf y    ,  

  2 ( ) 2 ( )yf x xf y .  

 Ako izbereme 1y   i vovedeme oznaka (1)f k , dobivame ( )f x kx , kade k  . Ne e 

te{ko da se proveri deka sekoja funkcija od oblik ( )f x kx  e re{enie na ravenkata (1). 
 

 4. Најди ги сите трицифрени броеви кои се еднакви збирот на факториелите 
од нивните цифри! 
Решение.  100 10 ! ! !a b c a b c       

  
! ! ! 1000 max( , , ) 6

(7! 1000, 6! 1000)
a b c a b c    

   

! ! ! 99a b c    еден од а,b или с мора да е 5 или 6 (бидејќи 4! 4! 4! 99   ). 

 Ако еден од броевите е 6, ! ! ! 6! 720a b c    , па мораме да го исклучиме 6. Тогаш 

max( , , ) 5a b c  . Има три можности: 
а) 5 да е на местото на стотките: 5bc, но не може. Најголемиот број што се добива е 

5! 5! 5! 360 500    . 
б) 5 да е на местото на десетките: а5c 

 Најголем таков број е 4! 5! 5! 264   , па на местото на стотките би бил 1 или 2, т.е. 

   
150, 1! 5! 0! 150 151, 1! 5! 1! 151 152, 1! 5! 2! 152
153, 1! 5! 3! 153 154, 1! 5! 4! 154 155, 1! 5! 5! 155
254, 2! 5! 4! 200 255, 2! 5! 5! 255

        
        
     

 

в)  5 да е на местото на единиците: аb5 
 Ако е 1 или 2 на место на стотки, тогаш исто како во б) се покажува дека важи само за  
1! 4! 5! 145   . 
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 LII  Republi~ki natprevar 2009 
 

I godina 
 

1.Докажи дека производот 1 1 11 2 3 2008
2 3 2008

         
 

   е делив со 2009. 

 Решение.Iзразот во заградата ќе го означиме со  А и ќе го запишеме во облик: 

  

1 1 1 1 1 1 11
2008 2 2007 3 2006 1004 1005

2009 2009 2009
1 2008 2 2007 1004 1005

1 1 12009
1 2008 2 2007 1004 1005

A                        
       

    
  

         







  

Бидејќи производот 2 3 2008   е делив со секој од именителите во последната заграда, 

следува дека изразот: 1 1 11 2 3 2008
2 3 2008

         
 

  е природен број.  

 Тогаш, јасно е дека производот  

  1 1 12009 2 3 2008
1 2008 2 2007 1004 1005
            

   

е делив со 2009. 

 2.Doka`i deka ravenkata 2 2 2 2 20092x y z t    , kade {to 0 x y z t    , ima 
to~no edno re{enie vo mno`estvoto na celi broevi. 
 Re{enie. Едно решение na ravenkata, очигледно од нејзиниот облик  e podredenata 

~etvorka  1004 10040,0,2 ,2 . ]e doka`eme deka toa e и edinstvenoto re{enie na ravenkata. 

 Neka  , , ,x y z t  e re{enie на равенката. Bidej}i kvadratite na neparnite prirodni 

broevi davaat ostatok 1 pri delewe so 8, sleduva deka , ,x y z  i t  se parni broevi (сите 

останати случаи во однос на парноста на , , ,x y z t  може да се разгледаат поединечно, од каде ќе се 
добие спротивност со парноста на бројот од левата и десната страна на равенството ). Zatoa, 

1 1 12 , 2 , 2x x y y z z    i 12t t , kade {to 1 1 1 10 x y z t    . Po~etnata ravenka se 

transformira vo 2 2 2 2 2007
1 1 1 1 2x y z t    . Добиената равенка е од истиот облик како и почетната 

само степенот на десната страна е намален за два. Од istite pri~ini како и претходно 
zaklu~uvame deka 1 2 1 2 1 22 , 2 , 2x x y y z z    i 1 22t t , kade {to 2 2 2 20 x y z t     i 

2 2 2 2 2005
2 2 2 2 2x y z t    . 

 Истата постапка ќе ја повториме 1004  пати, и dobivame deka 1004 1004 10042 , 2 , 2x a y b z c    

i 10042t d , kade {to 0 a b c d     se celi broevi i va`i 2 2 2 2 2a b c d    . 
Edinstvenoto re{enie na poslednata ravenka при дадените услови e podredenata ~etvorka 

 0,0,1,1 . Оd тука добиваме deka  1004 10040,0,2 ,2  e edinstvenoto re{enie na po~etnata 

ravenka. 
 

 3.Даден е триаголникот ABC , ( )BC AB . Низ точката C  е повлечена права l , 
нормална на симетралата BE  на аголот B . Правата l  ја сече BE  во точка F , а 
тежишната линија BD  во точка G . Да се докаже дека отсечката DF  ја 
преполовува отсечката EG . 
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 Решение. Нека  CF AB K   и 

 DF BC M  . Бидејќи BF KC  и BF  е 

симетрала на KBC  следува дека KBC  е 

рамнокрак, т.е. BK BC  и уште F  е 
средина на 0a b  . 
Според тоа, DF  е средна линија за B , 

односно 

1

1 11
1 1 1...
n n

B
bb b 

 
  

, од каде 

јасно M  е средина на BC . 

 Ќе покажеме дека GE BC . Доволно е да 

покажеме дека  

  BG CE
GD ED

 . 

Од DF AK  и 
2

AKDF  , и од сличноста на триаголниците BKG  и GDF имаме  

  
1
2

2BG BK BK BK
GD DF AK AK

                      (1) 

Понатаму, од сличноста на ABE  и DEF  имаме   

 

2

2

1 1 1 2

2 2 2 2 2
AK

CE CD DE CD AD AE DE AE
DE DE DE DE DE DE

AB AK BK BK BK
DF AK AK

 



         

       
                (2) 

 Од (1) и (2) добиваме BG CE
GD ED

 , па следува GE BC , и бидејќи M  е средина на BC , следува 

DF  ја преполовува GE . 

 4.а) На табла 5x5 се поставени  21 жетони со белата страна нагоре така да 
секој жетон лежи врз посебно 1x1 квадратче (секој жетон е двобоен, има една 
бела и една црна страна). Во секој потег, Марта зема од таблата еден “бел” 
жетон, го превртува и го враќа врз некое слободно 1x1 квадратче. Нејзина цел е 
да ги преврти сите 21 жетони, а да притоа во ниту еден момент на таблата не се 
поставени “бел” и “црн” жетон врз соседни (со заедничка страна) 1x1 
квадратчиња. Покажи дека независно од почетниот распоред на жетоните,  
Марта не може да ја реализира целта.                               
 б) Дали доколку наместо 21 жетон, врз таблата се поставени 20 жетони со 
белата страна нагоре, постои почетен распоред за кој Марта може да ја реализира 
поставената цел?                                                           
 Решение.а) Од принципот на Дирихле, во секој момент кога на таблата се поставени 21 
жетони, постои редица целосно исполнета со жетони и постои колона целосно исполнета со 
жетони. Да претпоставиме дека Марта успеала да ја реализира поставената цел. Тогаш на 
почетокот, на таблата има “бел” крст жетони, а на крајот, на таблата има “црн” крст жетони. 
Притоа, во секој момент кога на таблата се сите 21 жетони, од условот за соседство и обоеност на 
соседните жетони, секој крст жетони е монохроматски (еднобоен). Но тоа значи дека мора да 
постои момент (потег) кога со превртување на само еден жетон, од таблата ќе исчезне “бел” крст, а 
ќе се појави “црн” крст. Ова не е можно, бидејќи секои два крста се преклопуваат на барем две 
полиња. 
 б) Постои поволен почетен распоред. Еден таков е да најдесната колона се остави празна. Ако 
квадратњата ги означиме со парови броеви ( , )x y  каде x  е редицата а y  колоната во кое тоа се 
наоѓа, празна колона се квадратчињата (1,5),...,(5,5), т.е. на нив нема жетони. Марта треба да 
започне да ги превртува жетоните на следниов начин: го подига жетонот од позиција (1,4), го 
превртува и го враќа врз позиција (1,5); го подига жетонот од позиција (2,4), го превртува и го 

C

M

l

G F

ED

bt s

B

A

K
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враќа врз позиција (2,5); итн. се додека не ја пополни 5тата, а испразни 4тата колона. Потоа на 
истиот начин започнува да ја празни 3тата, да ја пополнува 4тата колона; итн. се додека не ја 
испразни првата, а ја пополни втората колона. 
 

II godina 
 
 

 1.Реши ја равенката   
  2 2 2( 1)(4 6 4)(4 12 25) 21x x y y z z       . 
во множеството реални броеви.  
 Решение. Имаме  

  
2

2 1 3 31
2 4 4

x x x       
 

,                 (1) 

  
2

2 3 7 74 6 4 4
4 4 4

y y y       
 

                (2) 

и 

  
2

2 34 12 25 4 16 16
2

z z z       
 

.               (3) 

 Од (1),(2) и (3) следува дека  

  2 2 2 3 7( 1)(4 6 4)(4 12 25) 16 21
4 4

x x y y z z                      (4). 

 Равенство е исполнето аком и само ако во (1),(2) и (3) се исполнети равенства. Но, условот за 
равенство е зададената равенка  

  2 2 2( 1)(4 6 4)(4 12 25) 21x x y y z z        

па според тоа решение на равенката е 1
2

x  , 3
4

y    , 3
2

z  .  

2. Koj od sledniте izrazi e pogolem: 
2 1

2
1 ...
1 ...

n

n
a a aA
a a a

   
   

, 

2 1

2
1 ...
1 ...

n

n
b b bB
b b b

   
   

, ako 0a b  . 

Re{enie.Izrazot 1
A

 mo`eme da go zapi{eme vo oblik: 

2

2 1 2 1
1

1 1 ... 11 1
1 1 11 ... 1 ... ...

n n

n n
n n

a a a a
A a a a a a a

aa a

 


       
          

 

Sli~no i za B , izrazot 1
B

 mo`eme da go zapi{eme vo oblik:  

1

1 11
1 1 1...
n n

B
bb b 

 
  

.  

 Zna~i 1 1
A B
  odkade B A .  

 

3.Vo rombot ABCD  e vpi{an krug. Произволна тангента t  на впишаниот 
круг gi se~e stranite BC  i CD  vo vnatre{ni to~ki M  i N  soodvetno. 
Doka`i deka plo{tinata na triagolnikot AMN  e konstantna. 

Re{enie. Neka O  e centarot na krugot i neka krugot gi dopira BC  i CD  vo E  i F  

soodvetno. Neka T  e to~kata vo koja tangentata MN  go dopira krugot. Bidej}i NF NT  i 
OFN OTN    triagolnicite ONF  i ONT  se skladni. Pa ONF ONTP P  . Sega 
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2ANF ONFP P  , bidej}i imaat ista osnova 

NF  no visinata na ANF  kon NF  e 
dijametarot na krugot, a visinata na ONF  
kon NF  e OF , radius na krugot. Според 
тоа ANF OTNFP P   и аnalogno AME OTMEP P  .  

Sega 

AMN AEMNF AEM AFN

AEMNF OTME OTNF AEOF

P P P P

P P P P
     

   
. 

 Zna~i AMNP  ne zavisi od MN . 
 

 4.Dali postojat realni broevi , , ,a b c d  takvi {to usloviте: 

  a)ravenkata 2 0ax bdx c    ima realni razli~ni koreni 1 2,x x  

  b)ravenkata 2 0bx cdx a    ima realni razli~ni koreni 2 3,x x  

  v)ravenkata 2 0cx adx b    ima realni razli~ni koreni 3 1,x x . 
да важат истовремено.  

Re{enie. Neka pretpostavime deka takvi broevi postojat . Toga{ равенките под а),б) и в) 
имаат по две различни решенија, секоја посебно, па според тоа 0, 0a b   i 0c  . Od Вietovite 

formuli imame 1 2
cx x
a

 , 2 3
ax x
b

  i 3 1
bx x
c

 . Ako poslednite tri ravenstva gi pomno`ime, 

dobivame 2 2 2
1 2 3 1x x x  . Сpored toa 1 2 3x x x t  kade 1t   . Od poslednoto ravenstvo i 

Vietovite vrski imame 1
bx t
a

 , 2
cx t
b

  i 3
ax t
c

 . Sega, ako 1x  go zamenime vo 

2 0ax bdx c   , 2x  го замениме vo 2 0bx cdx a    i 3x   го замениме vo 2 0cx adx b    gi 

dobivame ravenstvata:  2 1b dt ac   ,  2 1c dt ab    i  2 1a dt bc   . No, bidej}i 

0, 0, 0a b c   , dobivame deka 1 0dt  . Pa ako gi podelime poslednite tri ravenstva 

poparno, и добиените равенства ги упростиме, dobivame 3 3 3a b c  . Bidej}i , ,a b c  se realni 

broevi, imame a b c  . Сега е јасно дека ne e ispolnet uslovot 1 2 3 1x x x x   . Zna~i, takvi 

broevi , ,a b c  i d  ne postojat.  
 

III godina 
 

 1.Докажи дека равенката 1 2
1 2 1... 0n n n

n nx a x a x a x a 
      , каде што 0ka   

,1 k n  , нема две различни позитивни решенија. 

 Решение. Равенката за 0x   е еквивалентна со равенката 1 2
2

1 ... n
n

aa a

x x x
    . Ќе воведеме 

ознака 1 2
2

( ) ... n
n

aa a
f x

x x x
     за  (0, )x  . Не е тешко да се види дека за 1 20 x x  , 

1 2( ) ( )f x f x . Според тоа не може да постојат две различни вредности за x  за кои  ( ) 1f x  . 

Значи, равенката 1 2
2

1 ... n
n

aa a

x x x
     нема две различни позитивни решенија. Според тоа, и 

почетната равенка нема две позитивни различни решенија.  
 

 2. Во рамнокрак триаголник ABC , 1AC BC  .За која вредност на ACB   , 

изразот 
2

2

ABC

ABg
P

   достигнува најмала вредност.  

T

A B

E

M

CNFD

O

t
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 Решение. Од косинусната теорема имаме 
2

2 2cosAB    , а за плоштината на триаголникот 

важи 
sin1 sin

2 2ABCP AC BC
     . Тогаш добиваме 

2(4 2cos ) 4(2 cos )
( ) .

sin sin
g

     
 

 Ќе 

воведеме смена 
2
xx tg , со помош на која 

2
2sin ,

1
x
x

 


 
2

2
1cos ,
1

x
x

 


 од каде  функцијата 

22(1 3 )
( )

x
g g x

x

  . Имајќи предвид дека (0, )  , односно (0, )
2 2
  , јасно е дека 0x   и 

истовремено и 0.g   

 Ќе ја одредиме најмалата вредност која ја достигнува функцијата ( ), (0, )g x x  . Нека 

ming y . Ќе определиме за која вредност на x  истата се достигнува. Значи ја решаваме равенката 

22(1 3 )
( )

x
y g x

x

  , односно 26 2 0x yx   . Равенката треба да има реални корени, па 

потребно е  дискриминантата 0D  . Тогаш 2 48 0 4 3y y     или 4 3y  . Бидејќи 0g   

го разгледуваме само случајот 4 3y  , а тогаш најмалата вредност која функцијата може да ја 

достигне е 4 3y   и истата се достигнува кога 26 4 3 2 0x x   , односно за 3
3

x  . Тогаш 

соодветниот агол на триаголникот е 
3
  . Бидејќи триаголникот е рамнокрак, добиваме дека тој е 

и рамностран.  
 

 3.Даден е правоаголник ABCD  и точка S  (точката S  не мора да лежи во 
рамнината на правоаголникот). Дали растојанијата од точката S  до темињата на 
правоаголникот може во некој редослед да бидат еднакви на 1, 3, 5 и 7.  

Решение. Нека за правоаголникот ABCD  точката S  е таква 
да растојанијата на точката до темињата на правоаголникот по 
некој редослед се еднакви на 1, 3, 5, 7. Ќе ја пресликаме точката 
S , во однос на централна симетрија со центар пресекот на 
дијагоналите на правоаголникот E , во точка F . Тогаш 
четириаголниците AFCS   и BFDS  имаат дијагонали кои се 
преполовуваат, па оттука истите се паралелограми. Според 

равенството за паралелограм ( 2 2 2 2
1 22( )a b d d    каде a  и b  

се страни на паралелограмот а 1d  и 2d  негови дијагонали) 

имаме: 
2 2 2 2

2( )SA SC SF AC    и 
2 2 2 2

2( )SB SD SF BD   . 

 Имајќи во предвид дека AC BD , како дијагонали на правоаголникот ABCD , од горните 
равенства добиваме  

  
2 2 2 2

SA SC SB SD   . 

Но сега, за било кој распоред на 1, 3, 5, 7 на местата на , , ,SA SB SC SD , последното равенство не е 

точно. Навистина  

   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21 7 3 5 ,1 5 3 7 ,1 3 5 7         . 

Значи растојанијата , , ,SA SB SC SD  во ниту еден редослед не можат да бидат 1, 3, 5, 7. 

 4.Doka`i deka za секои pozitivni realni broevi , ,a b c  va`i 

neravenstvoto 
2 2 2

9 4 9 4 9 4 1 1 1
11 11 11
b c c a a b

a b ca b c
       . 

F

A B

CD

S

O
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 Re{enie.Нeravenstvoto    2
2 3 0a b a b    за позитивните реални броеви a  и b  е 

еквивалентно со неравенството 
2 2

4 9 3 8a b
a bb a

   . Analogno, за паровите позитивни реални броеви 

b  и c , и a  и c  se dobivaат неравенствата  
2 2

4 9 3 8b c
b cc b

     i  
2 2

4 9 3 8c a
c aa c

   .  

 Ако ги собереме трите неравенства имаме  

  
2 2 2 2 2 2

4 9 4 9 4 9 3 8 3 8 3 8a b b c b c
a b b c c ab a c b c b

           ,  

2 2 2
9 4 9 4 9 4 11 11 11b c c a a b

a b ca b c
        

 Sega poslednoto ravenstvo dovolno e da go podelime so 11, i  }e go dobieme po~etnoto 
neravenstvo. 
 

IV godina 
 

 1.Dali postoi nekonstantna niza prirodni broevi 1 2, ,..., ,...na a a , takva 

{to za sekoj priroden broj 2k   e ispolneto ravenstvoto 1 1

1 1

2 k k
k

k k

a a
a

a a
 

 



  

 Re{enie.Neka pretpostavime deka takva niza prirodni broevi postoi. Toga{ za nizata 

od recipro~ni vrednosti  1 ,n
n

b n N
a

  , imame  

  
1 1

1 1

1 1
2

1 1

1 1 1 1 1
2 2n n

n n

n n
n a a

n n na a

b b
b

a a a 

 

 

 

  
      

 
.  

Spored toa 2 3, ,...., ,...nb b b  aritmeti~ka progresija. Bidej}i 1( )n na 
  e nekonstantna niza, 

dobivame deka i 2( )n nb 
  e nekonstantna aritmeti~ka niza od pozitivni realni broevi. 

Spored toa, postoi 0d   taka {to  
  2 ( 2)nb b n d   , , 2n N n  .  

Za n  dovolno golemo, imame 1nb   ili 0nb  (vo zavisnost od toa kakvo e d  odnosno dali e 

pozitivno ili dali e negativno).  
 Od druga strana, bidej}i na  , dobivame deka  

  10 1n
n

b
a

   , , 2n n  .  

 Zaradi dobienata kontradikcija, takva niza prirodni broevi ne postoi.  
 

 2(a). Za koi prirodni broevi n , postojat prirodni broevi x  i y  za koi 
va`i 
  NZS  , !x y n ;       NZD  , 2009x y   

 (b) Odredi go brojot na parovi  ,x y  za koi va`i  

  NZS  , 41!x y  ; NZD  , 2009x y  ; x y  

 Re{enie.(a) Od NZD  , 2009x y   sleduva deka 2009x a  i 2009y b , kade {to a  i b  se 

prirodni broevi taka {to NZD  ,a b =1. 

 Od NZS  , !x y n  sleduva 2009 !ab n , odnosno 27 41 !ab n  . Od poslednovo sleduva 

41n  . Uslovot e i dovolen bidej}i ako 41n  , za 2009x   i !y n  va`i NZS  , !x y n  i 

NZD  , 2009x y  .   
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 (b) Neka za broevite x  i y  va`i NZS  , 41!x y  ; NZD  , 2009x y  ; x y . Toga{ 

2009x a ; 2009y b ; NZD  ,a b =1; a b  i 2009 41!ab  , odnosno 
2

40!
7

ab  . Sekoj prost 

delitel na 
2

40!
7

 i e delitel na a , ne e delitel na b  i obratno. Brojot 
2

40!
7

 ima to~no 12 

prosti deliteli 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31 i 37 i sekoj od niv e delitel ili na a  ili 

na b . Brojot na vakvite parovi  ,a b  e 122 , me|utoa samo polovinata go zadovoluvaat 

uslovot a b . Zna~i postojat to~no 112 2048  parovi  ,x y  {to go zadovoluvaat dadeniot 

uslov.       
 

 3. Даден е произволен триаголник ABC . На страните ,AB BC  и CA  се  избрани 
произволни точки 1 1,C A  и 1B . Нека со 1 2,P P  и 3P  се означени плоштините на 

триаголниците 1 1 1 1,AC B BC A  и 1 1CA B  соодветно, а со P  е означена плоштината на 

триаголникот ABC  . Докажи дека 1 2 3
3
2

P P P P   . 
 

Решение. За плоштините на триаголниците 1 1AB C  и ABC  важи: 
 

1 1 1
1 sin
2

P AB AC A     и 1 sin
2

P AB AC A  . 
 

Според тоа 1 1 1P AB AC

P AC AB
  . Слично се добива 2 1 1P BC BA

P AB BC
   и 3 1 1P CB CA

P AC CB
  . Тогаш  

 

31 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

1 1 1 3( ) ( ) ( ) .
2 2 2 2

PP P AB AC BC BA CB CA AB AC BC BA CB CA

P P P AC AB AB BC AC CB AC AB AB BC AC CB

AB CB BC AC BA CA

AC AB BC

              

  
   

 

 
 
 

 4.На републичкиот натпревар по математика, познато е дека секој 
натпреварувач има не повеќе од тројца познаници (познанството е симетрична 
релација). Покажи дека е можно натпреварувачите да се распоредат во две 
простории така да  секој од нив на натпреварот има не повеќе од еден познаник 
во просторијата во која е сместен. 
 
 

 Решение. Да ги распоредиме  натпреварувачите во две простории сосема произволно. Со 1S  да 

го означиме вкупниот број познанства во првата просторија, а со 2S  да го означиме вкупниот број 

познанства во втората просторија. Нека 1 2S S S    (доколку два натпреварувачи рапоредени во 

иста соба се познаници, тоа познанство го броиме еднаш, а не двапати) Тогаш S  е ненегативен цел 
број. Да претпоставиме дека ваквиот распоред не е задоволителен т.е. постои натпреварувач A  
така да во неговата просторија има барем двајца негови познаници B  и C .  Го префрламе A  во 
другата просторија; да забележиме дека со ова вредноста на S  се намали барем за 1. Во другата 
просторија A  има не повеќе од еден познаник. Според тоа, едниот од броевите 1S  и 2S  се 

намалил за два а другиот се наголемил за 1 , па според тоа S  се намалил за 1 . Постапката ја 
продолжуваме се додека моменталниот распоред не е поволен. Бидејќи S  е ненегативен цел број, 
после конечен број вакви префрлања ќе стигнеме до поволен распоред, т.е. распоред во кој 
натпреварувачите се распоредени во две простории така што секој натпреварувачите има не повеќе 
од еден познаник во просторијата во која е сместен.  
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 LIII  Republi~ki natprevar 2010 
 

I godina 
 

1.Дадена е beskone~na шема vo koja se zapi{ani prirodnite broevi како 
на цртежот. Пишувањето на броевите започнува edinicata, i потоа се 
запишуваат сите природни броеви на начин како што е прикажано на цртежот. 

  
21 22 23 24 25 26
20 7 8 9 10
19 6 1 2 11
18 5 4 3 12
17 16 15 14 13

  
Редицата и колоната во која се наоѓа единицата е означена како прва редица и 
прва колона, а секоја друга се брои од неа лево или десно, т.е. горе или долу. На 
пример, бројот 24 е во втора колона десно и трета редица горе. Kade se nao|a 
бројот 2010 во оваа шема. 
        Решение:Од шемата се гледа дека  221 1 2 1 1     се наоѓа во прва редица и прва колона, 

бројот  229 3 2 2 1     се наоѓа во втора редица горе и втора колона десно, бројот 

 2225 5 2 3 1     се 

 
21 22 23 24 25 26 
20 7 8 9 10  
19 6 1 2 11  
18 5 4 3 12  
17 16 15 14 13  

 
наоѓа во трета редица горе и трета колона десно итн. 

Според тоа, бројот  2
2 1k   се наоѓа во k  та редица горе и k  та колона десно. Најблизок 

број од овој облик до 2010 е бројот  222025 45 2 23 1    , кој се наоѓа во 23-та редица горе и 23-

та колона десно.Помалите броеви од него па и 2010 се напишани лево од него, а за да стигнеме до 
2010 треба да се вратиме 15 колони лево во истата редица. Според тоа, 2010 се наоѓа во 23-та 
редица горе и 8-ма колона десно.   
 
 2.Даден е квадратот ABCD  и точка P  во внатрешноста на квадратот т.ш. 

: : 1: 2 : 3AP BP CP  . Да се пресмета аголот APB ! 
Решение. Ако ABP  го ротираме околу темето  B  

се додека темето A  не се совпадне со темето 

C (ротација со центар во B  и агол за 90 ). Со Q  да ја 

означиме новата положба на темето P  по ротацијата. 
Бидејќи аголот QBC PBA  , следува дека 

90QBP   . Заради ова, бидејќи BP BQ  имаме 

45PQB    и 
2 2

2PQ BP . 

 Од условот на задачата имаме 2 , 3BP AP CP AP   

па оттука и од претходното равенство добиваме:  
A B

CD

P

Q
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2 2 2 2 2
8PQ CQ AP AP CP    . 

Бидејќи за CQP  важи Питагорина теорема 90CQP   . Конечно,  

45 90 135APB CQB PQB CQP           . 

3. Нека 0a b c    и 3 3 3 0a b c   . Да се докаже дека   
2009 2009 2009 2011 2011 2011a b c a b c     . 

 
Решение. Бидејќи 0a b c    добиваме 3 3 3 3a b c abc   , од каде поради условот следува 

дека 3 3 33 0abc a b c    . Значи барем еден од броевите a , b  и c , е нула. Без губење на 
општоста нека 0c  , тогаш јасно b a  . 

Тогаш,  
2009 2009 2009 2009 2009 2009 2009( ) 0a b c a a a a        . 

и аналогно се покажува дека и 2011 2011 2011 0a b c   , од каде следува тврдењето на задачата.  
 

4.Двајца велосипедисти се движат од градот A  до градот B . Првиот 
велосипедист, половина од времето се движи со брзина 1v , а другата половина од 

времето со брзина 2v . Вториот велосипедист, првата половина од патот се движи 

со брзина 1v , а  втората половина од патот со брзина 2v . Кој од нив ќе стаса прв 
до градот B . (Одговорот да се образложи) 
 

Решение: Нека T е времето за кое ќе стаса првиот велосипедист. 
Тогаш од условот имаме: 
 

1 22 2
T Tv v AB   т.е. 

1 2

2ABT
v v




                (1) 

Нека t  е времето за кое ќе стаса вториот велосипедист. Тогаш од условот имаме 
 

1 2 1 2

1 1
2 2 2
AB AB ABt
v v v v

 
    

 
                       (2) 

 
Понатаму од Неравенството меѓу аритметичка и хармониска средина имаме   
 

1 1 4
x y x y
 


                     (3) 

, при што знак за равенство важи акко x y  
 
 

Сега од (1),(2) и (3) имаме 
 
 

1 2 1 2

1 1 2
2

AB ABt T
v v v v

 
    

 
. 

 

Значи ако 1 2v v , првиот велосипедист ќе стаса прв. Инаку, двајцата ќе стасаат истовремено.  
 
 
 

II godina 
 
 

 1. Ravenkata 2 22 2 4 3 0x ax a a      ima realni re{enija Za koja vrednost 
na realniot parametar a , zbirot na kvadratite na nejzinite re{enija e 
najgolema? 
 

Re{enie. Ravenkata ima re{enija ako  2 24 4 2 4 3 0D a a a     . Dobivame 

2 4 3 0a a   , odnosno   1 3 0a a    i ottuka 3, 1a     . Ako gi ozna~ime re{enijata na 
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ravenkata so 1x  i 2x , za zbirot na nivnite kvadrati imame  22 2
1 2 1 2 1 22x x x x x x    . 

Bidej}i 1 2 2x x a    i 2
1 2 2 4 3x x a a   , dobivame 2 2 2 2

1 2 4 4 8 6 8 6x x a a a a        . 

Toga{ najgolemata vrednost na 2 2
1 2x x  se dostignuva za 3a   , a iznesuva 18 . 

 
 
 

 2. Najdi gi stranite na pravoagolen triagolnik ako tie se prirodni 
broevi i proizvodot na katetite e tripati pogolem od perimetarot na 
triagolnikot. 
 
 

 Re{enie. Da gi ozna~ime katetite so a  i b , a hipotenuzata so c . Spored uslovot vo 
zada~ata va`i  3ab a b c   . Bidej}i a  i b  se prirodni broevi, sleduva deka 3  e delitel 

na barem edna od katetite. Neka 3a x , toga{ 3c xb x b    i imame 

   2 2 23 3xb x b x b    . Dobivame  6 2 6 0xb xb x b    , a od 0x   i 0b   sleduva 

6 2 6 0xb x b    , ravenka koja {to e ekvivalentna so   6 2 6b x   . Ottuka,  

6 1

2 6

b

x

 
  

, 
6 2

2 3

b

x

 
  

, 
6 3

2 2

b

x

 
  

, 
6 6

2 1

b

x

 
  

, 
6 1

2 6

b

x

  
   

, 
6 2

2 3

b

x

  
   

, 
6 3

2 2

b

x

  
   

,
6 6

2 1

b

x

  
   

. 

Zna~i, ima tri pravoagolni triagolnici (do skladnost) so baranite svojstva, a nivnite 
strani se: 24, 7, 25a b c   , 15, 8, 17a b c    i 12, 9, 15a b c   . 
 
 

 3. Vo triagolnikot ABC , AD  e simetralata na agolot kaj temeto A  
( D BC ). Neka M  e to~ka na stranata AB  taka {to MDA ABC   , a N  e 
to~ka na stranata AC  taka {to NDA BCA   . Ako AD  i MN  se se~at vo 

to~ka P , doka`i deka 
3

AD AB AC AP   .  
    

Re{enie. Aglite kaj temiwata A , 
B  i C  }e gi ozna~ime so  ,   i  , 
soodvetno. Bidej}i triagolnicite 
AMD  i ADB  imaat ednakvi agli, 

sleduva AD AM
AB AD

 . ^etiriagolnikot 

AMDN  e tetiven 

( 0180A D        ), pa 

NMA NDA     . Ottuka, ACD  i 

AMP  se sli~ni triagolnici i zatoa AD AC
AP AM

 .  
 

Toga{ AD AD AM AC
AB AP AD AM

    i ottuka 
3

AD AB AC AP   .    
 
 

4.Да се покаже дека за секои , ,x y z  важи:  
 

2 2 2
1 1 1 1 1 1 1

2 xy yz zxx yz y zx z xy

 
     

    
. 

Решение. Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина имаме 
2

2

2

x yz
x yz

  , 

па според тоа 
 

2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

yz y z

xyz xyzx yz x yz

  


.  






A M B

C

D

N

P
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Аналогно добиваме 
2

1 1
2 2

z x
xyzy zx




 и 
2

1 1
2 2

x y

xyzz xy




. Со собирање на овие три 

неравенства го добиваме неравенството кое требаше да се покаже. Равенство се постигнува само во 
случај да x y z  . 

 

III godina 
 

 1.Odnosot na radiusot R  na opi{anata kru`nica i radiusot r  na 
vpi{anata kru`nica vo triagolnik ABC  koj e ramnokrak e k . Presemetaj 
ja vrednosta cos  ako so   e ozna~en agolot pri osnovata na ABC .  
 Re{enie.Neka O  e centarot na vpi{anata kru`nica vo ABC , 1 1 1, ,A B C  se 

dopirnite to~ki vpi{anata kru`nica so stranite na 

triagolnikot i R k
r
 .  

 Од 1AOC  имаме tg
2 2 2
r c  . Од друга страна од 

синусна теорема имаме  

  2
sin

c R


 

  2
sin(180 2 )

c R
   

  sin
2
c R   

Тогаш  

  sin 2 tg
2

r R    

  
2

1 1 1
2cos (1 cos )2sin cos tg 4sin cos

2 2

R
r
  

      
 

  2 cos (1 cos ) 1R
r

     

  22 cos 2 cos 1 0k k     .  
 Со решавање на последната квадратна равенка добиваме  

  
2 22 4 8 2 2 2cos

4 4
k k k k k k

k k
      ,  

односно  

  
2 21cos

2 2
k k

k
   .  

 2.Neka , ,a b c  se dol`ini na strani vo triagolnik. Doka`i deka  

  
2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 3a bc b ca c ab

b c c a a b
    
  

. 

 Решение.Od neravenstvoto na triagolnik imame  
  | |a b c   
od kade so kvadrirawe dobivame  

  2 2( )a b c   

  2 2 22a bc b c   .  

Delej}i vo poslednoto neravenstvo so 2 2 0b c  , dobivame  

 
r

O

A B
2
c

2
c

1C

a a



1B
1A

C
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2

2 2
2 1a bc

b c
 


.  

 Po analogija, ako gi iskoristime neravenstvata | |b c a   i | |c a b   dobivame  

  
2

2 2
2 1b ca

c a
 


 i 
2

2 2
2 1c ab

a b
 


,  

soodvetno.  Sega jasno e deka dadenoto neravenstvo e to~no. 
 Zabele{ka. Istiot rezultat mo`e da se dobie so primena na kosinusna teorema. Pri 

toa treba da se ima vo predvid deka na primer 2 2 2 2 cosa b c bc     i cos 1  .  

3. Doka`i go ravensvoto: 
2

1 1 1 cos1...
cos0 cos1 cos1 cos2 cos88 cos89 sin 1

   
  



       . 
 

Re{enie: Imame: 

     

1 1 1sin1 ...
cos0 cos1 cos1 cos2 cos88 cos89

sin1 sin1 sin1...
cos0 cos1 cos1 cos2 cos88 cos89

sin 1 0 sin 2 1 sin 89 88
...

cos0 cos1 cos1 cos2 cos88 cos89

sin1 cos0 cos1

        

    
  

  
    

  



     

  

     

     

     

   sin 0 sin 2 cos1 cos2 sin1 sin89 cos88 cos89 sin88...
cos0 cos1 cos1 cos2 cos88 cos89

cos11 0 2 1 ... 89 88 89 0 89 1
sin1

tg tg tg tg tg tg g tg tg ctg

    
  

           

        

     


         



 

od kade se dobiva baranoto ravenstvo. 
 

4. Без употреба на калкулатор да се докаже дека 3lg 9 lg7 . 
 

Решение: Имаме  

   3 33 3lg 9 lg (10 0.9) lg10 lg0.9 1 lg0.9       2 31 3lg0.9 3lg 0.9 lg 0.9    

Бидејќи 0,1 0.9 1   имаме дека 1 lg0.9 0    од каде следува дека 2 3lg 0.9 lg 0.9 0   и уште 

повеќе 2 33lg 0.9 lg 0.9 0  . 
Сега имаме   

3 2 3lg 9 1 3lg0.9 3lg 0.9 lg 0.9     1 3lg0.9 1 lg0.729    lg10 lg0.729  lg7.29 lg7  . 
 

IV godina 
 
 

1. Opredeli gi site realni broevi m  za koi ravenkata 
 4 2 23 2 0x m x m     

ima 4 realni koreni koi {to se posledovatelni ~lenovi na aritmeti~ka 
progresija. 
 

Re{enie.Neka 1 2 3 4, , ,a a a a  se posledovatelni ~lenovi na aritmeti~ka progresija, koreni 

na ravenkata  4 2 23 2 0x m x m    .  

Ako 2b  e razlika na progresijata i 2 3

2

a a
s


  toga{ 1 3 ,a s b  2 ,a s b   3 ,a s b   

4 3a s b  . 

Koristej}i gi Vietovite vrski, od 1 2 3 4 0a a a a     sleduva deka 0s   i 1 3 ,a b   

2 ,a b   3 ,a b  4 3a b .  

Od toa {to 1 2 3 4, , ,a a a a  se koreni na po~etnata ravenka, sleduva deka 
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      4 2 23 3 3 2x b x b x b x b x m x m         

odnosno  4 2 2 4 4 2 210 9 3 2x b x b x m x m      , od kade {to se dobiva sistemot ravenki 

2

2 4

3 2 10

9

m b

m b

  



.  

So re{avawe na sistemot se dobiva 6m   ili 6 /19m   . 

2. Да се реши равенката 
22 1( 2) 9x xx x     . 

Решение. Бидејќи  2
2 1 72 1

2 4
x x x       за секој реален број x , добиваме дека 

дефиниционата област на дадената равенка е множеството реални броеви.  

Нека 1( ) xf x x  , 2( ) 2g x x x    и ( ) 3h x  (…5).Тогаш дадената равенка можеме да ја 
запишеме во облик  

( ( )) ( ( ))f g x f h x    ...                   (1)  

Понатаму нека 1 21 x x   тогаш имаме 1 2 21 1 1
1 1 1 2 2( ) ( )x x xf x x x x f x      , па следува дека функцијата 

f  е растечка на множеството вредности што ги примаат функциите ( )g x  и ( )h x . 

Според ова  и (1)  мора да важи ( ) ( )g x h x  од каде добиваме 2 2 3x x    т.е. 2 1 0x x    односно 

ги имаме решенијата 1,2
1 5

2
x   .  

3.Nека ABCD  е правоаголник и M е точка од 
неговата внатрешност. Да се покаже дека   

ABCDMA MC MB MD P  . 
Решение. Низ точката M ги повлекуваме двете прави 

паралелни на страните на правоаголникот. Нека тие ги сечат 
, , ,AB BC CD DA  во точките , , ,P Q R S , соодветно. 

Неравенството кое треба да се покаже е всушност теоремата 
на  Птоломеј за четириаголникот PQRS . 

4. Kone~nata niza 0 1, ,..., na a a  e zadadena na sledniot na~in: 

 2
0 1 1

1 1, 1,2,...,
2 k k ka a a a k n

n      

Doka`i deka va`i 11 1na
n

   . 

Re{enie. Od samata definicija na nizata sleduva deka 0 1
1 ...
2 na a a    . Ravenstvoto 

2
1 1

1
k k ka a a

n    e ekvivalentno so ravenstvoto 
1 1

1 1 1

k k ka a n a 

 


.  

Od pozitivnosta na nizata i od 
1 1

1 1 1

k k ka a n a 

 


 sleduva deka 
1

1 1 1 , 1,...,
k k

k n
a a n

   . 

So sobirawe na site neravenstva 
1

1 1 1 , 1,...,
k k

k n
a a n

   , se dobiva 
0

1 1 1,
na a

   odnosno 

1na  . So toa desnoto neravenstvo e poka`ano. 

Da zabele`ime deka od 0 1
1 ... 1
2 na a a      sleduva  

1

1 1 1 , 1,...,
1k k

k n
a a n

  


.  

So sobirawe na site neravenstva 
1

1 1 1 , 1,...,
1k k

k n
a a n

  


, se dobiva 
0

1 1 ,
1n

n
a a n

 


 

odnosno 1 1
2n

n na
n n
  


. So toa e poka`ano i levoto neravenstvo. 

A P B

QS
M

D R C
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 I godina 
 

1. Докажи дека  

  
3 3 3( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

a a c a b b b a b c c c a c b
abc

a c a b b a b c c a c b

       
     

,  

ако a b c a    и 0a b c   .  
 Решение. Бидејќи 0a b c   , имаме a b c   , b c a   , c a b   , и левата страна 

на равенството можеме да ја запишеме во облик  

  

3 3 3

2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

a b c b c a c a b
M

a c a b b a b c c a c b

a b cabc
a c a b b a b c c a c b

abcL

        
     
 

          


 

 Од друга страна  

  

2 2 2

2 2 2
( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )( )( ) ( )( )( )

a b cL
a c a b b a b c c a c b

a b c b c a c a b N
a c c b b a a c c b b a

   
     
     

     

 

 Но,  

  

2 2 2 2 2 2 2 2

2
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ( ) ( )]
( )( )( ) ( )( )( ) .

N a b c b c a c a b a b c b c b a c a c b

a b c bc b c a b c b c b c a a b c a b
b c a b a c a c c b b a

            
            
       

     

 Сега 

  ( )( )( )
1

( )( )( ) ( )( )( )

a c c b b aNL
a c c b b a a c c b b a

    
     

,  

од каде следува   
  1M abcL abc abc R     .  
 

2. Vo triagolnikot ABC  spu{teni se visinite AA , BB  i CC .Нeka H  e 

ortocentarot. Ako : 1:1AH HA   i : 2 :1BH HB  , toga{ kolku e odnosot :CH HC . 

  Re{enie. Da zabele`ime deka  

    2 2

2

ABC

BCH

BC AA
P AA

P BC HA HA






  





 
,  

оdnosno  1
2BCH ABCP P  .  

Analogno 

    3ABC

ACH

P BB

P HB



 


,  

odnosno 1
3ACH ABCP P  . 

A B

C

AB

C

H
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 Da zabele`ime deka ABC BCH ACH ABHP P P P      , od {to dobivame 1
6ABH ABCP P  . 

Od ova imame  6 ABC

ABH

P CC

P HC



  


, odnosno dobivame : 5 :1CH HC  .  

 

3. Во шестаголникот ABCDEF  важи: 
, ,AB BC AC CD   , .AD DE AE EF    

Ако должините на страните на тој шеста-
голник се природни броеви, докажи дека не 
може сите да бидат непарни. 

Решение. Да ги означиме должините на страните 

, , , , ,AB BC CD DE EF FA  со , , , , ,a b c d e f  соодветно. Од 

правоаголните триаголници , ,ABC ACD ADE    и AEF  

добиваме 

 
2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2, , ,a b AC AC c AD AD d AE AE e f          

 2 2 2 2 2 2a b c d e f                    (1) 

Да претпоставиме дека , , , , ,a b c d e f  се непарни природни броеви. Ако x  е непарен број, т.е. 

2 1,x n n   , тогаш  

     22 22 1 4 4 1 4 1 1.x n n n n n         

 Броевите и 1n n   се последователни природни броеви, па  2 1n n  , од каде добиваме дека 

2 8 1x k   за некој природен број k . Според тоа, постојат природни броеви , , , , ,k l m n p q , такви 

што  

  2 8 1a k  ,  2 8 1b l  , 2 8 1c m  , 2 8 1d n  , 2 8 1e p  , 2 8 1f q  .  

 Ако замениме во (1) добиваме  

  2 2 2 2 2 28( ) 5 8 1a b c d e k l m n p q f             .  

 Заради добиената контрадикција, таков шестаголник не постои, односно не постои таков 
шестаголник во кој должините на страните се непарни броеви.  

 Забелешка. Последниот дел може да се запише на слениот начин. Броевите n  и 1n   се 

последователни природни броеви, па  2 1n n   и имаме  2 1 mod8x  . Според тоа,  

  2 2 2 2 2 5 mod8a b c d e     , а  2 1 mod8f  ,  

што е контрадикција со (1). Затоа, не може сите да се непарни.   
4. Нека A  е природен број со парен број  на цифри, а B  е бројот добиен со 

некоја промена на редоследот на цифрите на бројот A , при што 10nA B  .  
Докажи дека, ако n  парен број, тогаш секој од броевите A  и B  со горното 

својство е делив со 10. 
 Решение. Нека 1 2... nA a a a  и 1 2... nB b b b . Од условот 10nA B  , следува дека збирот на 

последните две цифри е 0  или 10 .  

 Ако 10n na b  , тогаш од условот 10nA B  , би следувало дека 9k ka b   за секое 

1,2,..., 1k n  . Со собирање на равенствата се добива дека 

       1 2 1 2 1 1 2 2... ... 9 1 10n n n na a a b b b a b a b a b n                . 

B

A

f
a

b
c

d

e

F

E

D C
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 Левата страна на равенството е парен број бидејќи цифрите на бројот A  се исти со цифрите на 
бројот B . Десната страна на равенството е непарен број, бидејќи  9 1n   е непарен број. На тој 

начин добивме противречност со претходното тврдење.  
 Следува 0n na b  , односно 0na   и 0nb  , бидејќи na  и nb  се цифри, што значи дека секој 

од броевите A  и B  е делив со 10.   
 

 II godina 
 

 1. Реши ја равенката 

  

2
2

11 3x x x
x

     ,  

во множеството реални броеви. 
Решение. Дефиниционата област на равенката е 

     2 0, 0, 3 3, 1 0,D x x x x x             .  

Со кадрирање на равенката добиваме: 

   2 2
2 2

1 11 2 1 3x x x x x
x x

 
        

 
,  

и оттука имаме   

   2
2

1 12 2 1 0x x x
xx

       
 

,  

односно  

   
2

1 12 1 0x x x
x x

          
   

.  

Последната равенка е еквивалентна со системот  

  

 

2
1 0

11 0.

x
x

x x
x

   
 

       

.  

Имаме 
 

1 0

11 0

x
x

x x
x

  
        

, 
 

1 0

2 1 0

x
x

x x

  

  

, 

1 2

1 0

0, 1

x
x

x x

  

   

. Бидејќи 1x D    и ја задоволува 

1 0x
x

  , 1x    е решението на равенката.   

 

 2. Dadeni se broevite ,a b  i c . Doka`i deka barem edna od ravenkite  

  

2

2

2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

x a b x b c

x b c x c a

x c a x a b

    

    

    

 

ima realni re{enija.  
 Re{enie. ]e gi razgledame broevite 1a a b  , 1b b c   i 1c c a  . Pritoa,  

  1 1 1 ( ) ( ) ( ) 0a b c a b b c c a         .  

Od poslednoto ravenstvo, dobivame deka barem eden od trite sobiroci e nepozitiven. Bez 
ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da pretpostavime deka toa e brojot b c . Zna~i 

0b c  , pa za prvata ravenka imame diskriminanta  
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  2( ) 4( ) 0D a b b c     ,  

(kako zbir na nenegativni broevi).  
 Prvata ravenka ima re{enija  

  
2

1/2
( ) ( ) 4( )

2

a b a b b c
x

     
  . 

  Analogno se razgleduvaat i drugite slu~ai. 
 

 3. Точките M  и N  се на страните AC  и BC  на триаголникот ABC , соодветно и 
за нив важи AM BN . Докажи дека правата која минува низ средините на отсечките 
AN  и BM  е нормална со симетралата на аголот ACB . 

Решение. Да ги означиме со P  и Q  

средините на отсечките AN  и BM , 
соодветно, со R  средината на страната 
AB  и со X  и Y  пресеците на PQ  со 

AC  и BC , соодветно. Тогаш PR  и QR  
се средни линии во триаголниците 
ABN  и BMA , соодветно и затоа 

2
BNPR   и 

2
AMQR  , а од условот 

AM BN  следува PR QR , односно 

триаголникот PQR  е рамнокрак. Од 

паралелноста на PR  и BN  добиваме 
дека QPR CYX   , а од паралелноста на QR  и AM , PQR CXY   . Значи, триаголникот 

CXY  е рамнокрак (со основа XY ) па симетралата на аголот XCY , односно на аголот ACB , е 
нормална со правата која минува низ P  и Q , што требаше да се докаже.  
 

4. Решенијата на квадратната равенка 2 0x bx c    припаѓаат на интервалот 
 2,3 . Докажи дека важи 5 2 12 0b c   . 

Решение. Може да забележиме дека од условот според кој решенијата  1 2, 2,3x x  , точни се 

следниве неравенства: 
1) 1 22 0, 3 0x x    , од каде   1 22 3 0x x   ... (1) 

2) 2 12 0, 3 0x x    , од каде   2 12 3 0x x   ...(2).  

Сега, користејќи ги Виетовите правила, 

  
     

     
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

5 2 12 5 2 12 2 3 6 3 2 6

3 2 2 3 0

b c x x x x x x x x x x x x

x x x x

               

      
,  

како директен збир на претходно добиените неравенства (1) и (2).  
 

 III godina 

 1. Реши го системот 
2 2

1

3 2 3 3 0

3 3 4

x y x y

x y

 



    


 
. 

Решение. Ќе воведеме смена 3 ,3x yu v  , каде , 0u v  . Системот добива облик 

2 2 2 3 0

3 4

u v uv

u v

   


 
, односно  2 2 3 0

3 4

uv uv

u v

   


 
. Првата равенка ја решаваме како квадратна по 

uv , од каде се добиваат две решенија 1uv   и 3uv   . Заради , 0u v  , понатамуј го разгледуваме 

само решението 1uv  . За да се добијат вредностите за ,x y , потребно е да го решиме системот 

A B

C

X

Y

M
N

P
Q

R
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1

3 4

uv

u v


  

. Решенијата на системот се решенија на квадратната равенка  4 3 1 0v v   , односно 

1 1v   и 2
1
3

v  . Тогаш соодветните вредности за u се 1 1u   и 2 3u  .  

 На крај, со решавање на системите 
3 1

3 1

x

y

 



 и 

3 3

13
3

x

y

 




, се добиваат решенијата на почетниот 

систем       , 0,0 , 1,1x y  . 
 

 2. Должините на страните на остроаголниот триаголник ABC  се a , b  и c , а 
растојанијата од центарот на опишаната кружница до страните a , b  и c  се x , y  
и z , соодветно. Докажи дека 

4
abcayz bzx cxy   . 

 
Решение. Нека 1C , 1A  и 1B  се средините на 

страните AB , BC  и CA , соодветно, O  е центарот на 
опишаната кружница и ,   и   се аглите во 

триаголникот ABC . Триаголниците ABC  и 1 1 1A B C  се 

слични, со коефициент на сличност 2  и затоа 

1 1 1 4 16
ABC

A B C
P abcP

R


   , каде R  е радиусот на 

опишаната кружница околу триаголникот ABC . 
Бидејќи x , y  и z  се растојанијата од центарот на 

опишаната кружница до страните a , b  и c , имаме 

1OA x , 1OB y  и 1OC z . Од тетивноста на 

четириаголниците 1 1CB OA , 1 1AC OB  и 1 1BA OC  следува дека 1 1 180B OA    , 1 1 180C OB     

и 1 1 180A OC   . Тогаш: 

  

     
1 1 1

sin 180 sin 180 sin 180 sin sin sin
2 2 2 2 2 2A B C

xy yz zx xy yz zx
P

            
  

 
 

 Од синусната теорема имаме: sin
2
a
R

  , sin
2
b
R

   и sin
2
c
R

  . Заменувајќи ги во горното 

равенство добиваме 
1 1 1 4 4 4A B C

xyc yza zxbP
R R R    . Тогаш 

16 4 4 4
xyc yzaabc zxb

R R R R
    и оттука се добива 

бараното равенство.      
 

3. Реши ја равенката 25 2 13 4
4 3
x x    

 ( a z    ако z  и 1z a z   ). 

 Решение. Нека 13 4
3
x y  . Оттука 

3 4
13
y

x
 . Ако замениме во равенката, добиваме дека 

3 4
25 2

13
4

y

y

  
 

 
 

, односно 
75 126

52
y

y
    

. Следува 
75 126

1
52

y
y y

   , од каде 

A B

C

1A1B

1C

O

x
y

z
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126 23 178y   или 126 178
23 23

y  . Бидејќи y  е цел број следува дека 1 6y   или 2 7y  . Оттука 

1
14
13

x   и 2
17
13

x   се решенијата на дадената равенка.   

 

 4. Ако 5 3 2tg x tg x tgx   , ,
2 2

x     
 

, докажи дека 63 4tg x  . 

Решение. На почеток ќе воведеме смена tgx y . Тогаш е доволно да покажеме дека, ако 
5 3 2,y y y    за y  реален број, важи 63 4y  .  

Од  
2

5 3 4 2 2 1 31 2
2 4

y y y y y y y y
               

 и од 
2

2 1 3 3
2 4 4

y    
 

, јасно е дека 0y  . 

Исто така важи и 1y  .  

Ќе го трансформираме изразот 6 1y   во облик  

      6 2 4 2 4 2 5 31 1 11 1 1 1 2y y y y y y y y y y y y y
y y y

     
                   

     
 

Oд 0y  , користејќи неравенство меѓу аритметичка и геометриска средина, добиваме 1 2y
y

  , а 

од тоа што 1y  , ќе важи строго неравенство 1 2y
y

  . Сега, конечно 6 11 2 4y y
y

 
    

 
, од 

каде 6 3y  . Од друга страна, трансформирајќи го условот 5 3 2,y y y    во 5 3 2y y y   , 

делејќи со 3 0y  , добиваме 2
2 3

1 21y
y y

   . Сега 2
2

1 2y
y

   (неравенство меѓу аритметичка и 

геометриска средина, при 1y   ), а од тука 2
3 2

2 11 2y
y y

    . Добиваме 3 2,y   односно 

6 4y  . Значи навистина 63 4y  .  
 

 IV godina 
 
 

  1. Nizata  na  e zadadena so 1 21, 19a a   i  
 

  1 1 3 , 2n n na a a n n     . 
 

Presmetaj 2011a . 
 

Re{enie. So principot na matemati~ka indukcija se poka`uva deka za 1k   va`i 
 

      3 1 23 1ka k a a    ; 
 

   3 1 13ka k a   ; 
 

   3 2 23ka k a   . 
 

Bidej}i 2011 3 670 1   , sleduva deka  
 

    2011 3 670 1 13 670 3 670 1 2011.a a a           
 
 

2. Да се докаже дека за секој триаголник важи неравенството 
 

  2 2 2 2 4a b cr r r r P    ,  
 

каде r  е радиусот на кружницата впишана во триаголникот, а ar , br , cr  се 
радиусите на припишаните кружници на триаголникот. 
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 Решение. Нека a BC , b AC , c AB   

и 
2

a b cs   . Тогаш  

3 3 3

1 1 1 ( )
2 2 2

AO B AO C BO C

a a a a

P P P P

cr br ar s a r

     

    
 

 Па, a
Pr

s a



. Сосема аналогно се добива 

дека b
Pr

s b



 и c

Pr
s c




. Од неравен-

ството помеѓу квадратна и геометриска 
средина имаме дека  

    

2
2 2 2 2 44 4

( )( )( )
a b c a b c

Pr r r r rr r r P
s s a s b s c

     
  

. 

  

3. Mno`estvoto A  gi zadovoluva slednite uslovi: 
(a)  1,2,3,...,100A ; 

    (b) 50A  ; 

     (v) Ako ia  i ja  se elementi vo A  toga{ 100i ja a  . 

Doka`i deka A  sodr`i element {to e poln kvadrat. 

Re{enie. Ako 100 A  toga{ A  sodr`i poln kvadrat  2100 10 . Neka 100 A . Toga{ 

 1,2,3,...,99A . Da gi razgledame dvoelementnite mno`estva  1,99 ,  2,98 ,  3,97 , ... , 

 49,51 , zaedno so ednoelementnoto mno`estvo  50 . Site tie se poparno disjunktni, 

vkupno se 50 i nivnata unija e  1,2,3,...,99 . Od dadenite uslovi sleduva deka A  sodr`i 

to~no po eden element od sekoe od ovie mno`estva. Bidej}i me|u dadenite mno`estva se 

nao|a i  36,64 , sleduva deka i vo ovoj slu~aj A  sodr`i poln kvadrat  2 236 6 ,64 8  .     
 
 

  4. Да се најдaт сите полиноми полином со реални коефициенти, така да за 
секој реален број x  да важи  
 

  1000(1 2 ) (2 ) (1 2 ) ( )x P x x P x   . 
 

Решение. Нека 1
1 1( ) ...n n

n nP x a x a x a x a
     . Од условот на задачата, за најстариот 

коефициент имаме 10002 2 2n a a   . Па степенот на полиномот е 999n  . Јасно е дека 1
2

x    е 

нула на полиномот. Тогаш, за 
2

1
2

x    имаме 1000
2 2 2

1 1 1 1(1 2 ) ( ) (1 2 ( )) ( )
22 2 2

P P      , односно 

998
2

1(1 2 ) ( ) 0
2

P   , од каде следува дека 
2

1
2

x    е нула на полиномот ( )P x . Продолжувајќи 

понатаму, се добива дека 1
2k

x   , 1 999k   се нулите на полиномот ( )P x . Па, бараниот 

полином е  
 

2 999
1 1 1( ) ...
2 2 2

P x a x x x
                 

 ,  

 

a R  е бараниот полином.  

A B

C
a

b

c

ar

3O
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LV Републички натпревар по математика  
17.03.2012, Машински факултет, Скопје 

 
I godina 

 
 
 
 

 1. Колку има петцифрени броеви од облик 37abc , такви што секој од броевите 
37abc , 37bca  и 37cab е делив со 37? 

 

 Решение. Петцифрениот број 37abc е делив со 37 ако и само ако бројот abc е делив со 37. Нека 

означиме ,x abc y bca   и z cab . Тогаш,  
   100 10 , 100 10 , 100 10x a b c y b c a z c a b          
или           
  1 0 999 , 10 999 , 10 999x y a y z b z x c      . 

 Бидејќи 999 е содржател на 37, т.е. 999 37 27  , од претходното следи дека ако некој од броевите 
,x y  или z  е делив со 37, тогаш такви се и другите. 

 Па, сите барани броеви се броевите чии последни три цифри образуваат број кој е содржател на 37, 
т.е. 37 000, 37 037, 37 074, 37 111, ... , 37 999. 
 Од тоа што 999 37 27  , вакви броеви има 28 на број.  
 

 2. Vo eden triagolnik dol`inata na edna te`i{na linija e podolga za 
polovina dol`ina od dol`inata na stranata kon koja e povle~ena.  Najdi go 
agolot me|u drugite dve te`i{ni linii.       
 
 

   Re{enie. Neka ABC  e triagolnik vo koj te`i{nite linii 

1 1,AA BB  i 1CC  se se~at vo to~kata T  pri {to 1

3

2
AA BC .  

 Od svojstvoto na te`i{ni linii vo eden triagolnik, i od 
uslovot na zada~ata imame  

  1 1

1 1

3 2
TA AA BC  .  

 Zna~i, vo triagolnikot CTB , dol`inata na te`i{nata 
linija 1TA  e polovina od dol`inata na stranata kon koja e 

povle~ena. Zna~i, to~kite ,B T  i C  se ednakvo oddale~eni od 

to~kata 1A . Spored toa tie pripa|aat na kru`nica so centar vo 

1A  i radius 
1

2
BC . Zna~i 90BTC   , odnosno te`i{nite linii 1BB  i 1CC  se se~at pod prav 

agol.   
 
 

 3. Нека , ,a b c  се попарно различни реaлни броеви, такви што 
1 1 1a b c
b c a

     . Докажи дека 1a abc
b

   . 
 

 Решение. Нека 1 1 1 .p a b c
b c a

       Треба да се докаже дека .p abc   Ги множиме 

равенствата со , ,b c a  соодветно и добиваме: 

  1 , 1 , 1 .ab pb bc pc ca pa       

Потоа ги одземаме и се добива: 

             , , ,b a c p b c c b a p c a a c b p a b          

а ако овие три равенства се помножат се добива: 

A

B C
1A

1B
1C

T
k
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         3 .abc a c b a c b p b c c a a b                            (*) 

Од почетните равенства добиваме: 

  1 1 1 1 1 1,              ,                  ,b c c a a ba b b c c a
c b bc a c ac b a ab

               

па со нивно множење имаме: 

         
 2

.
a b b c c a

a b b c c a
abc

  
     

Броевите се попарно различни, па според тоа     0.a b b c c a     Од последното равенство имаме 

 2 1 1.abc abc     Од (*) и последното следи дека 3 1 .p abc p abc       
 

4. Дали може природните броеви од 1  до 100  да се запишат во 
квадратна шема 10 10 , секој број во едно квадратче, секој од 
броевите да се јавува само еднаш и збирот на броевите во секоја од 

фигурите како на цртежот (или истата ротирана) да биде парен број? 
 

 Решение. Ги разгледуваме броевите кои се внесени во фигурата во облик на 
крст (дадена на цртежот). Од условот на задачата 2a b c d m     и 

2b c d e n    . Добиваме дека 2( )a e m n   од каде мора a  и e  да се со иста 

парност. Аналогно добиваме дека b  и d  се со иста парност. Исто така од 

2a b c d m    и од тоа што b  и d  се со иста парност добиваме дека a b е 

парен па и a и b  се со иста парност. Исто така од 2c m a b d     е со иста парност како и другите 
броеви. Добиваме дека секој од броевите на сликата е со иста парност. Квадратната шема ке биде 
пополнета со броеви кои што се со иста парност( освен можеби броевите кои се наоѓаат на неговите 
краеви) . Такви се вкупно 4  па како и да се пополнат тие 4  полиња за остатокот од шемата потребни се 
96  парни или непарни броеви. Меѓутоа броевите од 1 до 100  се вкупно 50  парни и 50 непарни.  

 
II godina 

 

1. Реши ја равенката 2
2

11 3x x x
x

     . 
 

Решение. За дефинициона област добиваме  3, 1 0,D        . Тогаш, 

2 2
2 2

1 11 2 1 3x x x x x
x x

         ,   
2

2
2

1 12 2 1 0xx x
xx
     ,  

  
2 21 12 1 0xx x

x x
      
 

. 

Оттука, 
  2

1 0

1 1 0

x
x

x x

  


  

  и добиваме дека 1x   , што е решение и на дадената равенка. 

 

2. Даден е комплексниот број 1 3
2
iz   . Пресметај го производот: 

2 2012
2 2012

1 1 1z z z
z z z

              
 . 

Решение. Од 
2

2 1 3 1 2 3 3 1 3
2 4 2
i i iz

         
 

 и 3 1 3 1 3 1 3 1
2 2 4
i iz

          
  

 

следува: 

a

b c d

e
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         
 

670 13422 2012 2 2 2 2 670 2
2 2012

1342
1342670 670 670

1 1 1 1 1 2

1 3 1 32 2 1 2 .
2 2

z z z z z z z z z z z z z
z z z

i i

                       
         
 


  

 

3. Нека E  е произволна точка  на страната BC од триаголникот ABC , а p  е 
произволна права која минува низ точката A . Правата q  минува низ E , 

паралелна  е  со AB  и  q p N   , а правата r  минува низ E , паралелна е со AC  

и  r p M  . Докажи дека CN  и MB  се паралелни прави. 
 

Решение. Да ги означиме пре-
сечните точки на r  и AB  и на q  

и AC  со D  и F , соодветно. 
Тогаш четириаголникот ADEF  
е паралелограм. Уште, триагол-
ниците FAN  и DMA  се слични 
(бидејќи ,F D A M      ), 

како и триаголниците CFE  и 
EDB  (од паралелноста на q  и 

AB  и на r  и AC ). Имаме: 

FN FN FA DA ED DA DB DA DB DB
FC FA FC DM FC DM FE DM AD DM

         . 

Од FN DB
FC DM

  и CFN MDB    следува дека триаголниците CFN  и MDB  се слични, а 

бидејќи по две страни им се паралелни следува дека CN  и MB  се паралелни.  
 

4. Равенките 2 0x px q    и 2 0x px q   , , 0p q  , имаат целобројни 
решенија. Докажи дека постои правоаголен триаголник чиишто должини на 
катетите се природни броеви, должината на хипотенузата е p  а плоштината на 
триаголникот е q . 
 

Решение. Нека 1x  и 2x  се решенија на 2 0x px q   , а 1x  и 2x  се решенија на 2 0x px q   . 

Тогаш, од виетовите формули добиваме дека p  и q  се природни броеви. Нека 2 4d p q   и 

2 4e p q  . Тогаш, 1,2 2

p d
x

    и 1,2 2

p e
x

   и затоа p  има иста парност со d  и e , а оттука d  и 

e  имаат иста парност. Јасно, d e  па ако ставиме 
2

d ea   и 
2

d eb   добиваме дека a  и b  се 

природни броеви. Имаме: 

2 2 82 2
2 2 8 8

d e d e
qa b d e q

 
      

и  

 
2 2

2 2 2 2 2 22 1 2
2 2 4 2

d e d ea b d e p p             
   

. 

Значи, a  и b  се катети на правоаголен триаголник со хипотенуза p  и плоштина q .   

III godina 
 

 

1. Нека , , , \{1}x a b c   и 2b ac . Докажи дека 
log log log

log log log
a a b

c b c

x x x

x x x





. 

 

A B

C

D

pr

q
F N E

M
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Решение. Користејќи ги својствата на логаритмите, изразот на десната страна го трансформираме 
на следниот начин:  

log log1 1
loglog log log log log log log log log log

1 1 log loglog log log log log log log
log log log log

x x
x

a b x x x x x x x a

x xb c x x x c x
x x x x

b a b
x x a b a b c b a x a

c b cx x a c b x
b c bc b




  
   

 


. 

Од условот 2b ac , забележуваме дека b c
a b
 , па и log logx x

b c
a b
 . Конечно, по кратењето добиваме  

log log log

log log log
a b a

b c c

x x x

x x x





. 

 

2. Во множеството цели броеви реши ја равенката 2 3 7yx   . 
 

Решение. Бидејќи 2,7 0x  , а 2 8x   и 2 10x  (за 0, 1y y  ) немаат решение во множеството 

цели броеви, јасно е дека \ {1}y . Да забележиме дека 3 7y   е парен број, па и 2x  е парен, а од 
таму и x  е парен. Од тука следува дека десната страна на равенката  е делива со 4. Нека y  е непарен, 

односно 2 1y k  . 

Тогаш   2 2 1 23 7 3 3 3 10 3 3 1 3 1 10k k k kx           . Да забележиме дека 2x  и 

  3 3 1 3 1k k   се деливи со 4, а 10 не е. Заради добиената контрадикција, заклучуваме дека мора y  да 

е парен број. Нека 2 , 1y s s  .  

Сега, 2 23 7sx   , односно   3 3 7,s sx x   каде 3 3s sx x   . Тогаш можни се само следниве 

два случаи: 

а) 3 1
3 7

s
s

x
x

    
, од каде 4, 1x s    и  б) 3 7

3 1

s
s

x
x

      
,  

од каде 4, 1x s   . 

Можни решенија на почетната равенка се    4,2 , 4,2 , а за истите со проверка се добива дека се 

решенија на почетната равенка.  
 

2. Нека ABCD  е конвексен четириаголник со плоштина 
1 ( )
2

P AB BC CD DA    . Докажи дека четириаголникот е 

тетивен. 
 

Решение. Нека должините на страните на четириаголникот ги 
означиме како на цртежот. Нека ABC    и CDA   . Тогаш за 

плоштината на четириаголникот ABCD  имаме  1 sin sin
2

P ab cd    . 

Од условот на задачата добиваме 2 sin sinab cd P ab cd ab cd        , a равенство се достигнува 

ако и само ако sin 1   и sin 1  , односно 
2
    . Од ова следува тврдењето на задачата. 

 

4. Реши ја равенката cos sin 1n nx x  , каде n природен број. 
 

Решение. Прво ќе ги разгледаме случаите за 1n   и 2n  .  
Ако 1n  , равенката добива облик cos sin 1x x  , која ја трансформираме до 

2 2 2 2cos sin 2sin cos sin cos
2 2 2 2 2 2
x x x x x x    , односно до 2sin sin cos 0

2 2 2
x x x   
 

. Тогаш sin 0
2
x   

или sin cos
2 2
x x  , па решенија на равенката се 2x k   или 2

2
x k    , за k цел број. 

Ако 2n  , равенката добива облик 2 2cos sin 1x x  , односно cos2 1x  . Тогаш решенија се сите 

броеви во облик x k  , за k цел број. 

A

B

C

D

a

b

c

d
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Сега, нека 2n   и нека sin 0,cos 0x x  . Да забележиме дека во тој случај  cos , sin 0,1x x   и 

дека 2 2cos cos , sin sin
n n

x x x x  . Тогаш 

2 2cos sin cos sin cos sin cos sin 1
n nn n n nx x x x x x x x        ,  

па добиваме контрадикција. Јасно, претпоставката sin 0,cos 0x x   не е точна, па за 2n  , мора барем 

една од функциите да има вредност 0. 

Доколку n е парен број, равенката cos sin 1n nx x   има решение за sin 0x  , cos 1x   , а тоа е 

можно само за x k  , за k цел број. Ова е истото решение кое е добиено за 2n  . 

Доколку n е непарен број, равенката cos sin 1n nx x   има решение во случај кога cos 1,sin 0x x   

или cos 0,sin 1x x   . Решенијата се тогаш истите од случајот кога 1n  , односно 2x k   или 

2
2

x k    , за k цел број. 

 
IV godina 

 
 1. To~kata P  pripa|a na vpi{anata kru`nica k  vo ramnostraniot 
triagolnik ABC . Ako dol`inata na stranata na triagolnikot e 2 , doka`i 

deka  
2 2 2

5PA PB PC   . 
 

 Re{enie. ]e postavime koordinaten sistem so koor-
dinaten po~etok vo centarot na vpi{anata kru`nica, a 
x -oskata da e paralelna so edna strana na triagolnikot.  

Toga{ 
2

0,
3

A
 
 
 

, 
1

1,
3

B
   
 

 i  
1

1,
3

B
  
 

. Radiusot na 

vpi{anata kru`nica e 
1

3
r  . To~kata P  ima koordi-

nati ( , )x y  takvi {to 2 2 2 1

3
x y r   . Sega,  

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 22 1 1 1( 1 ) (1 ) 3( ) 4 3 4 5.

33 3 3
PA PB PC x y x y x y x y

                                         
               

 

 

2. Низата 1( )n na 
  е определена со 1

1
2

a  , 2
1n n na a a   . Дали 999

1
1000

a  ? 

Решение. I начин. Од  2
1n n na a a    се добива дека 

1

1 1 1 1
(1 ) 1n n n n na a a a a

  
 

. Оттука,  

999 998 998 997 997 998 1 1 2 998

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1a a a a a a a a a a

          
     

  .  

Имајќи во предвид  дека 0 1na  , добиваме 1 1
1 na




. Следува 

 
998

1999 1

1 1 1 2 998 1000
1n na a a

    


.  Од овде 999
1

1000
a  . 

 

  II начин. Ја формираме низата 1
n

n
b

a
 . Тогаш, 1 2b  , 1

2

1 11 1
1 1 1n n n

n
n n

b b b
b

b b

      


. 

Оттука, 1 ( 1) 1nb b n n     , па 999 1000b  , од каде 999
1

1000
a  . 

 

A

B C

x

y

O

P

x

y

1
3



11

2
3
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3. Функцијата f  е дефинирана на множеството ненегативни цели броеви  

{0}   , и има вредности во истото множество  . За секој n   е 

исполнето ( ( )) ( ) 2 3f f n f n n   . Да се најде (2012)f . 
 

Решение. За 0n   имаме (0) ( (0)) 3f f f  , па имајќи во предвид дека ( (0)) 0f f  , следува дека 

0 (0) 3f  , 0(0)f N . 

а) Нека (0) 0f  , тогаш ( (0)) (0) 0f f f  . Па, 3 (0) ( (0)) 0f f f   , што е контрадикција. Значи 

(0) 0f  . 

б) Нека (0) 1f  . Тогаш ( (0)) (1) 2f f f  . Од 5 (1) ( (1)) (1) (2)f f f f f     се добива дека 

(2) 3f  . Со индукција ќе покажеме дека ( ) 1f n n  . Нека тврдењето е точно за k n , односно 

( ) 1f k k  . Тогаш 2 3 ( ) ( ( )) 1 ( 1)k f k f f k k f k       . Од овде ( 1) 2f k k   , па согласно 

принципот на математичка индукција ( ) 1f n n   за секој n . Согласно ова,   (2012) 2013f  . 

в) Нека (0) 2f  . Тогаш (2) 1f  , па 7 (2) ( (2)) 1 (1)f f f f    . Следува (1) 6f  . Но, 

5 (1) ( (1))f f f  , од каде (1) 5f  , што е контрадикција. 

г) Нека (0) 3f  . Тогаш  (3) 0f  . Но, 3 (0) ( (0)) (0) (3) (3) ( (3)) 9f f f f f f f f       , па ова е 

повторно контрадикција. 

Значи ( ) 1f n n  , па (2012) 2013f  . 

 

4. Триаголникот ABC  има плоштина 1 , 1A  е 

средина на BC , 1B  е средина на AC  и  1C  е 

средина на AB . Нека M  е точка на отсечката 1C B , 

L  е точка на отсечката 1A C  и K  е точка на отсечката 

1B A . Колкава е најмалата заедничка плоштина на 

триаголниците 1 1 1A B C  и KLM ? 

 

Решение: Точките 1M  и 2M , 1L  и 2L , 1K  и 2K  ги означуваме како на цртежот. Да забележиме 

дека 1 1 1

1 2 1

1
C M ABAK
M L KC B C

   . Од ова добиваме дека 
1 1 2 1 2 2C M M M L MP P  . Аналогно, се добива 

1 1 2 1 2 2A L L L L KP P   и 
1 1 2 1 2 2B K K K K MP P  . Нека со P  ја означиме заедничката плоштина на 

триаголниците 1 1 1A B C  и KLM . Тогаш 

1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2A B C C M M A L L B K K M L M L L K K K M M L KP P P P P P P P P P P                 . 

Однсоно 
1 1 1

1 1
2 8A B CP P  . Да забележиме дека вредноста 1

8
 се достигнува и тоа ако, на пример, 

избериме 1M C , L C  и 1K B . 
 

A B

C

1C

1A1B

K

L

M

1K

2K

1L

2L
1M

2M
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LVI Републички натпревар по математика за учениците од средното 
образование-16.03.2013 година 

 
1 година 

 1. Најди ги сите целобројни решенија на равенката 201333  yx .  

 Решение. Бидејќи 3a  при делење со 9 може да има остаток 0,1 и 8, 3 3x y  може да има 

остаток 0,1,2,7 и 8. Бидејќи 2013 9 223 6    добиваме дека равенката 3 3 2013x y   нема решенија 
во множеството цели броеви.  

 2. Докажи дека 2e f a h   , каде што e  и f  се должини на дијагоналите 

на некој ромб, а a е должина  на страната на ромбот а h е должината на висината 
на ромбот. 

 Решение. Од формулата за плоштина на ромб имаме 2 .
2
ef

ah ef ah    Од Питагоровата 

теорема меѓу страната и дијагоналите на ромбот, имаме  

     22
2

2 2
fe a  , т.е. 2 2 24e f a  ,  

па,  

  2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 4 2 4 4 4 4 (2 )e f e ef f a ef a ah a ah h a h             ,  

од каде (заради 0e f   и 2 0a h  ) следува дека 2 .e f a h    

 3. Даден е квадратот ABCD . Дијагоналите на квадратот се сечат во точка S  и 
P  е средина на страната AB . Нека M е пресечна точка на AC  и PD  а N  на 
BD  и PC . Во четириаголникот PMSN  е впишана кружница. Докажи дека 

радиусот на таа кружница е еднаков на MP MS . 
 Решение. Важи OY MS , 45YSO ASP    ( SP е симетрала на MSN ). 

O

Y

X
A B

CD

P

M N

S

Тогаш, SYO SPA  , па SYO  е правоаголен и рамнокрак  и оттука следува дека SY YO r  . 

Триаголниците OXP  и PAD се слични бидејќи  90 ,OXP DAB OPX PDA      . Од 

сличноста имаме : : 2 2 .XP XO AD AP XP r     Бидејќи X и Y  се допирни точки на тангентата 

на кружницата повлечени од точката M  имаме MY MX . Конечно,  

  ( ) ( ) 2MP MS MX XP MY YS XP YS r r r          . 
 

 4. Две еднакви шаховски табли (8 8 полиња) имаат заеднички центар и 
едната од нив потполно ја покрива другата (поставени се една над друга). Едната 
од нив се ротира околу центарот за 45 . Одреди ја плоштината на пресекот на 
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сите црни полиња на едната табла со сите црни полиња на другата табла ако 
плоштината на едно поле е 1. 
 

 Решение. Нека означиме со ccS  - збир на сите заеднички плоштини на црните полиња на 

горната и црните полиња на долната табла (т.е. тоа што се бара да се пресмета во задачата), со cbS  

- збир на сите заеднички плоштини на црните полиња на горната и белите полиња на долната 
табла, со bcS  - збир на сите заеднички плоштини на белите полиња на горната и црните полиња на 

долната табла и со bbS  - збир на сите заеднички плоштини на белите полиња на горната и белите 

полиња на долната табла.  
 

             Тогаш, ,cc cb bc bbS S S S S     каде што S  е плоштина на правилниот осумаголник кој е 

пресек на двете табли кога ќе се изврши ротирањето на горната табла за 45  како на сликата. Нека 
оваа положба на таблите е почетна. 

 
 

 
 

 

 Ако горната табла се заротира за 90  околу центарот, тогаш црните полиња на таа табла ќе 
дојдат на местото од нејзините бели полиња, па имаме и .cc bc cb bbS S S S   
 

 Ако долната табла се заротира за 90  околу центарот, тогаш црните полиња на таа табла ќе 
дојдат на местото од нејзините бели полиња, па имаме и .cc cb bc bbS S S S  Значи   

1 .
4cc cb bc bb ccS S S S S S      

 

 Исто така важи дека плоштината на заедничкиот осумаголник се добива кога од плоштината на 
целата табла ќе се одземе плоштината на четирите правоаголни триаголници што се наоѓаат на 
краевите на таблата, т.е. 64 4S P   . Останува уште да ја пресметаме плоштината P . 
Триаголникот е рамнокрак правоаголен и ако со a  ја обележиме хипотенузата, а со h  висината 
спуштена спрема хипотенузата, имаме дека 2 .a h  Ако пак со d  ја означиме дијагоналата на 

таблата, тогаш имаме 2 8d h  , т.е.  8 8 2 8 4 2 1 .
2 2

dh       Тогаш за плоштината на 

триаголникот добиваме:    22 16 2 1 16 3 2 2
2
ahP h       т.е. 

 

 
 

 
64 4 128 2 1

32 2 1 .cc

S P

S

   

 
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2 година 

 1. За коефициентите cba ,,  на квадратната равенка 02  cbxax  важи 

равенството 092 2  acb , ако и само ако едниот корен на равенката е двапати 
поголем од другиот корен. Докажи! 
 Решение. Нека 1x  и 2x  се двата корени на равенката 2 0ax bx c   . Од условот 22 9 0b ac  ,  

дискриминантата на равенката е 
2 22 2 24 4

9 9
b bb ac b     и затоа корените на равенката се 

1/2

| |
3 | |3

2 6

b
b b b

x
a a

     . Ако 0b   добиваме 1
2

6 3
b bx

a a
   и 2

4 2
6 3

b bx
a a

  . Тогаш, 2 12x x . 

Слично добиваме и ако 0b . 

Ако 0b   од равенството 22 9 0b ac   добиваме дека 0c  (заради 0a  ), па само 0x   е корен 
на равенката. Следува дека трдењето важи за 0b  . 
 Обратно. Нека едниот корен на равенката е двапати поголем од другиот корен. Да 

претпоставиме дека 2 12x x . Тогаш 1 2 13 bx x x
a

    и 2
1 2 12 cx x x

a
  . Значи, 

 2 22
1 22 3 9

c b bx
a a a
     и оттука 22 9 0b ac  . 

 

 2. Тетивата AB  ја дели една кружница со радиус r  на два лаци во однос 1: 2.  
Во поголемиот дел впишан е квадрат чија една страна лежи на таа тетива. Изрази 
ја должината на страната на квадратот преку радиусот r .   
 

 Решение. Исто како што тетивата AB  ја дели кружницата на два лаци во однос 1:2  така и 

соодветните централни агли се однесуваат во однос 1:2,  т.е. едниот е 120 , а другиот е 240 .  Нека 

со S  го означиме центарот на кружницата. Нека C  е точка од омалиот лак така што 
   и и .SC AB SC AB P SC DE Q    

 
Тогаш имаме 120 , а 60ASB CSB    . Од тоа што триаголникот CSB  е рамностран 

( SB SC r  , а аголот меѓу нив е 60 ) следува дека BP  е висина во овој триаголник и ја дели 

страната SC  на половина, т.е. 
2
rSP  , а заради ова ,

2
rSQ a   каде што со a  е означена страната 

на квадратот DEFG . 
Од правоаголниот SDQ  со примена на Питагорова теорема, имаме: 

 

A B

C

PG F

S

D E
Q
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      2 2
2

2 2
a rr a      т.е.  2 25 4 3 0.a ar r     

 Бидејќи 0a   се добива
2 24 16 60 2 19, т.е. .

10 5
r r ra a r      

  3. Од надворешноста на страните AC  и BC  во триаголникот ABC , се 
конструирани квадрати (со страни AC  и BC ) и со центри D  и E . Нека P  е 
средина на страната AB . Докажи дека отсечките PD  и PE  се еднакви и заемно 
нормални. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Решение. Нека M  и N  се средини на страните BC  и AC  и аголот при темето C  е  . Тогаш 

PEN DPM  , бидејќи имаат по една страна со должина 
2
a  и 

2
b , а аглите меѓу тие страни се 

еднакви на 090    (
2
bPN   како средна линија, 

2
bMD  , 

2
aNE   и 

2
aPM   како средна линија,  

 0 090 90PNE PNA       и  0 090 90PMD PMB      ). 

 Следува отсечките PD  и PE  се еднакви. Исто така EPN PDM   и PEN DPM  . 
 Бидејќи четириаголникот MPNC  е паралелограм, следува дека MPN   , од каде 

  180 90 90EPD EPN MPD EPN NEP                 . 

 4. Реши ја равенката 25 5x x   . 
 Решение. Дефиниционата област на равенката е множеството    , 5 5,5   . За 

   , 5 5,5x     дадената равенка е еквивалентна со равенката 2 25 x=(x 5)  . Ќе ја запишеме 

равенката како квадратна по бројот 5, т.е. 2 2 45 (1 2x )5 x x=0    . Оттука ги добиваме равенките: 
2

2(1 2x ) (1 2x)
5 x x 4=0

2
       и 

2
2(1 2x ) (1 2x)

5 x +x 5=0
2

     .  

  Со директна проверка забележуваме дека само 1 2
1 21 1 17x , x

2 2
     припаѓаат на 

дефиниционата област. 
3 година 

 1.  Докажи дека ако 2 2 1a b   и 2 2 1c d   тогаш 1ac-bd  .  

 Решение 1. Бидејќи  , , , 1,1a b c d   следува дека постојат реални броеви ,   такви што 

a=sin ,b=cos ,c=sin ,d=cos    .  

Тогаш ac bd=sin sin cos cos = cos( )         , па следува дека ac-bd cos( ) 1     . 

 Решение 2. Од  2 0a c   и  2 0b d   следува дека 
2 2

2
a cac   и 

2 2
.

2
b dbd   

Користејќи го неравенството на триаголник и горните неравенства добиваме   
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   2 2 2 22 2 2 2 2 1.
2 2 2 2

a b c da c b dac bd ac bd
            

 2.  Докажи дека за секој реален број x  важи неравенството  
( ) ( )cos sin sin cosx x> . 

 3. За 1 2 1 2, 0, 1x x x x   , докажи дека 

2 2

1 2
1 2

1 1 25

2
x x

x x

   
      

   
.  

 

Решение 1. Нека 1 2 1 1(1 )y x x x x   . За 1 0x  , 

разгледувајќи го y  како квадратна функција, заклучуваме 

дека функцијата е растечка на интервалот 10,
2

 
   со 

максимум во 1
1
2

x   и тогаш 1
4

y  . Јасно, како функција по 

1x , 1
4

y  . Ќе го средиме изразот 

2 2

1 2
1 2

1 1 25
2

L x x
x x

          
   

. 

 Имено,  
2 2

2 1 22 2
1 2 1 2 1 22 2 2 2 2

1 2 1 2

1 21 1 25 25 154 2 4 2
2 2 2

x x y
L x x x x x x y

x x x x y
                 

 
 

3 2

2
4 15 4 2

2
y y y

y
   . За 1

4
y  , 3 2

3 2
4 154 15 4 2 1 2 0
4 4

y y y        , па 0L  што требаше и да се 

докаже.  

 Решение 2. Изразот на левата страна од неравенството е еднаков на 2 2
1 2 2 2

1 2

1 1 4.x x
x x

   

 

Од 

неравенството меѓу квадратната и аритметичката средина за позитивните броеви 1x  и 2x  

добиваме 
2 2
1 2 1 2 1,

2 2 2
x x x x 

   односно  2 2
1 2

1.... 1 .
2

x x   Исто така важи и 
 

 
2 2
1 2

2 2 2
1 2 1 2

1 1 ... 2 .
x x

x x x x


   

Бидејќи  2
1 2 0x x   следува дека  

2
1 2

1 2
1 2

1 1, 4... 3 .
2 4

x x
x x

x x
    

 
 Ако  1  и  3  ги замениме 

во  2  добиваме дека 
 

2 2
1 2

2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 16 8.
2

x x

x x x x


      На крај имаме 2 2

1 2 2 2
1 2

1 1 1 254 8 4 .
2 2

x x
x x

         

 

4. Нека ABCD  е конвексен четириаголник во кој должините на сите страни и 
дијагонали се рационални броеви. Ако O  е 

пресекот на дијагоналите, докажи дека AO  
е рационален број. 
 Решение. Ќе означиме 1 ABO  , 2 CBO  , 

ABC  , 1 AOB   и 2 BOC  . Да забележиме 

дека 1 2sin sin  . Од синусна теорема за 

триаголниците ABO  и CBO , имаме 1

1

sin
sin

AO
AB


  и 

1

2

sin
sin

BC
OC


 . Од овие равенства добиваме 

1

2

sin
sin

AO AB
OC BC


  . Од косинусна теорема за триаголниците ABC , ABD  и DBC , бидејќи сите 
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страни и дијагонали на четириаголниот се рационални броеви, следува дека cos , 1cos  и 2cos  

се рационални броеви. Да забележиме дека 

1 2 1 2cos cos cos sin sin       

од што следува дека и 1 2sin sin   е рационален број. Па сега 

1 1 2 1 2
2 2

2 2 2

sin sin sin sin sin
sin sin 1 cos

    
  

 


 

од што добиваме дека и AO
OC

 е рационален број. Но, тогаш и 1OC AC
AO AO

   е рационален број. 

Конечно, бидејќи AC  е рационален број добиваме дека и AO  е рационален број. 

 
IV година 

 
 1. Докажи дека за сите реални броеви 1, yx  важи неравенството  

  
.8

11

22





 x

y

y

x
 

 Решение 1. Земаме смени 1a x   и 1.b y  Од условот на задачата следува дека a  и b  се 
позитивни реални броеви. Неравенството кое треба да го докажеме е еквивалентно со 

неравенството 
     

2 21 1
8... 1 .

a b
b a
 

    Од неравенство меѓу аритметичка и геометриска средина 

за позитивните броеви a  и 1  важи 1 2a a   т.е.  21 4 .a a    

На ист начин добиваме дека важи   21 4 .b b   Сега ако замениме во  1  имаме  

     
2 21 1 4 4 4 4 2 8.

a b a b a b a b
b a b a b a b a
 

          

 Решение 2.  Од неравенство меѓу геометриска и хармониска средина за позитивните броеви x  

и 
1

x
y

 добиваме 2 2 ,
1 11

x xx
y y y

x x

   
 

 т.е.  
2 2

2
4 ... 1 .

1
x x
y y

 


 На ист начин се добива  дека 

 
2 2

2
4 .... 2 .

1
y y

x x
 


 Со собирање на  1  и  2  имаме 

2 2 22 2 2

2 2 2 2
4 4 2 8.

1 1
y y yx x x

y x y x y x
           

 

 

 2.  Нека k  е природен број. Докажи дека аритметичка прогресија чија 
разлика е природен број или не содржи ниту еден член кој е k -ти степен на 
природен број  или содржи бесконечно многу. 
 Решение. Нека a  е првиот член на аритметичката прогресија и d  е нивната разлика  .d  

Ако a  не е природен број тогаш тврдењето важи бидејќи прогресијата не содржи ниеден природен 

број. Нека a  е природен број и нека kb  ( за некој b  природен број) е член на прогресијата. Јасно, 

постои природен број n  така што .kb a nd   Тогаш, сите броеви од облик   , ,kb md m   исто 

така се членови на таа аритметичка прогресија,  бидејќи важи  

  

  1 2 2 2 ... ,
2

k k k k k kk
b md b kb md b m d m d        

 
 

па оттука следува дека   ( ),k kb md b dt a nd dt a d n t         каде t  е некој природен број. Со 

тоа доказот е завршен. 
 

 3. Најди ги сите функции :f    такви што за секои ,x y  

важи 22 ))(( xyyfxf  . 
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 Решение. Ако ставиме 0x  , добиваме ( ( ))f f y y , за секој y . Па, затоа за ,x y  имаме  
2 2 2( ) ( ( ( )) ( )f y x f f x f y x f y     . 

Ако замениме 2y x  во последното равенство имаме: 
2 2 2 2( ) (0) ( )f x x f x f x    , односно 2 2( ) (0)f x f x  . Ако замениме 0y   добиваме 

2 2( ) (0)f x x f   . Одовде можеме да заклучиме дека ( )f x x C  , за секој реален број x , каде 

(0)C f . Навистина, сите функции :f   , ( )f x x C  , C  го задоволуваат условот на 
задачата: 

2 2 2 2( ( )) ( ) ( )f x f y f x y C x y C C y x          . 

 

 4. Нека е даден 90XSY     и  ,k O r  е кружница која целосно се наоѓа 

во  . Нека ABC  е триаголник таков што A  е на k , B  е на правата p SX  и 

C  е на правата q SY . Ако s SO , пресметај ја најмалата вредност која може 

да ја достигне периметарот на ваков ABC . 
 Решение. Нека 'A  е пресечната точка на SO  со k , које е меѓу S  и O ,  ,p pk O r ,  ,q qk O r  се 

кружници осносиметрични на k  во однос на p  и q  соодветно, ' pA  и 'qA  се сликите на 'A , при 

осните симетрии и 'B  и 'C  се пресечни точки на ' 'p qA A  со p  и q  соодветно. Ќе докажеме дека 

' ' 'A B C  има најмал периметар од бараните. Нека ABC  е произволен ваков триаголник и нека 

pA  и qA  се сликите на A , при осните симетрии, тогаш p q p qAB BC CA A B BC CA A A      . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Од друга страна  2 2 2p q p qA SA A SA ASA XSA ASY XSY            , па аголот p qA SA  не 

зависи од изборот на точките A , B  и C . Исто така од осните симетрии следува дека 

p qSA SA SA  , па p qA A S  е рамнокрак.  Од оценката: 

  
  ' ' '

2 sin 2 sin 2 sin

2 ' sin 2 'sin

ABC p q p

A B C

L A A SA SA SA AO AO

SO A O SA L

  

 




      

   
 

следува дека ' ' 'A B C  достигнува најмал можен периметар и тој е еднаков на 

   ' ' ' 2 ' sin 2 sinA B CL SO A O s r      . 

Забелешка: Од условот на задачата мора s r . 

S

pk

k

qk

C

B'B

'C

pO

O

A

'pA

pA

'A

'qA
qO

qA

p

q

X

Y
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LVII Државен натпревар по математика 
за учениците од средното образование Машински факултет 

Скопје, 5.IV-2014 
 
 

I година 
 

 1. Определи го четирицифрениот број xyzt  чиј што збир на цифри е 17, ако 
сите цифри се различни и ги задоволуваат равенствата: 

22 иx y z y t   . 
 Решение. Бидејќи y е цифра, 29 и 3.y y t t£ =  £  Ќе ги разгледаме сите случаи за t. 

 Ако 0 0t t y=  = =  што не е можно, бидејќи според условот на задачата сите цифри треба 

да се различни.   
 Ако 1 1t t y=  = =  што не е можно, бидејќи според условот на задачата сите цифри треба 

да се различни.  
 Ако 2 4 2 4t y x z=  =  = -  од каде што следува дека z е парен број помал од 4. Можни се 

следниве случаи: 
1. 0 2z x t=  = =  што не е можно, бидејќи според условот на задачата сите цифри 

треба да се различни, 
2. 2 2z z t=  = =  што не е можно, бидејќи според условот на задачата сите цифри 

треба да се различни, 
3. 4 0z x=  =  што не е можно, бидејќи тогаш бројот не би бил четирицифрен. 

Значи, t не може да биде 2. 
 Нека 3.t= Тогаш, 9 2 9y x z=  = -  од каде што следува дека z е непарен број. Можни се 

следниве случаи: 

 1. 1, 4 4913z x xyzt= =  = , чиј што збир на цифри е 17, што и се бара. 

 2. 3, 3z x= = , што не е можно, бидејќи според условот на задачата сите цифри треба да се 

различни.  

 3. 5, 2 2953z x xyzt= =  = , но збирот на цифри е 19, па ова не е решение. 

 4. 7, 1 1973z x xyzt= =  = , но збирот на цифри е 20, па ова не е решение. 

 5. 9, 0z x= = , што не е можно, бидејќи тогаш бројот не би бил четирицифрен. 
 

Значи, единствено решение е бројот 4913xyzt= . 
 

 2. Нека броевите cba ,,  и d  ја задоволуваат релацијата 0 dcba . 

Докажи дека  
0)(8)(5  bdadaccdbcab . 

 Решение. Имаме 

  

2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

5( ) 8( ) 8( ) 3( )
( )

8 3( )
2

4( ) 3( )
3 5 5( 2 2 2 )
2 2 2
3(( ) ( ) ( )
2

ab bc cd ac ad bd ab bc cd ac ad bd ab bc cd
a b c d a b c d

ab bc cd

a b c d ab bc cd

a ab b b bc c c cd d b c a d

a b b c c d

+ + + + + = + + + + + - + + =
+ + + - - - -= - + + =

=- + + + - + + =

=- + + + + + + + + - - - - =

=- + + + + + 2 2 2 2 25) ( ) ( ) 0.
2

b c a d- + - + £
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 3. Најди ги сите природни броеви n со следново својство: за секој 
позитивен делител d на n, бројот d+1 е делител на n+1. 
 Решение. Ако n е непарен прост број или еден, делители на n се 1 и n, но тогаш n+1 ќе 
биде парен број за кој важи дека 1+1=2 и n+1 се сигуно негови делители.  
 Ако n е парен број, тогаш n+1 ќе биде непарен број  и 1+1=2 нема да е делител на  n+1,  а 
еден е делител на n, па значи n не може да биде парен број. 
 Ако n е непарен сложен број, тогаш 

( )( ) ( )( )

( ) ( )

1 1 1 1
1

1 1 1
1, 1 1 2

n kl n kl k l s l k t
kl kl l ks s kl k lt t

l s k k t l
l k k l l k l

=  + = + = + - = + -
+ = + - - = + - -
= - + = - +
> + > +  > + > +

 

што не е можно. Според тоа бараните броеви се 1 и сите непарни прости броеви. 
 

4. Во рамнина се дадени три еднакви по 
должина отсечки OA, OB и OC при што точката B 
лежи во внатрешноста на помалиот агол AOC. Тие 
се дијаметри на три кружници кои освен во точката 
O, се сечат и во точките A1, B1 и C1. Докажи дека 
плоштината на криволинискиот триаголник  A1B1C1 
(шрафираниот дел на цртежот) е половина од 
плоштината на триаголникот ABC. 
 

 Решение. Триаголниците 1 1иOAC OC B   се складни, бидејќи 

OA OB=  (услов на задачата), 1OC  е заедничка страна и 

1 1 90OC B AC O= =    (Талесова теорема). Од тука следува дека 

1 1AC C B= , т.е. точката 1C  е средина на страната AB .  

 Слично, точките 1 1иB A се средини на страните иAC BC , 

соодветно. Односно, 1 1 1 1иC B B A  се средни линии на ABC , од 

каде што следува дека 1 1 1A B B C= . Оттука следува дека 

плоштината на кружниот отсечок ограничен со лакот 1 1B C  и 

отсечката 1 1B C  е еднаква со плоштината на кружниот отсечок 

ограничен со лакот 1A B  и отсечката 1A B . Слично, важи и за плоштините на кружните 

отсечоци чии лаци се 1BC  и 1 1A B . 

 Според тоа плоштината на криволинискиот триаголник 1 1 1A B C  е еднаква на плоштината 

на четириаголникот 1 1 1A B C B , која што пак е половина од плоштината на триаголникот ABC , 

што требаше да се докаже.  

II година 
 

1. Пресметај: 
222222 2014

1

2013

1
1...

3

1

2

1
1

2

1

1

1
1  . 

Решение. Oд  

  
2 2 2 2 4 3 2

2 2 2 2 2 2

( 1) ( 1) 2 3 2 11 11
( 1) ( 1) ( 1)

n n n n n n n n
n n n n n n

+ + + + + + + ++ + = = =
+ + +

 

              
2 24 3 2 3 2 2 2

2 2 2 2

( 1)1 1 1 1 11 1
( 1) ( 1) 1( 1) ( 1)

n nn n n n n n n n n n
n n n n n nn n n n

+ ++ + + + + + + + + += = = = + = + -
+ + ++ +

,  

A
B

C

1A
1B

1C

A
B

C

1A
1B

1C
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следува дека  

 
2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 11 1 ... 1
1 2 2 3 2013 2014

+ + + + + + + + + =  

                       1 1 1 1 1 1 1 11 1 ... 1 2013 1 2014
1 2 2 3 2013 2014 2014 2014

= + - + + - + + + - = + - = - . 
 

 2. Најди го односот на должината на основата 
и должината на кракот во рамнокрак триаголник 
со агол при основата од 72 . 
 

 Решение. Нека дадениот триаголник е ABC  ( AC BC=  и 

72ABC BAC = =  ). Ќе воведеме ознаки AC BC a= =  

и AB c= . Нека ( )AL L BCÎ  е симетрала на аголот при темето 

A . Тогаш триаголниците ABC , CAL  и BLA  се се слични 

(имаат исти агли), па според тоа AL AB CL c= = = . Од 
сличноста на ABC  и BLA  добиваме      

 AB BL c a c
a cAC AB

-=  = ,  

односно 2 2 0c ac a+ - = . Имаме ( )
2

1 0c c
a a

+ - =  и затоа 1 5
2

c
a

- = . Значи, бараниот однос е 

1 5
2

c
a

- += . 
 

 3. Докажи дека ако 2 1 2 1z z+ = + , zÎ , тогаш 7z £ . 
 

 Решение. Нека z x iy= + . Тогаш  

1 1z x iy+ = + +  и 2 2 21 1 2z x y xyi+ = - + + ,  
од каде 
  2 1 2 1z z+ = +  

  ( ) ( )( )2 22 2 2 2 21 4 4 1x y x y x y- + + = + +  

  4 4 2 2 2 2 2 2 2 21 2 2 2 4 4 8 4 4x y x y x y x y x x y+ + - + - + = + + +  

  4 2 2 4 2 22 2 8 3 6 0x x y y x x y+ + - - - - =  

  ( ) ( )22 2 2 2 26 4 8 4 7 0x y x y x x+ - + + - + - =  

  ( ) ( ) ( )2 22 2 2 26 4 1 7 0x y x y x+ - + + - - = . 

 Ако ставиме 2 2 2r x y= +  тогаш од последното равенство следува дека  

( )22 26 7 0r r- - £  ( )( )2 27 1 0r r- + £  2 7 0r - £  2 7r £  7r £  

што требаше и да се докаже. 
 

 4. Реши ја равенката 2)112)(16)(14)(13(  xxxx  во  . 
 

 Решение. Имаме: 8 (3 1) 6 (4 1) 4 (6 1) 2 (12 1) 2 8 6 4 2x x x x⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ,  
односно 

 

  (24 8)(24 6)(24 4)(24 2) 2 8 6 4 2x x x x+ + + + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . 
 Нека 24 5x y+ = , тогаш ( 3)( 1)( 1)( 3) 2 8 6 4 2y y y y+ + - - = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  и оттука 

2 2( 9)( 1) 2 8 6 4 2y y- - = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , т.е. 4 210 9 2 8 6 4 2 0y y- + - ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = . Оттука,  

2 5 25 9 2 8 6 4 2 5 16(1 48) 33y = + - + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = + + = . Имаме, 1,2
5 33

24
x - = . 

 

a a

cA B

C

L



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

222 

III година 
 1. Познато е дека двата корени на равенката 02  cbxx  лежат во 
интервалот  4,3 . Докажи дека важи неравенството  

  02472  bc .  
 

 Решение. Нека 1 2,x x  се корени на равенката. Од условот на задачата, следува дека важат 

неравенствата ( )( )1 23 4 0x x- - <  и ( )( )1 24 3 0x x- - < . Со собирање на овие две неравенства и со 

користење на Виетовите врски за корените на квадратната равенка, се добива бараното 
неравенство.    
 

 2. Одреди ги сите реални решенија на равенката 
  2 3 4 6 9 1x x x x x       
 

 Решение. Нека 2x a=  и 3x b= . Равенката се трансформира во 2 21 0a b a b ab+ + - - - = , 

која е еквивалентна со равенката ( ) ( ) ( )2 2 21 1 0a a b b- + - + - = . Последната равенка е возможна 

акко 1a b= = , од каде следува дека 0x= .       
 

3. Во остроаголниот триаголник ABC , најголемата висина AH е еднаква 

на тежишната линија BM . Докажи дека 60ABC . Дали некогаш се 

достигнува знак на равенство? 
 Решение. Нека точката M е средина на 

отсечката AC и  нека CG е друга висина на 
триаголникот ABC . Од M  спуштаме 
нормали кон другите две страни на 
триаголникот. Нека пресечните точки на 

нормалите со страните BC и AB  се F и L , 
соодветно. Тогаш, од триаголникот 
MBF имаме sinMF BM MBF=  , односно 

2 2 sinBM AH MF BM MBF= = =  ( MF  е 
средна линија за триаголникот AHC ). 

Добиваме дека 1sin
2

MBF = , од каде 

следува  
  30MBF =        

 (1)  

 Од триаголникот LBM  имаме 2 2 sinBM AH CG ML BM ABM= ³ = =  , односно 

1sin
2

ABM £ , од каде следува дека  

  30ABM £                       
 (2) 
 Од (1) и (2) добиваме 60ABC ABM MBC = + £  .  

 Аголот 30ABM =    ако и само ако AH CG= . Тоа е возможно само кога  триаголникот 
ABC  е рамнокрак, со агол при врвот од 60 , односно кога триаголникот ABC е рамностран.  

 

 4. Нека   tttf  21 . Пресметај ја вредноста на изразот 

  )()()()()( xfzfzfyfyfxf  , 
ако 0,0,0  zyx  и важи 1 zxyzxy . 

 

A L G B

H

F

C

M
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 Решение. Воведуваме тригонометриски смени ctg , ctg , ctgx y z= a = b = g , каде што , ,a b g  

се остри агли. Од условот на задачата, имаме дека важи равенството    

  ctg ctg ctg ctg ctg ctg 1a b+ b g+ g a= , 

кое што е еквивалентно со равенството  

  tg tg tg tg tg tga+ b+ g= a b g                             

 (1) 
 Ќе покажеме дека постои триаголник со агли , ,a b g . Да забележиме, од тоа што аглите се 

остри, следува дека ( )tg tg tg 0a+ b g¹ . Од (1) ги добиваме следните еквивалентни равенства:    

      tg tg tg tg tg tga+ b+ g= a b g  

  ( )tg tg tg 1 tg tg 0a+ b+ g - a b =  

  
( )1 tg tg1 0

tg tg tg
- a b

+ =
g a+ b

 

  ( )ctg ctg 0g+ a+b =  

  
( )
( )

sin
0

sin sin
a+b+g

=
a+b g

                                                      (2) 

Бидејќи аглите , ,a b g  се остри, и од (2), добиваме дека a+b+g=p .   

 Со смената ctgx= a  и имајќи предвид дека sin 0a> , функцијата го добива записот    

( )
( )

( ) ( )

2
2 2sin / 21 cos 1 cos1 ctg ctg tg

sin sin sin 22sin / 2 cos / 2
f x

aa - a a= + a- a= - = = =
a a a a a

. 

 Аналогно се добива ( ) tg
2

f y
b=  и ( ) tg

2
f z

g= .  

 Конечно, за вредноста на дадениот израз добиваме 
  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) tg tg tg tg tg tg tg tg tg tg tg
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

tg tg 1 tg tg tg tg tg ctg 1 tg tg tg tg 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

f x f y f y f z f z f x
g g g gb b b ba a a+ + = + + == + + =

b+g g g g gb b b ba a a= - + == - + =
 

 

IV година 
 

 1. Нека a  и b  се реални броеви така што 2a b+ = . Докажи дека 
min{| |,| |} 1 max{| |,| |} ( 3,1)a b a b ab< <  Î - . 

 Решение. Нека a  и b  се реални броеви такви што 2a b+ = . Тогаш: 

min{| |,| |} 1 max{| |,| |} | | 1 | |a b a b a b< <  < <  или | | 1 | |b a< <   
2 21a b < <  или 2 21b a < <   2 2( 1)( 1) 0a b- - <   
2 2 2 2 2 2( ) 1 0 ( ) (4 2 ) 1 0 ( 1) 4a b a b ab ab ab - + + <  - - + <  + <   

| 1| 2 2 1 2 ( 3,1)ab ab ab + < - < + <  Î - . 

 2. Нека 1 2, ,...a a  е низа за која важи 1 22, 5a a= =  и  

  ( ) ( )2 2
2 12 2n n na n a n a+ += - + +   

за сите 1.n³  Дали постојат природни броеви , ,p q r  така што p q ra a a= ? 

 Решение.  Првите членови на низата се 2,5,11,8,65,...Со помош на математичка индукција 

ќе докажеме дека ( )2 mod3na º  за секој природен број 1.n³  Јасно, ( )1 2 2 mod3 .a aº º  

 Нека претпоставиме дека ( )1 2 mod3 .n na a +º º Од условите на задачата добиваме 
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( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 12 2 4 2 4 2 8 2 mod3 .n n na n a n a n n+ += - + + º - + + º º  

 Ако постојат природни броеви , ,p q r  така што p q ra a a=  тогаш важи ( )4 2 2 2 mod3 ,= ⋅ º  

што не е можно. Според тоа не постојат природни броеви , ,p q r  така што .p q ra a a=  
 

 3. Нека )(xf  е полином со цели коефициенти, за кои важи 23)0( f ,  

2014)()()()( 321  nxfxfxfxf  ,  за некои различни nxxx ,,, 21  . 

Најди ја максималната вредност на n . 
 Решение. Дефинираме ( ) ( ) 2014g x f x= - . Ако ( ) 2014if x = , тогаш ix  е нула на ( )g x . Па, 

може да запишеме, 
1

( ) ( ) ( )
n

i
i

g x x x q x
=

= -  за некој полином ( )q x  со цели коефициенти, каде n е 

максималниот број на ix . Ставајќи 0x=  во ( )g x  добиваме 

  
1

(0) 1991 11 181 ( ) (0)
n

i
i

g x q
=

=- =- ⋅ = . 

 Бидејќи 11  и 181  се прости броеви, следува дека 1991-  може да се запише како производ 

на најмногу 4  различни множители, т.е. 1991 1 1 11 181- =- ⋅ ⋅ ⋅ , па имаме дека 4n£ . Останува да 

дадеме пример кога 4n= . Нека ( ) ( 1)( 1)( 11)( 181)g x x x x x= - + + + , ( ) 1q x = . Тогаш 

( ) ( 1)( 1)( 11)( 181) 2014f x x x x x= - + + + +  ги задоволува условите на задачата. 

 4. Нека 1, 2,...,7i   и ,i ia b се ненегативни реални броеви за кои важи 

2.i ia b   Докажи дека постојат , ,i j i j  така 

што важи 1.i j i ja a b b     

 Решение. Точките ( ),i ia b  ќе ги претставиме во 

координатен систем. Јасно е дека секоја од нив припаѓа 

на триаголникот ACI  или во неговата внатрешност.  

Нека  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 3 1 10,2 , 0,1 , 0,0 , , , , ,
2 2 2 2

3 11,1 , 1,0 , , , 2,0 .
2 2

A B C D E

F G H I
 

 

 Триаголникот ACI  го делиме на шест области 

определени со триаголниците , , ,ABD BCE CEG GHI  и 

квадратите BDFE  и .EFHG  Бидејќи имаме шест 

области во кои се наоѓат седум точки, од принципот на Дирихле, постојат две точки 

( ),i ia b  и ( ),j ja b  кои припаѓат во иста област. Бидејќи важи 1 2 1 2 1x x y y- + - £  за било 

кои две точки ( )1 1,x y  и ( )2 2,x y од иста област, следува дека важи и 1.i j i ja a b b- + - £  

B

E

G

D

F

H

0

1 21

1

1

2

3

A

IC
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LVIII Републички натпревар 2015 
 

I година 
1. Одреди ги ненултите цифри ,a b  и c  за кои важи 1 0,abc

a b c
=

+ +
. Најди ги сите 

решенија! 
Решение. Со множењето на даденото равенство со 1000( )a b c+ +  добиваме 

1000 ( )abc a b c= + +  . Бидејќи ,a b  и c се цифри, за нив важи 27a b c+ + <  . Од друга страна, 
имаме дека 1000 како производ на два броја (од кои еден троцифрен) може да се претстави како 
500 2, 250 4, 200 5, 125 8, 100 10.⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  Проверуваме за кој од троцифрените броеви збирот на 

цифрите го дава вториот множител. Тоа единствено важи за 125 8⋅  , па  1, 2a b= =  и 5.c=  
2. Дали може 77 кутии со димензии 3x3x1 да ги сместиме во сандак со димензии 7x9x11.  

Oбразложи го својот одговор. 
Решение. Бидејќи ( )77 3 3 1 7 9 11⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  следува дека волуменот на сите кутии е еднаков на 

волуменот на сандакот. Затоа мора секоја од страните (ѕидовите) на сандакот да ги содржи, без 
остаток, страните или комбинација на страните (ѕидовите) на кутиите. Плоштината на ѕидовите на 
кутиите е или 9 или 3 квадратни единици. Тоа, пак, значи дека плоштината на секој ѕид на сандакот 
мора да е делива со 3. Но плоштина од 77 квадратни единици на ѕидот со димензии 7x11 не е делив 
со 3, па затоа кутиите не можеме да ги сместиме во сандакот. 

3. Најди го бројот на подредени тројки од природни броеви ( ), ,a b c  такви што 

( ) ( )НЗС , 1000,НЗС , 2000a b b c= =  и ( )НЗС , 2000c a = . 

Решение. Бидејќи броевите 1000 и 2000 се од облик 2 5m n за ,m n природни броеви, добиваме 

дека и броевите , ,a b c  се исто така од облик 2 5m n . Нека 1 12 5m na= , 2 22 5m nb=  и 3 32 5m nc=  за 

,i im n  ненегативни цели броеви 1,2,3i= .  Од условот на задачата имаме : 

1 2max{ , } 3m m = , 2 3max{ , } 4m m = , 3 1max{ , } 4m m =     (1) 

1 2max{ , } 3n n = , 2 3max{ , } 3n n = , 3 1max{ , } 3n n =            (2). 

Од (1) добиваме дека 3 4m = , 1 3m =  или 2 3m = ,  ако еден е 3 додека другиот може да биде 

0,1,2,3. Постојат такви 7 подредени тројки ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,3,4 , 1,3,4 , 2,3,4 , 3,0,4 , 3,1,4 , 3,2,4 , 3,3,4  . 

Од (2) добиваме дека два од 1n , 2n , 3n  се 3 додека другиот може да биде 0,1,2,3. Бројот на такви 

подредени тројки е 10. Тоа се ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,3,0 , 3,3,1 , 3,3,2 , 3,0,3 , 3,1,3 , 3,2,3 , 0,3,3 , 1,3,3 , 2,3,3 , 3,3,3 . 

Бидејќи изборот на тројките ( )1 2 3, ,m m m , ( )1 2 3, ,n n n  е независен, добиваме дека бројот на тројки 

( ), ,a b c  се 7 10 70⋅ = . 

4. Даден е правоаголен триаголник ABC , таков што за катетите AC  и BC  важи 

.AC BC<  Должината на тежишната линија и висината спуштени кон хипотенузата во тој 
триаголник се m  и h , соодветно. Пресметај ја должината на симетралата на правиот агол. 

решение: Бидејќи ABC  е правоаголен, следува дека CM m BM= =  т.е. BMC  е рамнокрак 
(цртеж 1), па .BCM ABCb= =   Очигледно и ACH b=  (од правоаголниот триаголник AHC ). 

Бидејќи 45b<   (затоа што AC BC< ) следува дека симетралата CL  на HCM  е истовремено 

симетрала на аголот ACB   па тогаш е јасно дека  

45 .HCL MCL f b= = = -   
 

Нека x HL=  и y LM=  и нека F  е подножјето на нормалата спуштена од L  на CM  (цртеж 2). 

Заради CHL CFLD @D  добиваме LF x= . Притоа, HMC FMLD D , па имаме: 

: :m h y x= , т.е. .mxy
h

=  

Понатаму, од правоаголниот HCM  наоѓаме:  
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( ) ( )222 2 2 2; mxh x y m h x m
h

+ + = + + =  т.е.  2 2 .m hx h
m h
-= ⋅
+

 

Конечно, од правоаголниот HLC  добиваме: 

2 2 2 2 2 2 2m h ml h x h h h
m h m h
-= + = + =
+ +

 т.е. 2 .ml h
m h

=
+

  

 

II година 
1. Дадена е квадратната равенка 2 23 10 3 0a x a bx b+ + = , 0, 0b a> ¹ . Докажи дека ако 

корените на равенката, 1x  и 2x , го задоволуваат условот 1 2 1 23( ) 5( 1)x x x x+ = + , тогаш тие не 

зависат од a  и b . 

Решение. Од 1 2 1 23( ) 5( 1)x x x x+ = +  имаме 
2 2

10 33( ) 5( 1)
3 3
a b b
a a

- = + , 
2 2

2 1a b b
a a

- = + , односно 

22a b b a- = +  и оттука 2( ) 0b a+ = . Значи, 0b a+ = , т.е. a b=- . Тогаш, ја добиваме 

равенката 23 10 3 0bx bx b- + = , 23 10 3 0x x- + = , чиишто решенија се 1
3

 и 3 , па корените не 

зависат од a  и b . 

2. Докажи дека за комплексен број z , ако 11
2

z+ < , тогаш 2 1 1z + ³ . 

Решение. Да претпоставиме дека постои комплексен број z  таков што 11
2

z+ <  и 2 1 1z + < . 

Нека z a bi= + . Тогаш 1 1z a bi+ = + +  и 2 2 21 1 2z a b abi+ = - + + . 

 Од 11
2

z+ <  добиваме 

( )2 2 11
2

a b+ + <  2 2 12 1
2

a a b+ + + <  2 22 4 2 2 1a a b+ + + <  2 22 2 4 1b a a<- - - . (1) 

 Од 2 1 1z + <  добиваме 

( )22 2 2 21 4 1a b a b- + + <  4 4 2 2 2 2 2 21 2 2 2 4 1a b a b a b a b+ + - + - + < 

4 4 2 2 2 21 2 2 2 1a b a b a b+ + + + - <  ( )22 2 2 22 2a b b a+ < - . (2) 

Ако оценката на 22b  од (1) ја замениме во (2) добиваме 

( )22 2 2 22 4 1 2a b a a a+ <- - - -  ( )22 2 24 4 1 0a b a a+ + + + <  ( ) ( )
2 22 2 2 1 0a b a+ + + < . 

Последното неравенство не е можно. Следува за секој комплексен број z , ако 11
2

z+ < , тогаш 

2 1 1z + ³ . 

3. Даден е правоаголен триаголник ABC  со плоштина P . Изрази ја преку P , 
плоштината на триаголникот чии темиња се ортогоналните проекции на тежиштето врз 
страните на триаголникот. 
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Решение. Нека D , E  и F  се ортогонални проекции на тежиштето T  врз страните AC , BC  
и AB , соодветно. Четириаголникот CDTE  е 
правоаголник и оттука добиваме  

1 1: : 1:3CD CA A T A A= =  и 1 1: : 1:3CE CB B T B B= = . 

Оттука следува дека DE  и AB  се паралелни и 

3
ABDE= . Ако FX  е нормална на DE , т.е. на AF , 

тогаш FX  и CH  се паралелни и 2
3

FX CH= . Затоа, 

плоштината на триаголникот EDF  е 

2 2
2 2 3 3 3 3 9

ED FX AB CH AB CH P⋅ ⋅ ⋅= = =
⋅ ⋅ ⋅

.    

4. Во множеството на реални броеви реши ја равенката 
2 25 14 9 20 5 1x x x x x+ + - - - = + . 

Решение. Треба: ( )( )2 95 14 9 5 1 0
5

x x x x+ + = + + ³ , ( )( )2 20 5 4 0x x x x- - = - + ³  и 1 0x+ ³ , па 

добиваме дека дефиниционата област е 5x³ . 

2 25 14 9 20 5 1x x x x x+ + - - - = + , (5 9)( 1) ( 5)( 4) 5 1x x x x x+ + = - + + + , 

22 5 2 5 ( 5)( 4)( 1)x x x x x- + = - + + , 

22( 4 5) 3 12 5 ( 5)( 1)( 4)x x x x x x- - + + = - + + , 

2( 5)( 1) 3( 4) 5 ( 5)( 1)( 4)x x x x x x- + + + = - + + ,  

5 ( 5)( 1)( 4)2( 5)( 1) 3( 4)
4 4

x x xx x x
x x

- + +- + + + =
+ +

, 

2( 5)( 1) ( 5)( 1)
3 5

4 4
x x x x

x x
- + - ++ =

+ +
. 

 

Ако 
( 5)( 1)

4
x x

y
x

- + =
+

, тогаш 22 5 3 0y y- + =  и добиваме 1 2
3, 1
2

y y= = . Од 
( 5)( 1) 3

4 2
x x

x
- + =

+
, 

добиваме 
( 5)( 1) 9

4 4
x x

x
- + =

+
, 4( 5)( 1) 9( 4)x x x- + = + , 24 25 56 0x x- - =  и оттука 

1/2
25 625 896

8
x  + , т.е. 1 8x = , 2

7
4

x =- . Од 
( 5)( 1)

1
4

x x
x

- + =
+

, 
( 5)( 1)

1
4

x x
x

- + =
+

, 

( 5)( 1) 4x x x- + = + , 2 5 9 0x x- - =  и оттука 3/4
5 25 36 5 61

2 2
x  + = . Значи, решенија на 

равенката се 8  и 5 61
2

+ .  

     

III година 
 
 
 
 

1. Реши ја неравенката 9 5 15 4 25 0
9 8 15 15 25

x x x

x x x
- ⋅ + ⋅ <

- + ⋅ - ⋅
.  

Решение. Неравенката ќе ја запишеме во облик 
( ) ( )
( ) ( )

2

2

3 35 4
5 5 0
3 38 15
5 5

x x

x x

- ⋅ +
<

- + ⋅ -
, а со смената ( )3

5

x
t=  

во поедноставен облик 
2

2
5 4 0
8 15

t t
t t
- + <

- + -
. По разложувањето на квадратните триноми последната 
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неравенка е еквивалентна со 
( 1)( 4)

0
( 3)( 5)
t t
t t
- - <

- - -
. Решенијата на последната неравенка 

( 1)( 4)
0

( 3)( 5)
t t
t t
- - >
- -

 

се зададени со (0,1) (3,4) (5, )tÎ È È ¥  односно по x  со  

3 3 3
5 5 5

( ,log 5) (log 4,log 3) (0, )xÎ -¥ È È ¥ . 

 

2. Докажи дека во секој правоаголен триаголник важи неравенството 2
2

2cos ,
2

ab
c

a b- ³  

каде a  и b  се острите агли, a  и b  се должините на катетите, додeка c  е должината на 
хипотенузата. 

 

Решение.  Од неравенството кое важи помеѓу аритметичката и геометриската средина за 
позитивните броеви sina  и sinb  (аглите се остри по услов, па sin ,sin 0a b> ) имаме 

sin sin
sin sin

2
a b a b+ ³ , а од тука следува дека sin cos sin sin .

2 2
a b a b a b+ - ³  Бидејќи 

2sin sin ,sin
2 4 2

a
c

a b p a+ = = =  и sin b
c

b= , од последното неравенство следи и 

cos 2
2

a b
c c

a b- ³ ⋅ , односно 2
2

2cos .
2

ab
c

a b- ³  
 
 

3. На страната BC  на триаголникот ABC  
редоследно лежат точките , ,N L M , при што N  

е најблиску до B  и AN  е висина, AL  
симетрала на CAB  и AM е тежишната 
линија. Ако  се знае дека 

NAB LAN MAL CAM= = =    , најди ги 
аглите на триаголникот.  

 

Решение.  Ќе ја примениме синусна теорема на ALMD и добиваме 
sin sin

AM AL
ALM AML

=  . Да 

забележиме дека при условите на задачата 0sin 90
4

ALM a= +  и 0sin 90
2

AML a= - , јасно 

ABLD  е рамнокрак и AB AL c= = . Со замена во равенството добиено од синусната теорема 

добиваме  
cos

4

cos
2

c
AM

a

a

⋅
= . Од друга страна, точката M  е средина на страната BC , па 

2ABC AMCP PD D= , односно 1 sin sin
2 4

bc AM b aa⋅ = ⋅ ⋅ . Од последните две равенства, го изразуваме 

sina  и тоа 
2sin cos

4 4sin ,
cos

2

a a
a

a
= односно 

sin
22sin cos

2 2 cos
2

a
a a

a
=  или 2 1cos

2 2
a= . Од тука 090a= , 

0 090 , 90
4 4
a ab g b= - = - = . 

4. Нека 1 2 3A A A  е даден триаголник, а 1 2 3, ,B B B  се точки од страните 2 3 3 1 1 2, ,A A A A A A , 

соодветно, различни од темињата на триаголникот 1 2 3A A A . Докажи дека симетралите на 

отсечките 1 1 2 2 3 3, ,A B A B A B  не се сечат во една точка. 
 
 

Решение. Претпоставуваме дека се сечат во точката P . Без губење од општост 

претпоставуваме дека 1 2 3PA PA PA£ £ . Тогаш 1 2,A A  лежат во круг со центар во P  и радиус 

3PA . Ова значи дека 3B  лежи во внатрешноста на овој круг и 3 3PB PA< . Од друга страна P  

лежи на симетралата на 3 3A B , па 3 3PA PB= . 
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IV година 
 

1. Нека , ,a b c  се позитивни реални броеви така што 2 2 2, ,a b c  се последователни членови 

на аритметичка прогресија. Докажи дека и броевите 1 1 1, ,
b c a c a b+ + +

 се последователни 

членови на аритметичка прогресија. 

Решение. Од тоа што 2 2 2, ,a b c  се членови на аритметичка прогресија следува дека 

  ( )

( ) ( )

2 2 2

22

22

2 / 2

2 2

2

b a c ac

b ac a c

b ac a c

= + +

+ = +

+ = +

 

Да го разгледаме збирот 

( )

( )

( ) ( )
( )

( )( )

2 2

2

2 21 1

2
2 2

2
2 2 2

2

a b c a b c
b c a b ab b ac bc a cab bc

a b c

b a c a c
a b c

a ca c b a c

+ + + ++ = =
+ + + + + ++ +

+ += =
+ + +
+ += =

++ + +

 

 

2. Ако важи ( ) ( )1 2
1,

1 1
xf x f x

x x
= =

- -
 
 и ( ) ( )( )2 1n n nf x f f x+ +=  за 1n³ . 

Пресметај ( )2015 2015f . 
 

Решение. Да ја примениме дадената рекурентна формула за неколку функции: 

( ) ( ) ( ) ( )3 4 5 6 7 1 8 2
1 11 , , , , ,

1
x xf x x f x f x f x f f f f

x x x
-= - = = = = =

-
 и понатаму е периодично 

повторување, со период 6. Затоа ( ) ( )2015 5f x f x=  и ( )2015
20142015
2015

f = . 
 

3. Дадени се три природни броеви ,a b  и c . Ако за секој природен број n  може да се 

конструира триаголник со должини на страни ,n na b  и nc , докажи дека секој таков 

триаголник е рамнокрак. 
 

Решение. Нека a b c³ ³ . Броевите ,n na b  и nc  можат да бидат должини на страни на 

триаголник само ако важи n n na b c< + , односно n n na b c- < . Последното неравенство го 
запишуваме во обликот      

( )( )1 2 2 1...n n n n na b a a b ab b c- - - -- + + + + <                (*) 

Но, бидејќи a c³  и b c³ , вториот множител на левата страна во (*) не е помал од 1nnc = . Тогаш, 

ако важи (*), ќе важи и неравенството ( ) 1n na b nc c-- < , т.е. ca b
n

- < . Последното неравенство е 

исполнето за секој природен број n  само кога важи a b= .       
 

4. Нека m  е природен број, { , 1, , 1,0,1,..., 1, }A m m m m= - - + - -  и :f A A  е функција 

таква што ( ( ))f f n n=-  за секој n AÎ . Докажи дека бројот m  е парен. 
 

Решение. Нека n AÎ  и { , ( ), , ( )}nO n f n n f n= - - . Бидејќи ( ( ))f f n n=-  и ( ( )f f n n- = , јасно е 

дека ако k AÎ  тогаш или k nO O=  или n kO OÇ   е празно множество. Уште повеќе добиваме дека 

( ) ( )f n f n¹ -  за 0n¹ . Понатаму, ако ( )f n n = , тогаш ( ( )) ( )n f f n f n n=  =  = , односно 

0n= . Исто така, ако ( )f n n =  добиваме ( ( )) ( )n f f n f n=  =  , па 0n= . Оттука имаме дека 

| | 4nO = , за 0n¹ , што значи дека \{0}A  може да се запише како дисјунктна унија од множества 
со четири елементи, од каде добиваме дека m  е парен. 
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LIX ДРЖАВЕН НАТПРЕВАР ПО МАТЕМАТИКА ЗА УЧЕНИЦИТЕ ОД 
СРЕДНОТО ОБРАЗОВАНИЕ, 19.III-2016 

 

I година  

1. Нека n abcabc  и 0a  . Докажи дека n  не е квадрат на природен број. 

Решение.  Јасно е дека 1001 7 11 13n abc abc      . Ако n  е квадрат на природен 

број, тогаш 7 abc , 11 abc и 13 abc . Бидејќи 7,11,13 се прости броеви, добиваме дека 

1001 abc , што не е можно. 
 

2. На цртежот е прикажан правоаголник, кој не е квадрат и кој може да се впише 
во правоаголниот триаголник на два различни начини. Едната катета на 
триаголникот има должина а. Докажи дека периметарот на правоаголникот е 
еднаков на 2а. 

Решение. Нека ABC е правоаголен триаголник со катета AB a  и нека x  и y  се должините 

на страните на правоаголникот кој на два начини е впишан во триаголникот (види цртеж). 
Тогаш, триаголниците EBD и GBF се слични. Според тоa,  

yx
a y a x  ,

 

од каде што добиваме

 

2 2

( ) ( )

( )

( ) ( )( )

x a x y a y

a x y x y

a x y x y x y

  

  
   

 

Сега бидејќи x y , добиваме a x y  . Периметарот на правоаголникот е 

2 2 2( ) 2 .L x y x y a       
 

3. Определи ги сите тројки природни броеви ( , , )x y z  такви што 
2 2 2 2 2 2 4 4 42 2 2 576x y y z x z x y z      . 

Решение. Имаме  
2 2 4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 ( 2 2 2 ) 4 ( )

(2 )(2 )

( ( ) )(( ) )

( )( )( )( ) 576.

x y x y z x y y z x z x y x y z

xy x y z xy x y z

z x y x y z

z x y z x y x y z x y z

         

      

    
         
 

Понатаму, збирот на кои било два од броевите , , ,z x y z x y x y z x y z         е парен 

број, па затоа тие се со иста парност и како нивниот производ е парен број, тие се парни броеви. 
Нека  

2 , 2 , 2 , 2z x y a z x y b x y z c x y z d            . 

Тогаш 16 576abcd  , т.е. 36abcd  . Без ограничување на општоста можеме да 

претпоставиме дека x y z  , од каде следува d c b a   . Понатаму, бројот 36 како 

производ на четири множители од кои едниот е поголем од останатите три можеме да го 
преставиме на следниве начини 36 6 3 2 1 12 3 1 1 18 2 1 1 36 1 1 1                . Сега, од 

36 6 3 2 1     добиваме 1, 2, 3, 6a b c d    , од каде следува дека 5x b c   , 

4y a c    и 3z a b   . Лесно се гледа дека останатите претставувања на бројот 36 

доведуваат до противречност. Конечно,  
( , , ) {(3,4,5), (5,3,4), (4,5,3), (5,4,3), (3,5, 4), (4,3,5)}x y z  . 
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4. Од 43 монети наредени во еден ред, 8 монети се свртени со „писмо“ нагоре, а 35 со 
„глава“ нагоре. Во еден чекор се превртуваат било кои 20 монети. Дали е можно 
после конечен број на чекори сите монети да бидат свртени со „глава“ нагоре? Во 
колку најмалку чекори тоа е можно? Одговорот да се образложи!   
Решение. Нека во првиот чекор x  „писма“ се свртат во „глави“. Тогаш 20 x  „глави“ ќе се 
свртат во „писма“. После овој чекор, бројот на „писма“ и „глави“ е: 

„писма“: (8 ) (20 ) 28 2 ,x x x      „глави“: (35 (20 )) 2 15x x x      

На ваков начин, при првиот чекор ќе имаме парен број на „писма“, а непарен број на „глави“. 
Ако во вториот чекор y  „писма“ се свртат во „глави“, тогаш бројот на „писмата“ и „главите“ 

после овој чекор ќе биде  
„писма“: 28 2 (20 ) 48 2 2x y y x y        „глави“: 2 15 (20 ) 2 2 5y x y x y        

што значи дека парноста на бројот на „писмата“ и бројот на „главите“ не се менува. Јасно, за да 
се постигне саканата цел во еден чекор треба да свртиме 20 „писма“. Тоа не е можно во првиот 
чекор, но ако во првиот чекор свртиме 4 „писма“ и 16 „глави“ ќе добиеме 28 2 4 20    
„писма“ и 2 4 15 23    „глави“. Сега, во вториот чекор сите 20 „писма“ ќе ги свртиме во 
„глава“, што значи дека сите монети може да се свртат во „глава“ после 2 чекори. 

 

II година 
 

1. Во множеството природни броеви реши го системот равенки  
13,

23.

ab c

a bc

 
  

 

Решение. Ако ги собереме авенките, добиваме: 
( ) ( ) 36

( )( 1) 36

ab c a bc

a c b

   
  

 

Ако пак, од втората ја одземеме првата равенка, добиваме: 
( ) ( ) 10

( )( 1) 10

a bc ab c

c a b

   
  

 

Според тоа, ( 1) | 36b   и ( 1) |10b  . Но, 36 2 18 3 12 4 9 6 6         и 10 1 10 2 5    . 

Со непосредна проверка се добива дека единствени можни вредности за b се 2, 3 и 11. 

За b=2, се добива системот 
2 13

2 23

a c

a c

 
  

 чие решение е a=1, c=11. 

За b=3, се добива системот 
3 13

3 23

a c

a c

 
  

 чие решение е a=2, c=7. 

За b=11, се добива системот 
11 13

11 23

a c

a c

 
  

 чие решение е a=1, c=2.  

 

2. На страните AB  и BC  на квадратот ABCD  дадени се точки E  и 

F , соодветно, такви што BE BF . Нека BN  е висината во 
триаголникот BCE . Докажи дека триаголникот DNF  e 
правоаголен. 
Решение. Нека G  e пресечната точка на AD  и BN . Тогаш правоаголните 

триаголници ABG  и BCE  се складни ( AB BC  и 

90ABG NBC BCN BCE       ). Според тоа, AG BE BF  , 

па затоа GD FC . Од 90GDC GNC      следува дека четириаголникот GNCD  e 

тетивен, а од GD FC , следува дека GFCD  e правоаголник. Значи, 90GFC    и како 
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90GNC    добиваме дека петаголникот GNFCD  e впишан во кружница со дијаметри GC  

и DF . Затоа, 90DNF   , т.е. триаголникот DNF  e правоаголен. 
 

3. Ако равенките 2 0x px q    и 2 0x px q    имаат целобројни решенија, тогаш 

постојат цели броеви a  и b , такви што 2 2 2p a b  . Докажи!  

Решение. Ќе покажеме дека p , q , 2
1 4D p q   и 2

2 4D p q   се цели броеви. 

Решенијата на квадратната равенка 2 0x px q    се 1
1,2 2

p D
x

   и тие по услов се цели 

броеви. Затоа, нивниот збир 1 1

2 2
p D p D

p
       е цел број, т.е p  е цел број и нивната разлика 

1 1
12 2

p D p D
D

      е цел број. Од Виетовите формули имаме 1 2x x q  , како производ на 

цели броеви. Слично, од втората равенка добиваме дека 2D  . Понатаму, од 2 2
14p q D   и 

2 2
24p q D   следува дека 1D  и  2D  имаат иста парност со p . Со собирање на последните 

равенства добиваме 2 2 2
1 22 p D D   или 

2 2
1 22

2
D D

p
 . Тогаш 

2 2
1 2 1 2 1 22 2 2 2 2

2 2 2
( ) ( )

D D D D D D
p a b

       , каде 1 2

2
D D

a
  и 1 2

2
D D

b
  се цели броеви, 

бидејќи 1D  и 2D  се со иста парност. 
 

4. Даден е правилен шестаголник со страна 1. Во внатрешноста на шестаголникот 
земени се m  точки такви што никои три точки меѓу темињата и овие m  точки не се ко-
линеарни. Шестаголникот е разделен на триаголници, при што секоја од дадените m  
точки и секое од темињата на шестаголникот е теме на делбен триаголник. Два делбени 
триаголници немаат заедничка внатрешна точка. Докажи дека постои делбен 

триаголник чија плоштина не е поголема од 3 3
4( 2)m . 

Решение. Ќе го определиме вкупниот број на делбени триаголници на кои е поделен 
дадениот шестаголник. Нека A  е произволна точка од внатрешните m  точки. 

Збирот од сите агли во точката A  е 360   (збир од сите агли во A  на сите 
триаголници кои таа точка ја имаат за свое теме). Од друга страна, збирот од сите 

агли во теме на шестаголникот е 120 . Бидејќи збирот на аглите во секој триаголник 

е 180 , бројот на делбени триаголници е: 
0 0

0
360 6120

180
2 4m m     . 

Нека претпоставиме дека плоштината на секој од дадените делбени триаголници е 

поголема од 3 3
4( 2)m . Тогаш збирот на плоштините на сите делбени триаголници е 

поголем од 3 3 3 3
4( 2) 2

(2 4)
m

m   ,  што не е можно бидејќи плоштината на дадениот 

шестаголникот е 3 3
2

. Конечно, од добиената противречност следува дека постои 

делбен триаголник чија плоштина не е поголема од 3 3
4( 2)m .  

III година 
 

1. Висината на прав конус е два пати подолга од радиусот на основата. Најди го 
односот на волуменот на топката опишана околу конусот и топката впишана во 
него. 
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Решение. Нека  R OV  е радиус и O  е центарот на 
опишаната топка околу конусот, точката N  e средина на 

основата на конусот, точката V  e врвот на конусот, r SN  e 

радиус и S  е центарот на впишаната топка во конусот, v VN  
e висината на конусот,   e радиусот на основата, s  е должина 

на бочната страна. Tогаш,  
2 24 5s      , 22ABVP   , 

2

2 5 5 5
4 48ABV

AB BV VA
P

R    


     , 
22 4 2

2 2 5 1 5
ABVP
L

r  
 



 
   . 

Затоа, бараниот однос е  
534

3 4
3 24

3 1 5

5(1 5) 125(2 5)3 3 3
8 64

( ) ( ) ( )R

r

RV R
V rr










      . 

 

2. За острите агли ,   и   важи cos tg  , cos tg   и cos tg  . Докажи 

дека 5 1
2

sin sin sin      . 

Решение. Од условот на задачата следува  
2 2 2

2 2 2 1 2 2cos
2cos 2sin

sin cos2 1 cos1 1 1
1cos cos sin 2cos 11

cos 1 1 1 1 1.


 

  
   

 
 

          

 Воведуваме смена 2cos t   и ја добиваме равенката 2 1 0t t   . Следува дека 

1/2
1 5

2
t

 
 . Бидејќи 2cos 0  , добиваме дека 2 1 5

2
cos    . Според тоа, 

2 2 23 5 5 1
2 2

sin 1 cos ( )       . Бидејќи   е остар агол, добиваме дека 

5 1
2

sin  . Аналогно се докажува дека 5 1
2

sin sin    . 
 

3. Нека , , 1a b c   се реални броеви. Докажи дека  
2 2 2

log ( ) log ( ) log ( ) 1.b c a
a b cac ab bc

b ac c ab a bc          

Решение. Со примена на неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина 

добиваме 
2 2

2 2 .a a
bc bc

bc bc a     

Значи, 
2

1a
bc

a bc a     и како 1c  , добиваме дека 
2

log ( ) log 0a
c cbc

a bc a    . 

Аналогно, се докажува дека 
2

log ( ) log 0b
a aac

b ac b     и 
2

log log ( ) log 0.c
b c bab

c ab c    Конечно,  
2 2 2 lg lg lg

lg lg lg
log ( ) log ( ) log ( ) log log log 1.b c ab c a

a b c a b cac ab bc a b c
b ac c ab a bc b c a  

             

 
 

4. Од сите триаголници ABC  со фиксна големина   на аголот BAC  и фиксна 
должина a  на страната BC , најголем периметар има рамнокракиот триаголник 
со основа BC . Докажи!  
Решение. Нека R  е радиусот на опишаната кружица околу триаголник кој ги 

задоволува условите на задачата. Од синусна теорема следува дека 
2sin

aR  , што 
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значи дека должината на радиусот на опишаната кружници околу било кој 
триаголник кој што ги исполнува условите на задачата е константна. Периметарот на 

троаголникот ќе биде најголем кога збирот AB AC  е најголем. Сега, прво од 
синусна теорема, а потоа од адиционите формули следува  

2 2 2 2 2 2
2 (sin sin ) 4 sin cos 4 sin(90 )cos 4 cos cos .AB AC R R R R                     

Но, R  и   се константни, па затоа збирот AB AC  ќе биде најголем кога 
2

cos    ќе 

биде најголем, што значи кога 
2

cos 1   . Според тоа, збирот AB AC , т.е. 

периметарот има најголема вредност кога   , односно кога ABC  е рамнокрак 

триаголник со основа BC . 
 

IV година 
 

1. Докажи дека 3 52
23 5

( ) ( )n n


  , за секој n . 

Решение. Нека 3 5
2

a  . Треба да докажеме дека 1
n

n

a
a   , за секој n .  

За 1n  и 2n   тврдењето важи бидејќи 2(3 5)3 51
2 4

3
a

a       и 

2
2 1 1 1( )( ) 2 9

a aa
a a a       . Нека претпоставиме дека тврдењето важи за секој 

n k . Тогаш, за 1n k   важи  

1 1
1 11 1 1 1( )( ) ( )k k k

k k k
aa a a

a a a a 
        

и како 1
11 1 1, ,k k

k k
a a a

a a a
     следува дека 1

1 1
k

k

a
a 

   , т.е. тврдењето важи 

1n k  . Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека тврдењето 
важи за секој n .  

 

2. Определи ја геометриската прогресија од реални броеви кај која збирот на 
нејзините први четири членови е 15, а збирот на нивните квадрати е 85.   

Решение. Од условите на задачата следува 2 3(1 ) 15a q q q     и 
2 2 4 6(1 ) 85a q q q    . Оттука следува  

2 3 2

2 4 6

(1 ) 45
171

q q q

q q q

  
  

 , т.е. 
4 3 2

4

2 2 2 1 45
171

q q q q

q

   


 . 

Последната равенка е еквивалентна на равенката 4 3 214 17 17 17 14 0q q q q     . Но, 

0q  , па затоа последната равенка можеме да ја поделиме со 2 0q  , после што ја 

добиваме равенката 2
2 1 114( ) 17( ) 17 0

qq
q q     , која е еквивалентна со равенката 

21 114( ) 17( ) 45 0
q q

q q     . Воведуваме смена 1
q

t q   и ја добиваме равенката 

214 17 45 0t t   , чии решенија се 5
1 2
t   и 9

2 7
t   . За 5

1 2
t   ја добиваме равенката 

51
2q

q    чии решенија се 1
1 2 2

2,q q  , а додека за 9
2 7

t     равенката 91
7q

q     

нема реални решенија. Конечно, за 1 2q   наоѓаме 1 1a  , т.е. ја добиваме 



Армаганка-Republi~ki natprevari vo srednoto obrazovanie 

235 

прогресијата 1, 2,4,8,16,... , а 1
2 2

q   наоѓаме 2 8a  , т.е. ја добиваме прогресијата 

1
2

8, 4, 2,1, ,... .  
 

3. Нека : (0, )f     е функција која ги задоволува условите: 

а) f  строго монотоно расте; 

б) 1( ) ,
x

f x    за 0x  ; 

в) 1( ) ( ( ) ) 1,
x

f x f f x    за 0x  . 

Пресметај (1)f . 

Решение. Нека 0x   и 1( )
x

k f x  . Тогаш од условот б) следува 0k  , па од условот в) 

следува 1( ) ( ( ) ) 1
k

f k f f k   . Но, бидејќи 0x   од условот в) добиваме 

1( ) ( ) ( ) ( ( ) ) 1
x

f x f k f x f f x   . Од последните две равенства следува 

1
1 1 1

( ) ( )
( ) ( ( ) ) ( ))

x
k f x f x

f x f f k f


    . Понатаму, функцијата f  строго монотоно расте, па 

затоа таа е инјекција и од последното равенство следува дека 1
1 1
( ) ( )

)
x

f x f x
x


  . Последната 

равенка ја решаваме по ( )f x  и добиваме 1 5
2

( )
x

f x  . Лесно се проверува дека само 

функцијата 1 5
2

( )
x

f x   ги задоволува условите на задачата. Значи, 1 5
2

(1)f  .  
 

4. Во множеството {0}  реши ја равенката 2 4 3 2x x y y y y     . 

Решение. Очигледно е дека (0,0)  е едно решение на равенката. Почетната равенка ја 

трансформираме во обликот 2 2( 1) ( 1)( )x x y y y    . За 1y   ја добиваме равенката 

( 1) 4x x    која нема решение во множеството {0} . За 2y   ја добиваме 

равенката ( 1) 5 6x x     и парот (5,2)  е единствено нејзино решение во множеството 

{0} . Нека 3y  . Тогаш  
252 2 4 3 2 4 3 2 2

4 2 2 2
( 1)( ) ( )( 1)y y y yy y y y y y y y y y y               и  

2
2 2 4 3 2 4 3 2 21 1 1

4 4 2 2 2 2
( 1)( ) ( )( )y y yy y y y y y y y y y y               . 

Според тоа, 
2 2 2 21 1

2 2 2 2 2 2
( )( ) ( 1) ( )( 1)y y y yy y x x y y              (1) 

и како , {0}x y   од последните неравенства следуваат неравенствата  

  2 21
2 2 2
y yy x y            (2) 

(во спротивно лесно се покажува дека не се исполнети неравенствата (1)). Сега, ако 

2y k , тогаш од (2) следува дека 2 21
2

4 2 4 2k k x k k     , што не е можно за ниту 

еден {0}x  . Понатаму, ако 2 1y k  , тогаш од (2) следува дека 
2 2 1

2
(2 1) (2 1)k k x k k       , што не е можно за ниту еден {0}x  . Според 

тоа, равенката нема решение за кое 3y  .  

Значи, единствени решенија на равенката се (0,0)  и (5, 2) . 
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LX РЕПУБЛИЧКИ НАТПРЕВАР ПО МАТЕМАТИКА 
ЗА УЧЕНИЦИТЕ ОД СРЕДНОТО ОБРАЗОВАНИЕ 2017 

18.03.2017 година 
 

Прва година  
 

1. Определи ги сите петцифрени броеви abcde  такви што , ,ab bc cd  и de  се 

точни квадрати. Одговорот да се образложи!  
Решение. Единствени двоцифрени броеви кои што се точни квадрати се 16, 25, 36, 49, 
64 и 81. Тие почнуваат на цифрите 1, 2, 3, 4, 6 и 8, а завршуваат со цифрите 1, 4, 5, 6 и 

9. Според тоа, цифрите , ,b c d  можат да бидат само 1, 4 и 6. Бидејќи bc  и cd  се точни 

квадрати, тоа е можно само за 16bc=  и 64cd = . Конечно, ab  е точен квадрат за 8a=  

и de  е точен квадрат за 9e= . Според тоа, постои единствен број кој ги задоволува 

условите на задачата и тоа е бројот 81649. 
 

2. Пресметај 
2 1

111...1 111...1 666...6 8
n n n

A


       . 

Решение. Ако означиме 111...1
n

a= , тогаш  

1
2

2

666...6 6 , 111...1 10 1,

111...1 10 (999...9 1) 9 2 ,

n n
n

n n

a a

a a a a a a

+
= = +

= + = + + = +

 

 
 

па, затоа  
2 2

2 1

2

111...1 111...1 666...6 8 9 18 9 9( 2 1)

3 ( 1) 3( 1) 3(111...1 3) 33...336.

n n n

n n

A a a a a

a a

+
= + + + = + + = + +

= + = + = + =

  

 
 

 

3. Нека M  и  N  се средините на страните 

AB  и CD  на конвексниот четириаголник 

ABCD   и нека P  е пресекот на MD  и 

AN , а Q  е пресекот на MC  и BN . 

Докажи, дека плоштината на 

четириаголникот MQNP  е еднаква на 

збирот од плоштините на триаголниците 

APD  и BCQ  . 

Решение. Нека 1 1h DD= , 1h NN=  и 2 1h CC=  се должините на висините на три-
аголниците ,AMD ABN  и MBC , соодветно. Четириаголникот 1 1DD CC  е трапез со 

основи 1h  и 2h и средна линија h , па затоа 1 22h h h= + . Ако AB a= , тогаш збирот на 
плоштините на триаголниците AMD  и MBC  е 

A B

CD N

M

P Q

N1D1
C1
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1 1 1
1 22 2 2 2 2

a a
AMD MBC ABNP P h h ah P+ = ⋅ + ⋅ = =  .   (1) 

Понатаму,  
,AMD AMP APD MBC MBQ BQCP P P P P P= + = +  и ABN AMP MQNP MBQP P P P= + + . 

Ако од последните три равенства замениме во (1), после скратувањето добиваме  
APD BQC MQNPP P P+ = ,  

што и требаше да се докаже.  
 

4. Во множеството прости броеви реши ја равенката 2 2 2p pq q r   . 

Решение. Очигледно е дека r p>  и r q> . Равенката ја запишуваме во облик 
2 2( )p q pq r+ - =  од каде следува ( )( )p q r p q r pq+ - + + = . Јасно, p q r p q r+ - < + + ,  

p q r p+ - <  и p q r q+ - <  од каде добиваме дека ,p q  не се делители на p q r+ - , па 
затоа важи 1,p q r p q r pq+ - = + + = . Со собирање на последните две равенки добиваме 

2 2 1p q pq+ = +  или ( 2)( 2) 3p q- - = . Од последната равенка добиваме 3, 5p q= =  или 

5, 3p q= = . И во двата случаја 7r= .  

Конечно, ( , , ) {(3,5,7),(5,3,7)}p q r Î .  
 

Втора година  
 
 
1. Дадена е равенката  

2 2 2 2( 2) (2 2 5) 2 0a a x a a x a a         , 1a   , 2a  . 
Докажи дека корените на оваа равенка се реални. За која вредност на 
параметарот a  збирот на корените е најмал?  
Решение. Од  

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

(2 2 5) 4( 2)( 2) (2 2 5) (2( 2))

(2 2 5 2 2 4)(2 2 5 2 2 4)

9(4 4 1) 9(2 1) 0,

D a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a

= - + - - - - - = - + - - -

= - + - + + - + + - -

= - + = - ³

 

следува дека равенката има реални решенија. Збирот на корените е најмал ако 
29(2 1) 0a- = , од каде добиваме 1

2
a= . 

 

2. Системот неравенки 1 1 0a x b  , 1 0a  ; 2 2 0a x b  , 2 0a  , нема решение. 

Докажи дека постојат броеви 1c  и 2c , така што важи 1 1 2 2 0b c b c   и 

1 1 2 2 0a c a c  . 

Решение. Од првата неравенка добиваме 1

1

b
a

x³- , а од втората 2

2

b
a

x£- . Ако важи 

1 2

1 2

b b
a a

- £- , тогаш секој 1 2

1 2
[ , ]b b

a a
xÎ - -  е решение на почетниот систем неравенки, што 

противречи на условот на задачата. Значи, 1 2

1 2

b b
a a

- >- , т.е. 1 2 2 1 0b a b a- + < . Сега ако 

земеме 1 2c a=-  и 2 1c a= . Тогаш 1 1 2 2 0b c b c+ <  и 1 1 2 2 0a c a c+ = . 
 
3. Во множеството реални броеви реши го системот 
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1

1

1

x y

y z

z x

  
  
  

. 

Решение. Од условот на задачата следува , , 0x y z³ . Нека x y£ . Тогаш 

0 x y z y³ - = - , односно z y£ . Оттука, 0y z x z- = - ³ , односно x z³ . Од 

0x z x y- = - £  следува дека x z£ . Според тоа, x y z= = . Од 1x x+ =  добиваме 

дека 1 5
2

x - = . Бидејќи 0x³ , 1 5
2

x - += , односно 3 5
2

x y z -= = = .  

Ако x y> , тогаш слично на претходната дискусија се добива контрадикција.   

Следува дека единствени решенија на системот се 3 5
2

x y z -= = = . 

 
4. На дијагоналата BD  на квадратот ABCD  

избрани се точки E  и F  така што 45EAF   . 

Докажи дека 
2 2 2

EF DE FB  . 
Решение. Ако со ,x y  и z  ги означиме должините 
на отсечките ,DE EF  и FB , соодветно, тогаш треба 

да докажеме дека 2 2 2y x z= + . Нека G  e точка, 
надвор од квадратот, таква што GAD FAB@  , т.е. 

нека AG AF=  и DG BF= . Тогаш GAD FAB=  , 

45GDA FBA= =    и GD FB z= = .  
Добиваме дека 

90 45 ,

GAE GAD DAE FAB DAE

EAF

= + = +

= - = 
    


 

па затоа триаголниците GAE  и FAE  се складни и оттука GE FE y= = . Бидејќи 

45 45 90GDE GDA ADE= + = + =     , триаголникот GED  e правоаголен и затоа 
2 2 2y x z= + . 

 
 

Трета година  

1. Нека 
2

, (0, )   . Докажи го неравенството  

tg tg
2 2

tg
     . 

Решение. Од 
2

, (0, )pa bÎ  следува  

0 2cos cos cos( ) cos( ) cos( ) 1a b a b a b a b< = + + - £ + +  и sin( ) 0a b+ > , 
па затоа iмаме   

sinsin
cos cos 2 2

2
2

2sin costg tg sin( ) sin( )
2 2 2cos cos cos( ) 1 22cos

tg

ba a b a b
a b

a b
a b a b a b a b

a b a b

+ +

+

++ + + +
+ +

= = ³ = =  
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2. Даден е триаголник ABC  и точките , ,M N P  на страните , ,AB BC CA  соодветно, 

такви што важи : : :AM AB BN BC CP CA k   . Определи ја вредноста на k, 

за која плоштината на триаголникот MNP   е најмала.  

Решение. Да ги означиме плоштините на триаголниците , ,AMP MBN NCP  со 1 2 3, ,P P P  
соодветно, види цртеж.  Нека 4P  е бараната плоштина на триаголникот MNP . Од 

зададените односи, согласно условот имаме  :AM AB k= , односно  

:( ) (1 ) : :(1 )AM AM MB k k AM kMB AM MB k k+ =  - =  = - . 

Аналогно,  
: :(1 )BN NC k k= -  и : :(1 )CP PA k k= - . 

Ако со P   ја означиме плоштината на триаголникот ,ABC  
тогаш: 

1
1 2

1
2

sin

sin
(1 )

AM APP AM AP
P AB ACAB AC

k k
a

a

⋅ ⋅

⋅ ⋅
= = ⋅ = ⋅ - , 

каде 
1

1 1
11

1
kPC
kAP

AP AP
AC AP PC

k
-

+ ++
= = = = - . 

Аналогно се добива и дека 32 (1 )PP
P P

k k= = - .   

Сега  
1 2 34 1 21 3 1 3 (1 ) 3 3 1P P P PP P

P P P
k k k k- - -= = - = - - = - + . 

Ако 4P  прима најмала вредност, тогаш и дропката 4P
P

 е најмала. Квадратната функ-

ција 4 23 3 1P
P

k k= - +  е отворена нагоре и има минимум во темето на параболата со 

апсциса 3 1
2 3 2

k -
⋅

=- =  . Тогаш бараната вредност на параметарот k е 1
2

k = .  

3. Во децималниот запис на бројот 20172  има m  цифри, а на бројот 20175  има n  

цифри. Одреди го бројот m n . 

Решение. Ако во децималниот запис на бројот x  има m  цифри, тогаш точни се 

неравенствата 1 logm x m- < < . Значи 20171 log2m m- < <  и 20171 log5n n- < < . Со 
собирање на овие неравенства, добиваме  

2017 20172 log2 log5m n m n+ - < + < + , т.е. 2 2017m n m n+ - < < + , 
од каде заклучуваме дека 2017 1m n= + - , односно 2018m n+ = .  

4. Реши ја равенката 
5 4 342 4 256 3 16x x x    . 

Решение. Ако 0x< , десната страна на равенката е помала од 3, а левата поголема од 4256 , па 
затоа равенката нема решение 0 0x < . 

Нека 0x³ . Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина, применето два 
пати, добиваме    

5 42 32 35 4 5 4 5 4 3 3
34 2 32 2 32 42 4 256 2 2 2 3 2 3 2 3 2 3 16

x x
x x x x x x x x

+ +
⋅ ⋅+ + = + + ³ ⋅ ³ ⋅ = ⋅ = ⋅  

Во последните беравенства знак за равенство важи ако и само ако 5 42 32x x= = , т.е ако и само 
ако 2x= . Значи, 0 2x =  е единствено решение на дадената равенка.    
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Четврта година  
 
1.  Нека \{1}k  . Пресметај го збирот на сите броеви во табелата 

1 2 3 ...

2 3 4 ... 1

3 4 5 ... 2

. . . . .

1 2 ... 2 1

k

k

k

k k k k




  

. 

Решение. Нека {1,2,..., }j kÎ . Тогаш збирот на елементите во j -тата редица е  
( 1)

( 0) ( 1) ( 2) ... ( 1)
2j

k k
S j j j j k kj

-= + + + + + + + + - = + . 

Сега бараниот збир е 

( )
2

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 2 2 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1)
2 2 2

3
2

... 1 2 3 ...

1 2 ...

( 1 1)

k k k k k k k k
k

k k k k k k

k

S S S k k k k k

k k k k k

k k k

- - - -

- - +

+ + + = ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + + ⋅ +

= + + + + = + =

= - + + =

. 

 

2. Нека 2017 2017a   и нека ( )na  е низа таква што 1a a  и 1
na

na a  , за 1n  . 

Дали постои природен број n , така што 2017na  ? Одговорот да се образложи! 

Решение. Таков природен број не постои. Со помош на принципот на математичка 
индукција ќе докажме дека за секој природен број n , важи 2017na < . 

За 1n= , тврдењето важи, односно важи 2017 2017 2017a= < . 
Да претпоставиме дека тврдењето важи за некој природен број n k= , т.е. дека 

2017ka < . За 1n k= + , имаме 20171 2017kaka a a+ = < = . 

Кочечно од принципот на математичка индукција следува дека не постои природен 
број n , за кој 2017na ³ .  
 

3. Аритметичка прогресија со 10  члена има разлика 0d  . Ако апсолутната вредност на 

секој член na прогресијата е прост број, определи ја најмалата можна вредност на d . 
Решение. Ако d е непарен, тогаш има по еден парен член во секои два последователни 

членови. Бидејќи има најмалку пет парни членови во низата, па барем еден од нив не е еднаков на 
2-  и 2 . Имајќи предвид дека апсолутните вредности на елементите од низата се прости броеви, 

тогаш мора d  да биде парен. Слична дискусија ни дава дека мора d  да биде делив со 3 . 
Ќе докажеме дека мора d  да биде делив со 5 . Ако d  не е делив со 5 , тогаш помеѓу пет 

последователни членови, мора да има делив со 5 , односно мора во целата низа да има два броја 
кои се деливи со 5 . Ако апсолутната вредност на секој член од низата е прост број, тогаш тие два 
броја кои се деливи со 5  мора да бидат 5   и 5- . Но, ова не е можно, бидејќи четирите члена кои 
треба да бидат меѓу нив се 3, 1,1,3- - , што е во контрадикција со условот дека апсолутните 
вредности на членовите од низата треба да бидат прости броеви. Значи, најмалата можна вредност 
за d  е 30 . 

Навистина, можно е 30d = . Пример за таква аритметичка низа е  
113, 83, 53, 23,7,37,67,97,127,157- - - - . 
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4. Определи ги сите функции :f    такви што 

( ( ) ( )) ( )f f x f y f x y   , за секои ,x y . 

Решение. I начин. Нека 1 2,x x  се реални броеви за кои важи 1 2( ) ( )f x f x= . Заменувајќи, 

последователно 1y x=  и 2y x=  во дадената равенка, добиваме 1 1( ( ) ( )) ( )f f x f x f x x+ = +   и 

2 2( ( ) ( )) ( )f f x f x f x x+ = + . Бидејќи левите страни на последните две равенства се еднакви, 

имаме 1 2( ) ( )f x x f x x+ = + , од каде 1 2x x= . Добивме дека функцијата ( )f x  е инјекција. 

Заменувајќи 0y= , во почетното равенство, добиваме ( ( ) (0)) ( )f f x f f x+ = , за секој реален 

број x . Бидејќи ( )f x  е инјекција, имаме дека ( ) (0)f x f x+ = . Ако ставиме 0x= , од 

последното равенство добиваме 2 (0) 0f = , односно (0) 0f = . Оттука, добиваме дека 

функцијата ( )f x x=  го задоволува почетното равенство. 
II начин. Менувајќи ги местата x  и y  во почетната равенка добиваме дека  

( ( ) ( )) ( )f f y f x f y x+ = + . 
Бидејќи левата страна во последното равенство е иста како и левата страна на почетното 
равенство, добиваме ( ) ( )f x y f y x+ = + . Заменувајќи 0y= , во последното равенство 

добиваме ( ) (0)f x x f= + . Сега со замена во почетната равенка добиваме  

(0) (0) (0) (0)x f y f f x f y+ + + + = + +    , 

од каде следува (0) 0f = . Сега од ( ) (0)f x x f= + , добиваме дека ( )f x x= . 
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LXI ДРЖАВЕН НАТПРЕВАР ПО МАТЕМАТИКА 
ЗА УЧЕНИЦИТЕ ОД СРЕДНОТО ОБРАЗОВАНИЕ 2018 

 
17.03.2018 година 

 

 
Прва година  

 
1. За кои цифри , ,x y z  е точно равенството 

( )xy yx yz zy x z xy   ? 

Решение. Бидејќи yx  и zy  мора да се точни квадрати, заклучуваме дека тие се меѓу броевите 
16, 25, 36, 49, 64 или 81. Но, y  треба истовремено да се јавува и како прва и како втора цифра на 

некој од дадените двоцифрени броеви, па затоа {1,4,6}yÎ .  Сега лесно се добива дека {6,9,4}xÎ  и 

{3,6,8}zÎ . Понатаму, x z+  треба да е цифра, па затоа 9x z+ £ , што е можно само ако дека 3z=  

и {6,4}xÎ . Понатаму, од 3z=  следува 6y= , па добиваме дека 4x= . Навистина  

46 64 63 36 746+ = . 
 

2. Сад е наполнет со стопроцентен алкохол. Од садот се одлеани два 
литра алкохол и е додадена исто толку дестилирана вода. Постапката е 
повторена уште еднаш, односно, одлеани се два литра од растворот и 
додадени два литра дестилирана вода. На тој начин во садот е добиен 36 
% алкохол. Колку литри раствор содржи садот? 

Решение. Нека во садот на почеток има x  литри алкохол, колку што е и вкупното количество 
на раствор во садот. Кога од садот ќе одлееме 2 литри алкохол и дотуриме 2 литри вода, во садот ќе 

има 2x-  литри чист алкохол, односно 
100( 2)x

x
-

 процентен алкохол. Вкупното количество на чист 

алкохол после второто претурање е 22 2 x
x

x -- - ⋅  литри, а тоа според условот на задачата е 0,36x . 

Така се добива равенката  
22 2 0,36x

x
x x-- - ⋅ = . 

После множењето со x  добиваме 
2 2

2

2 2

2 2 ( 2) 0,36

( 2) 2( 2) 0,36

( 2) (0,6 ) .

x x x x

x x x x

x x

- - ⋅ - =

- - - =

- =

 

Работиме со позитивни величини, од каде имаме дека 
2 0,6

0,4 2

5

x x

x

x

- =
=

=
 . 

Значи, садот содржи 5 литри раствор.  

 
3. Нека , ,a b c се природни броеви такви што броевите ,c bp b a q a c= + = + и 

ar c b= +  се прости. Докажи дека два од простите броеви се еднакви. 
Решение. Од принципот на Дирихле следува дека два од броевите , ,a b c  се со иста парност. Без 

губење на општоста можеме да земеме дека a  и b  се со иста парност. Тогаш cp b a= +  е парен 
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број, па затоа 2p= . Понатаму, од 2 cb a= +  следува дека 1a=  и 1b= . Според тоа, 

11 1b aq a c c c c b r= + = + = + = + = , што и требаше да се докаже.  

 
4.Кружница k  ги допира краците на агол со теме O , во точките A  и B . 

Правата која минува низ B  и е паралелна со кракот OA  ја сече кружницата 
во точката C , а отсечката OC  ја сече кружницата во точката D . 

Докажи дека правата BD   минува низ средината на отсечката OA . 
Решение. Ќе докажеме дека 

OBS DOS  (види цртеж). Имаме, 
OBS BCD=   како агли меѓу тангента и тетива. 

Понатаму, BCD DOS=   како наизменични агли. 
Значи OBS DOS=  , а аголот кај темето S  е 
заеднички, па затоа важи OBS DOS  . Сега  

: :OS SB DS SO= ,  т.е. 
2

OS SB DS= ⋅ . 
Од друга страна од степен на точката S  во 

однос на кружницата k  следува 
2

SA SB SD= ⋅ . 

Затоа 
2 2

OS SA= , т.е. SA OS= , што значи дека 
точката S  е средина на отсечката OA . 
 

Втора година 
 

1. За која вредност на параметарот p  корените на квадратната равенка  
2 ( 3) 2 0x p x p+ - - + =  

се реални и со различен знак. 
Решение. Дискриминантата е 2 2 26 9 4 8 2 1 ( 1) 0D p p p p p p= - + + - = - + = - ³ , за секој 

реален број p . Бидејќи корените треба да се реални и со различен знак добиваме дека 2( 1) 0p- > , 

а тоа е исполнето за 1p¹ . Од друга страна корените на равенката се со различен знак па важи  

1 2 2 0x x p=- + <  2 0 2p p- + <  > . 

Конечно, (2, )pÎ ¥ . 

 
2. Определи ги сите природни броеви n  за кои 2 1 2 13 2 6n n n+ +- -  е прост 

број. 
Решение. Имаме  

2 1 2 1 2 2 2 23 2 6 3 3 2 2 3 2 3 (3 ) 2 (2 ) 3 2n n n n n n n n n n n+ +- - = ⋅ - ⋅ - ⋅ = ⋅ - ⋅ - ⋅  

Воведуваме замена 3n a=  и 2n b= , и добиваме  
2 2 2 23 2 3 3 2 2 3 ( ) 2 ( ) ( )(3 2 )a b ab a ab ab b a a b b a b a b a b- - = - + - = - + - = - + . 

Значи, 2 1 2 1 1 13 2 6 (3 2 )(3 2 )n n n n n n n+ + + +- - = - + . За 2n³  важи 3 2 1n n- > , па затоа 
1 1(3 2 )(3 2 )n n n n+ +- +  е сложен број. За 1n=  имаме 2 2(3 2)(3 2 ) 13- + = , што значи дека 

2 1 2 13 2 6n n n+ +- -  е прост број само за 1n= . 

 
3.Во множеството реачни броеви реши го системот равенки  

A

B

O

C

S

D k
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2 2

2 2

3

3

3

0.

x y
x y

x y
x y

x

y

-
+
+
+

ìï + =ïïïíïï - =ïïî

 

Решение. Првата равенка ја множиме со m na A+ = , втората ја множиме со m na B- =  и 

добиените равенки ги собираме, после што добиваме  
2 2

2 2 2 2

3 3
3

xy y x xy
x y x y

xy xy y
- +
+ +

+ + - = , т.е. A . 

Бидејќи B , добиваме 
3 1

2
y

y
x

+= . Ако замениме во втората равенка, последователно добиваме  

3 1
2

3 1 2 2
2

2

2 4

3

( )

2 (6 3 1)
9 6 1 4

4 2 2

4 2

0

0

4 9 6 1 12 6 2 0

4 3 1 0

y
y

y
y

y

y

y y y
y y y

y

y

y y y y y

y y

+

+

+

+

+ +
+ + +

- =

- =

+ + + - - - =

- - =

 

Нека 2t y= . Тогаш решенија на квадратната равенка 1  се 1-  и 1
2 4

t =- . Бидејќи системот треба 

да се реши во множеството реални броеви добиваме (2 1)k+ , од каде наоѓаме 

(2 1 (2 1) 2( ))n k n k+ - + = -  и 1 . Со замена во 
3 1

2
y

y
x

+=  добиваме 1- , што значи дека бараните 

решенија на системот се 2-  и 0 .     

 
4. Даден правоаголен ABC  со прав агол во темето 2k . Нека 

2y x bx c=- + +  и ,b cÎ  се точки од хипотенузата 2y x=  такви што 
2y x bx c=- + +  и 2y x bx c=- + + . Нека 2y x=  е ортогонална проекција на 

точката 2 2x bx c x- + + =  врз страната 22 0x bx c- - = , а 2 8 0b c+ =  е ортогоналната 
проекција на точката E  врз страната 2y x bx c=- + + . Докажи дека 
DE DF EG= + . 

Решение. Нека N  е подножјето на висината повлечена од темето C  кон хипотенузата AB . Од 

BC BD=  следува  BCD BDC=  . Тогаш од BCD BCN NCD= +    и BDC DCA DAC= +    
следува  

BCN NCD DCA DAC+ = +    . (1) 
Од 1 2 9, ,...,x x x  следува ADF DBC=   

(трансферзални агли). Од 90AFD CND= =    
следува  

DAC DAF BCN= =        (2) 
Со замена на (2) во (1) добиваме  

BCN NCD DCA BCN+ = +     т.е. 
NCD DCA=  . 

Следува CD  е симетрала на FCN  и затоа 

1 2 3 5x x x+ + ³  е еднакво оддалечена од краците на аголот, односно FD DN= . Аналогно се 

покажува дека NE EG= . Конечно,  

DE DN NE DF EG= + = + . 
 

Трета година  
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1. Реши ја неравенката  

3 5
3(3 ) 1
x

xx
-
-- < . 

Решение. Разгледуваме два случаи: 

а) 3 5
3

3 1 0x
x

x -
-

- >  < ; 

(б) 3 5
3

0 3 1 0x
x

x -
-

< - <  > . 

Оттука добиваме: 

(а) 2 3 5 0x x<  - < , т.е. 5
3

( , )xÎ -¥ ; 

(б) 2 3 3 5 0x x< <  - > , т.е (2,3)xÎ . 

Значи решение на неравенката е 5
3

( , ) (2,3)xÎ -¥ È . 

 
2. Ако важи равенството  

2 3log log log loga ab ab abb b b b- = - ,  
определи ги 2log , log , loga ab abb b b  и 3logab b . 

Решение. За 1b= , сите логаритми се еднакви на 0. За 0b>  и 1b¹ , дадениот услов можеме да 
го запишеме во обликот  

1 1 1 1
log log 1 log 2 log 3b b b ba a a a+ + +

- = - . 

Нека logb a x= . Тогаш ја добиваме равенката 1 1 1 1
1 2 3x x x x+ + +

- = - , чие решение е 3
2

x=- . Затоа, 

22
3

log , log 2, log 2a ab abb b b=- =- =  и 3 2
3

logab b= . 

 
3. Докажи дека за аголот j  меѓу тежишните линии повлечени кон 

катетите на правоаголeн триаголник важи неравенството 4
5

cosj³ . 

Решение. Нека 1A  е средината на катетата a , 1B  е средината на катетата b  и нека at  и bt  се 

тежишни линии повлечени кон катетите a  и b , соодветно. Од правоаголните триаголници 1AA C  

и 1BCB , според Питагоровата теорема, имаме 
2

4
2 2a
at b+=  и 

22 2
4

,b
bt a= +  од каде што 

елиминирајќи го b добиваме  
2 24

5
162

1
abt t

a
-

=       (1) 

Од косинусната теоремата за триаголникот 1А TB  
имаме  

2 2 2
1 1 12 cosA B A T TB A T TB j= + - ⋅  

и оттука следува дека  
1 2 2 2
3

2
3

2
2

1
3 3

) ( )( ( )

2·
cos

a
a b

a b

t t

t t
j

+ -
= . 

Ако во последното равенство го замениме 2a  со изразот во (1), добиваме 
2 2

2
5

cos a b

a b

t t
t t

j
+

=                       (2) 
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Од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина имаме 2 2 2 a ba bt t tt ³+  , односно 

2 2

2a b

a b

t t
t t
+

³ , па сега од (2) следува 
2 2

2 2 4
5 5 5

cos 2a b

a b

t t
t t

j
+

³ ⋅ == , што и требаше да се докаже.  

 
4. Докажи го неравенството 

5 5 4sin cos sin 2x x x+ + £ . 
Кога важи знак за равенство? 

Решение. Имаме: 
5 5 4 4 4 4 4 2 2

1 2 1 24 2 2 2 2
3 3 3 3

sin cos sin sin cos sin 2sin (1 sin )

3sin 2sin 1 3(sin ) 3(1 ) 2

x x x x x x x x

x x x

+ + £ + + = + -

= - + = - + £ - + =
 

За да важи равенство, треба секаде да имаме равенства, односно мора да важи   
5 4 5 4 2sin sin , cos cos , sin 1x x x x x= = = . 

Од 4 2sin (sin 1) 0 sin 1x x x- =  =  следува дека sin 1x= . Значи, равенството важи ако и само 

ако 
2

2 ,x k kp p= + Î . 

 
Четврта година  

 
1. Нека m na A+ =  и m na B- =  се членови на аритметичка прогресија. 

Изрази ги членовите na  и ma  преку A  и B . 
Решение. Од  

1 ( 1)m na a m n d A+ = + + - =  и 1 ( 1)m na a m n d B- = + - - =  

добиваме  

ma nd A+ =  и ma nd B- = , 

односно 
2

A B
n

d -= . Сега од ma nd B- =  и na md A+ =  следува  

2 2
A BA B

m n
a B nd B n +-= + = + =  и 

(2 )
2 2

n m A mBA B
n n n

a A md A m
- +-= - = - = . 

 

2. Дадена е низа од 2 1n+  броеви таква што секој  член на низата е или 1  
или 1- . Дали може дадените броеви од низата да се поделат на две групи 
(секој член на низата припаѓа на само една група) така што збирот на 
броевите од едната група е еднаков со збирот на броевите од другата 
група.  

Решение. Бидејќи 2 1n+  е непарен број, во едната група треба да има непарен број броеви 
(2 1)k+ , а во другата парен (2 1 (2 1) 2( ))n k n k+ - + = - . Бидејќи броевите се 1  или 1- , збир на 

еден пар броеви е 2- , 0  или 2 . Според тоа, збирот на елементите во групата со парен број на 
елементи е парен. Од друга страна, во другата група збирот од 2k  елементи е парен, а со додавање 
на останатиот  се добива непарен број. Бидејќи не постои број кој е истовремено парен и непарен, 
таква поделба не постои. 

 
 3. Параболите 2y x bx c=- + + , ,b cÎ  ја допираат параболата 2y x= . 

Определи ја равенката на кривата на која лежат темињата на параболите 
2y x bx c=- + + . 
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Решение. Нека параболите 2y x bx c=- + +  и 2y x=  меѓусебно се допираат. Тогаш равенката 
2 2x bx c x- + + =  има едно решение. Равенката 22 0x bx c- - =  има едно решение, т.е. има двоен 

корен ако и само ако 2 8 0b c+ = . Според тоа параболите се допираат ако и само ако 
2

8
bc=- , т.е. 

ако и само ако параболата 2y x bx c=- + +  е од видот 
22

8
by x bx=- + - .  Нејзино теме е 

2

2 8
( , )b bT . 

Бидејќи 
2 1 2

8 2 2
( )b b= , добиваме дека темињата на параболите се наоѓаат на параболата 1 2

2 2 2
( )b b , 

т.е. 1 2
2

y x= . 

 
4. Нека 1 2 9, ,...,x x x  се ненегативни реални броеви за кои важи  

2 2 2 2 2 2 2 2 2
5 71 2 3 4 6 8 9 25x x x x x x x x x+ + + + + + + + ³ . 

Докажи дека меѓу броевите 1 2 9, ,...,x x x  може да се најдат три броја чиј 
збир е поголем или еднаков од 5 . 

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0x x x x x x x x x³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ ³ . 

Тогаш имаме: 2 21 2 54x x x x³ ³ , 2 21 3 76x x x x³ ³  и 2 22 3 8 9x x x x³ ³ , па затоа  

2 2 2 21 2 3 1 2 1 3 2 31 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 71 2 3 4 6 8 9

( ) 2 2 2

25,

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

+ + = + + + + +

³ + + + + + + + + ³
 

т.е. 1 2 3 5x x x+ + ³ . 
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РЕПУБЛИЧКИ НАТПРЕВАР ПО МАТЕМАТИКА 
ЗА УЧЕНИЦИ ОД СРЕДНОТО ОБРАЗОВАНИЕ 

16.03.2019 година 
 

Прва година 
 

1. Страните на еден петтоаголник последователно се еднакви на 
4 , 6 , 8 , 7cm cm cm cm  и 9cm . Дали во овој петаголник може да се впише 
кружница? Образложи го својот одговор! 

Решение. Нека ABCDE  е петаголник таков што 4AB cm= , 6BC cm= , 8CD cm= , 7DE cm=  

и 9EA cm= , во кој може да се впише кружница k . Допирните точки на , , , ,AB BC CD DE EA  со k   

ќе ги означиме со , , , ,K L M N P  соодветно. Тогаш, 

, , ,

,

PA AK x KB BL y LC CM z

MD DN u NE EP v

= = = = = =

= = = =
 

и  
4

6

8

7

9

x y

y z

z u

u v

v x

ì + =ïïïï + =ïïï + =íïï + =ïïïï + =ïî

 

Ако ги собереме равенките, добиваме 
( )2 34 17x y z u v x y z u v+ + + + =  + + + + = . Но, тогаш 

( ) ( )17 9 8 17x y z u v y x v z u y y= + + + + = + + + + = + + = +
 

од каде што добиваме дека 0y= . Ако 0y= , тогаш K B Lº º , односно точките ,A B  и C  се 

колинеарни. Тоа е противречност со претпоставката дека ABCDE е петаголник. Значи, во 
петаголникот не може да се впише кружница. 
 

2. Во автобусите на една туристичка агенција, треба да се распоредат 
членовите на една туристичка група, така што во секој автобус да има ист број на 
туристи. На почетокот во секој автобус влегле по 22 туристи при што останал 
несместен еден турист. Но, еден автобус заминал празен, па во останатите 
автобуси туристите се распоредиле рамномерно. Колку туристи и колку автобуси 
биле на почетокот, ако во секој автобус влегле не повеќе од 32 туристи? 

Решение. Нека k  е бројот на автобуси кои што туристичката агенција ги имала на почетокот. 
Од условот на задачата имаме 2k³ , а бројот на туристи бил 22 1k+ . Откако заминал еден 

автобус, туристите можеле да се сместат во 1k-  автобуси подеднакво. Значи, бројот 22 1k+  е 
делив со 1k- . Задачата се сведува на тоа да се определат броевите ,k n  така што 2k³  и 

22 1
1

kn
k

+=
-

 е цел број, таков што 32n£ .  

Бројот 2322
1

n
k

= +
-

 е цел број ако и само ако 23
1k-

 е цел број. Но, тоа е можно само за 2k=  и 

24k= . Ако 2k= , тогаш 45n=  што не е можно, бидејќи 32n£ . Ако 24k= , тогаш 23n= . 

Значи, на почетокот имало 24 автобуси, а бројот на туристи бил ( )1 23 23 529n k- = ⋅ = .  

 

K

L

MN

P

A B

C

D

E

x
x

y
y

z

z

u u

v

v
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3. Ако меѓу цифрите на бројот 1331 допишеме по 2019 нули, се добива број кој е 
потполн куб. Докажи! 
Решение. Ако меѓу цифрите на бројот 1331 допишеме по 2019 нули, се добива бројот 


2019 2019 2019

100 0300 0300 01   . 

За овој број имаме 



( ) ( )

( )

3 2019 3 2 2019 2 2019 1

2019 2019 2019
3 22019 1 2019 1 2019 1 2 3

32019 1

100 0300 0300 01 10 3 10 3 10 1

10 3 10 1 3 10 1 1

10 1

⋅ + ⋅ + +

+ + +

+

= + ⋅ + ⋅ + =

= + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + =

= +

  

 

 

4. На страната BC  од рамнокракиот триаголник  ABC AB BC  е избрана 

точка D  така што : 1: 4BD DC  . Во кој однос правата AD  ја дели висината BE  
сметајќи од темето B ? 
Решение. Пресекот на BE  и AD  да го означиме со F . Нека K BEÎ  е таква што DK CA . 

Според тоа, BCE BDK   и 1
5

BK KD BD
BE CE BC

= = = , односно 

1
5

BK BE=  и 1
5

KD CE= .   Бидејќи триаголниците DKF  и AEF  

имаат еднакви агли, тие се слични, па според тоа 1
5

KD KF
AE FE

= = . Ако 

воведеме ознака KF x= тогаш 5FE x= , па од равенството 

BK KF FE BE+ + = , добиваме 3
2

BK x= . Бидејќи 

3 5
2 2

BF BK KF x x x= + = + = , од равенството 5FE x= добиваме 

5: :5 1:2
2

BF FE x x= = . 

 

Втора година 
 

1. Докажи дека 3 334 1 16 4 3    . 
Решение. Со трансформирање на левата страна од равенството добиваме  

( ) ( )3 3 3 3 3 3 3 3 3 334 1 16 4 4 1 4 4 1 4 1 2 4 1 4 1 2 1- + - = - + - = - + - = - +  

т.е. ( )3 34 1 2 1 3- + = . Со квадрирање на левата страна во последното равенство добиваме  

( )( ) ( )( )23 3 3 3 3 3 3 33 34 1 2 1 4 1 4 2 2 1 16 2 8 4 4 2 2 1 2 2 1 3- + = - + + = + + - - - = ⋅ - =  

Од каде што со коренување го добиваме бараното равенство. 
 

2. Определи ги сите вредности на реалниот параметар a  за кои равенката  
2 2 2ax ax ax     

има решение.  
Решение. Ако 2 0ax+ < , тогаш равенката нема решение, а ако 2 0ax+ ³ , тогаш таа е 

еквивалентна со равенката 2 2( ) 3 2 0a a x ax- + + = . 
 Можни се следниве случаи:  

AC

B

D

E

F

K
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 i. Коефициентот пред 2x  е еднаков на 0 и соодветната линеарна равенка има корен за кој важи 

2 0ax+ ³ . За 0a=  добиваме 2 0= , што не е можно. За 1a=  добиваме 2
3

x=-  и како 

2
3

2 2 0ax+ =- + ³ , заклучуваме дека 1a=  е решение на задачата.  

 ii. Коефициентот пред 2x  не е нула, ( 0,1a¹ ) и соодветната квадратна равенка има единствено 

решение кое го задоволува условот 2 0ax+ ³ . Тогаш, за равенката да има единствено решение, 

треба 2 2 29 8( ) 8 0D a a a a a= - - = + = . Добиваме 0a=  или 8a=- . Но, 0a¹ , па останува 

8a=- , при што добиваме 1
6

x=  и 1
6

2 8 2 0ax+ =- ⋅ + ³ , што значи дека 8a=-  е решение на 

задачата.  

 iii. Коефициентот пред 2x  не е нула ( 0,1a¹ ), а соодветната квадратна равенка има два корена 

1x  и 2x  такви што 1 2 0ax + <  и 2 2 0ax + ³ . Последното значи дека бројот 2
a

-  се наоѓа меѓу 

корените на равенката, при што може да се совпадне со поголемиот корен. Ако 2
2a

x- = , добиваме 

2 22 2( )( ) 3 ( ) 2 0
a a

a a a- - + - + = , од каде следува 0a= , што е противречност. Значи, 2
a

-  не се 

совпаѓа со ниту еден од корените. Оттука следува дека е исполнето неравенството  
2 22 2 2( )(( )( ) 3 ( ) 2) 0
a a

a a a a a- - - + - + < , кое гарантира постоење на два корена. По упростување на 

последното неравенство добиваме 1a³ .  

Конечно, решение на задачата е 8a=-  и 1a³ .  
 
        3. На произволен начин од множеството { }1,2, ,25 се избрани 17  различни 
броеви. Докажи дека меѓу избраните броеви постојат два различни чиј производ 
е полн квадрат. 
       Решение. Ги разгледуваме множествата { } { } { } { } { } { } { }1,4,9,16,25 , 2,8,18 , 3,12 , 5,20 , 6,24 , 7 , 10 ,    

{ } { } { } { } { } { } { } { } { }11 , 13 , 14 , 15 , 17 , 19 , 21 , 22 , 23 . Тие се дисјунктни и нивната унија е множеството 

{ }1,2, ,25 . Бидејќи се избрани  17  различни броеви, а множества се 16 , според принципот на 

Дирихле, постојат барем два кои се елементи на исто множество. Тоа значи дека меѓу избраните 
броеви постојат два различни чиј производ е полн квадрат.  
 

4. Дадени се два рамнострани 
триаголници ABC и CDE кои се наоѓаат 
од иста страна на правата AE и имаат 
само една заедничка точка, точката C . 
Нека M  е средина на BD , N е средина 
на AC  и нека K  е средина на CE . 
Докажи дека MNK  е рамностран. 
 Решение. Нека P  и Q  се средини на BC  и CD  

соодветно. Од тоа што P  и N  се средини на BC  

и AC , соодветнo, следува 
2

ABPN PC= =        (1) 

Од M  и Q  се средини на BD  и CD  следува 
2

BCMQ PC= =        (2) 

Од (1) и (2) следува PN MQ= . 

Аналогно се покажува дека PM QK= . 

60MPN MPC CPN MQC MQC CQK KQM= + = + = + =        
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Следува дека MPN KQM@  . Значи MN MK= . Нека BCD a= . Тогаш  

( )
180 180

180 60 180 60

NMK PMQ PMN QMK NPM NPC CPMa a

a a

= - - = - + = - + + =

= - + + - =

 

   
      

 

Следува MNK  е рамностран. 
 

Трета година 
 

1. Реши ја неравенката 
2 2sin cos4 3 4 8x x    . 

Решение. Ако означиме 
2sin4 x y  , тогаш 

2 2

2
cos 1 sin

sin

4 4
4 4

4

x x

x y
  


   , па 

неравенката го добива обликот 
4

3 8, 0.y y
y

    Оттука следува дека 

2 8 12 0, 0y y y    , oд каде што добиваме 2 6y  , т.е. 
2sin2 4 6x  .    (1) 

Бидејќи 
20 sin 1x   , следува дека 

2sin1 4 4x  .   (2) 

Од (1) и (2) добиваме 
2sin2 4 4x  , oд каде што следува дека 21

2
sin 1x    т.е 

2
2

sin 1x   Последната равенка е еквивалентна со неравенките 2
2

sin x    или 

2
2

sin x  , oд каде 4 1 4 3
4 4
k kx   .  

 

2. Да се реши равенката 
612 4

2 2 2 2x x x   . 

Решение. Ќе воведеме смена 12x t= , 0t³ , при што 12 x t= , 4 3x t=  и 6 2x t= . Почетната 

равенка може да се запише како 
3 2

2 2 2 2t t t+ = ⋅ . Бидејќи 2t  и 
3

2t , t  и 3t  се ненегативни реални 
броеви, од неравенството меѓу аритметичка и геометриска средина добиваме 

3
3 3 222 2 2 2 2 2 2 2 2

t t
t t t t t

+
+ ³ ⋅ = ⋅ ³ ⋅ . 

Равенство е исполнето ако и само ако 
3

2 2t t=  и 3t t= . 
Во двата случаи добиваме дека решенија се 1 2 30, 1, 1t t t= = =- . Јасно е дека 3t  не може да биде 

решение. 
Значи, решенија на почетната равенка се 1 0x =  и 2 1x = .. 
 

3. Во триаголникот ABC , исполнето е равенството 2 4 cos cosc ab   . Да 
се докаже дека триаголникот е рамнокрак. 

Решение. Според косинусната теорема за триаголникот ABC  исполнето е равенството  
2 2 2 2 cosc a b ab g= + - . Бидејќи 180a b g+ + =  , т.е. cos cos(180 ) cos( )g a b a b= - - =- + , 

заменувајќи во последното равенство добиваме: 
2 2 2 2 22 cos( ) 2 (cos cos sin sin )c a b ab a b aba b a b a b= + + + = + + - . 

Од условот на задачата имаме 2 4 cos cosc ab a b= , па заменувајќи во последното равенство 
добиваме 

2 2 2 (cos cos sin sin ) 2 cos( )a b ab aba b a b a b+ = + = - , 
односно 
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2( ) 2 (cos( ) 1)a b ab a b- = - - . 
Бидејќи левата страната е ненегативна, а десната страна е непозитивна, равенството е исполнето 
ако и само ако cos( ) 1 0a b- - = , т.е. a b= , т.е. a b= , односно триаголникот ABC  е рамнокрак. 
 

4. Во триаголникот ABC  впишана е 
кружница со центар во точката O , која 
страната AB  ја допира во точката D . Нека 
S  е средина на отсечката CD . Докажи дека 
правата OS  ја преполовува страната AB . 

Решение. Нека правата OS pº  ја сече страната 

AB  во точката L . Треба да покажеме дека 
1
2

AL AB= . Од условите на задачата и според 

ознаките на цртежот, SOD SKC@   (признак АСА). 

Оттука следува дека ,CK r KH h r= = - , каде што со 

r  е означен радиусот на кружницата, а со h  должината на висината CH . Од сличноста на 
триаголниците LHK  и LDO  следува  

: :LH LD HK DO=                     (1) 

Ако означиме со 1,x AL b AH= = , тогаш од AD s a= -  ( s е полупериметарот на ABC ) имаме: 

1 ,HL b x LD s a x= - = - - , па (1) добива облик  

1 1b x h r h
s a x r r

- -
- -

= = - .                          (2) 

За односот h
r

, од познатите формули за плоштина на триаголник: 
2
hcP=  и P rs=  добиваме: 

2
2

P
c
P
s

h s
r c
= =                      (3) 

Ако (3) го замениме со (2) добиваме 1 2 21b x a bs s c
s a x c c c

- +-
- -

= - = = , oд каде што  

1( ) ( )( )b x c a b s a x- = + - -  

1 ( )( ) ( )b c cx a b s a a b x- = + - - +  

1( ) ( )( )a b c x a b s a b c+ - = + - -  

Од косинусната теорема за ABC  и правоаголниот AHC  следува 
2 2 21

2
cosb b c a

b bc
a + -= = , т.е. 

2 2 2
1 2

b c ab c + -= . Тогаш, од 

2 2 2 1 2 2 2 2 2
2 2 2

2

( ) ( ) ( )

( )

b c a b c a

c

a b c x a b ab ac a b bc ab b c a

a b c

+ - + -+ - = + - = + - + + - - - + =

= + -
 

следува дека 
2
cx= . 

 

Четврта година 
 

1. За четири броја , , ,a b c d  е исполнето: , ,d c a b c d a d b c       . 
Подреди ги по големина овие четири броеви. 

Решение. Од a d b c+ < + , следува дека 2a d b b c+ + < + . Бидејќи a b c d+ = +  следува дека 
2 2c d b c+ < + , односно d b<   (1). 

 Слично, од a d b c+ < + , следува дека 2a d c b c+ + < + . Бидејќи a b c d+ = +  следува дека 
2 2a b b c+ < + , односно a c<  (2).  
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Од (1) и (2) следува дека a c d b< < < . 
 

2. Докажи дека за секој природен број 1n   е исполнето 

    2! 4! 2 ! 1 !
n

n n     . 

Решение. Ќе го покажеме неравенството со математичка индукција. За 2n= , 
248 2! 4! (3!) 36= ⋅ > = . Нека претпоставиме дека неравенството важи за природниот број n . Тогаш  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2! 4! 2 ! 2( 1) ! 1 ! 2 2 ! 1 ! 1 ! ( 2) ( 3) (2 2)n nn n n n n n n n n⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + > + ⋅ + = + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + >   

( )( ) ( )( )1 111 ! ( 2) 2 !n nnn n n+ ++> + + = + , 

 што и требаше да се покаже. 
 

3. Нека ( )na  е низа од реални броеви така да 1 1n na a   , за сите n N  и нека 

( )nb  е низа дефинирана со 1 2 na a a
n n

b
   

. Докажи дека 1
1 2n nb b   , за сите 

n N . 
Решение. Бидејќи 1 1n na a+ - £ , од неравенство на триаголник имаме дека m na a m n- £ - , за 

сите ,m n NÎ . Тогаш, 

1 1 2 1 1 1 2 11 2 1 1 2

( 1)
1 1 1 2 1 2

1 1 ( 1) ( 1)

( 1) 1 1
( 1) ( 1) ( 1) 2

n n n n n nn n n

n n
n n n n

na a a a a a a a a aa a a a a a a
n n n n n n n n

a a a a a a n n
n n n n n n

b b + + + ++

+
+ + +

- - - - - + - + + -+ + + + + + +
+ + + +

- + - + + - + - + +
+ + +

- = - = = £

£ £ = =

  

 

 
 

4. Нека 1

2

3
a   и 1

24 9 9

4 253 48
n n

n

a a
a 


    за сите природни броеви n . 

 Најди ја вредноста на 1 2 3 ...a a a    . 

Решение. Нека 24 9n nb a= + . Тогаш имаме 
2 9
24

n
n

ba -= , па почетната рекурентна релација 

го добива обликот 
2 21 9 9 9

24 24 16 48
n n nb b b+ - -= + -  или 2 21(2 ) ( 3)n nb b+ = + . Бидејќи nb  се 

ненегативни за сите nÎ , следува дека 12 3n nb b+ = + . Презапишувајќи го последното равенство 

како 12( 3) 3n nb b+ - = - . Нека ставиме 3n nc b= - . Тогаш, имаме 1
1
2n nc c+ =  и 

1 1 13 24 9 3 2c b a= - = + - = . Значи, имаме 
2

1
2

n n
c

-
= , па 

2
1 3

2
n n

b
-

= +  и 
2 4

1 1 1
24 2 2

n n n
a

-
= ⋅ + . 

Конечно,  

( ) ( )1 2 3
1 1 1 1 1... 4 1 ... ...
24 4 2 4 8

a a a+ + + = + + + + + + + =
1

1 4 112
24 1 1 91 1

4 2

⋅ + =
- -

. 
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