
Matematika  

Opredelen integral.Formula na Wutn-Lajbnic 

 Formula na Wutn-Lajbnic 

 Ako funkcijata f  ima primitivna funkcija na segmentot [ , ]a b , toga{ presmetuvaweto na ( )

b

a

f x dx  se poednostavuva. So 

drugi zborovi to~na e slednata teorema.  
  Teorema (Wutn-Lajbnic). Ako funkcijata )( xfy   e neprekinata na segmentot ],[ ba  toga{ za sekoja primitivna 
funkcija )( xFy   za funkcijata )( xfy  ,  

  )()()()( aFbFxFdxxf b
a

b

a

 .  

Koristej}i ja formulata na Wutn-Lajbnic presmetaj gi slednite integrali.  
 

 1.  
1

0

1 dxx .  

 Re{enie.]e go presmetame integralot   dxx1 . Voveduvame smena tx 1 , dtdx   i dobivame: 

 CxCtdttdxx   33 )1(
3

2

3

2
1 . 

Spored formulata na Wutn-Lajbnic dobivame: 
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2
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2
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 CCCxdxx .  

 Zna~i,  

  
3

2
8

3

2
1

1

0

 dxx . 

 
 

 2. 





1

2
3)511( x

dx
. 

 Re{enie.]e go presmetame integralot 
 3)511( x

dx
. Voveduvame smena tx  511 , dtdx 5

1 , pri {to dobivame: 

 2233 )511(

1

10

11

10

1

5

1

)511( x
CC

tt

dt

x

dx





 . 

Spored teoremata na Wutn-Lajbnic dobivame: 

 





1

2
3)511( x

dx
 

 Zna~i,  

  
72

7

)511(

1

2
3 






x

dx
 

 
 

 3. 




13

2
5 4)3( x

dx
.  

 Re{enie.Za integralot 
5 4)3( x

dx
 voveduvame smena tx 3 , dtdx   dobivame: 

 55
5 45 4

355
)3(

xCCt
t

dt

x

dx



 . 

Spored formulata na Wutn-Lajbnic dobivame: 

 )116(55165)35(
)3(

5513
2

5
13

2
5 4







 xC
x

dx
.  

 
 

 4. dx
x

x

9

4
1

1
. 

 Re{enie.Vo integralot 



dx
x

x

1

1
 voveduvame smena 2tx  , tdtdx 2  i dobivame: 

 CxxCtttdtttdt
t

t
dx

x

x







  323

2

3

2

3

2
)1(22

1

1

1

1
. 

Spored teoremata na Wutn-Lajbnic dobivame: 
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3

23

3

16
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918

3

2

1

1 9
4

3
9

4











 Cxxdx

x

x
.  

 Zna~i,  

  
3

23

1

1
9

4



 dx

x

x
. 

 
 

 5. 


16

0
9 xx

dx
. 

 Re{enie.Vo integralot 
 xx

dx

9
 }e napravime transformacija na podintegralnata funkcija: 

  3333 )9(
27

2

3

2
)9(

3

2

9

1

9

9

9
xxCxxdx

xx

xx

dx















 . 

Spored formulata na Wutn-Lajbnic dobivame: 

 
27

122
)64125(
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2
)9(
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2

9
16
0

33
16

0






 


 xx

xx

dx
.  

 Zna~i,  

  
27

122

9

16

0





xx

dx
.  

 
 

 6.  
1

0

4)1( dxee xx  

 Re{enie.Vo neopredeleniot integral   dxee xx 4)1(  voveduvame smena tex 1 , dtdxex   i dobivame: 

 CeCtdttdxee xxx   5544 )1(
5

1

5

1
)1( . 

Spored formulata na Wutn-Lajbnic, dobivame: 

 550511
0

5
1

0

4 )1(
5

1
)1(

5

1
)1(

5

1
)1(

5

1
)1( 
















 eCeCeCedxee xxx .  

 Zna~i,  

  5
1

0

4 )1(
5

1
)1(  edxee xx .  

 
 

 7. 


a

xb

dx
2

0
2

3
, 0 ab . 

 Re{enie.Vo 
 xb

dx

2

3
 voveduvame smena txb 2 , dtdx   i dobivame: 

 )2ln(3ln33
2

3
xbCCt

t

dt

xb

dx



 .  

Spored formulata na Wutn-Lajbnic dobivame: 

 
ab

b

ab

b
bCabCxbC

xb

dx a
a








 ln3

22

2
ln3)]02ln(3[)]22ln(3[)]2ln(3[

2

3 2
0

2

0

 

 Zna~i,  

  
ab

b

xb

dx
a





 ln3

2

3
2

0

.  

 
 

 8. 


1

0
22 )1( x

xdx
. 

 Re{enie.Vo 
 22 )1( x

xdx
 voveduvame smena tx  21 , dtxdx 2

1  i dobivame: 

 C
x

C
tt

dt

x

xdx
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)1( 2222 . 

Spored formulata na Wutn-Lajbnic dobivame: 
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4

1

4

1

2

1

)01(2

1

)11(2

1
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1

)1( 22
1
02

1

0
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 CCC

xx

xdx
.  

 Zna~i,  

  
4

1

)1(

1

0
22 




x

xdx
.  

 
 

 9. 


e

xx

dx

1
2)ln(1

. 

 Re{enie.Vo integralot 
 2)ln(1 xx

dx
, voveduvame smena tx ln , dtdx

x


1
 pri {to dobivame: 

 CxCt
t

dt

xx

dx






 )lnarcsin(arcsin

1)ln(1 22
.  

Spored formulata na Wutn-Lajbnic dobivame: 

 
2

1arcsin))1lnarcsin(())lnarcsin(())lnarcsin((
)ln(1

1
1

2





 CCeCx

xx

dx e
e

.  

 Zna~i,  

  
2)ln(11

2






e

xx

dx
.  

 
 

 10.  e

dx
x

x

1

ln1
. 

 Re{enie.Vo dx
x

x  ln1
 voveduvame smena tx  ln1 , dtdx

x


1
 i dobivame: 

 CxCttdtdx
x

x


  22 )ln1(
2

1

2

1ln1
.  

Spored formulata na Wutn-Lajbnic dobivame: 

 
2

3

2

1
2)1ln1(

2

1
)ln1(

2

1
)ln1(

2

1ln1
22

1
2

1


























 CCeCxdx

x

x e
e

. 

 Zna~i,  

  
2

3ln1

1




e

dx
x

x
.  

 

 11. 
2

1
2

1

dx
x

e x
.       12. 




n a

n

n

xa

dxx2

0
22

1
.    13. 



2

0
)2()(

a

axax

adx
. 

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 14. 


3

1
ln1

e

xx

dx
.      15. 



2

1
3xx

dx
.      16. 



3

2

3
1 1 x

dx
.  

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 17. 




1

1
2 1cos2 xx

dx
, )0(     18. dxx 

2

0

|1| .      19. 




2
1

2
1

21 x

dx
. 

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 20. 




2

2

cos1



 x

dx
.      21. 

2

0

5 2sincos



xdxx .    22. dxxx



2

2

3coscos




. 

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 23. 




4

2

3

3

sin

cos



dx

x

x
.      24. dx

x
x





2

1
2

1sin
.      25. 

 

1

5,0
228 xx

dx
.  

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
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 26. 


3

2
2 232 xx

dx
.     27.  

1

0

arcsin dxee xx .    28. 
3

2 ln

e

e
xx

dx
. 

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 29. 


1

0
2 544 xx

dx
.     30. 



e

xx

dx

1
2 )ln1(

. 

 Re{enie./        Re{enie./ 
 
 

 Formula na Wutn-Lajbnic, dopolnenie 
 
 

 So primenana formulata na Wutn-Lajbnic presmetaj gi slednite integrali: 
 
 

 1. 
2

1
3

1

dx
x

e x
.        2.  

1

0
xx ee

dx
.      3. 



4

0
1 x

dx
.  

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 

 4. 


1

0
6

2

1 x

dxx
.       5. 

2

ln

e

e
xx

dx
.      6. 



4

0
2sin21



x

dx
. 

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 7. dxxe x 
1

0

.       8. 
3

4

2sin




dx

x

x
.      9. 



3

2
2 82xx

dx
. 

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 10. 


1

0
2 22xx

dx
.     11. 



2

2

4
3 232 xx

dx
.     12. 



4

0
121 x

dx
.  

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 13. dx
xx

x




1

2
2 )1(

1
.     14. dxxx

2

1

ln .      15. 
2
1

0

arcsin xdx . 

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 16. 


4

0
2sin21



x

dx
.      17. 


1

0
2

2

)1)(1(

3
dx

xx

xx
.   18.  

2

0

|1| dxx . 

 Re{enie./        Re{enie./       Re{enie./  
 
 

 19. 





xdx2cos .      20. dxx

3

6

4tg




. 

 Re{enie./        Re{enie./       
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Opredelen integral                                                                                                                                                                                               Smena na promenlivi 

 Teorema za smena na promenlivi vo opredelen integral 
 
 Kako i vo neopredeleniot integral taka i vo opredeleniot integral mo`e da se vovede smena na promenlivi. Za razlika od 
neopredeleniot integral, ovde }e imame i dopolnitelni pretpostavki za funkciite f  i  . Funkcijata :[ , ]f a b    e 
neprekinata(integrabilna) a funkcijata :[ , ]      e diferencijabilna i prviot izvod e neprekinata funkcija 
(integrabilna) pti {to ([ , ]) [ , ]a b     ili ([ , ]) [ , ]a b    .  
 
 Teorema.Neka funkcijata )( xfy   e neprekinata funkcija na segmentot ],[ ba  i )( tx   e neprekinata funkcija, zaedno so 

svojot izvod )('' tx   na segmentot ],[  .Ako )(a , ( )b    i ( )a t b   za ( , )t    , toga{ ( ) ( ( )) '( )
b

a

f x dx f t t dt





   .  

 Mnogu ~esto se koristi specijalniot slu~aj na ovaa teorema, koga za funkcijata   se pretpostvi deka e monotona. 
Teoremata ostanuva v ova`nost. 
 Pokraj silnite pretpostavki za neprekinatost i monotonost na funkciite f  i  , dovolno e da se pretpostavi i 
integrabilnost na f  i ' .  
 

 Zada~i 
 1.Proveri ja to~nosta na ravenstvoto 

  dxxxdxxx mnnm  
1

0

1

0
)1()1( , Nnm , . 

 Re{enie.Voveduvame smena xt  1 . Funkcijata xxtt  1)(  e neprekinata, monotono opa|a~ka i diferencijabilna, pri 

{to ]0,1[]1,0[ )(   xtt
, t.e. koga x  se menuva od 0  do 1 , t  se menuva 1  do 0 . Bidej}i dtdx   dobivame: 

 dtttdtttdxxx mnnmnm  
1

0

0

1

1

0
)1()1()1( . 

 
 

 2.Koristej}i ja teoremata za smena na promenlivi vo opredelen integral presmetaj go integralot: 

  


1

0
2 54xx

dx
. 

 Re{enie.]e napravime transformacija na podintegralnata funkcija 

 )*(
1)2(54

1

0
2

1

0
2 







x

dx

xx

dx
. 

Voveduvame smena 2 xt . Funkcijata 2)(  xxt  na intervalot ]1,0[  e neprekinata, monotono raste~ka i diferencijabilna, 

pri {to ]3,2[]1,0[ 2  xt
. Spored toa,  

 
7
1

arctg
231

23
arctg2arctg3arctgarctg

1
)*( 3

2

3

2
2 







  t
t

dt
.  

 
 

 3.Presmetaj go integralot  

  dx
x

x


1

0 1
. 

 Re{enie.                 Odgovor: 
1

0

4
1 2

x
dx

x




 .  

 4.Presmetaj go integralot  

  dx
ee

e
xx

x

 

1

0
,  

kortistej}i ja teoremata za smena na promenlivi vo opredelen integral.  

 Re{enie./                 Odgovor: 
1 2

0

1ln
1 2

x

x x

e e e
dx

e e
 


 . 

 5.Presmetaj go integralot 

  


9

4 1
dx

x

x
. 



Matematika 2                                                                                                                                        Ma{inski fakultet_Skopje 

Opredelen integral                                                                                                                                                                                               Smena na promenlivi 

 Re{enie./                 Odgovor: 
9

4

7 ln4
1

x
dx

x
 

 . 

 6.Presmetaj go integralot: 

  


8

3 1 x

xdx
. 

 Re{enie.                 Odgovor: 
8

3

32
31

xdx

x


 . 

 7.Presmetaj go integralot: 

  


1

0 1 x

xdx
. 

 8.Koristej}i ja teoremata za smena na promenlivi kaj opredelen integral, presmetaj go opredeleniot integral: 

  dx
x

x 3

1
2

21
 

 Re{enie.Voveduvame smena tx tg , xt arctg . Jasno e deka tx cos
121  . Funkcijata xt arctg  na intervalot  ]3,1[  e 

neprekinata, monotono raste~ka i diferencijabilna, pri {to dtdx
t2cos

1  i ],[]3,1[ 34
 

arctgxt
. Spored toa  

 )*(
cos)cos1(

sin
cossin

sin
cossin
1

cos
11 3

4

3

4

3

4

3

4
2
2 222222

cos
sin
cos

13

1
2

2





 















dt

tt

t
dt

tt

t
dt

tt
dt

t
dx

x

x

t
t
t . 

Voveduvame smena tz cos , dztdt sin . Funkcijata ttz cos)(   na intervalot ],[ 34
  e neprekinata, monotono opa|a~ka pri 

{to 34:  t , toga{ 2
1

2
2: z  i dobivame: 

 223ln
2
1

22
22

ln
2
11

1
1

ln
2
11

1
1

)1(
)*( 2

2

2
1

2
2

2
1

2
1

2
2

2222 





























 
zz

z
dz

zzzz

dz
 

 Zna~i,  

  223ln
2
1

22
22

ln
2
113

1
2

2






 dx
x

x
. 

 
 

 9.Presmetaj go opredeleniot integral: 

  dx
x

x 1

6

2

2
2

1
, 

koristej}i ja teoremata za smena na promenlivi vo opredelen integral.  
 
 

 10.So primena na teoremata za smena na promenlivi, presmetaj go opredeleniot integral: 

  


2

2
24 1xx

dx
 

 Re{enie.                     Odgovor:
12

25
8

33
1

2

2
24





xx

dx
 

 

 11.Presmetaj go opredeleniot integral  

  dxx 
1

0

32 )1( ,  

koristej}i ja teoremata za smena na promenlivi vo opredelen integral. 
 
 

 12.Koristej}i ja teoremata za smena na promenlivi vo opredelen integral, presmetaj go integralot: 

  dxxx 
1

0

22 1 .  
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 Re{enie.                     Odgovor:
16

1
1

0

22 
 dxxx . 

 13.Funkcijata f  e integrabilna funkcija na intervalot ]1,0[ . Doka`i deka  

   
22

00
)sin()cos(



dxxfdxxf . 

Koristej}i go toj rezultat presmetaj gi integralite: 

  
22

0

2

0

2 sin     ,cos



xdxxdx . 

 14.Doka`i deka ako funkcijata )( xfy   e periodi~na so perioda T , toga{ 
Ta

a

dxxf )(  ne zavisi od a .  

 
 

 15.Doka`i deka  

  dxxfdxxfdxxxf  
2

000
)(sin)(sin

2
)(sin




 

. 

Koristej}i go toj rezultat, presmetaj go integralot: 

  dx
x

xx




0
2cos1

sin
. 

 16.Ako f  e integrabilna funkcija na intervalot ],[ ba , toga{  

   

b

a

b

a

dxxbafdxxf )()( . 

Doka`i! 
 Re{enie./Vo integralot na desnata strana voveduvame smena xbat  . Funkcijata xbaxt )(  na intervalot ],[ ba  e 

monotono opa|a~ka, neprekinata, pri {to dtdx   i koga x  se menuva od a  do b , toga{ t  se menuva od b  do a , pa spored toa 

  
b

a

b

a

a

b

b

a

dxxfdttfdttfdxxbaf )()()()( .  

 
 

 17.So primena na teoremata za smena na promenlivi, presmetaj go opredeleniot integral: 

  


3
1

0
22 1)12( xx

dx
. 

 
 

 18.Presmetaj go opredeleniot integral 

  dx
x

x 5

5,2
4

32 )25(
, 

koristej}i ja teoremata za smena na promenlivi vo opredelen integral. 
 
 

 19.Presmetaj go opredeleniot integral  

  dxe x



2ln

0

21 . 

so upotreba na teoremata za smena na promenlivi.  
 
 

 20.Presmetaj go integralot 

  dx
x

x


1

0
32

2

)1(
. 

 
 

 21.Presmetaj go integralot: 

  dx
xx

x


1

0 )1(
arcsin

. 
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 Re{enie./                     Odgovor:
4)1(

arcsin 21

0





 dx

xx

x
. 

 
 

 22.Funkcijata f  e neprekinata pri 0x . Doka`i deka  

   
2

00

23 )(
2
1

)(
aa

dxxxfdxxfx  

 Re{enie.Vo integralot od levata strana na ravenstvoto voveduvame smena 2xt  , xdxdt 2
1 . Funkcijata 2)( xxt   na 

intervalot ],0[ a  e neprekinata, monotono raste~ka i diferencijabilna, pri {to  

 ],0[],0[ 2
2

aa
xt
 


,  

i dobivame: 

  
22

000

22

0

23 )(
2
1

)(
2
1

)()(
aaaa

dtxxfdtttfxdxxfxdxxfx .  

 
 

 23.Funkcijata f  e neprekinata pri 0x  i 1,0  ra . Doka`i deka  

  dxxfx
r

dxxfx

r

r

aa
rr )(

1
)(

00

1
2   

 
 

 24.Presmetaj go integralot: 

  dxex 
2ln

0
1 . 

 Re{enie./                    Odgovor:
2

4
1

2ln

0


 dxex .  

 25.Presmetaj go integralot: 

  dxxax
a

 
0

222 . 

 Re{enie.                    Odgovor:
8

4

0

222 a
dxxax

a

 .  

 
 

 26.Funkcijata f  e neprekinata na intervalot ],[ aa . Ako f  e parna funkcija na ],[ aa , toga{  


aa

a

dxxfdxxf
0

)(2)( . 

Ako f  e neparna funkcija na ],[ aa , toga{ 0)( 


a

a

dxxf . Doka`i! 

 Re{enie. 
 
 

 27.Presmetaj go integralot: 

  


e

xx

dx

1 ln1
, 

koristej}i ja teoremata za smena na promenlivi vo opredelen integral. 

 Re{enie./                    Odgovor: )12(2
ln11





e

xx

dx
. 

 
 

 28.So primena na teoremata za smena na promenlivi vo opredelen integral, presmetaj go integralot: 

  dx
e

ee
x

xx



1

0
2

2

1
   

 Re{enie./                    Odgovor:
4

arctg
2

1
ln

1

21

0
2

2 






 e

e
dx

e

ee
x

xx
. 

 
 

 29.Presmetaj go integralot 
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2

0 sin2



x

dx
.  

 Re{enie.Voveduvame smena 2tg xt  , 21
2sin
t
tx


 . Funkcijata 2tg)( xxt   na intervalot ],0[ 2

  e neprekinata, 

diferencijabilna i monotono raste~ka, pri {to dtdx
t21
2


  i ]1,0[],0[ 2tg
2  

 xt . Spored toa, 

 
9
32

63
34

)
3
1

arctg
3

1
arctg(

3
32

3
12

arctg
1

2
3

)(12sin2
1
0

4
3

1

0 4
32

2
1

1

0
2

1

0 1
2

1
2

0 2

2
2 























 t

t

dt

tt

dtdt

x

dx

t
t

t  

 Zna~i,  

  
9
32

sin2

2

0








x

dx
. 

 
 

 30.Presmetaj go integralot 

  


 

2

3
2 1xx

dx
. 

 Re{enie./                      Odgovor:
3
1

arcsin
2
1

arcsin
1

2

3
2







 xx

dx
. 

 31.Presmetaj go integralot 

  


2

3
cos3



 x

dx
. 

 Re{enie. Voveduvame smena 2tg xt  , 2
2

1
1cos

t
tx


 . Funkcijata 2tg)( xxt   na intervalot ],[ 23

  e neprekinata, 

diferencijabilna i monotono raste~ka, pri {to dtdx
t21
2


  i ]1,[],[ 3
3tg

23
2 

 xt . Od prethodnoto dobivame: 

 
























6

1
arctg

2
1

arctg
2
2

23
3

arctg
2
2

2
2

arctg
2
2

2
arctg

2
2

2
1

24
2

3cos3
1

1

2

1

2

1

1
1

1
2

3
3

3
3

3
3

3
3 2

2
2

2

3

t
dt

t
dt

t

dt

x

dx

t
t

t




.  

 Zna~i,  

  











6

1
arctg

2
1

arctg
2
2

cos3

2

3



 x

dx
 

 
 

 32.Presmetaj go integralot: 

  dxxx 
9

1

3 1 . 

 Re{enie./                      Odgovor: 
7

234
1

9

1

3  dxxx . 

 
 

 33.Presmetaj go integralot: 

  


4
3

0
2 1)1( xx

dx
.  

 
 

 34.Doka`i go ravenstvoto: 

   
2

0

1

0 sin2
1arctg



dt
t

t
dx

x

x
 

 Re{enie.Voveduvame smena 2tg tx  , xt arctg2 . Funkcijata xt arctg2  na intervalot ]1,0[ e neprekinata, diferencijabilna 

i monotono raste~ka, pri {to ],0[]1,0[ 2
arctg2    xt

 i dtdx t
2

2cos2
1

 . Spored toa: 



Matematika 2                                                                                                                                        Ma{inski fakultet_Skopje 

Opredelen integral                                                                                                                                                                                               Smena na promenlivi 

  
222

00 222
2

0 2

2
1

0 sin2
1

cossin22
1

costg

)tg(arctg
2
1arctg



dt
t

t
dt

tdt
dx

x

x
tttx

t

. 

 
 

 35.Funkcijata f  e neprekinata na intervalot ],[ ba  i za sekoe ],0[ abt   e ispolneto ravenstvoto )()( tbftaf  . 

Doka`i deka  

   


b

a

b

a

dxxf
ba

dxxxf )(
2

)( . 

 
 

 36.Funkcijata f  e neprekinata funkcija na intervalot ],[ ba  i f  vo to~kite simetri~ni vo odnos na to~kata 
2

ba 
 prima 

ednakvi vrednosti. Doka`i deka  

  



2

)()(

ba

a

b

a

dxxfdxxf . 

 
 

 37.Funkcijata f  e neprekinata na intervalot ],[ ba . Doka`i deka  

   
1

0
))(()()( dxxabafabdxxf

b

a

. 

 38.Presmetaj go integralot  

  2 2

0

a

a x dx .  

 Re{enie./                      Odgovor: 
2

2 2

0
4

a
a

a x dx


  . 

 39.Presmetaj go integralot  

  2 2 2 2sin cos
dx

a x b x




 .  

 Re{enie./                      Odgovor: 2 2 2 2
4

sin cos
dx

aba x b x










    

 40.Doka`i deka, ako n  e neparen priroden broj , funkciite  

  

0

( ) sin
x

nf x tdt   i 

0

( ) cos
x

ng x tdt   

se periodi~ni funkcii so perioda 2 , a pri parno n  sekoja od niv e zbir od linearna funkcija i periodi~na funkcija.  
 Re{enie./ 
 
 



Matematika 2 

Opredelen integral.Parcijalna integracxija 

 Teorema za parcijalna integracija vo opredelen integral 
  

 1.Presmetaj go integralot: 

  dxxe x 

2ln

0

. 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so  

 







 dxedv
xu

x  







 xx edxedvv

dxdu
. 

Pri toa  

 )2ln1(
2

1
2ln

2

1

2

1
1

2

1
2ln

2

1
2ln 2ln

0
2ln

2ln

0

2ln
0

2ln

0

   xxxx eedxexedxxe  

 

 2.Presmetaj go integralot: 

  


0

sin xdxx . 

 Re{enie.Voveduvame parcijalna integracija so 

 






xdxdv
xu
sin  








 xxdxdvv

dxdu

cossin   

i dobivame: 

  





  0
0

0
0

sincoscoscossin xxdxxxxdxx  

 

 3.Presmetaj go integralot: 

   
2

0

2 cos xdxx . 

 

 4.Presmetaj go integralot: 

  
3

0

arctgxdxx . 

 Re{enie./Ako napravime parcijalna integracija so  

 






dxdv
xu arctg

   













xdxv

dxdu
x21
1

,  

dobivame: 

 
6

334

2

3

3

2

62

3

2
)(

2

1
3arctg

2

3

12

1
arctg

2

1
arctg 3

0

3

0
2

2
3

0
2

3

0





  




arctgxxdx
x

x
xxxdxx . 

 

 5.Presmetaj go integralot: 

  
e

e

dxx
1

|ln|  

 Re{enie.Bidej}i 







 ]1,[ ,ln

],1[    ,ln
|ln| 1

exx

exx
x , dobivame: 

 )*(lnln|ln|
1

1

11

 
ee

xdxxdxdxx

ee

. 

Vo dvata integrali }e napravime parcijalna integracija so: 

 






dxdv
xu ln

 










 .

1

xdxdvv

dxdu x  

Pri toa  

 







  
ee

ee
ee

xex
ee

dxxxdxxx e
e

e
e

e

e

1
12

2
2)1(

1
1

11
ln

1
lnln)*( 1

1

1
1

1
1

1
1

1 . 
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 6.Presmetaj go integralot: 

  dxx
1

0

arccos . 

 Re{enie./Ako napravime parcijalna integracija so  

 






dxdv
xu arccos

 













xdxdvv

dxdu
x21

1

,  

dobivame: 

 110arccos01arccos1
1

arccosarccos 1
0

2
1

0
2

1
0

1

0




  xdx
x

x
xxdxx .  

 

 7.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x
3

4

2sin




. 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so 

 







x
dxdv

xu

2sin
 








 xdvv

dxdu

x
dx ctg2sin

 

i dobivame: 

 
2

3
ln

9

3

4
|sin|ln

4
ctg

43
ctg

3
ctgctg

sin
3

4

3

4

3

4

3

4

2    














xdxxxxdx

x

x
. 

 

 8.Presmetaj go integralot: 

  dxx
e





1

0

)1ln( . 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so 

 






dxdv
xu )1ln(

   













xdxv

dxdu x 1
1

 

i dobivame: 

 1]0ln)1[(1))1ln((1
1

11
ln)1(

1
)1ln()1ln( 1

0

1

0

1

0

1
0

1

0








 





 eeexxedx
x

x
eedx

x

x
xxdxx e

ee
e

e

 

 

 9.Presmetaj go integralot: 

  dxxa
a

 
0

22 . 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so 

 







dxdv
xau 22

 















xdxdvv

dxdu
xa

x
22  

i dobivame: 

 

dxxaaadxxa
a

x
adxxa

dx
xa

adxxadx
xa

axa
dx

xa

x
xaxdxxa

aa
a

a

aaaa
a

a





















0

2222

0

22
0

2

0

22

0
22

2

0

22

0
22

222

0
22

2

0
22

0

22

2
)0arcsin1(arcsinarcsin                      

1


 

 Spored toa  

 
2

2 2

0

22 
adxxa

a

 , t.e. 
4

2

0

22 
adxxa

a

 . 

 Zna~i,  

  
4

2

0

22


adxxa
a

 .  

 

 10.Presmetaj go integralot: 
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Opredelen integral.Parcijalna integracxija 

  
1

0

arcsin dxx . 

 

 11.Presmetaj go integralot: 

  
e

dxxx
0

2)ln( . 

 Re{enie./                    Odgovor: 
3

2

0

5
( ln )

27

e
e

x x dx  

 

 12.Presmetaj go integralot: 

  dx
x

x


3

0
1

arcsin . 

 Re{enie./                    Odgovor: 
3

0

4
arcsin 3

1 3

x
dx

x


 

  

 

 13.Presmetaj go integralot: 

   a

a

dx
x

ax
2

4

22
. 

 Re{enie.]e napravime parcijalna integracija so  

 








dxdv

axu

x4
1

22
 














34

22

3
11
xx

ax

x

dxv

ddu
 

i dobivame: 

 )*(
1

1

3

1

24

3

3

1

3

1
2

3
3

2

223
222

3

2

4

22

2

2








 
a

a
x
a

a

a

a
a

a

a

dx
xa

a
dx

axx

x
ax

x
dx

x

ax
. 

Voveduvame smena x
at  , dxdt

xa 2
11  . Funkcijata x

at   na intervalot ]2,[ aa  e neprekinata, monotono opa|a~ka, pri {to aax 2:  , 

toga{ 2
11: t  i dobivame: 

 22221
2

22
1

222 8

3

24

33

6

3

24

3
)1(

3

1

24

3

13

1

24

3
)*( 2

12
1

aaaa
t

aa
dt

t

t

aa



  . 

 Zna~i,  

  2

2

4

22

8

3

a
dx

x

ax
a

a


 . 

 

 14.Presmetaj go integralot: 

  
2

1

2 ln xdxx . 

 Re{enie./                     Odgovor: 
2

2

1

8 7
ln ln 2

3 9
x xdx   .  

 15.Presmetaj go integralot  

  
1

,

0

lnn
nI x xdx

   .  

 Re{enie./                     Odgovor: 
1

, 1
0

!
ln ( 1)

( 1)
n n

n n

n
I x xdx


   
 .  

 16.Ako  

  
2

0

sinn
nJ xdx



  ,  



Matematika 2 

Opredelen integral.Parcijalna integracxija 

doka`i deka 1
1

n n
n

J J
n 


 .  

 Re{enie./ 

 17.Proveri ja to~nosta na ravenstvoto  

  
1

0

! !
(1 )

( 1)!
m n m n

x x dx
m n

 
  , 

kade ,m n .  
 Re{enie./ 

 18.Presmetaj gi integralite  

  a) 2

0

( sin )x x dx



 ,   b) 2

0

( cos )x x dx



 .  

 Re{enie./                     Odgovor: a) 
2

2

0

1
( sin )

2 3 2
x x dx


  

   
 

 .  

                           b) 
2

2

0

1
( cos )

2 3 2
x x dx


  

   
 

 .  

 19.Presmetaj gi integralite  

  a)
2

5

0

sin xdx



 ,    b)
2

4

0

cos xdx



 ,    v) 
2

6

0

cos xdx



 .  

 Re{enie./ 

                 Odgovor:  a) 
2

5

0

8
sin

15
xdx



 ,  b) 
2

4

0

3
cos

16
xdx




 , v) 

2

6

0

5
cos

32
xdx




 .  

 20.Doka`i deka  

  
2 2

0 0

( 1)!!
,

!! 2sin cos
( 1)!!

,
!!

n n

n
n

nxdx xdx
n

n
n

  
   


 
ako e par en

ako e nepar en

 

 Re{enie./ 

 21.Presmetaj  

  a) 
2

7

0

sin xdx



 ,    b) 
2

8

0

cos xdx



 ,    v) 
2

10

0

sin xdx



 .  

 Re{enie./ 
 

 22.Neka n  ili 0n  . Opredeli rekurentna vrska za  

  
0

1

n x
nJ x e dx



  .  

 Re{enie./Ako vovedeme parcijalna integracija so  

  
n

x

u x

dv e dx

 

 

   

1n

x x

du nx dx

v dv e dx e

 

     

,  

dobivame  

  
0 0 1

0 1
1 1

1 1

( 1)nn x n x n x
n nJ x e dx x e n x e dx nJ

e




 

 


      .  

 23.Doka`i deka, ako 

1

ln

e
m

mJ xdx  , toga{ 1m mJ e nJ   .  

 Re{enie./ 
 Upatstvo  

 1.Vovedi parcijalna integracija so lnmu x , dv dx .  



Matematika 2 

Opredelen integral.Parcijalna integracxija 

 

 24.Proveri ja to~nosta na ravenstvoto  

  
2

1
10

1 2
cos sin

2

n k
n

n
k

x nxdx
k






  .  

 Re{enie./ 

 25.Proveri ja to~nosta na ravenstvoto  

  
2

1
0

cos cos
2

n
n

x nxdx






 .  

 Re{enie./ 
 

 26.Doka`i deka  

  
2 2 1 2 1

2 3

2( 1)(1 ) 2( 1)(1 ) (1 )n n n

dx x n dx

nx n x x 


 
     ,  

kade n , 1n  .  
 So doka`anata formula presmetaj go integralot  

  
1

2 3
0

(1 )

dx

x .  

 Re{enie./                     Odgovor: 
1

2 3
0

3

8 4(1 )

dx

x




  

 27.Izvedi rekurentna formula za presmetuvawe na integralot  

  
2

0

sin cosm nx xdx



 ,  

kade ,m n , ili nekoj od niv e nula. Ispitaj gi posebnite slu~ai koga m  i n  se parni i neparni.  
 Re{enie./ 

 Odgovor: Ako  
2

,

0

sin cosm n
m nJ x xdx



  , toga{ , , 2 2,
1 1

m n m n m n
n m

J J J
m n m n 
 

 
 

.  

 a)Ako n  e neparen broj, toga{ ,
( 1)( 3)...4 2

( )( 2)( 4)...( 3)( 1)m n
n n

J
m n m n m n m m

  


      
.  

 b)Ako m  e neparen broj, toga{ ,
( 1)( 3)...4 2

( )( 2)( 4)...( 3)( 1)m n
m m

J
m n m n m n n n

  


      
.  

 v)Ako m  e paren broj, toga{ ,
( 1)( 3)...3 1 ( 1)( 3) ... 3 1

( )( 2)( 4) ... 4 2 2m n
n n m m

J
m n m n m n

        


       
.  

 28.Presmetaj go integralot  

  
2

2

0

cosxe xdx



 .  

 Re{enie./                     Odgovor: 
2

2

0

2
cos

5
x e

e xdx


 

  

 

 29.Presmetaj go integralot  

  
4

3
0

sin

cos

x x
dx

x



 .  

 Re{enie./                     Odgovor: 
4

3
0

sin 1

4 2cos

x x
dx

x




  . 

 

 30.Presmetaj go integralot 
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1

0

arcsin xdx .  

 Re{enie./                     Odgovor: 
1

0

arcsin
4

xdx


 .  

 31.Presmetaj go integralot 

  
16

1

arctg 1x dx .  

 Re{enie./                     Odgovor: 
16

1

16
arctg 1 2 3

2
x dx


    

 32.Presmetaj go integrlot 

  
1

4

0

(arcsin )x dx .  

 Re{enie./                     Odgovor: 
1 4

4 2

0

(arcsin ) 3 24
16

x dx
    . 

 33.Presmetaj go integralot: 

  
2

2 2

a

a

x
dx

a x  .  

 Re{enie./                     Odgovor: 
2

2

2 2
[ 2 ln( 2 1)]

a

a

x
dx a

a x

  
 .  

 34.Presmetaj go integralot 

  

2

1

2

1 1
sin dx

xx





 . 

 Re{enie./                     Odgovor: 

2

1

2

1 1
sin 1dx

xx





 . 

 35.Presmetaj go integralot  

  

1

(ln )

e
m nx x dx .  

 Re{enie./                      

 Odgovor: 
1

1
2 1

1

( 1) ! !
(ln ) 1 ... ( 1) ( 1)

1 1 ( 1) ( 1) ( 1)

e m
m n n m

n n

e n n n n n
x x dx

m m m m m






 
        

       .  
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 Plo{tina na ramninska figura 
 

 1.Presmetaj ja plo{tinata na ramninskiot lik ograni~en so  krivite xy arctg , 02  xy , 1x . 

 Re{enie.Zaedni~ki to~ki na krivite xy arctg  i 02  xy  se to~kite 01 x i 12 x . Ramninskiot lik {to go gradat trite krivi le`i 

vo desnata poluramnina. Toj se sostoi od dva dela, i toa del {to le`i vo ~etvrt kvadrant zagraden so 1x , 0y  i 2xy   i del {to le`i vo 

prv kvadrant zagraden so xy arctg , 0y  i 1x . Nivni zaedni~ki del e otse~kata ]1,0[  od x oskata. Spored toa  

 
6

43
3
1

4
1

43
1

)arctgarctg(arctg 1
0

31
0

1

0

2
1

0


  

xxxxxdxxdxxP . 

 2.Presmetaj ja plo{tinata na ramninskiot lik ograni~en so krivite 
2

2x
y   i 21

1
x

y


 . 

 Re{enie.]e gi najdeme zaedni~kite to~ki na dvete krivi od sistemot 













2

2

1
1

2
1

x
y

xy
.Re{enija na ravenkata 2

2
1

1
2
1

x
x


  se  11 x  i 12 x , a 

zadni~ki to~ki se 








2
1

,1  i 







2
1

,1 . Spored toa  

 
6

23
6
1

4
2

6
1

1arctg2
6
1

arctg2
6
1

arctg
2
1

1
1 1

0
31

1
3

1

1

2
2














































 

 

xxxxdxx
x

P  

 3.Presmetaj ja plo{tinata na kone~niot del od ramninata zagraden so funkciite 22

3

xa

a
y


  i 22 xay  . 

 Re{enie./ 

                     Rezultat:
6

)23( 2a
P





 

 4.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata zagraden so krivata )cos1(  ar .  

 Re{enie.Spored formulata za presmetuvawe na ramninska figura vo polarni koordinati  imame  

 

2
3

2sin
4
1

sin2
2
3

                         

2cos
2
1

2
1

cos21)coscos21(2
2
1

)cos1(
2
1

2
1

2

0
2

0

2

0

22
2

0

22
2

0

2

a
a

dadadadP




























 
.  

 

 5.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata zagraden so krivata 2sinar  .  

 Re{enie.Definiciona oblast na funkcijata 2sinar   e 











2
3

,
2

,0





.Plo{tinata na delot od ramninata {to se dobiva za 








2

,0


  e ednakov na plo{tinata na delot od krivata {to se dobiva za 






2

3
,


 . Spored toa  

 
4

2sin
2
1

22
2cos1

2sin)(
2
1

2
2

0

22

0

2
2

0

22
2

0

2 2 aa
dadadrP






















  .  

 6.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata zagraden so prviot svod na cikloidata 







)cos1(
)sin(
tay
ttax

 i otse~kata ]2,0[ a  od Ox -

oskata.  
 Re{enie.Spored formulata za presmetuvawe na plo{tina na figura vo parametarski oblik e: 

  

 






2222
0

2
2

2

0

22
0

2
2

0

22
2

0

2

0

322sin
2
1

2
2                              

2
2cos1

)sin2()coscos21()cos1()cos1()(')(

aaatt
a

a

dt
t

attadtttadttatadttxtyP













 
 

 7.Opredeli ja pravata koja minuva niz to~kata )4,1(  takva {to  so hiperbolata 3xy  zagraduva del od ramninata so najamala plo{tina. 
 Re{enie./ 
                     Rezultat: 3ln34 P  

 8.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata zagraden so krivite xyx 222  , xyx 622  , 03  xy , 03  xy .  
 Re{enie./ 

                     Rezultat: )3(4  P  

 9. Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata zagraden so kru`nicite 622  yx  i yxyx 2222  (onoj del za koj 622  yx ). 
 Re{enie./ 

                     Rezultat: 2
3

33
aP
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 10.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata ograni~en so krivata xyayx 2222 2)(  .  
 Re{enie./ 
                     Rezultat: 2aP   

 11.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata ograni~ena so krivite 122  xy  i 01 yx .  
 Re{enie./ 

                     Rezultat:
3

16
P  

 12.Hiperbolata 
4

2
2

22 a
yx   go deli krugot 222 ayx   na tri dela. Najdi ja plo{tinata na sekoj od tie delovi.  

 Re{enie./ 

 13.Hiperbolata 1
2

2
2

 y
x

 ja deli oblasta ograni~ena so elipsata 1
4

2
2

 y
x

 na tri dela. Presmetaj ja plo{tinata na sekoj od tie 

delovi.  
 Re{enie./ 

                     Rezultat:
3
2

arcsin23ln
2
2

31  PP , )(2 12 PP   . 

 14.Presmetaj ja plo{tinata na ramninskata povr{ina ograni~ena so krivite xy ln  i xy 2ln .  
 Re{enie./ 
                     Rezultat: eP  3  

 15.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata ograni~en so krivite 
x

x
y

4
ln

  i xxy ln . 

 Re{enie./ 

                     Rezultat:
16

2ln22ln23 2
P  

 16.Presmetaj ja plo{tinata na ramninskata povr{ina ograni~ena so krivite xey   i xey   i pravata 1x .  
 Re{enie./ 

                     Rezultat: 2
1


e
eP  

 17.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata ograni~en so parabolite 2xy   i xy  .  
 Re{enie./ 

                     Rezultat:
3
1

P  

 18.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata koj e ograni~en so krivata 2

2x

xey


 . 
 Re{enie./ 
                     Rezultat: 2P  

 19.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata {to se nao|a me|u krivata 21
1
x

y


  i nejzinata asimptota.  

 Re{enie./ 
                     Rezultat: P  

 20.Presmetaj ja plo{tinata na delot ramninata {to se nao|a me|u krivata xxy 482   i nejzinata asimptota.  
 Re{enie./ 
                     Rezultat: 4P  

 21.Parabolata xy 62   go deli krugot 1622  yx  na dva dela.Presmetaj ja plo{tinata na sekoj od tie delovi.  
 Re{enie./ 

                     Rezultat: )34(
3
4

1  P , )38(
3
4

2  P . 

 22.Sekoja od krivite  4cos3    i  4cos2   ograni~uva po edna oblast(del od ramninata). Presmetaj ja plo{tinata na delot od 
ramninata koj e zaedni~ki za dvete oblasti.  
 Re{enie./ 

                     Rezultat: 35
6

37



P . 

 23.Parabolata 
2

2x
y   go deli krugot 822  yx  na dva dela. Presmetaj ja plo{tinata na sekoj od tie delovi.  

 Re{enie./ 

                     Rezultat:
3
4

21  P , 
3
4

62  P  

 24.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata koj e ograni~en so krivata  2cos2    {to le`i nadvor od krivata  sin2  . 
 Re{enie./ 

                     Rezultat:
16

351
P . 
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 25.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata ograni~en so krivata xy ln , pravite ay ln , by ln  i ordinatnata oska.  
 Re{enie./ 
                     Rezultat: abP   

 26.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata koj e ograni~en so petqata na krivata 







3
2

3
3

tty
tx

.  

 Re{enie./ 

                     Rezultat: 3
5
72

P  

 27.Presmetaj ja plo{tinata na delot od Leminiskatata na Bernuli )()( 222222 yxayx   {to se nao|a vo vnatre{nosta na krugot 

2

2
22 a

yx  . 

 Re{enie./ 

                     Rezultat: 









2
3

6
12 

aP  

 28. Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata koj e ograni~en so petqata na krivata 







tty
tx

3
2 1

. 

 Re{enie./ 

                     Rezultat:
15
8

P  

 29.Presmetaj ja plo{tinata na ramninskata figura ograni~na so krivata  na cos22  . 
 Re{enie./ 
                     Rezultat: 2aP   

 30.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata zagraden so astroidata 







tay
tax

3
3

sin
cos

.  

 Re{enie./Plo{tinite na sekoj od delovite {to se nao|a vo sekoj od kvadrtantite se ednakvi. Spored toa  

 










2
0

2
0

32

0

2

0

22

0

22

0

22

0

222

0

42
0

23
0

8
3

2sin
2
1

4
3

2sin
3
1

4
3

2
2cos1

2
3

2cos2sin
2
3

2sin
2
3

                                

)2cos1(2sin
2
3

)2cos1()2cos1(
8
1

12cossin12sincos3sin4)(')(4

22
222

222

22

attatadt
t

atdttadtta

dtttadtttatdttatdttatadttxtyP



















 

 31.Presmetaj ja plo{tinata na figurate ograni~ena so krivata 1
3
2

3
2

















b

y

a

x
. 

 Upatstvo:Parametarski ravenki na krivata se 







tby
tax

3
3

sin
cos

, ]2,0[ t . 

                    Rezultat:
8

3 ab
P  . 

 32.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata zagraden so elipsata 12

2

2

2


b

y

a

x
. 

 Upatstvo:Parametarski ravenki na elipsata se 







tby
tax

sin
cos

. 

                    Rezultat: abP  . 

 33.Presmetaj ja plo{tinata na figurate ograni~ena so krivata 












t
b

c
y

t
a

c
x

3
2

3
2

sin

cos
. 

 Re{enie. 

                    Rezultat:
ab

ba
P

8
)(3 222 




. 

 34.Presmetaj ja plo{tinata na delot od delot od ramninata ograni~ena so krivata 







ttay
ttax

sin)cos1(
cos)cos1(

. 

 Re{enie./ 

                    Rezultat: 
2

3 2a
P  .  

 35.Presmetaj ja plo{tinata na delot od ramninata ograni~en so krivata 1
b

y

a

x
, 0,0  ya . 

 Re{enie./ 

                    Rezultat:
6

|| ab
P  .  

 



Matematika 2                                                                                                                                                                                              Ma{inski fakultet_Skopje 

Opredelen integral.                                                                                                                              Primena vo geometrija.Plo{tina na ramninska figura 
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 Dol`ina na lak na kriva 
 

 1.Presmetaj go perimetarot na krivoliniskiot triagolnik ograni~en so kru`nicata 222  yx  i grafikot na funkcijata || xy  .  

 Re{enie./Parametarski ravenki na kru`nicata se tx sin2 , ty sin2 . Zaedni~ki to~ki na krivite se re{enija na sistemot 







||

222

xy
yx

. Negovo re{enie e )1,1( , )1,1( . Pri toa  

 5
2
1

)52ln(
4
1

41
2
1

)412ln(
4
1

41)2(1])('[1 1
0

22
1

0

2
1

0

2
1

0

2
1 





  yyyydyydyydyyxl  

Od druga strana  

 
4

2)0arcsin
2

1
(arcsin2

2
arcsin2

2
2

2
2

2
1

2
1])'2([1 1

0

1

0
2

1

0
2

221

0
2

21

0

2

2

1

0

22
2























  x

x

dx
dx

x

xx
dx

x

x
dx

x

x
dxxl . 

 Kone~no,  

 
2

2
5)52ln(

2
1

4
25

2
1

)52ln(
4
1

2)(2 21










 lll .  

                         Rezultat: )52ln(
2
1

5
2




l  

 2.Opredeli go radiusot na kru`nicata koja ima centar vo koordinatniot po~etok i lakot na astroidata 3
2

3
2

3
2

ayx   koj le`i vo prviot 
kvadrant go deli na tri ednakvi dela.  
 Re{enie. / 

                         Rezultat:
3

a
R   

 3.Presmetaj ja dol`inata na delot od krivata 32 5yx  , {to se nao|a vo vnatre{nosta na kru`nicata 622  yx .  
 Re{enie./ 

                         Rezultat:
27

134
l . 

 4.Presmetaj ja dol`inata na krivata xy ln , ]62,22[x . 

 Re{enie./Za dol`inata na lakot na xy ln  {to se dobiva za vrednostite na ]62,22[x  imame 

 

3
4

ln
2
1

2
1
1

ln
2
1

                                     

1
]5,3[]62,22[,1

111
1))('(1

5
3

5

3
2

2122
62

22

262

22
2

262

22

262

22

2
2























 













  

t

t
t

dt
t

t
txdx

x

x
dx

x

x
dx

x
dxxyl

xt

 

 5. Presmetaj ja dol`inata na krivata sinar  . 

 Re{enie./Funkcijata sinar   e opredelena za ],0[   . Pri toa  

 aadadaadrrl  


  0
00

22

0

22 )cos()sin(' . 

                         Rezultat: al   

 6.Presmetaj ja dol`inata na krivata ayx  .  

 Re{enie. 

                         Rezultat: a
a

l  )12ln(
2

. 

 7.Presmetaj ja dol`inata na krivata 1
3

2
3

2

















b

y

a

x
. 

 Re{enie./                      Rezultat:
ba

ab
bal




4
)(4  

 8.Presmetaj ja dol`inata na krivata 22 1)arcsin( xxy  .          

 Re{enie./                      Rezultat: 1l . 
 

 9.Doka`i deka dol`inite na posledovatelnite svioci na logaritamskata spirala  

  kaer  , )1(22  nn  ,  
obrazuvaat geometriska progresija. Opredeli go koli~nikot na progresijata.  
 Re{enie./ 
                         Rezultat: keq 2 . 

 10.Opredeli ja dol`inata na krivata )cos1(2 r  {to se nao|a vo vnatre{nosta na krugot 1r . 

 Re{enie./ 
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                         Rezultat: )32(8 l . 

 11.Presmetaj ja dol`inata na kardioidata )cos1(  ar . 
 Re{enie.Bidej}i krivata e zadadena vo polarni koordinati, dobivame: 

 aadadadaadrrl 8
2

cos8
2

sin4cos222sin)cos1(2))('())((2 0
000

2222

0

22   
 




  

 12.Presmetaj ja dol`inata na logaritamskata spirala kaer   za ],[ 21   . 

 Re{enie./ 

                         Rezultat:  12
2

1
1  kk ee

k
al  . 

 13.Doka`i deka dol`inata na eden svod na krivata 







tbay
tbatx

cos
sin

, 20  t , 0,0  ba  e ednakov na dol`inata na elipsa so poluoski 

ba   i || ba  . 
 Re{enie./ 
 

 14.Presmetaj ja dol`inata na krivata 
n

ar n


sin , Nn , ako  

  a) n  e paren broj 
  b) n  e neparen broj.  
 Re{enie./ 

                         Rezultat:  a) 
!)!12(

!)!2(
2




k

k
al , kn 2  

                                 b)
!)!2(

!)!12(
k

k
al


  , 12  kn . 

 15.Neka )(s  e dol`inata na logaritamskata spirala  

   kaer  , 0k , 0  . 
 Presmetaj  
   )(lim 


s


. 

 Re{enie./ 

                         Rezultat: 
k

k
as

21
)(lim








. 

 16.Presmetaj ja dol`inata na krivata 






3

2

4
36

ty
tx

, 0x . 

 Re{enie./ 
                         Rezultat: 26l . 

 17.Presmetaj ja dol`inata na krivata  

   12 2  xxy , za 1
4
1

 x . 

 Re{enie./ 

                         Rezultat:
4
3

arcsinl . 

 18.Presmetaj ja dol`inata na krivata xxy ln
4
1

2
1 2  , 31  x . 

 Re{enie./ 

                         Rezultat:
4
3ln

4 l . 

 19.Presmetaj ja dol`inata na krivata xy ln , {to se nao|a nad intervalot ]62,22[ . 
 Re{enie./ 

                         Rezultat:
3
4

ln
2
1

2 l  

 20.Presmetaj ja dol`inata na delot od krivata yx cosln , {to se nao|a nad intervalot 
3

0


 y . 

 Re{enie./ 

                         Rezultat: )32(ln l . 
 

 21.Presmetaj ja dol`inata na delot od krivata 






 
a
x

a
x

ee
a

y
2

, {to se nao|a nad intervalot ],0[ b . 

 Re{enie./ 

                         Rezultat: 






 
a
b

a
b

ee
a

l
2
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 22.Presmetaj ja dol`inata na parabolata pxy 22   od nejzinoto teme do nejzinata to~ka ),(  yxM . 
 Re{enie./ 

                         Rezultat:
p

pyyp
py

p

y
l

22
22 ln

22


 


  

 23.Najdi ja dol`inata na krivata 
1
1

ln



 x

x

e

e
y , {to se nao|a nad intervalot ],[ ba , ba 0 . 

 Re{enie.Bidej}i 
1

2
)1(

21
' 22

1










 x

x

x

x

e
e e

e

e

e
y

x

x , dobivame: 

 

aa

bb
e
e

e

e

e

e

e

e

x

b

a
xx

xb

a
x

xb

a
x

xb

a

ee

ee
ttdt

tt

dt
tt

t
dt

tt

t
dxe

ee

e
dx

e

e
dx

e

e
dxxyl

b
a

b

a

b

a

b

a






























































lnln
2
1

)1ln(
1

1
2

2
1

                                 

)1(
1

2
1

)1(
1

2
1

2
)1(

1
2
1

1
1

1
2

1))('(1

2
2

2

2

2

2

2

2

2
22

2

2

22

2
2

 

 24.Opredeli prava consty  koja {to prviot svod na cikloidata )cos1(,)sin( tayttax   go deli na tri ednakvi dela. 
 Re{enie./ 

                         Rezultat:
9

16a
y   

 

 25.Presmetaj ja dol`inata na delot od krivata 3ar    {to se nao|a nad intervalot 40   . 
 Re{enie./ 

                         Rezultat: 







 3ln
4
81

205
2
a

l . 

 26.Opredeli ja dol`inata na delot  krivata 







ty
tx

4
4

sin
cos

 {to se dobiva za vrednosti na parametarot t  od intervalot 





2
,0


. 

 Re{enie./ 

                         Rezultat: )21ln(
2
2

1 l  

 27.Presmetaj ja dol`inata na delot od krivata 







)cossin(
)sincos(

tttay
tttax

 {to se dobiva za vrednosti na parametarot t  od intervalot ],0[   

 Re{enie.Bidej}i 







tatttttay
tatttttax

sin)sincoscos(
cos)cossinsin(




, i ttattayx 22222222 sincos   dobivame: 

 2
0

2

00

22
2
1

2
1

)sin()cos( 







aatdtatdttattatl   . 

                         Rezultat:
2

2
a

l   

 28.Opredeli ja dol`inata na delot od krivata 













sin
cos

aey
aex

 {to se dobiva za vrednosti na parametarot   od intervalot ],0[  . 

 Re{enie.Bidej}i 







)cossin(
)sincos(







aey
aex




, dobivame: 

 

]1[
11

1   

cossinsincos])cossin([])sincos([

2

0

2

0

2

0

222222

0

22













































eaeadea

daedaeael

 

                         Rezultat: )1(
1 2




 



eal . 

 29.Presmetaj ja dol`inata na delot od krivata 












t
b

c
y

t
a

c
x

3
2

3
2

sin

cos
, 20  t , 222 bac  . 

 Re{enie./ 

                         Rezultat:
ab

ba
l

33
4


 . 

 30.Presmetaj ja dol`inata na delot od krivata 




















t

t

dt
t

t
y

dt
t

t
x

1

1

cos

sin

, za vrednosti na parametarot t  od intervalot ],0[ t . 
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 Re{enie.Od samata definicija na krivata imame 
t

t
tx

sin
)(  , 

t

t
ty

cos
)(  , pa spored toa  

 




 tttdt
tt

t

t

t
dttytxl

t
ttt

ln1lnlnln
1cossin

))(())(( 1
11

22

1

22 
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 Volumen na rotaciono telo 
 

 1.Ramninskata povr{ina ograni~ena so parabolata 24 xy  , otse~kata ]0,2[  od oskata Ox  i pravata xy 3  rotira okolu oskata Ox . 
Presmetaj go volumenot na dobienoto rotaciono telo.  

 Re{enie./Zaedni~kite to~ki na dvete krivi se re{enie na sistemot 






xy

xy
3
4 2

. Re{enija na ravenkata xx 34 2   se 11 x  i 42 x , pa 

spored toa zaedni~ki to~ki se )3,1(  i )12,4(  . Ramninskiot lik koj rotira okolu Ox  oskata e otse~kata od Ox  oskata {to se nao|a me|u 

to~kite )0,2(  i )0,0( , delot od parabolata 24 xy   od to~kata )0,2(  do to~kata )3,1( , i delot od pravata xy 3  {to se nao|a me|u 

to~kite )0,0(  i )3,1( . Spored toa  

 
5

138
3

5
153

3
5
1

3
8

163)816()3()4( 1
2

531
0

3
1

2

42
1

0

2
1

2

22 







 

 xxxxdxxxdxxdxxV .  

                         Rezultat: 
5

138
V  

 2.Krugot 222)( ayax   rotira okolu Oy  oskata.Presmetaj go volumenot na dobienoto rotaciono telo. 

 Re{enie.Granicata na krugot 222)( ayax   e kru`nicata 222)( ayax  . Pri toa, ravenkata na gornata polukru`nica(desnata 

polukru`nica) e 22)( yaayxx   a ravenkata na dolnata polukru`nica(levata polukru`nica) e 22)( yaayxx  . Spored toa,  

 32
2

2

2322222222 2cos4]cos,sin[4][][ adttatdtadytaydyyaadyyaadyyaaV
a

a

a

a

a

a






 


. 

                         Rezultat: 322 aV   

 3.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na astroidata 







tay
tax

3
3

sin
cos

 okolu Ox -oskata. 

 Re{enie.To~kite na astroidata se dobivaat za vrednosti na parametarot t  od intervalot ]2,0[  , pri {to koga  t  se menuva od 0  do  , 
toga{ x  se menuva od a  do a . Spored toa  

 


3
1

1

2323

0

2323

0

263

0

223
105
32

)1(sincos)cos1(sincossin)sin(cos3)sin( adzzzatdtttatdtttadtttataV  


. 

                         Rezultat: 3
105
32

aV  . 

 4.Ramninskiot lik zagraden so krivite pxy 22  , 0y  i ax   rotira okolu Ox -oskata. Presmetaj go volumenot na dobienoto rotaciono 
telo.  
 Re{enie./ 
                         Rezultat: paV 2 . 

 5.Presmetaj go volumenot na teloto ograni~eno so colinderot 222 Ryx   i ramninite 0y , 0z , 01
H

z

R

x
, 01

H

z

R

x
. 

 Re{enie./ 

                         Rezultat:
6

432 



HRV . 

 6.Opredeli go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramninskiot lik ograni~en so krivata xexy   i pravite 0y  i ax   

okolu Ox  oskata. 
 Re{enie./ 

                         Rezultat: 





 

 ae

a
V 2

21
1

4


. 

 7.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramninskiot lik, ograni~en so krivata 
x

x
y

ln
 , )1( ex   i pravite 

0y  i ex   okolu Ox -oskata.  
 Re{enie./ 

                         Rezultat: 








e

V
5

2 . 

 8.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramninskiot lik ograni~en so krivata xy sin  i pravata 

0y )0( 2 x , okolu Ox -oskata.  
 Re{enie./ 

                         Rezultat:
2

3
V . 

 9.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramninskiot lik ograni~en so elipsata 12

2

2

2


b

y

a

x
 

  a)okolu Ox -oskata 
  b)okolu Oy -oskata 
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 Re{enie.Parametarski ravenki na elipsata se 







tay
tax

sin
cos

.To~kite na elipsata se dobivaat za vrednosti na parametarot t  od intervalot 

]2,0[  . Koga t  se menuva vo intervalot ],0[  , t.e. koga t se menuva od 0  do  , toga{ x  se menuva od a  do a . Koga t  se menuva od 
2


 do 
2

3
, 

toga{ y  se menuva od a  do a  pa spored toa: 

 a) 


2
1

1

22

0

22

0

22
3
4

)1(]sin,[cossin)cos1()sin(sin abdzzabdztdtzttdttabdttatbV  


  

 b) badzzbadztdtzttdttbatdtbtaV 2
1

1

22
23

2

22
23

2

22
3
4

)1(]cos,sin[cos)sin1(coscos 








 


 

                         Rezultat: 2
3
4

abV  . 

 10.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija okolu Oy -oskata na ramninskiot lik ograni~en so krivata 2kxy   i 

pravite ax  , bx   )0(  ab .  
 Re{enie./ 
                         Rezultat: )(2 2 abkV   . 

 11.Presmetaj go volumenot na telot {to se dobiva so rotacija okolu Oy  oskata na ramninskiot lik ograni~en krivata 2xey   i pravite 

0y , 0x  i 1x . 
 Re{enie./ 
                         Rezultat: )1(  eV   

 12.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na krivata  

  1
3232

















b

y

a

x
 

 a)okolu Ox -oskata 
 b)okolu Oy -oskata 
 Re{enie./ 

                         Rezultat: a)
105

32 2ab
V   

                            b)
105

32 2 ba
V  . 

 13.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramninskiot lik ograni~en so krivite 22 xpy   i || xy  ,  

  a)okolu Ox -oskata 
  b)okolu Oy -oskata. 
 Re{enie./ 

                         Rezultat: a)
15

32 3p
V   

                            b)
3

4 3p
V   

 14.Opredeli go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na krivoliniskiot trapez so osnova ]1,0[  koj e ograni~en so krivata 

xy arcsin  rotira okolu Ox -oskata. Opredeli go volumenot na dobienoto rotraciono telo.  
 Re{enie./ 

                           Rezultat: 







 2

4

2
V . 

 15.Krivata 344 ayyx   rotira okolu Oy  oskata. Presmetaj go volumenot na dobienoto rotaciono telo. 
 Re{enie./ 

                           Rezultat:
16

32a
V


 . 

 16.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na krivata 2244 xayx   okolu Ox -oskata.  
 Re{enie./ 

                           Rezultat: 3
3
2

aV  . 

 17.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na krivata 244 2axyyx   okolu Ox -oskata.  
 Re{enie./ 

                           Rezultat:
3

2 3a
V


  

 18.Opredeli go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na leminiskatata )()( 222222 yxayx   okolu Ox -oskata.  

 Re{enie./ 
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                           Rezultat: 






3
2

)21ln(2
4

3a
V


 

 19.Krivata 42322 )( xayx   rotira okolu Ox  oskata.Presmetaj go volumenot na dobienoto rotaciono telo. 

 Re{enie./ 

                           Rezultat:
21

4 3a
V


 . 

 20.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na eden svod na cikloidata 







)cos1(
)sin(
tay
ttax

 zaedno so negovata tetiva, 

okolu Ox -oskata.  
 Re{enie./ 
                           Rezultat: 325 aV   

 21.Presmetaj go volumenot na teloto ograni~eno so povr{inite 0z  i 2

2

2

2

2

2 )(
H

Hz

b

y

a

x 
 .  

 Re{enie./ 

                           Rezultat:
3
abH

V


 . 

 

 22.Figurata {to ja obrazuvaat hiperbolata 222 ayx   i pravata hax   rotira okolu Ox -oskata. Opredeli go volumenot na dobienoto 
rotaciono telo.  
 Re{enie./ 

                           Rezultat: )3(
3

2
ha

h
V 


. 

 23.Ramninskata figura ograni~ena so parabolite 2xy   i xy   rotira okolu Ox  oskata.Opredeli go volumenot na dobienoto 
rotaciono telo. 
 Re{enie./ 

                           Rezultat:
10
3

V . 

 24.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramninskiot lik opredelen so polarnite koordinatni neravenstva 
ar 0 , za ],0[   , okolu polarnata oska.  

 Re{enie./ 

                           Rezultat:
3

)6(2
3

24 a
V    

 25.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na kardioidata )cos1(  ar  okolu polarnata oska.  
 Re{enie.Kardioidata e simetri~na vo odnos na pravata {to minuva niz polarnata oska. To~kite {to se nao|aat nad taa prava se dobivaat 
za vrednosti na parametarot   od intervalot ],0[  . Spored toa,  

 
3

8
3

2
]sin,cos1[sin)cos1(

3
2

sin)]cos1([
3

2
sin)(

3
2 30

2

3
3

0

3
3

0

3

0

3 a
dzz

a
dzdzd

a
dadrV










 

   

                           Rezultat:
3

8 3a
V


  

  

 26.Opredeli go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramniskiot lik opredelen so 



cos
sin

20
2

ar  , 
3

0


   okolu 

polarnata oska.  
 Re{enie.Bidej}i rotacijata e okolu polarnata oska, dobivame: 

 
4

)2ln6451(1
3

16
]sin,cos[sin

cos
cos1

2
3

2
sin

cos
sin

2
3

2 3

1

323

0

32

0

32 2
1

33 








 








 









  a

dt
t

ta
dtdtdadaV
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                           Rezultat:
4

)2ln6451(3 


a
V


 

 27.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramninskiot lik ograni~en so 2tgxy  , 0y , 
3


x  okolu Oy  

oskata. 
 Re{enie./Bidej}i rotacijata e okolu Oy -oskata dobivame: 

 2ln
3

cosln|cos|lntgtg2)(2 3
33

0
00

2

3

0










  ttdtdxxxdxxxyV . 

                           Rezultat: 2lnV . 

 28.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramninskiot lik ograni~en so krivite 22 )(2 bxapy  , 0y , 

0 ab , okolu Oy  oskata.  
 Re{enie./ 
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                           Rezultat:
p

ba
V

3
4 3

  

 29.Presmetaj go volumenot na teloto {to se dobiva so rotacija na ramninskiot lik ograni~en so parabolite 22 xpy  , 22 yqx  , 0, qp  

okolu Ox  oskata.  
 Re{enie./ 

                           Rezultat: 3 2
5

12
pq

pq
V


  

 

 30.Presmetaj go volumenot na teloto ograni~en so povr{inite 12

2

2

2


b

y

a

x
 i Hz || . 

 Re{enie./ 
                           Rezultat: abHV 2 . 
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 Plo{tina na rotaciono telo 
 

 1.Presmetaj ja plo{tinata na rotacionata povr{inata {to se dobiva so rotacija na delot od krivata xy 42  , za ]3,0[x  okolu Ox  
oskata.  
 Re{enie.Bidej}i  

  dxxyxyP
b

a

  2))('(1|)(|2 ,  

kade )( xyy   e neprekinato diferencijabilna funkcija na intervalot ],[ ba . Rotacionoto telo {to se dobiva so rotacija na xy 42   okolu 

Ox  oskata e isto so rotacionoto telo {to se dobiva so rotacija na xy 2  okolu Ox  oskata. Bidej}i 0)( xy  za ]3,0[x , dobivame 

 
3

56
3

8
3

64
)1(

3
2

414
1

122))('(1)(2))('(1|)(|2 3
0

3
3

0

23

0

2
3

0

2 
 








  xdxxdx

x
xdxxyxydxxyxyP

b

a

.  

                        Rezultat:
3

56
P . 

 2.Presmetja ja plo{tinata na rotacionata povr{ina {to se dobiva so rotacija na delot od krivata xy  42  za 24  x  okolu Ox -
oskata. 
 Re{enie./ 

                        Rezultat:
3

62
P . 

 3.Presmetaj ja plo{tinata na rotacionata povr{ina {to se dobiva so rotacija na delot od krivata yyx ln
2
1

4
1 2   za ],1[ ey   okolu Ox -

oskata.  
 Re{enie./ 

                        Rezultat: 
3

)43( 3 


ee
P


. 

 4.Presmetaj ja plo{tinata na rotacionata povr{ina {to se dobiva so rotacija na delot od krivata xey   za ],0[ ax  okolu Ox -oskata.  
 Re{enie./ 

                        Rezultat: 

















21

1
ln12

2
2

aa
aa

ee
eeP   

 

 5.Presmetaj ja plo{tinata na od rotacionata povr{ina {to se dobiva so rotacija na delot od krivata 2ln24 yyx   za vrednosti na y  od 

intervalot 





e
e

,
1

 okolu Oy -oskata.  

 Re{enie./ 

                        Rezultat:
8

44sh 2


e
P  . 

 6.Presmetaj ja plo{tinata na rotacionata povr{ina {to se dobiva so rotacija na delot od krivata xy tg  za 






4

,0


x  okolu Ox  

oskata.  
 Re{enie./ 

                        Rezultat: 












222

15
ln25P . 

 7.Presmetaj ja plo{tinata na rotacionata povr{ina {to se dobiva so rotacija na delot kardioidata )cos1(  ar  okolu 

  a)polarnata oska      b)okolu pravata 
cos

2a
r  . 

 Re{enie./ 

                        Rezultat:a)
5

32 2a
P


 , b)

5
96 2a

P


 . 

 

 8.Presmetaj ja plo{tinata na rotacionoto telo {to se dobiva so rotacija na  leminiskatata na Bernuli 2cos22 ar   okolu polarnata 
oska. 
 Re{enie./ 

                        Rezultat: )22(2 2  aP  . 

 9.Opredeli ja plo{tinata na rotacionoto telo {to se dobiva so rotacija na kru`nicata 222 )( abyx  , 0 ab  okolu pravata 0y . 
 Re{enie./ 
                        Rezultat: abP 24 . 

 10.Presmetaj ja plo{tinata na rotacionoto telo {to se dobiva so rotacija na elipsata 44 22  yx  okolu: 

  a) 0y    b) 0x  
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 Re{enie./Zadadenata kriva e elipsa so poluoski 1a  i 2b . Nejzinite parametaski ravenki se 







ty
tx

sin2
cos

. Teloto {to se dobiva so 

rotacija na elipsata okolu Ox  oskata e isto so rotacija na krivata 







ty
tx

sin2
cos

, ]2,[ t  okolu Ox  oskata, t.e. pravata 0y . Spored toa  

 )*(1
3

4
3

1
sin,cos3cos31sin4)cos2()sin(sin22

3

3

2
2

222
2







 



dzzdztdtztdtttdttttP
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Bidej}i  

 222 1
2

|1|ln
2
1

1 z
z

zzdzz  ,  

imame 

 )32ln(
3

4
831

2
3

3
4

2))32ln()32ln((
32

4
(*) 





.  

                        Rezultat:a) )32ln(
3

4
8 


P ,b)

33
8

2
2

 P . 

 11.Najdi ja plo{tinata na rotacionoto telo, {to se dobiva so rotacija na krivata 2arcsin xxxy   okolu  

  a)pravata 0y . 

  b)pravata 0x  
 Re{enie./ 

                        Rezultat:a)
3

)43(2 



P , b)

3
4

. 

 12.Presmetaj ja plo{tinata na rotacionoto telo {to se dobiva so rotacija na astroidata tax 3cos , tay 3sin , 20  t  , okolu  

  a)pravata 0y . 
  b)pravata ax  . 
 Re{enie./ 

                       Rezultat:a)
5

12 2a
P


 , b) 212 aP  . 

 13.Opredeli ja plo{tinata na rotacionoto telo {to se dobiva so rotacija na cikloidata )cos1(,)sin( tayttax   okolu 

  a)pravata 0y   b)pravata 0x   v)pravata ay 2   g)pravata ax    d)pravata ay 2 . 
 Re{enie./ 

                        Rezultat:a)
3

64 2a
P


 , b) 2116 aP  , v)

3
32 2a

P


  

                          g) 2)43(
3
8

aP   , d)
3

)122(16
2a

P


 . 

 14.Cikloidata )cos1(,)sin( tayttax  , 20  t  rotira okolu pravata kay  , 20  k .  
  a)presmetaj ja plo{tinata na dobienata rotaciona povr{ina. 
  b)za koi vrednosti na k  plo{tinata na formiranata rotaciona povr{ina e najmala.Opreeli ja taa povr{ina.  
 Re{enie./ 

                        Rezultat:  a)
3

))24(43(16
2

2
3 a

kkP    

                           b)
2
3

k , 2
min 8 aS   

 15.Krivata xy cos ,   x , rotira okolu pravata ay  . Za koi vrednosti na a  plo{tinata na dobienata rotaciona povr{ina e 
najmala? Opredeli ja taa najmala povr{ina.  
 Re{enie./ 

                        Rezultat: 0a , ))12ln(2(4min  S  

 16.Krivata tx sin2 , ty 2sin
4
1

 ,  t0  rotira okolu  

  a)pravata 0y . 

  b)pravata 0x . 
Opredeli ja plo{tinata na dobienoto rotaciono telo.  
 Re{enie./ 

                        Rezultat:a)
2


P   b)
3

210
P . 

 17.Krugot sin2ar   rotira okolu polarnata oska. Presmetaj ja plo{tinata na dobienoto rotaciono telo.  

 Re{enie.Bidej}i definicionata oblast na funkcijata e ],0[    i rotacijata e okolu polarnata oska, dobivame: 

 
22

0
2

0

2

0

22

0

22

0

22

42sin
2
1

4    

)2cos1(4sin8sin)cos2()sin2(sin22sin)(')()(2









aa

dadadaaadrrrP
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                        Rezultat: 224 aP  . 
 

 18.Petqata na krivata 22 )3(9 xaxay  , 0a  rotira okolu apscisnata oska. Presmetaj ja plo{tinata na dobienata rotaciona povr{ina.  
 Re{enie./ 
                        Rezultat: 23 aP  . 

 19.Eden svod na sinusoidata xy sin  rotira okolu apscisnata oska. Presmetaj ja povr{inata na dobienoto rotaciono telo.  

 Re{enie./ 

                        Rezultat: ])21ln(2[  P . 

 20.Leminiskatata 2cos2 22 ar   rotira okolu: 

  a)polarnata oska. 

  b)okolu pravata 
2


   

Presmetaj ja plo{tinata na dobienata rotaciona povr{ina.  
 Re{enie./ 

                        Rezultat: a) )22(4 2  aP  

                           b) 224 aP  . 

 21.Cikloidata 







)cos1(
)sin(
tay
ttax

 rotira okolu  

  a) y -oskata   b)okolu x -oskata  
 Re{enie./ 
                        Rezultat: a) 2216 aP  . 

                           b)
3

64 2a
P  . 

 

 22.Presmetaj ja plo{tinata na teloto {to se dobiva so rotacija na krivata 







)cossin(
)cossin(

tttay
tttax

,  t0   okolu  

  a) pravata 0y   b) pravata ax    
 Re{enie./ 
                        Rezultat:  a) 226 aP  . 

                          b) 22 )4(3 aP   . 

 23.Elipsata 12

2

2

2


b

y

a

x
 rotira i okolu pomalata i okolu pogolemata svoja oska. Presmetaj ja plo{tinata na dobienite rotacioni tela.  

 Re{enie./ 

                        Rezultat: 



 arcsin
2

2 2 ab
bP   

                           











1
1

ln2
2

2 b
aP ,  -ekscentritet.  

 24.Presmetaj ja plo{tinata na teloto {to se dobiva so rotacija na krivata yx cos43  , 0
2

 y


 okolu Oy  oskata.  

 Re{enie./ 

                        Rezultat:  
9

)3ln920( 



P . 

 25.Presmetaj ja plo{tinata na teloto {to se dobiva so rotacija na krivata )(arcsin yay
a

y
ax  , 

4
3

4
a

y
a

  okolu Oy -oskata. 

 Re{enie./ 

                        Rezultat:  ])132(23911[
6

2
 

 a
P .  

 26.Najdi ja plo{tinata na povr{inata {to se dobiva so rotacija na krivata tex t sin , tey t cos , 






2

,0


t  okolu apscisnata oska. 

 Re{enie./ 

                        Rezultat: )2(
5

22
 

eP . 

 27.Presmetaj ja plo{tinata na teloto {to se dobiva so rotacija na delot od krivata 
p

x
y

2

2
   okolu, bx 0  okolu Oy  oskata.  

 Re{enie./ 

                        Rezultat: ])([
3
2 322 2

3
pbp

p
P 


. 

 28.Presmetaj ja plo{tinata na teloto {to se dobiva so rotacija na krivata 422 216 xxy   okolu  

  a) pravata 0y   b)pravata 0x . 
 Re{enie./ 
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                        Rezultat: a) 
2


P .   b) 
3
210 

P . 

 29.Presmetaj ja plo{tinata na teloto {to se dobiva so rotacija na krivata 







tay
tttax

2sin
)cossin(

, 
2

0


 t  okolu  

  a) pravata 0y   b)pravata 0x  
 Re{enie./ 

                        Rezultat: a)
3

4 2a
P    b)

3
)43(2 2a

P





 

 

 30.Lakot na krugot 222 ayx   {to le`i vo prviot kvadrant rotira okolu svojata tetiva. Presmetaj ja plo{tinata na dobienata 
rotaciona povr{ina.  
 Re{enie./ 

                           Rezultat: 








2

222 
 aP  
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