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R. Mal~eski, A. Mal~eski, Skopje  
  

PRESLIKUVAWA VO  
RAMNINA PREKU  

KOMPLEKSNI BROEVI III 
 

(Prodol`enie!) 
 
6.6. Da gi razgledame kru`nicite )( 1K  

i )( 2K  ~ii ravenki se 11 || Rcz   i 

22 || Rcz  , soodvetno.  

Ako 21 RR  , toga{ preslikuvaweto 

CC:S  definirano so 
  

1

1221

1

2)(
R

cRcR
R
R

zzSw
          (1) 

 

e homotetija so koeficient 
1

2
R
R  i centar 

21

1221
RR

cRcR

 . Od dva dobivame deka 

2

12211
R

cRcRwR
z

  i ako zamenime vo raven-

kata na kru`nicata )( 1K  ja dobivame 

ravenkata 11
2

12211 Rc
R

cRcRwR  , koja e ek-

vivalentna na ravenkata na kru`nicata 
)( 2K . Da zabele`ime deka za 21 RR   

preslikuvaweto (1) e translacija za vek-
tor 12 cc   i istoto kru`nicata )( 1K  ja 

preslikuva vo kru`nicata )( 2K .  

Analogno se doka`uva deka presliku-
vaweto CC:S  definirano so 

  

1

1221

1

2)(
R

cRcR
R
R

zzSw
            (2) 

 

e homotetija so koeficient 
1

2
R
R  i centar 

21

1221
RR

cRcR

 , i deka istoto kru`nicata )( 1K  

ja preslikuva vo kru`nicata )( 2K .  

Od dosega iznesenoto sleduva deka 
to~nosta na slednata teorema.  

 

Teorema. Koi bilo dve kru`nici se 
homoteti~ni, t.e. postoi homotetija koja 
ednata ja preslikuva vo drugata.  

 

6.7. Primer. Neka B  i C  se to~ki od 
dadena kru`nica, koi ne le`at na eden 
dijametar, i tangentite na taa kru`nica 
vo ovie to~ki se se~at vo to~kata A . Neka 
P  e proizvolna to~ka od kru`nicata. So 

111 ,, CBA  da gi ozna~ime podno`jata na 

normalite spu{teni od to~kata P  kon 
pravite ABCABC ,, , soodvetno. Doka`ete 

deka 11
2
1 PCPBPA  .  

 

Re{enie. Bez ograni~uvawe na op-
{tosta mo`eme da pretpostavime deka 
dadenata kru`nica e edine~na i deka 
afiksot na to~kata P  e 1 (zo{to?).  

Neka afiksite na to~kite B  i C  se b  
i c , soodvetno. Toga{, od zabele{ka 3.13 
g) i d) za afiksite na to~kite A  i 1A  

imame 
cb

bca  2  i 
2
1

1
bccba  , soodvetno. 

Za da go opredelime afiksot 1b  na to~-

kata 1B  }e iskoristime deka taa le`i na 

pravata AC  i deka 1PB  e normalna na 

AC . Imame, 
ca

cb
ca
cb





  11  i 

ca

b
ca

b





  11 11 . Ako 

vo poslednite dve ravenki zamenime za a , 
posle sreduvaweto dobivame:  

 










22

11

2
11

1

2

ccbb

ccbb
 

od {to sleduva 
2

21
1

2ccb  . Analogno 

nao|ame 
2

21
1

2bbc  . Spored toa,  

1111
2

2
12

2
1

2
4
12

1
2
1

|1||1||1||1|

|1||1|

PCPBcbcb

cbbcaPA




 

 

{to i treba{e da se doka`e.  
 

6.8. Spored 4.10 i 5.5 direktnata sli~-
nost koja ne e identitet ili translacija 
ima edinstvena nepodvi`na to~ka i toa e 
centarot na direktnata sli~nost. Za 

pravata )(p : czz   }e velime deka e 
nepodvi`na za direktnata sli~nost S  ako 

ppS )( , t.e. ako direktnata sli~nost ja 

preslikuva pravata )(p  vo samata sebe. Za 
kru`nicata )(K : Rcz  ||  }e velime deka 
e nepodvi`na za direktnata sli~nost S  
ako KKS )( .  

 

6.9. Spored teorema 4.5 slikata na 
kru`nicata )(K : Rcz  ||  pri direkt-
nata sli~nost bazzSw  )(  e kru`nica 

)'(K : |||)(| aRbacz  . Spored toa, kru`-

nicata )(K  e nepodvi`na pri direktnata 

sli~nost ako i samo ako 1|| a  i 
a
bc 

1
, 
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{to zna~i ako i samo ako S  e dvi`ewe 
koe ne e translacija i centarot na 
kru`nicata se sovpa|a so centarot na 
dvi`eweto. 

 

So toa ja doka`avme slednata teorema. 
 

Teorema. a) Direktnata sli~nost ima 
nepodvi`na kru`nica ako i samo ako taa e 
dvi`ewe koe ne e translacija.  

 

b) Za dvi`eweto koe ne translacija 
edinstveni nepodvi`ni kru`nici se 
kru`nicite ~ii centri se sovpa|aat so 
centarot na dvi`eweto.   

 

6.10. Spored teorema 4.4 slikata na 

prava )(p : czz   pri direktnata 
sli~nost bazzSw  )(  e prava )'(p : 

 bacbww
a
a

a
a  )( . Spored toa, pra-

vata )(p  e nepodvi`na pri direktnata 

sli~nost S  ako i samo ako  
a
a  i 

cbacb
a
a   , t.e. ako i samo ako Ra  i 

cbacb   . Od dosega iznesenoto sledu-

va deka pravata )(p : czz   e nepod-
vi`na za direktnata sli~nost ako i samo 

ako 1a  i bb   ili 1a  i cbb 
22

 , 

t.e. ako i samo ako S  e translacija i pra-
vata )(p  e paralelna so vektorot na tran-

slacija ili S  e homotetija i pravata )(p  
minuva niz nejziniot centar.  

 

So toa ja doka`avme slednata teorema. 
  

Teorema. Direktnata sli~nost ima 
nepodvi`na prava ako i samo ako taa e: 

  

a) translacija i vo ovoj slu~aj nepod-
vi`ni se site pravi koi se paralelni so 
vektorot na translacija, ili  

 

b) homotetija i vo ovoj slu~aj nepod-
vi`ni se site pravi koi minuvaat niz 
nejziniot centar.  

 

6.11. Zabele{ka. Od dokazot na teore-
ma 6.6 sleduva deka dve koncentri~ni 
kru`nici imaat samo eden centar na sli~-
nost koj se sovpa|a so centarot na kru`-
nicite (crt. 1), a nekoncentri~ni kru`-
nici mo`e da imaat ili eden ili dva 
centri na sli~nost, vo zavisnost od toa 
dali nivnite radiusi se ednakvi ili ne, 
soodvetno. Vo slu~aj koga nekoncentri-
~nite kru`nici imaat razli~ni radiusi 

centarot na sli~nost na homotetijata (1) 
go narekuvame nadvore{en centar na 
sli~nost, a centarot na homotetijata (2) 
go narekuvame vnatre{en centar na 
sli~nost (crt. 2).  
 

 

6.12. Zabele{ka. Spore teorema 6.5 
sekoja homotetija proizvolna prava ja 
preslikuva vo prava paralelna na nea. 
Ova ni ovozmo`uva da go opredelime cen-
tarot na sli~nost na homotetijata vo 
slu~aj koga imame nekoncentri~ni kru`-
nici )( 1K  i )( 2K . Niz centarot 1S  po-

vlekuvame dijametar AB  na kru`nicata 
)( 1K  i niz centarot 2S  povlekuvame 

radius CS2  paralelen so dijametar AB  

(crt. 2). Ako 21 RR  , toga{ pravite AC  

i BC  ja se~at pravata 21SS  vo to~kite 1O  

i 2O , koi se nadvore{en i vnatre{en cen-

tar na sli~nost na razgleduvanite homote-
tii, soodvetno. Ako, pak 21 RR  , toga{ 

pravata AC  }e bide paralelna na pravata 

21SS , a pravata BC  }e ja se~e pravata 

21SS  vo vnatre{niot centar na sli~nost. 

 Da zabele`ime deka, ako t  e zaedni~-
ka tangenta na kru`nicite )( 1K  i )( 2K , 

toga{ ako 21 RR  , taa e paralelna so pra-

vata 21SS , a ako 21 RR  , taa minuva niz 

eden od centrite na sli~nost (zo{to?). 
Spored toa, ako 21 RR  , toga{ za da gi 

S
1r

2r

1k

2k

1  Crt.

2  Crt.

1S

1k
1O

A

B

2O

2k

C

2S
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konstruirame zaedni~kite tangenti na 
)( 1K  i )( 2K , treba da gi najdeme nivnite 

centri na sli~nost i od niv da gi pov-
le~em tangentite na edna od kru`nicite.  
 

6.13. Da gi razgledame kru`nicite 
3,2,1),( iKi  ~ii ravenki se ,|| ii Rcz   

,3,2,1i  soodvetno i ji RR  , za ji  , a 

nivnite centri ne se kolinearni (crt. 3). 

 
Od dokazot na teorema 6.6 sleduva deka 
 

32

2332

21

1221 ,
RR
cRcR

RR
cRcR





  i 

31

1331
RR

cRcR

  

 

se afiksite na centrite na homoteti-
ite 2312 ,SS  i 13S  koi ja preslikuvaat 

)( 1K  vo )( 2K , )( 2K  vo )( 3K , i )( 1K  vo 
)( 3K , soodvetno. Pritoa  

 

R 


















)(
)(

312

321

21
1221

32
2332

21
1221

31
1331

RRR
RRR

RR
cRcR

RR
cRcR

RR
cRcR

RR
cRcR

, 

 

pa od posledica 1.4 sleduva deka 
to~kite 2312 ,SS  i 13S  se kolinearni. 
Analogno se doka`uva deka: to~kite 

'
13

'
2312 ,, SSS  se kolinearni, to~kite 

13
'
23

'
12 ,, SSS  se kolinearni, i to~kite 

'
1323

'
12 ,, SSS  se kolinearni.  

So toa ja doka`avme slednata teorema.  
 

 

Teorema. Ako centrite na kru`nicite 
3,2,1),( iK i  se nekolinearni i nivnite 

radiusi se me|usebno razli~ni, toga{ niv-

nite centri na homotetija 132312 ,, SSS , 

'
13

'
23

'
12 ,, SSS  le`at na ~etiri pravi, taka 

{to na sekoja od niv le`at po tri centri 
na homotetija.  

6.14. Primer. Da se konstruira kru`-
nica, koja {to minuva niz dadena to~ka i 
dopira dve dadeni pravi.  

 

Re{enie. Neka se dadeni pravite )(a  i 
)(b  i to~kata A . ]e go razgledame samo 

slu~ajot koga pravite )(a  i )(b  se se~at, a 
to~kata A  ne le`i na niedna od pravite 

)(a  i )(b  i ne le`i na simetralite na 
aglite {to gi obrazuvaat pravite )(a  i 

)(b  (crt. 4). Ostanatite slu~ai gi ostava-
me na ~itatelot za ve`ba.  

Neka )()( baS   i neka ),( rOK  e ba-
ranata kru`nica. Bidej}i )(K  gi dopira 

pravite )(a  i )(b , nejziniot centar O  le-
`i na simetralata )(s  na onoj agol obra-
zuvan od pravite )(a  i )(b  vo koj le`i 

to~kata A . Ako   e homotetija so centar 
vo S  i proizvolen koeficient, toga{ 

,)( aa  ,)( bb  a KK  )(  }e bide kru`-
nica {to gi dopira pravite )(a  i )(b . Zna~i 
za da ja konstruirame kru`nicata )(K , 
najprvo konstruirame proizvolna kru`-

nica )(K  koja gi dopira pravite )(a  i )(b . 
Neka 1A  i 2A  se prese~nite to~ki na 

kru`nicata )(K  so pravata SA . Ako 1  i 

2  se homotetii so centar vo S  i koe-

ficienti 1:OAOA  i 2:OAOA , soodvetno, 
toga{ AA  )( 11  i AA  )( 22 . Zna~i, 

')(1 KK   i '')(2 KK   }e minuvaat niz 

to~kata A  i }e gi dopiraat pravite )(a  i 

)(b . Nivnite centri }e bidat ')(1 OO   i 

'')(2 OO  . Spored toa, treba da povle-

~eme pravi paralelni so pravite 1OA  i 

2OA  i vo presecite so pravata )(s  }e gi 

dobieme to~kite 'O  i ''O .  

23S

12S

1O

2O

3O

13S

23S 
13S

12S

3  Crt.

A

1A

2A

a

b

S

O
O

O k

k 

k 

4  Crt.



 5

Od prethodnite razgleduvawa sleduva 
deka zada~ata ima dve re{enija.   

 
7. INDIREKTNI SLI^NOSTI  

 
7.1. Definicija. Preslikuvaweto 

CC:S  definirano so  

0,,,)(  ababzazS C       (1) 

go narekuvame indirektna sli~nost. Vo 
natamo{nite razgleduvawa mno`estvo-
to indirektni sli~nosti }e go ozna~u-
vame so IS .  
 

 

7.2. Teorema. Indirektnata sli~nost 
CC:S  definirana so (1) e biekcija i 

nejzinoto inverzno preslikuvawe 

CC :1S  e definirano so  

0,,,)( 11  abazzS
a
b

a
C      (2) 

pri {to va`i IS1S .  
 

Dokaz. Ako )()( 21 zSzS  , toga{ 

bzabza  21 , od {to sleduva 21 zz  , 

t.e. S  e injekcija. Ako Cw , toga{ za 

a
bwz   va`i 

wbaSzS
a
bw

a
bw   )()(  

t.e. S  e surjekcija, pa zna~i toa e biek-
cija.  

Preslikuvaweto 
a
b

a
zzS  1

1 )(  e indi-

rektna sli~nost i pritoa va`i  
 

zzSSzSS  ))(())(( 11 , 

{to zna~i IS
1

1 SS .  
 

7.3. Teorema. Kompozicija na dve indi-
rektni sli~nosti e direktna sli~nost, a 
kompozicvija na direktna i indirektna 
sli~nost e indirektna sli~nost.  

 

Dokaz. Ako IS21 , SS , toga{  

0,,,)(1  ababzazS C   i  

0,,,)(2  cdcdzczS C . 

Spored toa,  

),()(

)()())(( 121

bdazca

bdzcadzcSzSS




 

0,,  cabdaca C  t.e. DS21 SS  . 

Zna~i, kompozicija na dve indirektni 
sli~nosti e direktna sli~nost.  

Ako DS1S  i IS2S , toga{  
 

0,,,)(1  ababazzS C  i 

0,,,)(2  cdcdzczS C . 

Spored toa,  

),()(

)()())(( 121

badzac

bdzcadzcSzSS




 

 

0,,  acbadac C t.e. IS21 SS  . Ana-

logno se doka`uva deka IS12 SS  . Zna-

~i, kompozicija na indirektna i direktna 
sli~nost e indirektna sli~nost.  
 

7.4. Direktnite i indirektnite sli~-
nosti so edno ime }e gi narekuvame 
sli~nosti. Vo natamo{nite razgleduvawa 
mno`estvoto sli~nosti }e go ozna~uvame 
so S . So neposredna proverka se doka-
`uva deka za sli~nostite vo odnos na 
operacijata kompozicija na preslikuvawa 
va`i asocijativniot zakon. Od prethodno 
ka`anoto i od teoremite 6.2, 7.2 i 7.3 
sleduva to~nosta na slednata teorema.  
 

Teorema. Mono`estvoto sli~nosti S  
vo odnos na operacijata kompozicija na 
preslikuvawa e grupa.   
 

7.5. Teorema. Sekoja indirektna sli~-
nost ednozna~no e opredelena so dva para 
pridru`eni to~ki.  

 

Dokaz. Neka S  e proizvolna indi-
rektna sli~nost za koja va`i 11)( wzS   i 

22 )( wzS  . Toga{, ,)( bzazS   kade 

0,,  aba C  se nepoznati koeficienti 

koi treba da gi opredelime. Spored teo-
rema 7.2 sekoja indirektna sli~nost e 
biekcija, pa zatoa od 21 zz   sleduva 

21 ww  . So zamena vo bzazS )(  do-

bivame  











bzaw

bzaw

22

11   (3) 

 

Re{avaj}i go sistemot (3) po nepo-

znati a  i b  nao|ame 
21

21

zz

ww
a



  i 

21

1221

zz

wzwz
b



  i 0a , t.e. koeficientite 

na indirektnata sli~nost se napolno 
opredeleni so dva para pridru`eni to~ki 

))(,( 11 zSz  i ))(,( 22 zSz .   
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7.6. Teorema. Slika na prava )(p  pri 
indirektna sli~nost e prava )'(p .  

 

Dokaz. Neka  

0,,,)(1  ababzazS C  

e indirektna sli~nost i )(p : czz   e 

dadena prava. Imame, 
a
bwz   i ako za-

menime vo ravenkata na pravata )( p  do-

bivame deka taa se preslikuva vo prava 
)'(p  ~ija ravenka e  

)()( 
a
ba

a
a acbww  .  

 

7.7. Teorema. Slika na kru`nica )(K  
pri indirektna sli~nost e kru`nica 

)'(K .  
 

Dokaz. Neka  

0,,,)(1  ababzazS C  
 

e indirektna sli~nost i )(K : Rcz  ||  e 

dadena kru`nica. Imame, 
a
bwz   i ako 

zamenime vo ravenkata na kru`nicata 
)(K  dobivame deka taa se preslikuva vo 

kru`nica )'(K  ~ija ravenka e 

|||(| aRcabw  .   
 

7.8. Teorema. Ako BA,  se proizvolni 

razli~ni to~ki i ',' BA  se nivnite sliki 
pri indirektnata sli~nost (1) i ako 

irea  , toga{ ABrBA '' , a ako   i 1  

se orientiranite agli me|u realnata oska 
i pravite AB  i ''BA , toga{   1 .  

 

Dokaz. Neka 2121 ,,, wwzz  se afiksite 

na to~kite BA, , ',' BA , soodvetno. Toga{, 
ieABzz  12  i 1''12

ieBAww  , kade 

  i 1  se aglite koi gi zafa}a realnata 

oska so vektorite AB  i ''BA , soodvetno. 

Od ravenstvata bzaw  11  i bzaw  22  

go dobivame ravenstvoto  

)( 1212 zzaww  , 

t.e. ravenstvoto  
)(1''   ii eABreBA , 

od {to sleduva ABrBA ''  i   1 .  
 

7.9. Definicija. Za dve figuri }e ve-
lime deka se indirektno sli~ni ako pos-

toi indirektna sli~nost koja ednata od 
niv ja preslikuva na drugata.  

Realniot broj r  od prethodnata 
teorema go narekuvame koeficient na 
indirektnata sli~nost (1).  

 

7.10. Posledica. Ako ABC  i ''' CBA  se 
indirektno sli~ni triagolnici, toga{  

ACABCABA :'':''   i ABCCBA  ''' .  
 

7.11. Teorema. Neka to~kite ,,, CBA  
',',' CBA  imaat afiksi 321 ,, zzz , 

321 ,, www , soodvetno. Triagolnicite 

ABC  i ''' CBA  se indirektno sli~ni ako i 
samo ako  

0)()()( 213132321  wwzwwzwwz .  (4) 
 

Dokaz. Triagolnicite ABC  i ''' CBA  
se indirektno sli~ni ako i samo ako 
postoi indirektna sli~nost od oblikot 

(1) za koja va`i ,bzaw ii   za 3,2,1i . 

Spored toa,  

)( 2121 zzaww   i )( 3131 zzaww  . 

Ako gi podelime poslednite dve raven-
stva go dobivame ravenstvoto  

31

21

31

21

zz

zz
ww
ww





  , 

koe e ekvivalentno so ravenstvoto (4).  
 

7.12. Definicija. Indirektnata sli~-
nost so koeficient 1 }e ja narekuvame 
indirektna izometrija. Dvi`ewata i 
indirektnite izometrii so edno ime }e gi 
narekuvame izometrii.  

 

Vo natamo{nite razgleduvawa mno-
`estvoto indirektni izometrii }e go 
ozna~uvame so II , a mno`estvoto izome-
trii so I . Vo vrska so izometriite od 
prethodnite razgleduvawa neposredno 
sleduva to~nosta na slednata teorema. 
Detalite gi ostavame na ~itatelot za 
ve`ba.  

 

Teorema. Mno`estvoto izometrii I  
vo odnos na operacijata kompozicija na 
preslikuvawa e grupa.  
 

7.13. Teorema. Indirektnata sli~nost 
e involutorna ako i samo ako e osna 
simetrija. 

  

Dokaz. Neka indirektnata sli~nost 
CC:S  e involutorna. Toga{ 

)()( 1 zSzS  , za sekoj Cz , pa zatoa 
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a
b

a
zbza  1 , za sekoj Cz . Od po-

slednoto ravenstvo dobivame 1|| a  i 

a
b
b  . Spored toa, ravenkata bzaz   e 

ravenka na prava. Da gi razgledame 
to~kata z  i nejzinata slika )(zSw  . Za 

ovie dve to~ki va`i bzaw  , pa od 
primer 1.9 sleduva deka tie se simetri~ni 

vo odnos na pravata bzaz  , t.e. 
CC:S  e osna simetrija.  

Obratnoto tvrdewe neposredno sle-
duva od primer 1.9.  

 
 

7.14. To~kata z  e nepodvi`na za in-
direktnata sli~nost (1) ako i samo ako 

bzaz  . Spored toa, bzaz   i so za-
mena vo prethodnata ravenka dobivame  

 

bbaaaz  )1( .   (5) 
 

Mo`ni se slednite tri slu~ai.  
 

1)  Ako 1aa , toga{ (1) ne e izome-
trija i ima edna nepodvi`na to~ka 

z  za koja od (5) dobivame 
aa
bbaz




1
.  

 

2)  Ako 1aa  i 0 bba , toga{ (1) e 
indirektna izometrija, no ne e osna 
simetrija i nema nepodvi`ni 
to~ki.  

 

3)  Ako 1aa  i 0 bba , toga{ 

1|| a  i a
b
b  , pa od dokazot na 

teorema 7.13 sleduva deka (1) e osna 

simetrija i kako bzaz   
dobivame deka to~kata z  le`i na 
oskata na simetrijata.  

So toa ja doka`avme teoremata.  
 

 

Teorema. Indirektnata sli~nost koja 
ne e izometrija ima edinstvena nepo-

dvi`na to~ka 
aa
bbaz




1
. Ako indirektnata 

sli~nost ne e osna simetrija, toga{ taa 
nema nepodvi`ni to~ki, a za osnata 
simetrija edinstveni nepodvi`ni to~ki 
se to~kite od oskata na simetrijata.  

 
 

7.15. Definicija. Ako indirektnata 
sli~nost (1) ne e izometrija, toga{ ne-

podvi`nata to~ka 
aa
bba




1
 ja narekuvame 

centar na razgleduvanata sli~nost.  
 

7.16. Definicija. Za pravata )(p : 

czz   }e velime deka e nepodvi`na za 

indirektnata sli~nost (1) ako ppS )( , 
t.e. ako indirektnata sli~nost ja pre-
slikuva pravata )(p  vo samata sebe. Za 
kru`nicata )(K : Rcz  ||  }e velime deka 
e nepodvi`na za indirektnata sli~nost 
(1) ako KKS )( .  
 

7.17. Teorema. a) Ako indirektnata 
sli~nost (1) e osna simetrija, toga{ 
oskata na simetrija i pravite koi se 
normalni na nea se edinstvenite nepo-
dvi`ni pravi za (1).  

 

b) Ako indirektnata sli~nost (1) e os-
na simetrija, toga{ kru`nicite ~ii cen-
tri le`at na oskata na simetrija se edin-
stvenite nepodvi`ni kru`nici za (1).  

 
 

Dokaz. a) Neka (1) e osna simetrija so 

oska )(p : bzaz  , 1|| a  i a
b
b   i neka 

)(q : czz   e proizvolna prava. Od 

bzaw  , nao|ame 
a
bwz  . Ako zamenime 

vo ravenkata na )(q  dobivame 

c
a
bw

a
bw     odnosno 

a
c

a
b

a
a bww


 . 

Pravata )(q  e nepodvi`na za osnata si-

metrija (1) ako i samo ako 



a
a  i 

cb
a
c

a
b 


. Od 




a
a  i 1|| a  sleduva 

a . Ako a , toga{ od cb
a
c

a
b 


 

sleduva cb  . Ako a , toga{ raven-

stvoto cb
a
c

a
b 


 e ispolneto za sekoj 

Cc  i )()( pq  .  
 

b) Neka (1) e osna simetrija so oska 

)(p : bzaz  , 1|| a  i a
b
b   i neka )(K : 

Rcz  ||  e proizvolna kru`nica. Od 

bzaw   nao|ame 
a
bwz  . Ako zamenime 

vo ravenkata na )(K  dobivame 

Rcabw  |)(| . Kru`nicata )(K  e ne-
podvi`na za osnata simetrija (1) ako i 

samo ako bcac  , {to zna~i ako i samo 
ako nejziniot centar le`i na oskata na 
simetrijata.  
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7.18. Primer. Da se konstruira kru`-
nica, koja {to minuva niz dve dadeni 
to~ki i dopira dadena prava.  

 

Re{enie. Neka se dadeni to~kite A  i 
B  i pravata )(c . O~igledno, ako to~kite 
A  i B  le`at vo razli~ni poluramnini 

vo odnos na pravata )(c  ili i dvete le`at 
na pravata )(c , toga{ zada~ata nema re{e-

nie. Ako )(cA  i )(cB , toga{ zada~ata 
ima edinstveno re{enie. Centarot O  na 
baranata kru`nica }e le`i na simet-
ralata na otse~kata AB  i na pravata )(p  
koja {to minuva niz A  i e normalna na 

)(c . Ako to~kite A  i B  le`at vo ista 

poluramnina vo odnos na pravata )(c  i 
pravata AB  e paralelna so pravata )(c , 
toga{ zada~ata ima dve re{enija. Ednoto 
re{enie e kru`nicata niz to~kite BA,  i 

M , kade {to M  e prese~nata to~ka na 
simetralata na otse~kata AB  so pravata 

)(c , a drugoto e pravata AB , (crt. 5).  

 

Neka to~kite A  i B  le`at vo ista 
poluramnina vo odnos na pravata )(c  i 
pravata AB  ne e paralelna so pravata )(c  
(crt. 6). Bidej}i baranata kru`nica 

),( ROK  minuva niz to~kite A  i B  nej-
ziniot centar }e le`i na simetralata )(l  

na otse~kata AB . Neka l  e osna si-

metrija so oska na simetrija )(l . Spored 
prethodnata teorema KKl )( . Bidej}i 

pravata )(c  e tangenta na kru`nicata 

),( ROK , od posledica 7.10 sleduva deka 

')( ccl   e tangenta na ),( ROK . Ako 

pravite )(c  i )'(c  ne se paralelni, toga{ 
zada~ata se sveduva na primer 6.14. 

Ako pravite )(c  i )'(c  se paralelni, 
toga{ to~kata A  le`i me|u niv. Neka d  
e rastojanieto me|u pravite )(c  i )'(c . 

Kru`nicata ),(
2
dAK  ja se~e simetralata 

)(s  vo to~ki 1O  i 2O . Baranite kru`nici 

se ),(
211
dOK  i ),(

222
dOK , (crt. 7).  

 

7.19. Prirodno e da se zapra{ame, dali 
postojat fiksni pravi za indirektna 
sli~nost koja ne e osna simetrija, t.e. koga 

1|| a . 
  

Spored teorema 7.6 slikata na pravata 

)(p : czz   pri indirektnata sli~nost 
(1) e prava )'(p  ~ija ravenka e 

)()( 
a
ba

a
a acbww  . Pravite )(p  i 

)'(p  se sovpa|aat ako i samo ako  
a
a  i 

cacb
a
ba   . Od poslednite dve ra-

venstva dobivame
||

2 2

a
a

a
a  , t.e. 

||1 a
a , 

||2 a
a  i 

|)|1(

||
1 aa

ababc


 , 
|)|1(

||
2 aa

ababc


 . 
 

Zna~i, indirektnata sli~nost koja ne 
e izometrija ima dve fiksni pravi )( 1p  i 

)( 2p  ~ii ravenki se  

|)|1(

||
|| aa

abab
a
a zz



  i 
|)|1(

||
|| aa

abab
a
a zz



 , 

5  Crt.

A B

M

O

c

c

c

A

B
k

l

O

6  Crt.

k

k  k 

A

O O d

s

  7Crt.
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soodvetno. Od posledica 1.8. b) sleduva 
deka pravite )( 1p  i )( 2p  se zaemno nor-

malni. Bidej}i  
 

222

2

||1)||1()||1(

|)|1|)(|()(||

|)|1(

||

||1|||)|1(

||

1||
)(

a

abb

aa

aabab

aa

aababbaba

aa

abab

a

bab
a
a

aa

abab

aa

bba
a
a




























 

 

dobivame deka centarot 2||1 a

abb


  na indi-

rektnata sli~nost (1), koja ne e izometri-
ja, pripa|a na pravata )( 1p . Analogno,  
 

222

2

||1)||1()||1(

|)|1|)(|()|(|

|)|1(

||

||1|||)|1(

||

1||
)(

a

abb

aa

aabab

aa

aababbaba

aa

abab

a

bab
a
a

aa

abab

aa
bba

a
a




























 

 

t.e. centarot 2||1 a
abb


  na indirektnata sli~-

nost (1), koja ne e izometrija pripa|a na 
pravata )( 2p .  

So toa ja doka`avme slednata teorema.  
 

Teorema. Indirektnata sli~nost (1), 
koja ne e izometrija, ima dve zaemno 
normalni fiksni pravi koi minuvaat niz 
centarot na sli~nosta.  
 

7.20. Neka (1) e indirektna sli~nost 
koja ne e izometrija. Pravite )( 1p  i )( 2p  

~ii ravenki se 
|)|1(

||
|| aa

abab
a
a zz



  i 

|)|1(

||
|| aa

abab
a
a zz



 , soodvetno, gi nareku-

vame oski na indirektnata sli~nost (1).  
 

Jasno, spored teorema 7.19 oskite se 
edinstvenite fiksni pravi na indi-
rektnata sli~nost koja ne e izometrija.  
 

8. INVERZIJA  
 

8.1. Neka Rm , 0m  i Ca . Raz-
gleduvame preslikuvawe }{\}{\: aaI CC   
definirano so 

az
mazI


)( .   (1) 
 

i) Ako )()( 21 zIzI  , toga{ od  
 

az
m

az
m aa




21
 

 

sleduva 21 zz  , t.e. I  e injekcija.  
 

ii) Za }{\ aw C , postoi 
aw

maz


   

takov {to wzI )( , t.e. I  e surjekcija.  
Sega, od i) i ii) sleduva deka I  e biek-

cija.  
 

Definicija. Preslikuvaweto  
 

}{\}{\: aaI CC   
 

definirano so (1) go narekuvame inver-

zija so centar vo a  i koeficient m .  
 

8.2. To~kata z  e nepodvi`na za inver-

zijata (1) ako i samo ako 
az

maz


 , {to 

zna~i ako i samo ako maz  || . So toa 
ja doka`avme slednata teorema.  
 

Teorema. To~kata z  e nepodvi`na za 
inverzijata (1) ako i samo ako pripa|a na 

kru`nicata maz  || .  
 

8.3. Definicija. Kru`nicata )( 0K : 

maz  || , ja narekuvame kru`nica na 
inverzijata (1).  

 

8.4. Teorema. Inverzijata e involu-
torno preslikuvawe.  

 

Dokaz. Neka inverzijata e definirana 
so (1). Toga{, za sekoj Cz  va`i  

 

)()())(( zEzaaIzII
aa

m
az

m

az
m






 

 

t.e. EI 2  i kako I  e biekcija imame 
1 II , t.e. inverzijata e involutorna.   

 

8.5. Neka O  e centar na inverzijata 
(1), A  e proizvolna to~ka od ramninata, 
razli~na od O , i ')( AA  . Afiksite na 
to~kite AO,  i 'A  neka se za,  i *z , so-
odvetno. Pritoa va`i  

 

)(*
2||

azaaaz
az

m
az

m 


. 
 

Od poslednoto ravenstvo sleduva deka  
)arg()*arg( azaz   i mazaz  |||*| .  

So toa ja doka`avme slednata teorema.  
 
 

Teorema. Sekoja to~ka A  razli~na od 
centarot O  na inverzijata (1), so 
inverzijata se preslikuva vo to~ka 'A  
koja le`i na polupravata OA  i takva {to  

 

mOAOA  ' .    (2) 
 

     

 (Prodol`uva!) 


