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PRINCIPOT NA DIRIHLE I NEKOI 
KOMBINATORNI PROBLEMI 

 
 Eden od osnovite principi vo matematikata e nare~en "Principot na 
Dirihle". Lesno e da se razbere zna~eweto na ovoj princip. Negovata popular-
na forma e : 
 

Ako n top~iwa se smestat vo n - 1 kutija, toga{ barem vo edna ku-
tija ima dve top~iwa. 

 

Ovoj princip ima mnogu golema, ponekoga{ i neo~ekuvana primena. 
     

* * * 
 

 Problem 1. Dadeni se  n to~ki vo ramnina ( 2n ). Nekoi od ovie to~ki 
se povrzani so otse~ki. Doka`i deka postojat dve to~ki koi se kraevi na edna-
kov broj na otse~ki. 
 

 Re{enie. Neka nAAA ,...,, 21  se dadenite to~ki i so )( iA  da go ozna~ime 

brojot na site otse~ki za koi to~kata iA  e krajna to~ka. Jasno e deka 

1)(0  nAi . Ako postoi to~ka jA  taka {to 0)( jA , toga{ 1)(  nAi  za 

sekoj },...,2,1{ ni . Navistina, ako pretpostavime deka postoi },...,2,1{ nk   taka 

{to 1)(  nAk  toga{ to~kata kA e povrzana so site drugi to~ki, vklu~uvaj}i 

ja i to~kata jA . No, toa e vo sprotivnost so pretpostavkata deka .0)( jA  

Sli~no, ako 1)(  nAk  za nekoe k , toga{ 0)( iA  za sekoe .i  

 Taka, ili 2)(0  nAi  ili 1)(1  nAi . Ottuka sleduva deka 

mno`estvoto )}(,..),.(),({ 21 nAAA   ima najmogu 1n  razli~ni elementi. 

 Zna~i, imame n broevi: )(,..),.(),( 21 nAAA   (ovie se n te top~iwa) i 
nivnite vrednosti se 1n  razli~ni celi pozitivni broevi (top~iwata se smes-
teni vo 1n  kutija). Od principot na Dirihle sleduva deka postojat barem dve 
top~iwa smesteni vo ista kutija, t.e. postojat barem dva broja )( kA  i )( lA  {to 
imaat ista vrednost. Spored toa, postojat barem dve to~ki koi se kraevi na ed-
nakov broj otse~ki. 
 

 Problem 2. Izbrani se 12  razli~ni broevi od mno`estvoto   .20...,,2,1  

Doka`i deka postojat barem dva broja ~ija razlika e ednakva na 3 . 
 

 Re{enie. Neka od izbranite broevi e formirano mno`estvoto 
},..,.,{ 1221 xxxA  , kade {to 20...1 1221  xxx . Ako na sekoj od izbranite 

broevi dodademe ,3  go dobivame mno`estvoto }3,...3,3{ 1221  xxxB  kade 

{to 233...334 1221  xxx . 
 Mno`estvata A  i B  zaedno imaat 24  broevi ( 24 top~iwa), 12  vo A  i 
12  vo B  i site se pomali ili ednakvi na 23  ( 24  top~iwa smesteni vo 23  
kutii). Spored principot na Dirihle, dva od ovie broevi se ednakvi (barem dve 
od ovie top~iwa se smesteni vo ista kutija). No, site elementi od mno`estvoto 
A  se razli~ni me|u sebe {to povlekuva deka i site elementi od mno`estvoto 



 

B  se razli~ni me|u sebe. Zna~i postoi ix  od A  {to e ednakov na nekoj 3jx  , 

t.e 3 ji xx . 
 

Problem 3. Doka`i deka me|u bilo koi 1k  celi broevi postojat 
barem dva, ~ija razlika e deliva so k . 

 

Re{enie. Neka 121 ,...,, kaaa  se proizvolni celi broevi i neka 

121 ,..,., krrr  se, soodvetno, nivnite ostatoci pri deleweto so k , t.e. ,iii rkqa   

10  kri . Bidej}i }1,...,1,0{  kri  za 1,...,2,1  ki , toga{ postojat i  i j  taka 

{to ji   i ji rr  . Toga{ )( jiji qqkaa  , t.e. ji aa   e deliv so k. 
 

Problem 4. Neka lk ,  i m se pozitivni celi broevi, taka {to 
2

lmk  . 

Izbirame k  pozitivni celi broevi od mno`estvoto }.,..,2,1{ m . Doka`i deka 

me|u izbranite broevi postojat dva ~ija razlika e .l  
 

Re{enie. Ovoj problem e obop{tuvawe na problemot .2  Navistina, ako 

3,20,12  lmk  toga{ ovoj problem se sveduva na problemot .2  
 
Problem 5. Neka n  e pozitiven cel broj. Izbirame 1n  celi pozitiv-

ni broevi  od n2  posledovatelni celi pozitivni broevi  
 

}12.,..,1,,1,...,1,{  nanananaaaS .  
 

Doka`i deka me|u izbranite broevi postojat dva ~ija razlika e .n  
 

Re{enie. Elementite od sekoe mno`estvo S  od n2  posledovatelni 
celi broevi mo`e da se podelat vo parovi na sledniot na~in: 

 

)12,1(,...),1,1(),,(  nananaanaa . 
 

Ako izbereme 1n  broevi od mno`estvoto S , toga{, od principot na Dirihle, 
sleduva deka barem dva od izbranite broevi se vo ist par, pa nivnata razlika e .n  
 

Problem 6. Od mno`estvoto  100,...,2,1S proizvolno izbirame 55  
broevi. Doka`i deka me|u izbranite broevi postojat dva ~ija razlika e 9 , dva 
~ija razlika e 10 , dva ~ija razlika e 12  i dva ~ija razlika e ,13  no ne mora da 
postojat dva ~ija razlika e .11  

  

Re{enie. Slu~ajot 9n  sleduva od problemot 4   9,100,55  lmk , 

no ostanatite ne mo`at da se dobijat so direktna primena na problemot .4  ]e 
izneseme druga ideja za re{avawe na ovoj problem. 
 Neka .9n  Od problemot 5  sleduva deka ako od 18  posledovatelni ce-
li pozitivni broevi izbereme pove}e od ,9  toga{ me|u izbranite broevi pos-

tojat dva ~ija razlika e .9  Elementite od mno`estvoto  100,...,2,1S  gi grupi-
rame na sledniot na~in: 
 

)100,...,92,91(),90,...,74,73(),72,...,56,55(),54,...,38,37(),36.,..,20,19(),18.,.,.2,1(  
 

Od izbranite 55  broevi, spored principot na Dirihle, sleduva deka barem 10  
se nao|aat vo ista grupa (bidej}i 555496  ). Sega od problemot 5 sleduva 
deka, postojat barem dva broja ~ija razlika e .9  



 

 Neka .10n  Elementite od mno`estvoto S  gi grupirame na sledniot 
na~in: 

)100,...,82,81(),80,...,62,61(),60,...,42,41(),40,...,22,21(),20,...,2,1(  
 

Me|u izbranite 55  broevi, postojat 11  koi se nao|aat vo ista grupa ( 55105  ). 
Povtorno od problemot  5 sleduva deka, postojat barem dva broja ~ija razlika e .10  
 

 Ako ,12n  toga{ elementite od mno`estvoto S  gi grupirame na sled-
niot na~in: 
 

)100,99,98,97(),96,...,74,73(),72,...,50,49(),48,...,26,25(),24,...,2,1(  
 

Ako me|u izbranite 55  broevi se nao|aat site ~etiri broevi od poslednata 
grupa, toga{ ostanatite 51  broevi se nao|aat vo prvite ~etiri grupi. Bidej}i 

5148124  , barem 13  broevi se nao|aat vo ista grupa, pa me|u niv postojat 
dva ~ija razlika e .12  
 

 Ako ,13n  elementite od S  gi grupirame na sledniot na~in: 
 

)100,...,79(),78,...,54,53(),52,...,28,27(),26,...,2,1(  
 

Bidej}i 5552134  , sleduva deka me|u izbranite broevi barem 13  se nao|aat 
vo ista grupa, pa me|u niv postojat dva ~ija razlika e .13  
 

 No, ako ,11n  toga{ ako elementite od S  gi grupirame na sledniot 
na~in: 

)100,...,90,89(),88,...,68,67(),66,...,46,45(),44,...,24,23(),22,...,2,1(  
 

Bidej}i 55115  , toga{ me|u izbranite broevi mo`e da ima po 11  od sekoja 
grupa, kako na primer: 
 

)99,...,90,89(),77,...,68,67(),55...,46,45(),33,...,24,23(),11,...,2,1(  
 

pa razlikata na bilo koi od izbranite broevi e razli~na od .11  
 

Problem 7. Dadeni se pet to~ki. Doka`i deka mo`e da se obojat otse~-
kite {to gi povrzuvaat dadenite to~ki so dve boi taka {to stranite na sekoj 
triagolnik ~ii temiwa se nekoi od dadenite to~ki se oboeni so razli~na boja. 

 

Re{enie. Neka 4321 ,,, AAAA  i 5A  se dadenite to~ki. Ako gi oboime 

otse~kite 54433221 ,,, AAAAAAAA  i 15 AA  so crvena boja, a site drugi otse~ki 
so sina boja, toga{ lesno se proveruva deka sekoj triagolnik ~ii temiwa se 
nekoi tri od dadenite to~ki ima strani oboeni so sina i crvena boja. 

 
Problem 8. Dadeni se {est to~ki vo ramninata. Otse~kite {to gi povr-

zuvaat ovie to~ki oboeni se crveno ili sino. Doka`i deka me|u dadenite to~ki 
postojat tri koi se temiwa na triagolnik ~ii strani se oboeni so ista boja. 

 

Re{enie. Neka A  e edna od dadenite to~ki. Ovaa to~ka e krajna za pet 
otse~ki. Od principot na Dirihle sleduva deka barem tri od ovie otse~ki se 
oboeni so ista boja (na primer crvena). Neka otse~kite ADACAB ,,  se crveni 
( DCB ,, se tri od dadenite to~ki). Ako edna od otse~kite DBCDBC ,,  e isto ta-

ka crvena (na primar )BC , toga{ stranite na triagolnikot ABC  se oboeni so 
crvena boja. Vo sprtivno, ako otse~kite DBCDBC ,,  se oboeni so sina boja, to-
ga{ stranite na triagolnikot BCD  se oboeni so sina boja. 



 

Problem 9. Dadeni se sedumnaeset to~ki. Otse~kite {to gi povrzuvaat 
ovie to~ki se oboeni so tri boi: crvena, sina i zelena. Doka`i deka me|u ovie to~-
ki postojat tri koi se temiwa na triagolnik ~ii strani se oboeni so ista boja. 

 

Re{enie. Neka A  e edna od dadenite to~ki. Ovaa to~ka e krajna za 16  
otse~ki. Jasno e deka barem {est otse~ki se oboeni so ista boja (na primer ze-
lena). Neka S  e mno`estvoto od krajnite to~ki na ovie {est otse~ki, razli~ni 
od .A  Ako me|u otse~kite {to gi povrzuvaat to~kite od mno`estvoto S  postoi 
otse~ka oboena so zelena boja, toga{ postoi triagolnik ~ii strani se oboeni 
so zelena boja. Ako site otse~ki se oboeni so crvena ili sina boja, toga{ od 
prethodniot problem sleduva deka postoi triagolnik ~ii strani se oboeni so 
ista boja. 

 

Problem 10. Nizata ,...,...,, 21 kuuu  e opredelena so slednite uslovi: 
 

(i) ;31 u  
 

(ii)   111  kuku kk  ako .0k  
 

Neka kun   i neka se dadeni n to~ki. Doka`i deka, ako sekoja od otse~kite {to 

gi povrzuva ovie to~ki e oboena so edna od k  dadeni boi, toga{ postojat tri 
to~ki, koi se temiwa na triagolnik ~ii strani se oboeni so ista boja. 
 

Re{enie. ]e koristime indukcija po k . Ako 2k  toga{ 6112 12  uu  
pa tvrdeweto sleduva od prethodniot problem. Neka tvrdeweto e to~no za nekoj 
k i neka se dadeni 1 kun  to~ki koi se povrzani so otse~ki i koi se oboeni so 

1k  boja.  
 Neka A  e edna od dadenite to~ki. Ovaa to~ka e krajna za 1n  otse~ki i 
bidej}i 
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od principot na Dirihle sleduva deka barem ku  otse~ki ~ija krajna to~ka e A  

se oboeni so ista boja. Neka 
kuBBB ,..,., 21 se drugite (razli~ni od A ) krajni 

to~ki na ovie otse~ki. Ako me|u otse~kite ji BB  postoi barem edna koja e oboe-

na so ista boja kako i otse~kite
kuABABAB ,...,, 21 , toga{ postoi baraniot tria-

golnik. Ako ne postoi takva otse~ka, toga{ otse~kite ji BB  se oboeni so k  boi 

i tvrdeweto sleduva od induktivnata pretpostavka. 
 

Problem 11. Dadeni se dve piramidi so zaedni~ki osnovi 54321 AAAAA  

76 AA  i vrvovi B  i C . Rabovite iBA ,  ,7,...,2,1iCAi  dijagonalite na osnovata 
i otse~kata BC  se oboeni crveno ili sino. Doka`i deka postoi triagolnik 
~ii strani se oboeni so ista boja.  

 

Re{enie. Da pretpostavime deka otse~kata BC  e crvena. Mo`ni se dva 
slu~ai: 

 

I. Barem tri od rabovite  7,...,2,1iBAi  se crveni. Na primer rabovite 

kBA , sBA , tBA  se crveni. Barem edna strana od triagolnikot tsk AAA  e dijagona-



 

la na osnovata i e oboena. Neka sk AA  e dijagonala. Go razgleduvame triagolni-

kot CAA sk . Ako edna od negovite strani e crvena, toga{ ovaa strana zaedno so 
to~kata B opredeluva crven triagolnik. Ako takva strana ne postoi, toga{ 
triagolnikot CAA sk  e sin. 

 

II. Najmnogu dva od rabovite BAi (i=1,2,…,7) se crveni. Najprvo da 
pretpostavime deka to~no dva od ovie raba se crveni i neka toa se rabovite 

kBA  i sBA . Ako sk AA  e dijagonala na osnovata, go razgleduvame triagolnikot 

CAA sk  i postapuvame analogno kako vo prethodniot slu~aj. Ako sk AA  ne e 

dijagonala, mo`eme da pretpostavime deka 1k  i 2s , t.e. deka rabovite  1BA  

i 2BA  se crveni, a rabovite  7,...,4,3iBAi  se sini. Go razgleduvame triagol-

nikot 753 AAA . Ako edna od stranite na ovoj triagonik e sina, toga{ ovaa stra-
na zaedno so to~kata B formira sin triagolnik. Vo sprotivno, triagolnikot 

753 AAA  e crven. 
 

Kone~no, da go razgledame slu~ajot koga najmnogu eden od rabovite 
 7,...,2,1iBAi  e crven, t.e. barem {est od ovie rabovi se sini. Mo`eme da 

pretpostavime deka rabovite  7,...,3,2iBAi  se sini. Go razgleduvame triagol-

nikot 753 AAA  i postapuvame kako prethodno.  
 

Problem 12. [ahovska tabla nn  numerirana e so broevite ..,.,.2,1 2n  
Doka`i deka postojat sosedni kvadrat~iwa (so zaedni~ka strana) takva {to 
razlikata na broevite zapi{ani vo niv e najmalku n . 

 

Re{enie. Da pretpostavime deka razlikata na broevite od bilo koi 

sosedni kvadrat~iwa e najmnogu 1n . Za ,,...,2,1 2 nnk   so kA  }e go ozna~ime 

mno`estvoto od kvadrat~iwata numerirani so ,,...,2,1 k   so kB  mno`estvoto od 

kvadrat~iwa numerirani so 2,..., nnk   i so kC  mno`estvoto od preostanatite 

kvadrat~iwa. Jasno, kvadrat~iwata od mno`estvata kA  i kB  nemaat zaedni~ka 

strana, i kC  ima to~no 1n  elementi. Zna~i, postoi redica i kolona koja {to 

ne sodr`i elementi od kC . Site kvadrat~iwa od ovaa redica ili ovaa kolona 

pripa|aat ili vo kA  ili vo kB . Inaku, }e postojat dve sosedni kvadrat~iwa, 

edno vo mno`estvoto kA , a edno vo mno`estvoto kB . Kako i da e, ova ne e 

mo`no nitu za 1A  nitu za 
nn

B 2 . 

 Zna~i, postoi indeks }1.,..,1{ 2  nnk  taka {to kBBB ,...,, 21  popolnu-

vaat cel red i cela kolona, dodeka 1kB  go nema ova svojstvo. Sleduva deka 

1kA  popolnuva cel red ili cela kolona. Sleduva deka 1kA  ima presek so kB , 
{to e kontradikcija. 
 

Problem 13. Neka nk 1 . Gi konstruirame site kone~ni nizi od 
pozitivni celi broevi ~ij zbir e n. Najdi go brojot  knT ,  na vakvi nizi {to go 
sodr`at brojot k. 

 

Re{enie. Da napi{eme n  to~ki vo edna redica. Me|u niv ima 1n  
prazni mesta. Vo ovie prazni mesta mo`eme da postavime vertikalni crti 



 

na 12 n  na~ini. Ovie vertikalni crti gi opredeluvaat site mo`ni nizi od 
broevi ~ii zbir e n. Za da go najdeme brojot  knT ,  od site  kone~ni nizi {to go 
sodr`at brojot k, pi{uvame n to~ki vo edna redica i k posledovatelni to~ki gi 
stavame vo sredni zgradi  

  )2,3,1,1,3(  

Razgleduvame dva slu~ai: 
 

I. Srednata zagrada ne gi sodr`i krajnite to~ki. Ova postavuvawe na 
srednite zagradi mo`e da se napravi na 1 kn  na~ini. Ostanuvaat 2 kn  
praznini me|u to~kite nadvor od srednata zagrada. Vo ovie praznini mo`eme da 

postavime najmnogu po edna vertikalna crta na 22 kn  na~ini.  
 

II. Srednite zagradi gi sodr`at krajnite to~ki. Ova mo`e da se napravi 
na dva na~ina. Me|u to~kite nadvor od srednite zagradi ostanuvaat 1 kn  

prazni mesta, pa vertikalnite crti mo`at da se postavat na 12 kn  na~ini. 
Dobivame 

212 2)3(222)1(),(   knknkn knknknT . 
 

Problem 14. Paren broj na lu|e diskutiraat na trkalezna masa. Po pau-
zata, povtorno sednale na masata, no so razli~en redosled. Doka`i deka posto-
jat barem dvajca taka {to brojot na u~esnici {to sedele me|u niv pred pauzata 
i posle pauzata e ist. 

 

Re{enie. Da razgledame 2n vektori so po~etok vo centarot na masata i 
kraevi po granicata na masata, taka {to granicata na masata ja delat na 2n 
ednakvi kru`ni laci. Pretpostavuvame deka kraevite na ovie vektori gi opre-
deluvaat mestata kade {to sedat diskutantite i obratno, sekoe mesto na sedewe 
na lu|eto opredeluva krajna to~ka na ovie vektori.  

 

 Posle pauzata, sekoj vektor e zarotiran za pozitiven agol okolu centa-
rot na krugot. Zbirot na aglite za koi ovie n2  vektori se zarotirani e k2  
kade {to k  nenegativen cel broj. 
 

 Ako bilo koi dva vektori se zavrteni za ist agol, toga{ jasno e deka 
brojot na diskutanti {to sedele me|u ovie dvajca (opredeleni so ovie dva vek-
tori) pred pauzata i posle nea e ist. 
 

 Da go razgledame slu~ajot koga aglite na rotacija na ovie vektori se 
razli~ni me|u sebe. No toga{ ovie agli se : 
 

 )12(,...,2,,0 n  
 

kade {to 
n
   i zbirot na ovie agli e )12( n , a ovoj broj e razli~en od k2 .  

Zna~i ovoj slu~aj ne e mo`en. 
 

Da zabele`ime deka ako imame neparen broj na u~esnici vo diskusijata, 
toga{ ova ne mora da va`i. Na primer, ako diskutantite se numerirani so 

,12,...,2,1 n  toga{ 
)2,...,4,2,12,...,5,3,1( nn   

 

e eden vakov raspored na diskutantite. 
 


