Caga I'poanes, BAH, Codnja
MUHUMAJIEH NPOCT JAEJUTEJ

Cornacro ocropnaTa TeopeMa Ba apHTMCTHKaTa, cexoj nprpofier 6poj n

MOXe J1a ce peTCcTaBH BO O6MHK:
n=p;" py by (1)
Kane WTo py,p2... Pk C& CATE Pa3HYAH NPOCTH JICTHTE]IH Ha 6pojor n,a o; e

HajBACOKWOT CTENCH Ha p; TaKa mTO p{ ro nenm n. Wspasor (1) ce mapexysa

KaHOHAYHO pawioXyBame Ha 6pojor n. Bo TeoprjaTa Ha NieTHBOCTA Ra NPHPONTHATC
6pOCBH, KOja IITO NONMY/IAPHO ja HApEKyBaMe eJIEMCHTApHa TCOPHja Ha GPOeBH, 9CCTO
ce Gapa 6p30 maofame Ha OCTATOKOT Ol ICJICHETO Ha BHCOKH CTCICHH Ha IPHPOJICH
6poj co npyr npupofier 6poj. Bo TakBR CrywaH KOpHCHA ¢ TaKa HapevueHaTa Mana
Teopema Ha depma (ITjep Pepma (1601-1665)), cnopen Koja

a? =1(mod p), 2
Kaje mTmo p ¢ npoct 6poj, a 6pojoT a He ce e €O p.

M nokpaj Toa mrro ManaTa Teopema Ha PepMa ¢ KOPHCHA BO MHOTY KOHKpeET-
HE CHTYAllHH, Taa ¢ HEJIOBOJIHA 32 peliaBame Ha npobieMn of Takos Tamn. [ToonmmTo
TBpAicHe O] Hea ¢ Taka Hapederarta Teopema Ha Ojnep (Jleomapn Ojnep (1707-
1783)). Ojnep 3aGexnexan, fieka crenenor p-1 Bo (2) e Touno 6pojkara na Gpoess,
KOH ce TIOMaJH Off p W ce 3a¢MHO NpocTH co p. Ojnep 3a NPOH3BOJNCH NPHPOJICH
6pojn Toj 6poj ro o3magma co G(n) , T.e. P(n) e Gpojkara Ha GPoOEBH KOH MITO ce
NOMAJTH Ol n ¥ ce 3aeMHO NPOCTH cO n. AKO n He € npocT Gpoj, Torani jacHo e jieka
@(n)<n-1. JacHo e ncro Taka fieka ¢(1)=1. Ha Toj RaumR, @ cramysa ¢yrknuja
onpefieNicHa Ha MEOXECTBOTO NPHPOJIRE GPOEBH A KOja NpAMa BPEHOCTH HCTO TaKa
BO MHOXECTBOTO HprponeH Gpoesd. Onmro npudarero e Taa ¢yrknmja na ce
Hapekysa Ojnepopa ¢yRKnHja, cnopejl HMETO Ha Hej3HHAOT TBopen. Co momon Ha
oBaa ¢ynkmmuja, Ojnep ja obonmTrn Manata Teopema Ha PepMa, B obonmTeraTa
Teopema ce HapeKyBa TeopeMa Ha Ojnep. Cnopen Taa Teopema

a®" =1(mod n) 3)

KaJie MTO @ ® n ce 3aeMHO NPOCTH NPHPOIEA GpOCBH.

Ojnepopara ¢ynkn@ja BMa MHOTY HETEPECHH H BaXKHH cBojcTBa. Hekon off
HHB K¢ I'l CHOMCHEME BO HapEIHHOT JeJI.

Teopema 1. Ojneposata (ysKnEja e My THIUIHKATHBHA, T.C.

Q(m-n)=9(m)e(n)

3a NPGH3BOHK 3aEMHO NIPOCTH IPHPONIEE GPOCBH n | /.

Hoxkasor Ha oBa TBpAicHe HCMa J1a IO pa3rieflyBame, HO Ke ja 3aGesexame
cIejiHaTa NocIe/iuNa Off Hea, Koja JIECHO ce IOKaXyBa co HHAYKI#ja:

Mocneguna 1. AKo my,my,.,mx ce TONAPHO 3aeMHO MPOCTH Gpoes,
TOram!

Qmy my -..omy )= Q(my )Q(m3)..9(my ) @)




Teopema 2. Ako n e npapofier 6poj i n=p," p3* ..p;* e Herosoto kao-

BRYHO pasnoxysame (1), Toram

Q(n):n(l-——p!l-Il—i).(lﬂ’%). (5)

Moxas. Bo caydajor n=p%, xage mro p ¢ upoer 6poj, Gpoeswre
2.2p.3p... p™ " p ce cnuRCTBCHATE KOH He ce B3acMHO npocTH co p“ W He ce
noronemu on vero. Husanor 6poj e p“!. Cnopen Toa B3aemuo npocrure Gpoess co
6pojor p™ uKom ce nomany oft Hero ra uMa p® — p® . Cnopen Toa, B0 0BOj CTy9aj

o(n)=g(p®)=p*-p™' = p“( l-% ):n( l—lp )
Ca 103 BO 0BOj CTYYaj TRPACHETO Off TCOPEMATA € ROKAKAHRQ.

3a foka3oT Ha ONMITHOT CITyYaj Ke ja HCKOPACTAME NOIe/IANaTa O Teopema 1.
Crnopen nea:

q)(n)zq(p;" -p:‘ p:‘ ‘|=0)(p:1' 19( pg’ )--Q(P:')

uz‘l u,—l

=(p{" — P NPy P32 )Pt =Pt )
ot (4} Jor ()
:n( ek I P S ){ o ]
” P2 Pk
Co 1oa (5) e pokaxano,

Bo mraTaMOITHHOT TEK Ha H3M0XyBamaTa Ke AMaMe notpeba off ciie/iHaTa fie-
druEr@ia.

Jedranmuja 1. Ako ¢ # n ce 3aeMHO NpocTH GpOeBH, TOraml HajMaIHnoT
nprposies 6poj k 3a Koj a* =1(modn), ce HapeKyBa CTeNcH Ha @ MO MOJYA n.

[la 3a6enexnme leKa MHOXECTBOTO off Gpoesr m 3a kom @™ =1(mod n) He
¢ npa3ro. Op Teopemara 8a Ojnep cnenysa fexa Gpojor @(n) npunafa ¥a Toa MEO-

xectBo. Crnopept Toa nedmmnnmjara 1 e onpasiana u KopekTHa. Bo cnemmjancs
CIyya), Kora n € npocT Hpoj, KOPEKTROCTA CIC/yBa Ot MaJiaTa TeopeMa Ha Pepma.

Teopema 3. AXo a ® n te 3aeMAO NpocTH NpRpoAEA Gpoesn nk ¢ crenen
Ha a no Momyn n, Toram a™ =1(modn)3a Aekoj mpHpoNieH Gpoj Toram W camo
Toram Kora k 1o iend m.

Mokas. Ako k ro jien# m, Toram m=gk 3a HeKoj npHponeR 6poj g.
Bupejkn a* =1(modn), nobusame % =19 (modn)na coopex Toa a™ =1(modn).
OGpatro, Beka a™ =1(modn) ¥ m=gk+r, Kaje WTO r € OCTATOKOT OJf ALNCHETO
ma m co k. Cnopen 1oa 0<r<k-1. Bapejkm a%*" ={(modn), nobusame
a%a" =1(mod n) . On yenoBoT Ha Teopemata a* =1(mod n),re. a% =1(mod n).




Cnopen Toa a" =1(mod n). Koseuro no6meame r=0, GHnejkm Bo cnpoTHBeH
cydaj fo6HBamMe KOHTpPaJIHKIHja cO MARAMANTHOCTA Ha k . 3Ha9H, 6pojoT k ro fenn
6pojot m.

HocerammnTe pasriefyBama ce JIOBOJIAA 32 peliaBarbe Ha HA3a CONPXKajHH
3aj{avH.

n

P(n)

3apaua 1. Jla ce majjaT cHTe nprpofun 6poeBR n, 3a Ko 6pojoT e

HCTO TaKa NpHpoJieH 6poj.
Pemenne. Heka n= p,“‘ p;” ...p:‘ ¢ KaHOHHYHaTa penpescaTanuja (1) Ha
n . On (5) 3aknyyyBame ficka
B PiP2-Pi
o(n)  (py=1)(py-1)..(ps-1)"

Be3 orparAYyBame Ha ONIITOCTAa MOXEMe JIa NPETNOCTABAME JICKa p) < pp <...< Pk -
Axo k23, toram p; #2 na cnopeqi Toa 6pojor p; —1 e maper 6poj. Bunejku
P3. P4, Pi CE MPOCTH GpoOEBH, ceKoj of Gpoesate p3 —1, pa ~1..., pp =1 ce napau

n
P(n)
k23. Op npyra crpana GPOHTENIOT ce JleJH HajMHOTY CO 2, # TOa BO CJIydaj Kora
p1 =2. Cnopep Toa, 3a GapannTe 6poeku n off 3afauaTa, k =1 wim k=2.

GpocBH. 3HAYH HMERATEJIOT Ha ce e co 25w cnopen Toa u co 22 Gupejkn
pe

Ilpr k =1 Mopa fia e HCIIOJTHET yCIOBOT py =2, GHNEJKH BO CNIPOTHBHO HMe-

HHTEJIOT Ha % ce JienH co 2, a 6porTenor 61 661 Renaper 6poj. Cnopeyy Toa p_p_’
i e

He e nen 6poj. Pemenne Ha 3ajja9aTa Bo ciydajot k=1 ce cuTe Nesiw Gpoesd n Of
obmmk n=2% gaje o e NPOH3BOJICH NPHPOJICH 6poj.

Tlpr k=2, co aHaJIOrHH pasMeflyBalba KakKo H BO MPETXOJHHOT JeJ, ce
MOKaXyBa Jieka p) =2. Ke nokaxewme niexka p; =3. Jla npeTNOCTaBAME CIPOTHBHO,

T.c.ieka ps > 3. Toram p; =2q+1,Kage g > 1. 3a KOIHIHAKOT q,("") nobuBame
n o 2p, — Rz
o(n) 12q gq°

3a pa 6pojor % 6unie nent 6poj, Mopa fia ¢ ucnoneeT ¢ =1 GEuejku py e npocr 6poj

noroneM off 3 a ¢g<1. Bo 10j wiydaj p; =3 mTO € BO CIPOTHBHOCT CO NOYETHATA
NpeTNnocTaBka. 3Haun py =3.

Koseuno, 6aparute 6poesr AMaaT o6uk n =2% -3 xame o u B ce NpoH3-
BOJIHH IPHPOHE Gpoesy. [la HanoMeHeMe Jleka B Moxe fja npuMa BpefraocT 0.

Bo pemieHReTO Ha NpeTXOfHaTa 3ajava CYMTHHCKA € Toa mro Gpojor 2 e
MEHHEMAJICH UpoCT JieTeNl Ha 6pojoT n. Bo HaTaMOWHATE NPHMEPH Ce KOPHCTH
HjlejaTa 33 MHHEMAJICH NPOCT JIENATEN, Off Kaje MTO joafa ¥ HacJIOBOT Ha OBaa
cTaTHja.




3apaua 2. (Pomancka omammmjana). [la ce HajlaT CHTe NPHPONHA GPOCBH n,
3a KOH mMTO l'-.ll- € HCTO TaKa NpHpoJicH.

Pemenne. Ounrnenso ¢ neka n=1 we ¢ pemenne. Heka n>2. Cayqajot
Kora 2 1o Jieid n Be ¢ MoXeH, Ganejkn Gpoesnte 2 m 2" ~1 ce B3aemmo NpOCTH.
Hawmecto 2, xako mmo Ranpas#BMe BO IPCTXOJHATA 3a/iava, HeKa p ¢ MAHAMAJIHE-
OT NpOCT fesmTeN Ra a . Bo Toj crywaj, 3a na Gpojor —2%1 ¢ nen 6poj, notpebro ¢

GpojoT p na ro memm 6pojor 2" ~1. Heka k e creneror ma 2 mo monyn p. On
TeopeMa 3 nobusame ficka k ro jesm n. Cnopen manata TeopeMa ma Pepwma,
271 =1( mod P) ® TOram moBTOPHO criopef Teopema 3, fobuBame fieka k TO e
p—1. 38awm 3akuyTWBME Nieka k TH flen® GpocsuTe n ® p—1, Ma cnopen Toa ®
HUBHHOT HAjroJIeM 3ac/iHAYKH JIC/TATE.

Medpurummja 2. Ako a,b ® n ce npapojan GpoeBH, 3a KOK Kako a H n,
Taka b W n ©c 3a¢MHO MPOCTH, Toram HajManwoT npuponen Opoj k 3a koj

a* =b* (mod n) Cc HapeKyBa CTCNicH Ha @ H b mo Mojyn n.

a 3a6enexmme Nieka, cornacro Teopemata Ha Ojaep a®™ =1(mod n) u

59" =1(mod n), na cnopen Toa a®") —b%") =0(mod n).3nauw, roprara neca-
HMIRja ¢ KOpeKTHa, Ha anazorem BaUMH ce ONpejesyBa cTeneH Wa nobeke
6pocBH,KOR ce B3aCMHO IPOCTH ¢O JlajicH NpHpojicH 6poj n.

Teopema 4. Ao a,b 1 n ce NpAPONHE GPOEBHA, 33 KOW KaKO a B n Taka
b B n ce B3aeMHO NPOCTH, kK € CTefleHOT Ha @ ® b NO MOAyn n, Toram
a™ =b" (mod n) 3aHEKOE m aKO ¥ caMO aKo k TO JIeTH M.

Jloka3oT e HCT K4aKO BO TeopeMa 3.

3" -2"
n

3agaua 3. Jla ce HajjaT cATe NpEPONHA GPOCBH n 3a KO OpojoT e

npHpOJICH 6poj.

Pemenne. OunriiefHo ¢ ficka n=1 e pemierne. Bo RapegR®OT fles Ke I
rieflaMe TpHpOJRATe GPOCBH KOM moroneMn WiW ensaksh ma 2. Hexa p e
MHHAMAJHHAOT [POCT JleTATeN Ha n. AKO 2;—2' e nen 6poj, Toram p ro JeaH

3" —2", na cnopen Toa p#2 i p+#3.Heka k e creneHor Ha 2 ® 3 0O MORYN p.
Cnopen Teopema 4 k ro pens n. Opf fpyra cTpaHa, Copejl ManaTa TeopeMa Ha
Depwa 377 =1 (mod p) B 27" =1 (mod p). OnEOBO, CO MOMOM Ha TeopeMa 4
no6usame ficka k 1o e p-1. Cnopentoa k< p~1 B k HCTOBPEMEHO I' leNH 1
# p-1.On MERAManEOCTA Ha p, NoGHBame k =1.3@awm 3' =2' (mod p), mmo e

€ MOXHO.
3Haun, ¢JHECTBCHO pelieHAe Ha 3ajlajaTae n=1.




3anasa 4. lla ce majpar cure mpmpoymm 6poesr m W n, 3a xow Gpojor

(m+1)" =m"
~————— ¢ HCTO TaKa NpApOJieH.

Pemenne. Jacio ¢ neka n=1 e pemenne ma 3anavarta, u 3apai Toa Ke
pasriienyBame cydaj n22. Heka p e MERRMANHROT NPOCT feMATeN Ha 6pojoT 7.

Bpojor (m+1)" -m" ¢ menapen kako paanuka na jisa 6poja co pa3nA9Ha NapHOCT |

(m+ l) -m"

ako 6pojor e meJ, Toram p# 2. Ocsen Toa 6poeBATe m+1 ¥ m He ce

flenarco p. cha k e crenenor ma m+1 ® m no moyn p. On Teopema 4 nobusame
Reka k ro nenm n. Cuopen manata Teopema na depma ( m+1)7" = 1(mod p) m
m? =i(mod p), on xane mmo (m+1)”” =m? (mod p) ® NOBTOPHO cHopefn
Teopema 4 fobmBame fieka k ro ey p—1. Kako # Bo 3aava 3 o6upame nieka k ¢
NenuTes Ha n A Ba p— 1. Cnopeyt Toa k < p~1 B Ol MEREMAJIHOCTA Ha p floGEBaMe
k=1. Cnopen T10oa m+l=m(mod p), Xoe WTO € HEBOIMOXHO 3apajd
NpeTnocraBKaTa 3a p.

3HavH, eIHHCTRECHO PelICHAe Ha 3aflayatac n=1.

Tlprponno obonmTyparke Ha ropRaTa 3ajava ¢ ja ce HajJJaT CHTC NpApOAuy

Gpoesn m,! w n 3a Kow 6pojor M"_"‘ ¢ nprponien. Bpojor (ml) -m"

HO ¢ NPHPOJICH NPA n =1 ® npon3BONHA Gpoesr m W [ . AKO n+# 1 Toa QYAIVICAHO HE
¢ TouHo. Bo mapenipaTa 3ajjaua ke ro pasriefiame cayqajor n# 1.

O9HTIIC-

3agava 5. Jla ce ffokaxe fieKa ako m,n+#1 u | ce NpHPOJHE OPOCBH 3a KOH
. (m+D"-m"
6pojor ————— ¢ IPHPO/ICH, TOralll MEREMATHROT NPOCT JIeTATEN HA n o JleH [ .

Pemenne, Heka p e MARHMAJHEOT OpOCT JICJIHTEN HA 1 H a NpeTnocra-

(m+l)" =m"

BEMe fleka p He ro fieqn [. Cnopefl yClOBOT Ha 3ajiayata —— —— ¢ NPHPOJICH.
3naun, p He ro fieNA m , GujiejkH BO CIPOTHBEH ciTyvaj p Ke ro Jienn

(m+1)" =m" +n-m"" l+"(" D™ 212 4 4n-m 1" 40",

Oy Kajic CTeflyBa fieKa p ro fens (", ma cmopep T0a p Tro fenm !, mmo e BO
COPOTHBHOCT €O NPETNOCTaBKATA. 3HATH p HE 1o JICTH M . On HCTHTE NPAYHHA p HE
ro fien® A m+ 1. 3HaTH, KOHCYHO p HE € JICNHTEN HE Ba m HH HA m+1.Heka k ¢
crenesor Ha m+! B m no Mofyn p. Kako ® Bo npeTXojjRaTa 3ajava co NoMom Ha
Teopema 4 H Manata TeopeMa Ha Pepma sakmydyBame JeKa k=1. Toram
m+l=m(mod 1), T.e. | =0(mod ), Koe IPOTHBpEYH Ha NPETNOCTABKATA.

3apava 6. (MaTepujann qa X#pHTO Of Mefynapopnara onmmanjana o 1990)
Ha ce majiar caTe npEpOEA GpoeBH 7 , 32 KOR -2—;%1 € HCTO TaKa NpHpojieH 6poj.




Pemenne, 3anauata ¢ poMaBCKH NpeVIor # Hej3HR aBTOp € PaKOBOJIHTENIOT
Ha PoMaRckroT HaumoHaNen KomuTeT 3a Mefymaponnara onamnrjafa Bo Kana so
1990 r., npody. Joar Tomecky.

Jacro ¢ ficka n=1 e pemenne Wa 3agawara. Hexka n e npapojien 6poj
TOTOIEM Off ¢/lcH ® HeKa TOj € penieHne Ha 3ajjayata. AKO p ¢ MARHMATHHOT NPOCT

ICTHTEN Ha n, TOTAm p # 2, GAiejKA BO CIIPOTHBEH CiTy4aj L;" ¢ npHEpojicH 6poj
P
WTO Be ¢ TOTRO. Iuau® p23. Ako 3;—;1 ¢ npupofes 6poj, Toram Gpojor z;—' e

HCTO Taka npupojie 6poj. 3rawn, npuponmror 6poj n ro e Gpojor 2" +1. Bo 1oj

crysaj 6pojor n o nem ® Gpojor (2" +1)(2" ~1)=4" -1, 1.e. Gpojor “*::)“"' c

npapojien 6poj. On 3aiawa 5 fo6usame fieka p e eanten na 3. Bujejka p e npocr

6poj, nobwsame p=3.Hexa n=3"-{, xane m u | cc npuponun Gpoesw u 3 ¥e ro
nenn |, Jachoepeka m21. Ke noxaxeme neka m=1.

Hexka npernocraBuMe cnpoTHBHO, T.¢. icka m 2 2. Toram

»~ LR 3 " " -
2" 4+1=2° "+l=(23 "'] +l3=(23 "‘HIz” 1 _p3 "’H)

=[ (23"’4 )3 +P 1 223" o3l )
=(' 23" M Izz-a""J e Izz-s"".l Pl )

W aKO NPOJIODKHME Ha HCTHOT Ha4IWH Ke flo6reMe fieka

m-1
2:.“:(21”)“(22.3/.1_23/.1“) ©6)
Jj=0
Ho 22¥1 =4¥1 — 341y =3¥1 437 133 4 430 .1.341=1(mod 9)
3a cexoj j=1,2,..,m—1.OcBen 104, 3a cekoj j=1,2,..,m—1 EMame

2 Z(3-1y¥ =33 30 1.3 4 430 13-1=—1(mod 9)
6unejkn [ e Renapen. 3Havn 22"‘W —23"‘ +1=3(mod9).

ABAJOrHO KaKO H NpETXOMHO, 3a j =0 , nobmsame 2% 2! +1=3(mod9).
mlf a3
Toram HajBHCOK CTElICH Ha 3 BO NPOH3IBONOT ]']( PR LNYS 4 ) ¢ m.3Haun, 3a
j=0
ma (3™1)* ro e 2" +1, notpe6ro ¢ 3™ fa ro jenm 2! 1. Ako m=2, roram
4" =1(mod 9). Ho creneror ma 4 mo Moyn 9 e 3,  cnopen Teopema 3 obusame
neka 3 ro nexw [ . Ho Toa He ¢ MOXHO COpe]t NoveTHATa NPCTNOCTABKA Of 0BOj /e,
3naun m=1.




Heka n=3l u 3 He e pennren na |. Hajmannor npocer pemuren ¢ ma [,

oujejku 1:—;'-’- ¢ npuposier 6poj e nesmren g na 2" +1, na cnopey Toa e gennTen ¥ Ha

4" ~1. Axo s e creneror na 4 mo Monyn ¢, T.e. 4° =1(mod ¢), Toram cropen
Teopema 3 floGuBame fieka s To fiemn n. Off ipyra crpawa, cnopes MajaTa TeopeMa
ra Pepma 497! = 1(mod ¢) W MOBTOPHO cropef} Teopema 3 MoOHBaMe JleKa § TO
nemn g-1, s<qg-1.On MAaAManHocTa Ra g noGueame fieka s ro fienw 3. Cropen
TOa 32 § AMaMe JIBE MOXHOCTR HToa s=1 nnu §=3.

Ako §=3, toram 4 = I(mod ¢) . 3a npocraTe GPOEBH KOW CE MOTONEMHA O]
64, OTHIIEHO NOCIENHOTO He ¢ MOXHO. 3a npocTiTe 6POeBA KO ce noMaiu o 64 1
ce pasmaiaRE of 3, camo 38 ¢=7 e uenonnero 64=1Nmod 7. Ho co nuepexTHa
nposepka jjobrsame fieka 7 He 1o Jienu 224 4y .Henocpenno ce pobusa exa 3a cekoj
nprponier Gpoj i, 2°Y +1=2(mod 7). 3uaun cpmucTRena MoxHocT ¢ s=[. Ho

4" =1(mod ¢) e ncnonmeto camo npu g=3.Toa ne ¢ MoxHO Ouiejkn | We ce enn

co 3. Koneuno [=1.
3nauy pemicuuja Ha 3afiavatace n=1 ¥ n=3.




