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Oleg Mu{karov, Sofija 
 

PROBLEM NA MALFATI 
 

 1. VOVED 
 

 Vo 1803  godina, italijanskiot matemati~ar \ovani Malfati go posta-

vil sledniot problem: vo vnatre{nosta na dadena triagolna prizma da se 
smestat tri nepresekuva~ki cilindri taka {to zbirot na nivnite volume-
ni da e maksimalen.  
 

 O~igledno e deka ovoj problem e ekvivalenten na sledniot geometriski 
ekstremalen problem: vo daden triagolnik, da se smestat tri kru`nici koi 
ne se se~at, taka {to zbirot na nivnite plo{tini da e maksimalen.  
 

Malfati i mnogu drugi matemati~ari 
mislele deka re{enieto na ovoj problem e da-
deno so tri kru`nici od koi {to sekoja 
kru`nica odnadvor gi dopira ostanatite dve 
kru`nici i sekoja od kru`nicite e tangentna 
kon dve strani na triagolnikot (crt. 1).  

 

Malfati gi presmetal radiusite na 
sekoja od tie kru`nici koi se poznati kako 
Malfatievi kru`nici. Podocna stanalo jas-
no deka pretpostavkite na Malfati i negovo-
to re{enie ne se to~ni. Osven toa amerikan-
skiot matemati~ar Goldberg vo 1969 godina do-
ka`uva deka Malfatievite kru`nici ne davaat 
re{enie na Malfatieviot problem. So drugi 
zborovi, za bilo koj triagolnik postojat tri 
kru`nici koi ne se se~at i se vo vnatre{nosta 
na triagolnikot i zbirot na nivnite plo{tini 
e pogolem od zbirot na plo{tinite na Malfa-
tievite kru`nici.  

 

I pokraj soznanijata na Goldberg, Mal-
fatieviot problem ne bil re{en, iako izgle-
dala razumna pretpostavkata deka re{enieto e 
dadeno so slednata konstrukcija: prvo }e vpi-
{eme kru`nica vo dadeniot triagolnik, potoa }e vpi{eme kru`nici vo pomaliot 
agol od triagolnikot koja e tangentna kon ve}e vpi{anata kru`nica. Tretata 
kru`nica e vpi{ana ili vo istiot agol (crt. 2) ili vo sredniot agol po golemina 
od triagolnikot (crt. 3), vo zavisnost od toa koja od niv ima pogolema plo{tina.  

 

Vo ovaa statija }e go razgledame Malfatieviot problem za dve kru`ni-
ci vo triagolnik ili kvadrat. Glavna cel e re{avawe na Malfatieviot pro-
blem za ramnostran triagolnik. 

  

2. PROBLEM NA MALFATI ZA DVE KRU@NICI 
 

 Razgleduvawata }e gi zapo~neme so problemot na Malfati za dve kru`-
nici vo vnatre{nosta na kvadrat ili triagolnik.  
 

 Problem 1. Vo vnatre{nosta na kvadrat, da se najdat dve kru`nici koi 
ne se se~at, taka {to zbirot na nivnite plo{tini e maksimalen.  

1  Crt.

2Crt.

Crt.  3
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 Re{enie. Razgleduvame dve proizvolni kru`nici vo vnatre{nosta na 
kvadrat so edine~na povr{ina. Ne e te{ko da se poka`e deka postojat dve 
kru`nici so isti radiusi koi se vpi{ani vo sprotivni agli od kvadratot i koi 
nemaat zaedni~ki vnatre{ni to~-
ki. Bidej}i nie go razgleduvame 
zbirot na nivnite povr{ini mo-
`eme da pretpostavime deka dvete 
kru`nici se tangentni edna na 
druga (crt. 4, v)). Da gi ozna~ime 

nivnite radiusi so 1r  i 2r . Toga{, 

lesno e da se proveri deka  

 2221  rr                 )1(  
 

Bidej}i kru`nicite pripa|aat na vnatre{nosta na kvadratot, jasno e deka 
  

 
2
1

21 ,0  rr               )2(  
 

Spored toa na{iot problem e reduciran na slednoto: da se najde maksi-

mum na 2
2

2
1

rr   pri uslovite (1) i (2). Neka pretpostavime deka 21 rr   i stavame 

xr  

2

22
1  i xr  

2

22
1 , kade {to 0x . Od )2(  dobivame 

deka 
2

12x . Spored toa maksimumot 2
2

2

222
2

2
1

2xrr 






   

se dostignuva za 
2

12x . Vo toj slu~aj 2
2
3

1 r , 
2
1

2 r , pa 

re{enieto na problemot e dadeno so kru`nicite od crte` 5.   

 

 Vo naredniot del }e go re{avame problemot na Malfati za dve kru`-
nici vo proizvolen triagolnik. 
 

 Problem 2. Vo vnatre{nosta na triagolnik da se najdat dve kru`nici  
koi ne se se~at, taka {to zbirot na nivnite plo{tini da bide maksimalen.  
 

 Re{enie. ]e poka`eme deka re{enieto e dadeno so vpi{anata kru`ni-
ca vo triagolnikot i kru`nicata koja e vpi{ana vo najmaliot agol od triagol-
nikot i ja dopira vpi{anata kru`nica.  
 

Neka ),( 111 rOk  i ),( 222 rOk  se dve 

kru`nici vo vnatre{nosta na triagolnikot 
koi ne se se~at. Bez ograni~uvawe na op-
{tosta mo`eme da pretpostavime deka seko-
ja od niv e tangentna do namalku dve strani 
od triagolnikot. Spored crte` 6, pretpo-

stavuvame deka 1k  e tangentna kon stranite 

AB  i AC , a kru`nicata 2k  e tangentna kon 

AB  i BC .  

Toga{ nivnite centri 1O  i 2O  le`at na simetralite na A  i B  so-

odvetno. Neka pretpostavime deka nitu edna od kru`nicite 1k  i 2k  ne e vpi{a-

nata kru`nica k  vo triagolnikot. ]e doka`eme deka vo ovoj slu~aj postoi 

kru`nica 'k  koja nema zaedni~ka to~ka so k  i takva {to zbirot na povr{inite 

na k  i 'k  e pogolem od zbirot na plo{tinite na 1k  i 2k . Bez ograni~uvawe na 

4  Crt.

a) b) v)

5  Crt.

O

1O 2O

A B

C

1r 2r

6  Crt.
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op{tosta mo`eme da pretpostavime deka   CBACAB  i 21 rr  . 

Navistina, ako 21 rr  , ja ozna~uvame so '
1k  kru`nicata so radius 2

'
1 rr   koja e 

vpi{ana vo CBA , a za '
2k  kru`nica so 

radius 1
'
2 rr   koja e vpi{ana vo CAB . 

Toga{ '
2

'
1 rr   i zbirot na povr{inite na 

'
1k  i '

2k  e ist kako onoj na 1k  i 2k . Da 

zabele`ime, (crt. 7), deka ||| 2
'
2 NOMO  , 

bidej}i   .  

Ottuka 

21
'
2

'
121

'
2

'
1 |||| rrrrOOOO  , 

t.e. kru`nicite '
1k  i '

2k  nemaat zaedni~ka 

vnatre{na to~ka. Da pretpostavime deka 

   i 21 rr  . Zemame 02  rr , kade r  

e radius na vpi{anata kru`nica vo tria-

golnikot ABC . Ako 1r , toga{ rrr  21 . 

Zatoa 22
2

2
1

rrr  . Spored toa plo{tinata 

na vpi{anata kru`nica e pogolema od zbirot na plo{tinite na kru`nicite 1k  

i 2k . Zaradi toa, neka 1r  i 'k  e kru`nica so radius  1' rr  koja e vpi{ana 

vo CAB (crt. 8).  

Toga{  

)()2)(2())()(()( 2
2

2
1

2
12

2
2

2
1

2
1

2
1

2'2 rrrrrrrrrr   . 

Ostanuva da se doka`e deka kru`nicite k  i 'k  nemaat zaedni~ka vna-

tre{na to~ka. Da zabele`ime deka  

'
11

sinsin
2

22

OOOO 

 . 

Spored toa  

2121
'
111

'
1| OOOOOOOOOOOO  . 

Zna~i, '2121
'
1 rrrrOOOO  , i zaradi toa k  i 'k  nemaat zaedni~-

ka vnatre{na to~ka.  
Prethodnite razgleduvawa poka`uvaat deka maksimumot se dostignuva 

koga edna od kru`nicite e vpi{anata kru`nica vo triagolnikot, a drugata e 
kru`nica vpi{ana vo najmaliot agol od triagolnikot i e tangentna kon vpi{a-
nata kru`nica.  
 

 3. DUALEN MALFATIEV PROBLEM 
 

 Vo ovoj del }e razgledame nekoi problemi koi vo nekoj smisol se dual-
ni na Malfatieviot problem za dve kru`nici vo kvadrat ili vo ramnostran 
triagolnik.  

 Problem 3. Za dadeni dva pozitivni broevi a  i b , da se najde najmaliot 

kvadrat {to sodr`i dve kru`nici koi ne se se~at so radiusi a  i b  soodvetno.  

2


N M

1O

2O

1O

2O

2



  7Crt.

1O

8  Crt.

O
1O 2O

A B

C


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 Re{enie. ]e pretpostavime deka ba  . Razgleduvame kvadrat so strana 

x , takov {to gi sodr`i dvete kru`nici ),( 11 aOk  i ),( 22 bOk . Toga{ centarot 

1O  (soodvetno 2O ) na kru`nicata 1k  (soodvetno 2k ) pripa|aat na kvadrat ~ii 

strani se na rastojanie a  (soodvetno b ) od stranite na dadeniot kvadrat (crt. 9).  

 Toga{ )(221 baxABOO  . Od druga strana 

baOO 21  (kru`nicite 1k  i 2k  ne se se~at) pa spored toa 

babax  )(2  koe e ekvivalentno so  

 






 
2

11)( bax .         )3(  

Isto taka jasno e deka  
 ax 2              )4(  

bidej}i kru`nicata 1k  pripa|a vo vnatre{nosta na kvad-

ratot so strana x . Sega lesno se poka`uva deka stranata d  na najmaliot 

kvadrat koj gi sodr`i kru`nicite 1k  i 2k  so radiusi a  i b  soodvetno, i koi 

ne se se~at e dadena so:  


















 


)223(,2

)223(,1)(
2

1

baa

babba
d  

 Upotrebuvaj}i analogni razgleduvawa lesno mo`e da se re{i sledniot 
problem. 

 Problem 4. Neka a  i b  ( ba  ) se pozitivni broevi i neka d  e stranata 

na najmaliot ramnostran triagolnik koj sodr`i vo svojata vnatre{nost dve 
kru`nici so radiusi a  i b  i koi nemaat zaedni~ka vnatre{na to~ka. Da se 

doka`e deka 












baa

bababba
d

3,32

3,2)(3
 

 

 4. MALFATIEV PROBLEM ZA RAMNOSTRAN TRIAGOLNIK 
 

 Sega sme spremni da go re{ime Malfatieviot problem za ramnostran 
triagolnik. Poto~no }e go doka`eme slednoto: 

 Teorema 1. Re{enieto na Malfatieviot problem za ramnostran tria-
golnik e dadeno so vpi{anata kru`nica i dve kru`nici koi se tangentni na 
vpi{anata kru`nica i kon dve strani od triagolnikot.  

 Dokaz. ]e zememe deka stranata na ramnostraniot triagolnik e 1 . ]e 
pretpostavime deka toj vo svojata vnatre{nost sodr`i tri kru`nici so 
radiusi ba ,  i c  koi ne se se~at. ]e go poka`eme neravenstvoto  

 
108
11222  cba .              )5(  

Bez ograni~uvawe na op{tosta mo`eme da pretpostavime deka 

cba  .]e razgledame dva slu~ai: 
 

 SLU^AJ 1. Neka ba 3 . Bidej}i 
32

1a  dobivame deka  

108

112

9

2222222 2  aabacba . 

A

B

1O

2O

9Crt.
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Da zabele`ime deka ravenstvo e ispolneto ako i samo ako  

32

1a ,    
36

1 cb  

 

 SLU^AJ 2. Neka  bab 3 . Od problem 4 sleduva deka  
 

12)(3  abba . 

Zemame bxa 23   kade x  e pozitiven broj. Toga{ slednite dve neraven-

stva se ekvivalentni   

1
3

1  x    i   
)123(3

1
2 


xx

b . 

Spored toa  

 
22

4
2422222

)123(3

29
)29(2






xx

x
bxbacba                   )6(  

Dovolno e da doka`eme deka  

36

11

)123(

29

22

4






xx

x    ako   1
3

1  x . 

Ova neravenstvo e ekvivalentno so  

0)1)(611793225( 23  xxxx , 

koe e ispolneto bidej}i 01x  i  

  061619317451611793225
33

390174

3

93

33

17423

3

1223 


xxxxxxx

Da zabele`ime deka ravenstvo e ispolneto samo ako 1x , 
)123(3

1
2 


xx

cb  i 

povtorno dobivame deka  

32

1a ,    
36

1 cb  

 Prirodno e da se zapra{ame {to e re{enie na malfatieviot problem 
za kvadrat i tri kru`nici. Dosega ne e poznato re{enie na ovoj problem.  

 
 5. ZADA^I 
 

 Problem 5. Da se najdat dve kru`nici so radiusi a  i b  koi ne se se~at 

i se vo vnatre{nosta na ramnostran triagolnik taka {to  

a) ab   b) 33 ba   

e maksimalno. 
  

 Problem 6. Vo vnatre{nosta na kvadrat da se najdat dve kru`nici so 
radiusi a  i b  koi ne se se~at taka {to  

a) ab   b) 33 ba   
 

 Problem 7. Da se najde najmal kvadrat koj sodr`i tri kru`nici {to ne 

se se~at so radiusi 2,1  i 2 .  
 

 Problem 8. Da se najde najmal kvadrat koj sodr`i pet kru`nici so 
radius eden koi ne se se~at.  
 

 Problem 9. Da se re{i Malfatieviot problem za kocka i dve topki. 
 

 Problem 10. Da se najde najmala kocka koj sodr`i devet topki so radius 
eden koi ne se se~at.  


