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BEJIEILIKA 3A PACIIPEJAEJIBATA
HA IMTPOCTUTE BPOEBU

Kako 1mTo 3HaeMe MHO>ECTBOTO IPOCTH OPOEBH € €CKOHEYHO M, Ha IpHUMEp, CO
oMol Ha EBKIMIOBHOT ajiropuraM MoOXe Jla ce IPOBEPH JIalii elieH NPUPOAEH Opoj e
npoct Wi ciioxeH. [loHaramy, IpUPOJHO Cce HAMETHYBAaT IPALIaEeTO KaKO MPOCTUTE
OpoeBH ce pacropelleHd BO MHOXXECTBOTO IpupoxHu OpoeBu? Bo motparara mo
OJIrOBOp Ha pacmpenenbara Ha NPOCTUTE OpOEBH, €JHA OJI HajuyecTOo KOPUCTCHUTE
¢ynkuu e pynkuujara 7(x), Koja ce feuHUpa Kako LITO ClIeayBa:

3a cekoj peasieH 6poj x co z(x) ro o3HadyBaMe OpOjOT Ha CUTE MPOCTH OPOCBU KO

ce NOMaJll WM eTHAKBM Ha X . JacHo, ¢pyHKIMjaTa 7(x) e Heomarauka ¢yHnkuuja. Ha

npumep, 7(17) =7, 7(\34) = 7(\33) = 7(5,5) =3 .
dyuknujata 7(x) ja maBa pacmpernendara Ha IPOCTUTE OPOEBH, 3a KOja MOXE Ja ce

Ka)ke JieKa € MPUJIMYHO HepaMHOMepHa. MefyToa, Jo/ieKka Ha Majld HHTEPBaJK pacipe-
nenbata Ha MPOCTUTE OpOEBHW HM3TJeNa KpajHO HEperyliapHa, 3a TOJIEMH HHTEPBAH
CJIy4ajoT HE € TaKOB M TOCTOjaT eIHOCTaBHU (HOPMYITH KOW JIaBaaT MPUOIKHU BpE/I-
HocTH Ha 7(x), Kora x e MHory rojeM Opoj. Cemnak, 3a pacnpeznendara Ha IPOCTHTE
OpoeBH He ce 3Hae MHOTY M TeopHujaTa ce 3aCHMBa Ha XUNOTe3H. VICTo Taka, JoKa)KaHH
ce MaJIKy TEOpEMH, JIell 01 KoM Ke Npe3eHTHpaMe BO HAaTaMOLIHWTE u3arama. [Iputoa,
Jla CiOMeHeMe JeKa JTOKa3uTe Ha OBHE TBPICHA Ce KPajHO KOMIUIMIMPAHH, Ma 3aToa
HeMa J1a TU Ipe3eHTrpaMe. Bo ciieIHHOT npuMep Ke T0KaxKeMe eIHO TBP/CHE BO BPCKa
co ¢pynkuujara 7(x).

Hpumep 1. Hexa p, e n—tHot mpoct 0poj (p; =2,p, =3,...) uHeka 7(n) e

OpojoT Ha IPOCTUTE OPOEBU KOM CE MOMAWIIN WM €HAKBU Ha 71 . AKO
A={n+p,|neN nu B={n+zx(n)+1|nelN,

toramt ANB=C u AU B=N\{l}. lokaxu!

Pemenue. On nedpunnnujara Ha GyHKIMjaTa 7 ClieayBa:

i) 7(py) =k ,3acexoj keN,

ii) 7(n) < w(n+1),3acekoj neN,

iii) 7(n) < w(n+1), axo n+1 e mpoct 6poj.

Hexka npermnocraBiMe Jieka 3a HEKOH /1 1 1 BaXH

vy m+p, =n+x(n)+1.
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MoskHH ce ABa clyyYau: p,, <n U p, >h.AkKo p, <n,Torauil ako ce 3eMe IpeJ-

BUJ gexka m = 7 (p,,) < 7(n) jodusame
m+p, <n+rx(n)<n+zn)+1,

IITO [poTUBpeud Ha iv). Ako p, >n, Toram on m=x(p,)> m(n) crenysa
m2n(n)+1 u m+ p, >n+nx(n)+1 mro nporuBpeun Ha i). Ciopen toa ANB=O .

Ke noxaxeme gexa AUB=MN{l}. JacHo, ¢ 4 u 2 € B e HajMaIHOTENEMEHT Ha
B . Heka n>2 e Ipou3BolieH NpHPOJIeH Opoj Koj He mpumara Ha MHOXKecTBoTO A . Ke
Jokaxeme aeka n € B . bunejku 3a Hekoj m € N Baxku m+ p,, <n<m+1+p,., T.e.

m <n—m—1<p, .|, nobusame nexka z(n—m—1)=m, na 3Haun

n=xgn-m-)+(n-m-)+1eB.m

1. TEOPEMA HA YEBUIIIEB

,’:[OKaSOT Ha cjieiHaTa TeopEMa M3JICTyBa O PAMKUTC Ha HALIWUTE pasrjicayBama, 1a
3aTO0a UCTUOT HEMA 1a I'o MPE3CHTUPAME.

Teopema 1 (Uedumen). Axko n>5, Toram Mmely OpoeBUTe n M 271 TOCTOjaT
HajMaJIKy JiBa IpocTH Opoja. O

Mpumep 2. Axo k >3, Toramt py., <2p; ,Kage p; € k—tuor npoct Opoj. doxa-
xKu!
Pemenne. bunejku k>3 umame p, > p3; =5. Cera ox Teopema 1 cienysa jieka

mocTojat 6apeM aBa MpocTH Opoja g W r TaKBH, Jia

Pr<q<r<2p;.
Ho, pjy1<q u pj,o <r,ma3aroa p;,,<2p,.m

MMpumep 3. Hexka n>10 e mpupomeH Opoj. Jlokaxku, jJeka BO KaHOHHUYHOTO
pasnoxyBame Ha 1! ydecTByBaaT OapeM jaBa pocTu Opoja co creneH 1.

Pemenne. Bo kxaHOHMYHOTO pasznoxyBame Ha 11! mpocture OpoeBum 7 m 11
ydecTByBaaT co cTerneH 1. 3aroa ke nmpernocraBume neka n >11. Cera, ako n =2k +r,
=0 wmm 1, Toram k£ >35 W coryiacHo TeopemaTta Ha YebumieB mocrojaT GapeM aBa
mpoctd Opoja p W ¢ TakBU mTO k< p<g<2k. Umame k+1<p<g<n mu
n<2p<2q,na3aToa BO KAHOHWIHOTO Pa3JoXKyBame Ha OpojoT n! cekoj o1 OpoeBuTe

p U qecocTeneH 1. m

IMpumep 4. Jlokaxu, Aeka 3a ceKoj MpUpojaeH O0poj n >4 mely OpoeBure n u 2n
MMa HajMaJIKy e/ieH Opoj Koj € MPOM3BOA Ha JBa Pa3IM4YHU NPOCTH Opoja.
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Pemenne. Hexka n =2k, xane k >2 . CornacHo Teopemara Ha YeOwuieB mocTon
npoct 6poj p, 3a koj Baxu k < p<2k.Ho, p>k>2,ma3aroa p e HemapeH NpocT
0poj. Toram

n=2k<2p<dk=2n,
ma 3aroa OpojoT 2p TO 3aI0BOIyBa YCIOBOT Ha 3amadata. Hexka n=2k+1,k>2.
[ToBTOpHO OX Teopemara Ha YebOuImeB cieqyBa AeKa IMOCTOH MPOCT Opoj p , 3a KOj BaXKH
k< p<2k.Ho, p>k=>2,na3aroa p e Henapen npoct 6poj. Toram
n=2k+1<2k+2<2p<dk<4k+2=2n,

ma 3aTtoa 0pojoT 2p TO 33J0BOJYBa yCIOBOT Ha 33aJadaTa. M

Tpumep 5. Ako n>1 u p, e n—Tuot npoct 6poj, Toram p, < 2" . okaxu!

Pemenne. TBpewmeTo ke ro JokaxeMe co UHAyKnujano n.Ox py =3< 22 cieny-

Ba JIcKa TBPJEHETO BaXKU 32 =2

Heka MPETIIOCTABUME J€KAa TBPACHCTO BAXKU 34 1 = k , T.C. ACKA Dy < 2k .

3a n=k+1 umame p; < p;,q. AK0 pj < 2% roram € jacHo JieKa py g < 2k

Heka 2F < Pj+1 Y Ja T'" pasriiefiame OpoeBuTe m = 2k om=2%1, On Teopemara Ha

2k+1

Yebummes cireqyBa ieka Mery OpoeBuTe m = 2K 2m= “Ma HajMaJKy JIBa IPOCTH

6poja g u r.Ho, p; <2k 2k < Pr41-1a3aToa py,. U pi,, ceMely m u 2m, T.€.

Dyl <2m= 2k,

KoneuHno, ox mpUHLMIIOT HA MaTeMaTH4Ka MHIYKIMja CleAyBa Jeka p, < 2" 3a

cexkoj n>1.m

IMpumep 6. Jloxaxwu, neka 3a cexoj mpupojaeH O6poj n >15 mMery Opoeure n u 2n
MOCTOM HajMAJIKy €JIeH TPHPOJEH Opoj, KOj € MPOW3BOJA Ha TPU PANITMYHU TPOCTH
Opoesw.

Pemenune. 3a n=16,17,18,...,29 umame n<30=2-3-5<2n. Heka n>30. Toram
n=6k+r,xane k=5 n 0<r<5. Oxn Teopemara Ha YeOuimes cienyBa JeKa OCTON
npoct 6poj p >S5 TakoB ma k < p <2k . Cnopen toa, k+1< p <2k , ma 3aroa

n=6k+r<6(k+1)<2-3p<12k<2n

u Opojot 2-3p T0 33I0BOJYBA YCJIOBOT Ha 3ajadaTa. M

Hpumep 7. Jlokaxu, feKa 3a CEKOH MPUPOJHU OpOEBH 71 U S, 1 > P|Py...P, , MEFY
OpoeBuTe n W 21 TIOCTOM HAjMAJKy €IE€H MpPHPOJEH Opoj KOj € MpPOHM3BOI Ha §

pa3IUYHYU OPOCTU MHOXKUTENH ( p; € k —THOT IpocT Opoj).




P. Mamuecku, C. Manmuecku

Pemenne. Hexa n=kp p,...ps_1 +7, KaJie r € OCTaTOKOT Of JEJEHETO Ha 7 CO

P1P2--Pg-1 - Om n> pyp;...pg , cnenysa

kzp,n 0<r<ppy..ps_-
Cera, on Teopemara Ha YeOwWimeB cieqyBa JeKka IOCTOHM HpPocT Opoj p TakoB, na
k < p <2k . Tounu ce HepaBeHCTBaTa

p>pg, k+1<p<2k

n=kppy..ps_1 +r
< pipy--Py—1(k+1)
S PiP2--Ps—1P
<2p1py..ps1k<n

na 3atoa 0pojoT p|p,...ps_1 P IO 3a00BOILyBa yCIOBOT HA 3a7a4aTa.

2. IIOCTVYJIAT HA BEPTPAH

Mocnennua 1 (mocrynar Ha beprpan). Ako n >3, Toram Mmery OpoeBuTe n W
2n—2 TOCTOM HajMaJIKy elleH pocT Opoj.

Joxa3. HaBucruna, ako n =4, toram 5 e Mery 4 u 6, a ako n =35, Toram 7 € Mery 5
u 8.

Axo n>5, Toram on TeopeMa 1 ciemyBa Aeka Mery n W 2n HMMa HajMaJKy JBa
npoctu Opoja. AKO IIOrOJEMHOT OJf OBHE MpocTu OpoeBu e 2n—1, Toram Oupejku
2n—-2=2(n—1) e cioxen Opoj, BTOPHOT MPOCT Opoj ke Ouje momMas Ui eTHAKOB Ha

2n—3, mTO 3HAYM JieKa Me'y #n B 21 —2 TIOCTOM HajMaJIKy eIeH pocT Opoj. m

Ipumep 7. Ako n>1, Toram Bo KaHOHHYHOTO Pa3yioXKyBame Ha 1! MMa HajMaJKy

€JICH ITPOCT OpOj CO CTETICeH eCH.
Pemenne. 3a n <7 TBpIEHETO HA 3a7a9aTa € OYUTIICIHO.

Axo n=2k, k>4, Toram coriacHo TocTynaToT Ha bepTpan moctou GapeMm eneH
npoct Opoj p TakoB mTO k < p <2k —2<n.Ho, Toram 2p > 2k = n , mro 3Ha4M IeKa
p<n<2p,ox mTo CleayBa JeKa IPOCTHOT Opoj p BO KAHOHWYHOTO Pa3NIOKyBambe

Ha 1! € Cco CTeleH eeH.
Axo n=2k+1,k >4, Toram moBTOPHO OX MOCTYJAaTOT Ha beprpaH ciemysa nmexa

MOCTOM NpOCT Opoj p TakoB WTO k< p<2k—2<n. W Bo 0BOj ciiyuaj 2k <2p, na
3HaYM U 2k+1<2p, T.e. p<n<2p, og WITO CleayBa IeKa IPOCTHOT Opoj p BO

KaHOHUYHOTO Pa3JIOKyBamk€< HA n! e co cremneH CICH. B
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3. TEOPEMA HA JUPUXJIE

Bo Bpcka co pacnpenenbaTta Ha MpocTUTe OPOEBH, ke MajeMe VIITe eaHa TeopeMa,
4Hj I0Ka3 M3JIeryBa Ha/IBOP OJ/1 PAMKHTE Ha HAIIUTE pa3rieayBamba.

Teopema 2 (Aupuxiie). Cekoja apuTmeTnuka nporpecuja ak +b,k =0,1,2,... , kage

(l,b C€ 3a€MHO ITPOCTHU IMMPUPOJAHN 6p06BI/I, COApPIKU OECKOHEYHO MHOT Yy IIPpOCTH 6p0€BI/I. O

Mocaeanua 2. Cexoja apuTMeTHYKa nporpecuja ak +b, k=0,1,2,..., xkage a,b ce
3a€MHO TMPOCTH MPHUPOJHH OPOCBH, 332 CEKOj MPHUPOJCH OpOj § COAPKU OECKOHEYHO
MHOT'Y WICHOBH KOH C€ IPOM3BOJ HA § PAa3IMYHU IPOCTU OPOCBU.

Joxka3. 3a s =1 TBpIemeTo ciemyBa o1 TeopeMaTa Ha JJupuxie.

Heka mnpermocraBuMe 1eka TBPICHETO BaXKH 3a MpUpUIHUOT Opoj s=>1. On
NZD(a,b)=1 cnenysa nexa nocrou 6poj ky TaKoB IITO

aky+b=q1q,...9
Kajle g <g,<...<q, ce npoctu Opoesu. CornacHo Teopemara Ha [lupuxie nocrojar
OCCKOHEYHO MHOTY NPUPOJIHUA OpOeBH k , TakBH ITO ak +1=¢ e mpoct Opoj moroiem
ol ¢, .3a

t=qq,...q9.k+k
umMame

at+b=qq,...q,ak +aky +b

=q192---9; (ak +1)

=q192---959>
T.¢ TBPJICHCTO BaKu 3a s+ 1.

KoHeuHo, 0/l MPUHIMIIOT Ha MaTeMaTH4Ka WHIYKIHMja CIeqyBa JeKa TBPICHETO
Baku 3a Cekoj s € N. m

MMpumep 8. Jlokaxu, eka 3a CEKOj PUPOJIEH Opoj m TOCTOM MPOCT Opoj uuj 30up
Ha udpure e morosem o1 9m .

Pemenune. Heka m e npuposen 6poj. buaejku NZD(10™,10™ —1) =1, ciopen Teo-
pemara Ha JlupuXie, TOCTOM TakoB HpupojeH 6poj k, mro p=10"k+10" -1 e

npoct O0poj. bunejku mocneanuTe m UUppH HA p ce eAHAKBH Ha 9, moOuBaMme Jeka

30upoT Ha IUMPUTE HA p € MOToJIeM o 9m . m

Ipumep 9. 3a npoctute OpoeBH p U ¢, p > ¢ Ke BeIMMe JieKa ce IPOCTH OpOeBU
Omu3HaM ako p =¢q+ 2. JIokaxu, exa mocTojaT OeCKOHEYHO MHOTY MPOCTH OpOeBH

KOW He MpuMaraaT Ha MapOBUTH IIPOCTH OPOCBH OJM3HAIIH.
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Pemenne. CornacHo Teopemata Ha Jlupuxyie BO apUTMETHYKaTa IpOrpecHja
15k+7, k=1,2,... ce conpkar 6eCkOHEUHO MHOTY mpocTtu OpoeBu. Hury enen ox oBue

OpoeBH He MpuIara Ha HATY €JIeH Hap MPOCTH OpoeBy ONHM3HAIM, OMICjKU
(15k+7)+2=35k+3) u (15k+7)-2=53k+1)

ce CJIOKeHU OpOeBU. W

MMpumep 10. Jokaxu, neka 3a cekoj MPUPOJCH Opoj m TMOCTOU MPOCT Opoj, BO UHj
JICKAJICH 3aIiC MMa HajMalKy 7 HYJIH.

Pemenune. Heka m e nanen npupones 0poj. bunejku NZD(1 0m+1,1) =1 on Teope-
Mara Ha J{upuxie cienyBa, eka MocTou NpUpoJieH Opoj k TakoB WITO p = 10"k +1

e mpoct Opoj. IMocnenaure m+1 mudpa Ha OGpojOT 10" ce HYyJIA, TIa 3aToa BO
JIeKaJJHAOT 3a1uc Ha OpojoT OPOjoT p MMa HajMaNKy /M HYJIH.

Mpumep 11. lokaxu aexa 3a cekoj mpupoxeH Opoj n mocTou momuHoM f(x) co
nenobpojun koepunuentu tako mro f(1) < f(2)<...< f(n) npu mro cure oBHe

BPEIHOCTH Ce ITPOCTH OpOeBH.
Pemenune. Heka n e nanen npupozeH 6poj. 3a k < n HMHAYKTHBHO Ke OIpEAeInMe

NPHUPOIHU OPOEBU #;, Ha CJIETHUOB HAUUH.
Hexa f; =1. Jla npernocraBuMe Jieka 3a JafeH k <n e ompeneneH OpojoT #;_;.

Crnopen teopemaTa Ha JlupuxJie OCTOM NPUPOJIEH OpOj #;, TakoB IUTO 6pOjoT

qr =k=D(n-k)'t, +1
€ TIpoCT M Kora k >1 TOj e morojyieM oJ 6pojoT

k=2D)\n—k+Dt_; +1.
Taka, 6poeBute ¢q,45,...,q, C€ IPOCTH U NPUTOA BAXHU ¢ < gy <...<q, . Hexa

U —j (x-1)(x=2)...(x—n
f(x)=1+j§1(_l)n J G-I xﬁ)j (r—n)

JacHo, f(x) € MOJNMHOM CO CTETeH MoMall WM €OHAaKOB Ha n—1 co memnoOpojHu

xoepumentu u f (k) =1+(k-)\(n-k)!t; =g, . m

4. JTOIIOJIHUTEJ/IHU 3AJJIAYN

Mpumep 12. Jlokaxxn geka, 3a CE€KOj MPHUPOIEH Opoj 7 TOCTOW MPOCT Opoj p TakKoB
HITO ceKoj on1 Opoeute p—1 U p+1 vMa noBeke o1 7 Pa3IMYHU [IPUPOIHU JCITATEIH.

Pemenune. Hexa n e manen npuponen 6poj. CornacHo Teopemara Ha J{upuxie Bo

n-1
apuTMETHIKaTa Tporpecyja 6"k+2-3% —1, xage k € N moctojaT mpocTH OpoeBH.
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Orryka 6unejkn 2" >n, 3a ne N no6usame nexa 3" | 6" k+ 2.3 = p+1 uopojor
p+1 mMa moBeke o n Pa3NUYHM TPHPOTHH ACTHUTENH, HA MPHUMEP 1,3,32, B30
CormacHo co Teopemara Ha Ojiep nMame 322 = (mod2"),mae 2" |32”71 —1, mrto
sgaun 2" |6"k+2~32n?1 -2=p-1 wu Opojor p-1 uMa HajMaIKy # pa3IUYHU

NPUPOHU JCTUTENH, Ha IpUMEp OpoeBHTE 1,2,22,...2n . m

Mpumep 13. [lokaxu, 3a cexoj NpUPoOJeH OpPOj # HOCTOjaT HPOCT Opoj p M IpH-
poneH 6poj m , TaKBH IITO
1) p=5(modo6),

2) p Hee nenuTen HA N,

3) n= m3(modp) .
Pemenne. O Teopemara Ha J[upuxie ciemyBa JeKa MOCTOjaT OECKOHEYHO MHOTY
npoctu OpoeBu oJ BUIOT 6k +5 . Jla u3bepeme npoct O6poj p =6k +5 Kkoj e moroiem
4k+3

ox n. JacHo, 6pojoT p TH 3amoBONyBa ycioBuTe 1) m 2). 3a m=n oIl TeopemMara
Ha ®Pepma cienyBa
w = g1 2k¥9 _ 6kva Gk+d _p-lpl, = n(mod p). m

Mpumep 14. [loxaxxu, Aeka 3a C€KOj NPUPOJEH Opoj 7 MOCTOU MpOCT OPOj p TaKoB,
mro cekoj on OpoeBure p—1,p+1,p+2 wuMa HajMaIKy # pa3NIUYHU IIPOCTH

JICITUTEITH.
Pemenne. Hexa n e naneH npupojeH 6poj, a p; € i— THOT mpocT 0poj. Ox ku-

HecKaTa TeopeMa 3a OCTaTOLM CJie/lyBa JIeKa I0CTOU NMPHUPOAEH Opoj b , TAKOB LITO
b=1l(mod p;p,...p,),

=-1(mod p, 41 Py - P2n)s

=-2(mod pyy+1P2p+2 -+ P3n) -
bunejku NZD(b, p\p, ... p3,) =1 oxn Teopemara Ha Jlupuxiie ciefyBa JeKa IOCTOH
npupoieH 6poj k TakoB IITO

pP=pPa---P3pk+b
e npoct 6poj. Bo oBoj ciyuaj p; |(b-1),3a i=L2,...,n u p;|(b+1), 3a i=n+l,
n+2,..,2n, wro 3Haun p; |[(p-1), 3a i=L2,..,n u p;|(p+1), 3a i=n+ln+2,
...,2n . Ananorso p; |(b+2), 3a i=2n+12n+2,...3n, ma 3atoa p;|(p+2), 3a
i=2n+1,2n+2,...,3n.
Koneuno, cexoj ox Opoesure p—1,p+1, p+2 uMa HajManKy # pa3IUdHU MPOCTH

JIEJTATENIH. W




