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Igor Dimovski, Prilep  
 

TEOREMA NA DEZARG 
 

 Vo eden od prethodnite broevi na Sigma koristej}i ja teoremata na 
Menelaj be{e doka`ana teoremata na Dezarg. Ovaa teorema e edna od funda-
mentalnite vo evklidovata geometrija, no istata e od ogromno zna~ewe za pro-
ektivnata geometrija. Tokmu zatoa vo ovaa statija podetalno }e se zapoznaeme 
so teoremata na Dezarg i nekoi nejzini primeni. 
 

Teorema 1. Neka dva triagolnici A1A2A3 i A1'A2'A3' se postaveni vo 
ramninata taka {to soodvetnite strani ne im se paralelni, a pravite A1A1', 
A2A2' i A3A3' se se~at vo edna to~ka. Ako  P e prese~na to~ka na pravite A1A2 i 
A1'A2', R e prese~na to~ka na pravite A2A3 i A2'A3', a Q na pravite  A1A3 i A1'A3', 
toga{ to~kite P, Q i R se kolinearni!   

 Dokaz. Neka triagolnicite 
A1A2A3 i A1'A2'A3' le`at vo ramninata 
, taka {to soodvetnite strani ne im 
se paralelni, pravite A1A1', A2A2' i 
A3A3'  se se~at vo to~kata S i A1A2   
A1'A2' = P, A2A3  A2'A3' = R i A1A3  
A1'A3' = Q. (Crt 1).  

Neka B e to~ka vo prostorot, 
nadvor od ramninata , takva {to A3 
e nejzinata ortogonalna proekcija vrz 
ramninata . Polupravite SA1, SA2 i 
SB opredeluvaat edno trirabno }o{e 
K. Ortogonalnata proekcija na polu-
pravata SB vrz ramninata  e polu-
pravata SA3, pa na polupravata SB postoi to~ka C, takva {to ortogonalnata 
proekcija na C e to~kata A3', koja le`i na pravata SA3. Neka  e ramninata {to 
ja opredeluvaat to~kite A1, A2 i B, a  e ramninata {to ja opredeluvaat to~-
kite A1', A2' i C. Bidej}i pravata A1A2 le`i vo , pravata A1'A2' vo , prese~nata 
to~ka P na pravite A1A2 i A1'A2' le`i vo presekot na ramninite  i . Zna~i 
    , pa bidej}i ovie dve ramnini ne se sovpa|aat, nivniot presek e prava 
p' koja minuva niz to~kata P.  

Pravite BA1 i CA1' le`at na ista ramnina opredelena so yidot SA1B na 
}o{eto K. Ako pretpostavime deka pravite BA1 i CA1' se paralelni, toga{ }e 
bidat paralelni i nivnite ortogonalni proekcii vrz ramninata   A3A1 i 
A3'A1'. Toa e vo sprotivnost so pretpostavkata deka soodvetnite strani na 
triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' ne se paralelni, pa pravite BA1 i CA1' se se~at 
vo nekoja to~ka Q'. Sli~no, pravite BA2 i CA2' se se~at vo nekoja to~ka R'. 
Bidej}i to~kata Q' le`i na pravite BA1 i CA1', taa le`i i na ramninite  i , 
pa le`i i na nivniot presek  pravata p'. Analogno, i to~kata R' le`i na p'. 
 Sega, ortogonalnata proekcija na pravata BA1 vrz ramninata  e 
pravata A3A1, a na pravata CA1' e pravata A3'A1', od {to sleduva deka ortogo-
nalnata proekcija na nivnata prese~na to~ka Q' vrz ramninata  e prese~nata 
to~ka na pravite A3A1 i A3'A1', t.e. to~kata Q. Sli~no se zaklu~uva deka orto-
gonalnata proekcija na to~kata R' e to~kata R. 
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Ako so p ja ozna~ime ortogonalnata proekcija na pravata p' vrz ram-
ninata , toga{ to~kite Q i R, kako ortogonalni na Q' i R' (koi le`at na p'), 
le`at na pravata p. Kone~no, to~kata P le`i na ramninata , pa nejzina 
ortogonalna proekcija e samata to~ka P. Bidej}i to~kata P le`i na pravata p', 
le`i i na pravata p, pa to~kite P, Q i R le`at na istata prava p, odnosno se 
kolinearni. 

Primer 1. Kako mo`at da se nasadat 10 drvca vo 10 reda, taka {to sekoja 
sadnica e vo tri reda i vo sekoj red ima po 3 drvca. 

Re{enie. Drvcata treba da se rasporedat kako to~ite A1, A2, A3, A1', A2', 
A3', S, P, Q i R na crt. 1. 

Zabele{ka. Edna figura koja se sostoi od   to~ki i   pravi, taka {to 
na sekoja prava le`at k od to~kite i niz sekoja to~ka minuvaat k od pravite se 
vika konfiguracija vk. 

So teoremata 1 e opredelena konfiguracija 103. 

Primer 2. Samo so linijar da se konstruira prava koja minuva niz 
dadena to~ka Q i niz prese~nata to~ka na dve pravi a i b koja e nedostapna.  

Re{enie. Neka pravite a i b se 
se~at vo to~kata X koja ne e dostapna 
na crta~kiot list. Neka S e to~ka, raz-
li~na od Q, {to ne le`i na niedna od 
pravite a i b. (Crt. 2).  

Neka p, q i r se pravi {to minu-
vaat niz S, ne minuvaat niz Q i ne se 
paralelni so niedna od pravite a i b. 
Neka A1 i A1' se prese~nite to~ki na 
pravata p so pravite a i b soodvetno, a 
A2 i A2' se prese~nite to~ki na pravata 
r so pravite a i b soodvetno. Neka A3 i 
A3' se prese~nite to~ki na pravata q so 
pravite QA1 i QA1' soodvetno. Sega, triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' gi ispol-
nuvaat uslovite od teorema 1, pa ako R e prese~nata to~ka na A2A3 so A2'A3', 
toga{ (bidej}i prese~na to~ka na pravite A1A3 i A1'A3' e to~kata Q), to~kite R, 
Q i nedostapnata to~ka X so kolinearni. Zna~i baranata prava e pravata RQ.  

Teorema 2. Neka dva triagolnici A1A2A3 i A1'A2'A3' se postaveni vo 
ramninata taka {to pravite A1A1', A2A2' i A3A3' se se~at vo edna to~ka. Ako 
pravite AiAj i Ai'Aj' se paralelni, Q e prese~na to~ka na pravite AiAk i Ai'Ak', 
a R na pravite AjAk i Aj'Ak' (i, j i k se me|usebno razli~ni broevi od mno`es-
tvoto {1, 2, 3}), toga{ pravata QR e paralelna so pravite AiAj i Ai'Aj'.   

Dokaz. Neka triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' le`at vo ramninata  
taka {to pravite A1A1', A2A2' i A3A3' se se~at vo edna to~ka S, neka A1A3  
A1'A3' = Q, A2A3  A2'A3 = R i neka pravite A1A2 i A1'A2' se paralelni (vidi 
crt. 2, ili napravi nov crte`). Neka B e to~ka nadvor od ramninata  ~ija or-
togonalna proekcija vrz  e A3. Na polupravata SB postoi to~ka C ~ija orto-
gonalna proekcija e A3'. Neka BA1  CA1' = Q' i BA2  CA2' = R'. Jasno e deka 
ortogonalnata proekcija na to~kata Q' vrz ramninata  e to~kata Q, pre-
se~nata to~ka na A3A1 i A3'A1'  ortogonalnite proekcii na pravite BA1 i CA1'. 
Analogno, ortogonalnata proekcija na to~kata R' e R. Neka  e ramninata 
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opredelena so to~kite A1, A2 i B, a  e ramninata opredelena so to~kite A1', A2' 
i C, Pravite A1A2 i A1'A2' koi le`at vo ramninite  i  soodvetno, se para-
lelni, pa se paralelni i so prese~nata prava na  i   pravata Q'R'. No pa-
ralelni pravi pri ortogonalna proekcija se proektiraat vo paralelni pravi, 
pa sledi deka otogonalnata proekcija na Q'R' vrz   pravata QR e paralelna 
so pravite A1A2 i A1'A2'. 

Teorema 3. Neka dva triagolnici A1A2A3 i A1'A2'A3' se postaveni vo ram-
ninata taka {to pravite A1A1', A2A2' i A3A3' se se~at vo edna to~ka. Ako dva pa-
ra soodvetni strani se paralelni, toga{ paralelen e i tretiot par soodvetni 
strani. 

Dokaz. Neka triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' 
le`at vo ramninata  taka {to pravite A1A1', A2A2' 
i A3A3' se se~at vo edna to~ka S i neka pravata 
A1A2 e paralelna so A1'A2', a A1A3 e paralelna so 
A1'A3'. (Crt. 3).  

Od paralelnosta na pravite A1A3 i A1'A3' 
sledi deka triagolnicite SA1A3 i SA1'A3' se sli~-
ni, pa od tuka SA1 : SA1' = SA3 : SA3'. Od paralelnos-
ta na pravite A1A2 i A1'A2' sledi deka triagolni-
cite SA1A2 i SA1'A2' se sli~ni, pa od tuka SA1 : SA1' 
= SA2 : SA2'. Od poslednite dve ravenstva sleduva 
deka SA3:SA3' = SA2:SA2'. Zna~i pravite A2A3 i 
A2'A3' se paralelni. 

Teorema 4. Neka dva triagolnici A1A2A3 i A1'A2'A3' se postaveni vo 
ramninata taka {to soodvetnite strani ne im se paralelni, a pravite A1A1', 
A2A2' i A3A3' se paralelni. Ako  P e prese~na to~ka na pravite A1A2 i A1'A2', Q e 
prese~na to~ka na pravite A2A3 i A2'A3', a R na pravite A1A3 i A1'A3', toga{ to~-
kite P, Q i R se kolinearni!   

Dokaz. Neka triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' 
le`at vo ramninata , taka {to soodvetnite strani 
ne im se paralelni, neka pravite A1A1', A2A2' i A3A3' 
se paralelni i neka A1A2A1'A2'=P, A2A3A2'A3=R 
i A1A3  A1'A3' = Q. (Crt 4).  
 

Neka B e to~ka vo prostorot, nadvor od 
ramninata , ~ija ortogonalna proekcija vrz  e 
to~kata A3. Neka niz to~kata B e povle~ena prava 
r paralelna so pravata A3A3'. Bidej}i pravata r i 
to~kata A3' le`at vo ista ramnina, niz A3' mo`e da 
se povle~e normala na r koja ja se~e pravata r vo 
to~ka C. Jasno, ortogonalnata proekcija na to~kata C vrz  e to~kata A3'. 
Pravata BC = r e paralelna so A3A3', a A3A3' e paralelna so A1A1' i A2A2', pa 
sledi deka BC e paralelna so A1A1' i A2A2'. Zna~i to~kite B, C, A1 i A1' le`at na 
ista ramnina, pa bidej}i ortogonalnata proekcija na BA1 vrz   pravata A3A1 
ja se~e ortogonalnata proekcija na pravata CA1' vrz   pravata A3'A1' vo to~-
kata Q, pravata BA1 ja se~e pravata CA1' vo to~ka Q' ~ija ortogonalna proekcija 
vrz  e to~kata Q. Analogno, pravata BA2 ja se~e pravata CA2' vo to~ka R', ~ija 
ortogonalna proekcija vrz  e to~kata R.  

Neka  e ramninata opredelena so to~kite A1, A2  i B,  a  e ramninata  
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opredelena so to~kite A1', A2' i C. Bidej}i A1A2 i A1'A2' se se~at vo to~kata P, 
presekot na ramninite  i  e prava p' koja minuva niz to~kata P. O~igledno 
to~kite Q' i R' le`at na pravata p', pa nivnite ortogonalni proekcii vrz   Q 
i R le`at na pravata p koja e ortogonalna proekcija na pravata p' vrz . No, 
to~kata P le`i na , pa nejzinata ortogonalna proekcija e to~kata P i taa mora 
da le`i na pravata p. Zna~i, to~kite P, Q i R le`at na pravata p, odnosno se 
kolinearni. 

Teorema 5. Neka dva triagolnici A1A2A3 i A1'A2'A3' se postaveni vo 
ramninata taka {to pravite A1A1', A2A2' i A3A3' se paralelni. Ako pravite 
AiAj i Ai'Aj' se paralelni, Q e prese~na to~ka na pravite AiAk i Ai'Ak', a R na 
pravite AjAk i Aj'Ak' (i, j i k se me|usebno razli~ni broevi od mno`estvoto 
{1, 2, 3}), toga{ pravata QR e paralelna so pravite AiAj i Ai'Aj'. 

Dokaz. Neka triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' le`at vo ramninata  
taka {to pravite A1A1', A2A2' i A3A3' se paralelni. Neka pravite A1A2 i A1'A2' se 
pralelni i neka A1A3  A1'A3' = Q i A2A3  A2'A3' = R (crt.5).  

Sli~no kako vo dokazot na teorema 4, neka B i C se to~ki ~ii ortogo-
nalni proekcii vrz  se to~kite A3 i A3' soodvetno, taka {to pravata BC e 
paralelna so pravata A3A3'. Pravite 
BA1 i CA1' se se~at vo to~ka Q' ~ija 
ortogonalna proekcija vrz  e to~ka-
ta Q, a pravite BA2 i CA2' se se~at vo 
to~kat R' ~ija ortogonalna proekcija 
vrz  e to~kata R. Sli~no kako vo do-
kazot na teorema 2, od paralelnosta 
na pravite A1A2 i A1'A2' sleduva deka 
tie se paralelni so pravata Q'R', pa i 
so nejzinata ortogonalna proekcija vrz 
  pravata QR. Zna~i, pravata QR e 
paralelna so pravite A1A2 i A1'A2'. 

Teorema 6. Neka dva triagolnici A1A2A3 i A1'A2'A3' se postaveni vo 
ramninata taka {to pravite A1A1', A2A2' i A3A3' se paralelni. Ako dva para od 
nivnite soodvetni strani se paralelni, toga{ paralelni se i tretiot par sood-
vetni strani.  

Dokaz. Ako pravite A1A1', A2A2' i A3A3' se paralelni, pravata A1A2 e 
paralelna so A1'A2' i pravata A1A3 e paralelna so pravata A1'A3', toga{  
~etiriagolnicite A1A2A1'A2' i A1A3A1'A3' se paralelogrami, pa otse~kite 

21 AA  i '' 21 AA  se ednakvi kako i otse~kite 31 AA  i 

'' 31 AA  (crt. 6). Bidej}i aglite A2A1A3 i A2'A1'A3' 

se me|usebno ednakvi kako agli so paralelni 
kraci, sledi deka triagolnicite A1A2A3 i 
A1'A2'A3' se skladni. Zna~i aglite A2A3A1 i 
A2'A3'A1' se ednakvi i od paralelnosta na 
pravite A1A3 i A1'A3' sleduva deka pravite 
A2A3 i A2'A3' se paralelni. 

Definicija. Triagolnicite A1A2A3 i 
A1'A2'A3' se centralno perspektivni ako pravi-
te A1A1', A2A2' i A3A3' se se~at vo edna to~ka ili se paralelni. 

Crt. 5
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Definicija. Ako za triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' e ispolnet eden od  
uslovite: 

 

(i) To~kite P = A1A2   A1'A2' , Q = A1A3  A1'A3' i R = A2A3  A2'A3 le`at 
na ista prava; 

 

(ii)  Pravite AiAj, Ai'Aj' i QR se paralelni, kade Q = AiAk  Ai'Ak', a R = 
AjAk  Aj'Ak' (i, j i k se me|usebno razli~ni broevi od mno`estvoto {1, 2, 3}) ; 

 

(iii) Soodvetnite strani na triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' se me|u-
sebno paralelni; 

toga{ triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' se osno perspektivni. 
 
 
 
 
 
 

 Od teoremite 1  6  neposredno sleduva slednata: 
 
 
 
 

 Teorema 7. ( Dezarg ) Ako dva triagolnici se centralno perspektivni, 
toga{ tie se osno perspektivni. 
 
 
 
 

 Va`i i obratnata od teoremata na Dezarg: 
 
 

 Teorema 8. Ako dva triagolnici se osno perspektivni, toga{ tie se 
centralno perspektivni. 
 
 

 Dokaz. Neka triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3'  se osno perspektivni. 
 

Slu~aj 1: Soodvetnite strani na triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' se 
me|usebno paralelni. 

 
 

a) Ako pravata A1A1' e paralelna so A2A2' (crt. 6), toga{ ~etiriagol-
nikot A1A2A1'A2' e pralelogram, pa A1A2 = A1'A2'. Soodvetnite agli na triagol-
nicite A1A2A3 i A1'A2'A3' se ednakvi, pa tie triagolnici se skladni od {to 
sledi deka A2A3 = A2'A3'. Vo ~etiriagolnikot A2A3A2'A3' sprotivnite strani 
A2A3 i A2'A3' se paralelni i ednakvi, pa toj e paralelogram. Sleduva deka pra-
vata A3A3' e paralelna so pravite A1A1' i A2A2', odnosno triagolnicite A1A2A3 i 
A1'A2'A3' se centralno perspektivni. 

 

b) Neka pravite A1A1' i A2A2' se se~at vo to~ka S (crt. 3). Triagolni-
cite SA1A2 i SA1'SA2' se sli~ni, pa SA1:SA2 = SA1':SA2' = A1A2:A1'A2' = k, kade k e 
koeficientot na sli~nost na triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' koi mora da se 
sli~ni bidej}i aglite im se ednakvi kako agli so paralelni kraci. Neka  pra-
vite A1A1' i A3A3' se se~at vo to~ka T. Zaradi paralelnosta na A1A3 i A1'A3', 
triagolnicite TA1A3 i TA1'A3' se sli~ni, pa TA1:TA1' = TA3:TA3' = A1A3:A1'A3' = k. 
No, na pravata A1A1' postoi edinstvena to~ka X, takva {to XA1:XA1' = k  i bidej-
}i SA1:SA1' = TA1:TA1' = k, sledi deka to~kite S i T mora da se sovpa|aat. Zna~i i 
pravata A3A3' minuva niz prese~nata to~ka S na pravite A1A1' i A2A2', odnosno 
triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' se centralno perspektivni.  

 

Slu~aj 2: Eden par soodvetni strani na triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' 
se me|usebno paralelni, a drugite dva para soodvetni strani se se~at vo to~ki 
Q i R, taka {to pravata QR e paralelna so paralelnite strani na triagol-
nicite. Neka pravite A1A2 i A1'A2' se paralelni, neka A1A3  A1'A3' = Q,  A2A3  
A2'A3' = R i neka QR 7 A1A2 7 A1'A2'. Za triagolnicite QA1A1' i RA2A2' va`i QR 7 
A1A2 7 A1'A2' , pa tie se centralno perspektivni. 

 

 a) Ako pravata A1A1' e paralelna so A2A2' (crt.5), toga{ od QA1RA2=A3, 
QA1'RA2'=A3', triagolnicite QA1A1' i RA2A2' gi ispolnuvaat uslovite od teo-
rema 5, pa sledi deka pravata A3A3' e paralelna so pravite A1A1' i A2A2', odnosno 
triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' se centralno perspektivni. 
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 b) Neka pravite A1A1' i A2A2' se se~at vo to~ka S (mo`e da se iskoristi 
crt. 2). Bidej}i QA1  RA2 = A3, QA1'  RA2' = A3' i A1A1'  A2A2' = S, triagol-
nicite QA1A1' i RA2A2' ' gi ispolnuvaat uslovite od teorema 4, pa sledi deka 
to~kite A3, A3' i S se kolinearni. Zna~i i pravata A3A3' minuva niz prese~nata 
to~ka S na pravite A1A1' i A2A2', odnosno triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' se 
centralno perspektivni. 
 

Slu~aj 3: To~kite P = A1A2   A1'A2' , Q = A1A3  A1'A3' i R = A2A3  A2'A3 
le`at na ista prava. Za triagolnicite QA1A1' i RA2A2' va`i deka P =  QR  A1A2 
 A1'A2', pa tie se centralno perspektivni. 

 

 a) Ako pravata A1A1' e paralelna so A2A2' (crt. 4), toga{  triagolnicite 
QA1A1' i RA2A2' gi ispolnuvaat uslovite od teorema 2. Bidej}i QA1  RA2 = A3 i 
QA1'  RA2'  = A3'. Od teoremata 2 sleduva deka pravata A3A3' e paralelna so 
pravite A1A1' i A2A2', odnosno triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' se centralno 
perspektivni. 
 

 b) Neka pravata A1A1' ja se~e pravata A2A2' vo to~ka S (crt. 1). Bidej}i 
QA1  RA2 = A3 i QA1'  RA2' = A3', triagolnicite QA1A1' i RA2A2' gi ispolnuvaat 
uslovite od teorema 1, pa sledi deka to~kite S, A3 i A3' se kolinearni. Zna~i 
pravata A3A3' minuva niz prese~nata to~ka S na pravite A1A1' i A2A2', odnosno 
triagolnicite A1A2A3 i A1'A2'A3' se centralno perspektivni. 
 

 Primer 3. Vo triagolnikot ABC da se vpi{e triagolnik XYZ taka {to 
stranite YZ, ZX i XY minuvaat niz tri dadeni kolinearni to~ki P, Q i R 
soodvetno. 

Re{enie. Analiza: Neka ABC e 
dadeniot triagolnik, neka P, Q i R se 
dadenite kolinearni to~ki i neka XYZ 
e triagolnikot {to treba da se kons-
truira (crt. 7). Neka a e proizvolna pra-
va niz R {to gi se~e AB i BC. Neka a  
AB = X' i a  BC = Y'. Neka Z' = PY'  
QX'. Sega, XY  X'Y' = R;, XZ  X'Z' = Q 
i YZ  Y'Z' = P. Bidej}i P, Q i R se 
kolinearni, triagolnicite XYZ i 
X'Y'Z' se osno perspektivni. Spored 
teorema 8 tie se i centralno perspek-
tivni i bidej}i XX' i YY' se se~at vo 
to~kata B sleduva deka i pravata ZZ' minuva niz to~kata B.  

 

Konstrukcija:  Se povlekuva proizvolna prava a niz R {to gi se~e AB 
i BC vo to~kite X' i Y' soodvetno. Niz to~kata Z' = PY'  QX' se povlekuva 
pravata BZ'. Prese~nata to~ka na pravite BZ' i AC e to~kata Z, Y e prese~nata 
to~ka na pravite ZP i BC, a X na pravite ZQ i AB. Triagolnikot XYZ e vpi{an 
vo triagolnikot ABC i gi ipolnuva baranite svojstva. 
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