
 8 

Valerija Pendalieva,  
Iliana Cvetkova,  
Sofija, Bugarija  
 

"Eden za site, site za eden" ili 
"{to e toa matemati~ka indukcija" 

 
^esto pati pri re{avaweto na nekoi zada~i, no i vo drugi priliki, ni 

se slu~uva da znaeme deka dadena grupa predmeti ima nekoe zaedni~ko svojstvo. 
Toga{ sme sigurni, deka ako zememe eden pretstavnik od taa grupa, toj sigurno 

go ima toa svojstvo. Na primer: "site u~enici od 3VII  `iveat vo naselbata 

Ilinden". Marko e u~enik vo 3VII  i sledstveno toj `ivee vo naselbata Ili-

nden. Ili "site broevi koi zavr{uvaat na 0, se delivi so 5. Brojot 150 
zavr{uva na 0, pa zatoa toj se deli so 5." 

 

Logi~kiot metod, pri koj od op{ti tvrdewa preminuvame kon poedi-
ne~ni slu~ai, se narekuva dedukcija.  

 

Se razbira, ponekoga{ se sre}avame i so obratniot slu~aj. Imeno, ako 
nekolku elementi od edno mno`estvo imaat opredeleno svojstvo, toga{ 
logi~no e da se zapra{ame kako da zaklu~ime dali site elementi od toa 
mno`estvo go imaat razgleduvanoto svojstvo. Ovoj logi~ki metod se narekuva 
indukcija. Me|utoa, pri induktivnoto razmisluvawe ~esto pati mo`e da se 
zgre{i. Na primer: "150 e tricifren broj i se deli so 5. Brojot 215 e isto taka 
tricifren i se deli so 5. Sledstveno site tricifreni broevi se delat so 5. 
Gre{ka, brojot 101 e tricifren i ne se deli so 5." Postojat primeri na mnogu 
matemati~ki tvrdewa koi se to~ni vo iljadnici poedine~ni slu~ai, no sepak 
ima slu~aj koga tie ne se to~ni. Postojat i nedoka`ani tvrdewa, koi i ne se 
negirani, kako na primer: "Sekoj paren broj pogolem od 4 mo`e da se zapi{e 
kako zbir na dva neparni prosti broevi.", koe e poznato kako hipoteza na 
Goldbah.  

 

Me|utoa i pokraj "podvodnite mini", koi gi krijat, sepak induktivni-
te metodi na doka`uvawe se edni od glavnoto oru`je vo matematikata, bidej-
}i so nivna pomo{ se dobivaat mo{ne va`ni rezultati. Vo ovaa statija }e 
razgledame eden metod koj samo navidum pripa|a vo induktivnite metodi, no 
sepak toj vo su{tina e deduktiven metod. Toa e metodot na matemati~ka induk-
cija (MMI), koj glasi:  

 

Ako treba da ja doka`eme to~nosta na nekoe matemati~ko tvrdewe T, 
koe zavisi od prirodniot broj n , i ako za T znaeme deka: 

  

(i) T e to~no za prirodniot broj 1; 
 

(ii) od pretpostavkata deka T e to~no za nekoj priroden broj 1k  

sleduva deka T e to~no i za 1k ; 
 

toga{ ova tvrdewe T e to~no za sekoj priroden broj n .  
 

 

Primer 1. Doka`i, deka zbirot na prvite n  prirodni broevi e ednakov 

na 
2

)1( nn
.  
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Re{enie. Da ozna~ime nSSS n  ...21,...;21;1 21 , t.e. nS  e 

zbirot na prvite n  prirodni broevi. Treba da doka`eme deka  

2
)1(  nn

nS .                (1) 
 

Prv ~ekor. Da proverime, deka za brojot 1 ovaa formula e to~na. Na-

vistina 11 S , a od (1) dobivame deka 1
2

)11(1
1  S .  

 

Vtor ~ekor. Neka pretpostavime deka za nekoj priroden broj 1k  

formulata (1) e to~na, t.e. za zbirot na prvite k  prirodni broevi znaeme, deka 

2
)1(  kk

kS .  

]e doka`eme deka formulata (1) va`i i za sledniot priroden broj 

1k , t.e. deka 
2

)2)(1(
1


  kk

kS . Imame:  

)1()1()...21(1  kSkkS k

S

k

k

   . 

Sega od pretpostavkata vo vtoriot ~ekor sleduva 
  

 
2

)2)(1(
2

2
22

)1(
1 )1(1)1()1()1( 
  kkkkkk

kk kkkkSS . 
 

Spored toa, vo prviot ~ekor doka`avme deka uslovot (i) od MMI e 

ispolnet, a vo vtoriot i tretiot ~ekor deka uslovot (ii) od MMI se isto taka 
ispolneti. Sledstveno, soglasno so MMI formulata (1) va`i za sekoj priro-

den broj 1n .  
  

Zabele{ka 1. Da pomislime zaedno dali navistina MMI ne ubeduva 
deka tvrdeweto navistina e to~no. Doka`avme, deka za prirodniot broj 1 toa 
navistina e to~no (~ekor 1). Od ~ekor 2 i to~nosta na ravenstvoto (1) za brojot 
1 sleduva deka ova ravenstvo e to~no za prirodniot broj 2. Ako povtorno go 
iskoristime ~ekor 2 za prirodniot broj 2, dobivame deka ravenstvoto (1) e 
to~no za prirodniot broj 3 itn. Spored toa, posledovatelno mo`eme da ja ras-
prostranime to~nosta na tvrdeweto od uslovot na zada~ata na celoto mno-
`estvo prirodni broevi pogoilemi od brojot 1, za koj napravivme proverka vo 
prviot ~ekor.  

^esto pati proverkata vo ~ekor 1 se narekuva baza na indukcijata 
(BI) a pretpostavkata vo ~ekor 2 induktivna pretpostavka (IP).  

 

Zabele{ka 2. Za da sme sigurni, deka pri primenata na MMI dobivame 
to~ni rezultati, morame posledovatelno da gi realizirame dvata ~ekori vo 
dokazot. Imeno, BI i IP se podednakvo va`ni etapi pri primenata na MMI. 
Ako ne trgneme od BI, toga{ mo`eme da dobieme gre{en rezultat, kako {to 

mo`e da se vidi od sledniot “primer”.  
Da se doka`e deka sekoj priroden broj e ednakov na svojot sledbenik, 

t.e.  
1 nn         (2) 

za sekoj priroden broj n . 
  

“Dokaz”. Neka pretpostavime deka ravenstvoto (2) e to~no za nekoj 

priroden broj k , t.e. 1 kk . Ako vo poslednoto ravenstvo na dvete strani 

dodademe po 1 dobivame ,21  kk  {to zna~i deka ravenstvoto (2) e to~no i za 

prirodniot broj 1k , pa od MMI treba da sleduva deka ravenstvoto (2) e 

to~no za sekoj priroden broj kn  .  
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Znaeme deka prethodnoto tvrdewe ne e to~no. Kade e gre{kata? Dali 
MMI ne e dobar? Problemot e vo toa {to nie se obidovme da rasprostranime 
edno tvrdewe na site prirodni broevi, bez da doka`eme deka toa e to~no za 
eden priroden broj. Imeno, preskoknuvaweto na BI e pri~inata za “dokazot” 
na edno apsurdno tvrdewe, koj dokaz na prv pogled ni izgleda deka e korekten. 

  

Zabele{ka 3. So pomo{ na aksiomata za indukcija mo`e da se doka`e i 

vtoriot princip na matemati~ka indukcija, koj glasi:  
 

Ako treba da ja doka`eme to~nosta na nekoe matemati~ko tvrdewe T, 
koe zavisi od prirodniot broj n , i ako za T znaeme deka:  

 

(iii) T e to~no za nekoj konkreten priroden broj m ;  
 

(iv) od pretpostavkata deka T e to~no za nekoj priroden broj mk   

sleduva deka T e to~no i za 1k ;  
 

toga{ ova tvrdewe e to~no za sekoj priroden broj mn  .  

Da razgledame u{te nekolku primeri. 
  
 

Primer 2. So !n  da go ozna~ime proizvodot na prvite n  prirodni 

broevi, t.e. nnn  )1(...21! , kade 1!1!0  . Doka`i deka 
 

1)!1(!...!22!11  nnn .          (3) 
 

Re{enie. Da ozna~ime !...!22!11 nnFn  . ]e go primenime MMI. 

Imame  

^ekor 1 (BI). Za 1n , imame 111211!21)!11( F , {to zna~i 

deka formulata (3) va`i za 1n .  
 

^ekor 2 (IP). Neka pretpostavime deka za nekoj priroden broj k  va`i 

1)!1(!...!22!11  kkkFk .  
 

]e doka`eme deka formulata (3) e to~na i za brojot 1k . Od IP imame 
 

  

1)!2(1]1)1[()!1()!1()1(1)!1(

1)!1()!1()1(!...!22!111




kkkkkk

kFkkkkF kk
 

 

{to zna~i deka ravenstvoto (3) e to~no i za prirodniot broj 1k , pa od MMI 

sleduva deka toa e to~no za sekoj priroden broj n .  
 

 

Vo slednata zada~a }e poka`eme kako MMI se primenuva vo zada~i od 
delivost.  
 

Primer 3. Doka`i deka za sekoj priroden broj n  brojot 

4532 2   nA nn
n  se deli so 25.  

 

Re{enie. ^ekor 1. BI: ]e proverime dali brojot 1A  se deli so 25. 

Imame, 25453241532 13121
1  A  {to zna~i deka 1|25 A . 

  

^ekor 2. (IP). Neka pretpostavime deka za nekoj priroden broj k  va`i 

4532|25 2   kA kk
k .  

]e doka`eme, deka 4)1(532|25 12)1(
1  
 kA kk

k  Od svojstvata na 

stepenite dobivame  
 

)164(5)132(54532

45533224)1(532
22

213
1









k
k

kkkk

kkkk
k

Ak

kkA
 



 11

Za sekoj priroden broj k  brojot k64   zavr{uva na cifrata 4, pa zatoa 

za sekoj priroden broj k  brojot 164  k  zavr{uva na cifrata 5, t.e. toj e deliv 

so 5. Spored toa, za sekoj priroden broj k  va`i )]16(5[|25 k  i kako spored IP 

va`i kA|25  dobivema deka 1)]16{5[|25  k
k

k AA , so {to zada~ata e re{ena.   
 

Vo slednite dva primeri }e poka`eme kako MMI se primenuva pri 
doka`uvawe na neravenstva.  

 

Primer 4. Doka`ete deka    22 !2!2 nn n , za 1n .  
 

Re{enie. ^ekor 1. (BI). Za 2n  imame    222 !226424!4!22  , t.e. 

neravenstvoto va`i.  
 

^ekor 2. (IP). Neka pretpostavime deka za nekoj priroden broj k  va`i  

   22 !2!2 kk k . Od IP za 1k  imame  
 

             1212!22212!2!12 22  kkkkkkk k  

        21212 !1212!1!2   kkkkk kk  
 

t.e. neravenstvoto va`i i za 1k , pa zna~i va`i za sekoj Nn .  
 

Primer 5. Doka`ete deka za 3n  e to~no neravenstvoto  
 

nn nn )1(1  . 

Re{enie. ^ekor 1. (BI). Za 3n  imame 34 464813  , t.e. neraven-

stvoto e to~no.  
 

^ekor 2. (IP). Neka pretpostavime deka za nekoj priroden broj 3k  

va`i  kk kk )1(1  .  

Od IP za prirodniot broj 1k  imame  
 

111])1[()1()1(2 )2()2()1( 1

12

1

2   





 kk
kk

k

k

kkk kkk k

k

k

kk

 
 

t.e. neravenstvoto va`i i za 1k , pa zna~i va`i za sekoj Nn .  
 

 

 

Se nadevame deka MMI }e vi se dopadne kako "orudie" so koe vo idnina }e 
atakuvate na najrazli~ni zada~i. Vo ovaa rabota se obidovme da ve zapoznaeme so 
ova osnovno matemati~ko orudie, negovite pravila i na~inite na koristewe na 
istoto. Na krajot vi predlagame samostojno da gi re{ite slednite zada~i. 

  
 

Zada~a 1. Doka`i deka za sekoj priroden broj n  brojot 545 1   nB n
n  se 

deli so 16.  
 

Zada~a 2. Doka`i deka za sekoj priroden broj n  va`i  
 

1)1(
1

43
1

32
1

21
1 ...  

n
n

nn
. 

 

Zada~a 3. Najdi go zbirot na prvite n  neparni prirodni broevi.  
 

Zada~a 4. Doka`i, deka zbirot na kvadratite na prvite n  prirodni 

broevi e ednakov na 
6

)12)(1(  nnn . 

 


