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ПРЕДГОВОР  
 

 
Ниедно истражување на човекот не може да се нарече 

вистинска наука ако не е поткрепено со математички 
доказ. 

Проблематична е веродостојноста на тврдењата во 
науките каде што нема примена на ниту една математичка 
дисциплина, т.е. кои не се поврзани со математиката. 

Леонардо да Винчи  
 
 

 
Книгава Математички талент С6 е продолжение на книгите Математички 

талент С1 – С5 и истата е наменета за талентираните ученици по математика од 
трета година од средното образование. Книгата, всушност, е вториот дел од 
збирката задачи за трета година и во овој дел се содржани 597 решени задачи и во 
шест одделни дела се обработени содржини од множества и комбинаторика, 
полиноми, неравенства, стереометрија, аналитичка геометрија и диференцни 
равенки.  

Како и во книгите Математички талент С1 – С5 и во оваа книга природата 
на задачите содржани во неа е таква што тие се посебно интересни за комисиите 
кои ги спроведуваат математичките натпревари. Притоа, задачите повторно не се 
систематизирани според степенот на натпреварувањето, туку тие се распределени 
по области. Така, на пример, задачите од диференцни равебки се распоредени во 
четири одделни делови, при што скоро сите делови се птопратени со соодветните 
теориски разгледувања.  

Рецензентите, д-р Даниел Велинов, д-р Самоил Малчески и д-р Сања Костади-
нова, придонесоа со своите сугестии и забелешки да се подобри содржината на 
книгава, за што посебно им благодариме.  

И покрај вложениот напор, не можeме да се ослободиме од впечатокот дека се 
можни значителни подобрувања на оваа збирка решени задачи, како и отстра-
нување на евентуалните пропусти и грешки. Затоа, однапред сме благодарни на 
секоја добронамерна забелешка, критика и сугестија.  

На крајот, ќе ни биде особена чест и задоволство ако оваа збирка придонесе 
учениците да навлезат во тајните на математиката, а посебно ако математиката им 
стане животна определба на некои од нив.  
 

Скопје                  Авторите  
декември, 2019 г.                 
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IV  ДИФЕРЕНЦНИ РАВЕНКИ  
 

1.  ЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦНИ РАВЕНКИ   
 

1. Ако ( ) 1P n , за секој n , тогаш општото решение на хомогената линеар-
на диференцна равенка  

1 [ ( ) 1] 0n nx P n x ,     (1) 
е дадено со  

1

0
[1 ( )]

n
n

i
x C P i ,     (2) 

каде C  е произволна константа. Докажи!  
Решение. Ако 0 0x , тогаш од (1) следува дека 0nx , за секој n , па 

затоа општото решение на (1) може да се запише во видот (2), при 0C .  
Нека претпоставиме дека 0 0x . Тогаш, од условот на задачата и од (1) 

следува дека 0nx , за секој n . Ако во (1) последователно за n  земеме вред-
ности 0,1,..., 1k  ги добиваме равенствата 

1 0

2 1

1

[1 (0)]
[1 (1)]

.............................
[1 ( 1)]k k

x P x
x P x

x P k x

    (3) 

Ако од првото равенство го замениме 1x  во второто, а потоа 2x  во третото итн. го 
добиваме равенството  

1
0

0
[1 ( )]

k
k

i
x x P i , 

кое е од видот (2), за 0C x .  
 

2. Реши ги диференцните равенки  
а) 1 ( 1) 0n nx n x , и   б) 1 0n nx qx .  
Решение. а) Имаме, 1 ( ) 1 , 0,1,..., 1P i i i n , што според задача 1 значи 

дека општото решение на разгледуваната равенка е  
1

0
(1 ) !

n
n

i
x C i C n . 

б) Имаме, 1 ( ) , 0,1,..., 1P i q i n , што според задача 1 значи дека општото 
решение на разгледуваната равенка е   

1

0

n n
n

i
x C q Cq .  

 
3. Реши ја диференцната равенка  

1 ( )n nx x R n .     (1)  
Решение. Ако во (1) последователно ставиме 0,1,2,..., 1n k  добиваме  
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1 0

2 1

1

(0),
(1),

..........................
( 1)k k

x x R
x x R

x x R k

    (2) 

Со собирање на левите и десните страни на равенствата (2) добиваме 
1

0
0

( )
k

k
i

x x R i , што значи дека општото решение на равенката (1) е дадено со 

1

0
( )

n
n

i
x C R i .  

 
4. Ако ( ) 1P n , за секој n , тогаш општото решение на нехомогената ли-

неарна диференцна равенка  
1 [ ( ) 1] ( )n nx P n x Q n ,    (1) 

е дадено со  

0

11 ( )

0 0[1 ( )]
( ) [1 ( )]j

i

nn Q j
n

j iP i
x C P i ,   (2) 

каде C  е произволна константа. Докажи! 

Решение. Нека ставиме 
1

0
[1 ( )], 0,1,...

n
n n

i
x y P i n . Со замена во (1) ја до-

биваме диференцната равенка  
1

1
0 0
[1 ( )] [ ( ) 1] [1 ( )] ( )

n n
n n

i i
y P i y P n P i Q n , 

која е еквивалентна на равенката  

0

( )
1

[1 ( )]
n

i

Q n
n n

P i
y y . 

Од задача 3 следува дека општото решение на последната равенка е дадено со  

0

1 ( )

0 [1 ( )]
j

i

n Q j
n

j P i
y C . 

Конечно, ако замениме во 
1

0
[1 ( )]

n
n n

i
x y P i  добиваме дека општото решение на 

равенката (1) е дадено со (2).  
 

5. Реши ја диференцната равенка  
1 ( )n nx ax Q n , a  и :Q . 

Решение. Од задача 4 следува дека општото решение на дадената диференцна 
равенка е   

1

1 1( ) 1

0 0
( ) ( )j

n nQ j n n n j
n aj j

x C a Ca Q j a , C .  
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6. Реши ги диференцните равенки  
а) 2 13 2 0n n nx x x , со почетни услови 0 0x  и 1 1x .  
б) 2 14 4 0n n nx x x , со почетни услови 0 1x  и 1 4x .  
в) 2 12 2 0n n nx x x , со почетни услови 0 1x  и 1 4x .  

Решение. а) Корените на карактеристичната равенка 2 3 2 0r r  се 2 и 1 и 
тие се различни. Низите {2 }n  и {1}  се непропорционални решенија, па затоа оп-

штото решение на дадената равенка е 2n
nx A B , 0,1,2,...n . Константите A  

и B  ги определуваме од почетните услови и го добиваме системот  
0

1

2 0

2 1

A B

A B
 

чие решение е 1A  и 1B . Според тоа, решението на дадената равенка е 
2 1n

nx , 0,1,2,...n .  

б) Карактеристичната равенка е 2 4 4 0r r  и таа има двоен корен 2. Низите 
{2 }n  и { 2 }nn  се непропорционални решенија, па затоа општото решение на даде-

ната равенка е 2 2n n
nx A B n , 0,1,2,...n . Константите A  и B  ги опреде-

луваме од почетните услови и го добиваме системот  
0 0

1 1

2 0 2 1

2 1 2 4

A B

A B
 

чие решение е 1A  и 1B . Според тоа, решението на дадената равенка е 
2 2 2 ( 1)n n n

nx n n , 0,1,2,...n .  

в) Карактеристичната равенка е 2 2 2 0r r  и таа има коњугирано ком-
плексни корени 1 i  и 1 i . Низите {(1 ) }ni  и {(1 ) }ni  се непропорционални 
решенија, па затоа општото решение на дадената равенка е  

(1 ) (1 )n n
nx A i B i , 0,1,2,...n . 

Константите A  и B  ги определуваме од почетните услови и го добиваме систе-
мот  

0 0

1 1

(1 ) (1 ) 1

(1 ) (1 ) 4

A i B i

A i B i
 

чие решение е 1 3
2

iA  и 1 3
2

iB . Според тоа, решението на дадената равенка е 
1 3 1 3

2 2(1 ) (1 )n ni i
nx i i , 0,1,2,...n .  

 
7. Реши ги системите диференцни равенки:  

a) 1

1

3
5

n n n

n n n

x x y
y x y

, со почетни услови 0 00, 6x y .  
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b) 1

1

2
4

n n n

n n n

x x y
y x y

, со почетни услови 0 02, 1x y .  

Решение. а) Последователно наоѓаме  
1 1 2 13 , 3n n n n n ny x x y x x . 

Со замена во 1 5n n ny x y  ја добиваме равенката  

2 1 13 5 3n n n n nx x x x x  
која е еквивалентна на равенката  

2 12 8 0n n nx x x . 

Карактеристичната равенка на последната диференцна равенка е 2 2 8 0t t  и 
нејзини решенија се 4 и 2 . Според тоа,  

4 ( 2)n n
nx A B . 

Од 0 00, 6x y  и 1 0 03x x y  наоѓаме 1 6x . Значи коефициентите A  и B  го 
задоволуваат системот равенки  

0 0

1 1

4 ( 2) 0

4 ( 2) 6

A B

A B
 

чии решенија се 1, 1A B , па затоа 4 ( 2)n n
nx . За низата { }ny  имаме  

1 1
1 3 4 ( 2) 3[4 ( 2) ] 4 5( 2)n n n n n n

n n ny x x . 
б) Последователно наоѓаме  

1 1 1 22 , 2n n n n n ny x x y x x . 
Со замена во 1 4n n ny x y  ја добиваме равенката  

1 2 12 4(2 )n n n n nx x x x x  
која е еквивалентна на равенката  

2 16 9 0n n nx x x . 

Карактеристичната равенка на последната диференцна равенка е 2 6 9 0t t  и 
таа има двоен корен 3. Според тоа,  

3 3n n
nx A Bn . 

Од 0 02, 1x y  и 1 0 02x x y  наоѓаме 1 3x . Значи коефициентите A  и B  го 
задоволуваат системот равенки  

0 0

1 1

3 0 3 2

3 1 3 3

A B

A B
 

чии решенија се 2, 1A B , па затоа 3 (2 )n
nx n . За низата { }ny  имаме  

1
12 2 3 (2 ) 3 [2 ( 1)] 3 (1 )n n n

n n ny x x n n n .  
 

8. Реши ја диференцната равенка:  

а) 2
1 4

n

n

x
n xx , при почетен услов 0 0x , и  

б) 1
1 3

n

n

x
n xx , при почетен услов 0 1x .  
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Решение. При решавање на диференцни равенки од наведениот вид ја 
користиме следнава постапка: ако е дадена диференцната равенка  

1
n

n

px q
n rx sx       (1) 

Тогаш секое нејзино решение е определено со првиот член. Нека 0x a . Го раз-
гледуваме системот  

1

1

n n n

n n n

y py qz
z ry sz

 

кој ги задоволува условите 0y a  и 0 1z . Ако { }ny  и { }nz  се решенија на овој 

систем, тогаш ставаме n

n

y
n zx  и добиваме 0

0
0

y
zx a  и  

1

1
1

yn
zn n n n n
ynn n n n
zn

p qy py qz px q
n z ry sz rx sr s

x ,  

т.е. вака најдената низа е решение на диференцната равенка (1).  
а) Прво го решаваме системот  

1

1

2
4

n n n

n n n

y y z
z y z

, 

кој ги задоволува почетните услови 0 00, 1y z . Со елиминација на nz  и 1nz  ја 
добиваме равенката 2 15 6 0n n ny y y . Нејзината карактеристична равенка е 

2 5 6 0t t  и истата има решенија 2 и 3. Затоа, 2 3n n
ny A B . Ако се иско-

ристат почетните услови наоѓаме 2A  и 2B , што значи 2 2 2 3n n
ny . За 

низата { }nz  наоѓаме 1
2 2 2 3n ny y n n

nz . 

Конечно, 2 2 2 3
2 2 3

n n

n nnx .  

б) Прво го решаваме системот  
1

1 3
n n n

n n n

y y z
z y z

, 

кој ги задоволува почетните услови 0 01, 1y z . Со елиминација на nz  и 1nz  ја 
добиваме равенката 2 14 4 0n n ny y y . Нејзината карактеристична равенка е 

2 4 4 0t t  и истата има двоен корен 2. Затоа, 2 2n n
ny A Bn . Ако се иско-

ристат почетните услови наоѓаме 1A  и 1B , што значи 2 2n n
ny n . За ни-

зата { }nz  наоѓаме 1 2 2n n
n n nz y y n . 

Конечно, 2 2 1
12 2

n n

n n
n n

n nn
x .  

9. Реши ја нехомогената диференцна равенка:  
а) 2 1 1n n nx x x n , и   б) 2

2 12n n nx x x n .  
Решение. а) Општото решение на соодветната хомогена диференцна равенка е 

дадено со: 5 1 5 1
2 2( ) ( 1) ( )n n nA B . Бидејќи десната страна на равенката е поли-
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ном од прва степен и 1 не е корен на карактеристичната равенка 2 1 0r r  
добиваме дека 0 1nx A A n . Со замена во равенката добиваме  

1 0 1 0 1 0( 2) ( 1) 1A n A A n A A n A n  
од каде после средувањето наоѓаме  

1 1 0( 1) (3 1) 0A n A A , 
т.е.  

1 1 0A  и 1 03 1 0A A . 
Според тоа, 1 01, 4A A , па затоа општото решение на равенката е  

5 1 5 1
2 2( ) ( 1) ( ) 4n n n

ny A B n . 
б) Општото решение на соодветната хомогена диференцна равенка е дадено 

со: A Bn . Бидејќи десната страна на равенката е полином од втора степен и 1 е 
двоен корен на карактеристичната равенка 2 2 1 0r r  добиваме дека  

2 3 4
0 1 2nx A n A n A n . 

Аналогно како во задачата под а) наоѓаме 51 1
2 1 012 3 12, ,A A A , па затоа 

општото решение на равенката е  
25 1 1

12 3 12ny A Bn n n .  
 

10. Докажи дека за секој природен број n  бројот 2 1[(5 35) ]n  е делив со 

10n . 
Решение. За диференцната равенка 2 110 10m m ma a a , со почетни услови 

0 2a , 1 10a , нејзината карактеристична равенка е 2 10 10 0t t , чии реше-

нија се 1/2 5 35t . Според тоа, решение на оваа равенка е низата  

(5 35) (5 35)m m
ma . 

Бидејќи 0 2a , 1 10a , со со индукција лесно се докажува дека за секој m  

броевите 2 1ma  и 2ma  се деливи со 10m . Но, 1 5 35 0 , па затоа за непарен 

број 2 1n  важи 2 11 (5 35) 0n , па затоа бројот 2 1
2 1[(5 35) ]n

na  е 

делив со 10n .  
 

11. Дадена е низата 0 1 1 11, 1, 14 4n n na a a a a , за 1n . Докажи дека 
сите членови на оваа низа се точни квадрати.   

Решение. Ја воведуваме смената n na b c  и ја добиваме диференцната 
равенка 1 114 12 4n n nb b b c , од која константата c  ќе ја определиме така 

што се анулира слободниот член. Според тоа, 1
3c  и диференцната равенка има 

облик  
2

0 1 1 13 , 14n n nb b b b b . 

Нејзината карактеристична равенка е 2 14 1 0t t , со решенија 1,2 7 4 3t .  
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Според тоа,  
(7 4 3) (7 4 3)n n

nb .    (1) 
Ако во (1) ставиме 0,1n  го добиваме системот равенки  

2
3

2
3(7 4 3) (7 4 3)

 

чии решенија се 2 3 2 3
6 6, . Според тоа,  

2 2

4 2 2 1 4 2

2

4 2 2 1 2 1 4 2

2

2 3 2 3 1
6 6 3

2 22 3 2 3 1
6 6 3

2 1 2 11 1 1
6 6 3

( 3 1) ( 3 1)2 1 2 11 1 1
6 2 6 2 3

( 3 1) 2 2 ( 3 1)
3 2

( 3 1) 2 ( 3 1) ( 3 1) ( 3 1)
3 2

(7 4 3) (7 4 3)

[(2 3) ] [(2 3) ]

(2 3) (2 3)

[ ] [ ]
n n n

n

n n n n

n n
n

n n

n n

n n

a

2 1 2 1( 3 1) ( 3 1) 2
3 2

( ) .

n

n n

n

 

Ќе докажеме дека 
2 1 2 1( 3 1) ( 3 1)

3 2

n n

nnc  е цел број за секој природен број n . 

Имаме,  
2 1 2 1 2 2( 3 1) ( 3 1) ( 3 1) ( 3 1)2 23 1 3 1

2 22 3 2 33 2

3 3 3 3
2 2

( ) ( )

(2 3) (2 3) .

n n

nn

n n

c
 

Бидејќи 2 3  се решенија на квадратната равенка 2 4 1 0t t , следува дека 
nc  е решение на рекурзијата 0 1 1 11, 4n n nc c c c c . Оттука следува дека 

nc , за секој n  и 2
n na c , што и требаше да се докаже.  

 
12. Дадена е низата 5 [ 5], 1,2,3,...na n n n . Определи ги најмалиот и нај-

големиот број меѓу броевите 1 2 2009, ,...,a a a .  
Решение. Да ја разгледаме низата { }nb  определена со 0 10, 1b b  и    

1 24 , 2n n nb b b n . 

Карактеристичната равенка на оваа низа е 2 4 1 0t t  и нејзини решенија се 

1/2 2 5t . Според тоа, за низата { }nb  добиваме  
(2 5) (2 5)

2 5

n n

nb  

и 6 1292b , 7 5473b .  
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За секој 1,2,...,5473k  постојат единствени природни броеви kx  и ky  такви 
што 1292 5473 k kk y x  и 1 5473kx . Бидејќи NZD(1292,5473) 1 , заклучува-
ме дека 1 2 5473( , ,..., )x x x  е пермутација на (1,2,...,5473)  и важи  

1 2 5473... 1292y y y . 
Нека ( ) [ ]f x x x . Имаме  

6 6 7 7(2 5) (2 5) (2 5) (2 5)
2 2

6 7

( 5) (1292 5 5473 5)

( )

( (2 5) (2 5) ).

k k

k

k

f x f k y

f k y

f k y

 

Бидејќи  
6 7 6 70 (2 5) (2 5) 5473(2 5) 1291(2 5)kk y  

добиваме дека 6 7( 5) 1 (2 5) (2 5)k kf x k y , па затоа вредностите на 
функцијата ( )f x  строго се намалуваат кога k  расте со природни вредности од 1 
до 5473.  

Но, 1 5473 5472 54711292, 5473, 4181, 2889x x x x  и 5470 1597x , па затоа 
бараните минимум и максимум се 1292a  и 1597a , соодветно.  
 

13. Дадена е низата 1 21, 4x x  и 2 14 , 1n n nx x x n . Определи ги сите 

природни броеви m  такви, што бројот 23 nx m  е точен квадрат за секој природен 
број n .  

Решение. Карактеристичната равенка на диференцната равенка е  
2 14 , 1n n nx x x n ,    (1) 

со почетни услови 1 21, 4x x  е 2 4 1 0t t , шии решенија се 1/2 2 3x , 
Соред тоа, решение на равенката (1) е низа  

(2 3) (2 3)n n
nx A B , 

за некои константи  A  и B . Ако ги искористиме почетните услови  1 1,x  2 4x  

наоѓаме 1
2 3

A B , т.е.  

1
2 3

[(2 3) (2 3) ]n n
nx . 

Сега  
2 2 2 2 21 1

4 23 1 ((2 3) (2 3) ) [ ((2 3) (2 3) )]n n n n
n nx y , 

каде  
1
2 ((2 3) (2 3) )n n

ny  
е природен број. Според тоа, 1m  ги задоволува условите на задачата. Нека 
претпоставиме дека постои 1m  кој исто така ги задоволува условите на 
задачата. Тогаш 2 2 23 ( 1)n n nx m y m z , ( 0nz )  е точен квадрат за секој n . 
Значи,  
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2 21 ( )( )n n n n n nm z y z y z y  
има бесконечно многу делители, што не е можно. Конечно, единстено решение на 
задачата е 1m .  

 
14. Низата 1{ }n na  е дефинирана со 0 1 2 120, 30, 3 , 0n n na a a a a n . 

Определи ги сите ненулти цели броеви n  за кои 11 5 n na a  е точен квадрат.  
Решение. Од диференцната равенка следува  

2 2
1 1 1 1 1

2 2
1 1

5 5 5 (3 2 ) (4 ) ( )

( ) ( ) .
n n n n n n n n n n n

n n n n

a a a a a a a a a a a

a a a a
 

Оттука следува  
2 2 2

1 1 1 1 0 1 0 15 ( ) 5 ( ) ... 5 ( ) 500n n n n n n n na a a a a a a a a a a a . 

Според тоа, 2
1 11 5 ( ) 500n n n na a a a  е меѓу 2

1( )n na a  и 2
1( 1)n na a  

ако 1 250n na a , т.е. за 3n . Бидејќи 2 3 470, 180, 470a a a , заклучуваме 
дека за 3n  бројот 11 5 n na a  не е точен квадрат. Со проверка за 0,1,2n  
добиваме дека 11 5 n na a  е точен квадрат само за 2n  и тогаш  

2
2 31 5 1 5 70 180 251a a  

 

15. Докажи, дека 3 52
23 5

( ) ( )n n , за секој n . 

Решение. Прв начин. Нека 3 5
2a . Треба да докажеме дека 1

n
n

a
a , за 

секој n .  
За 1n и 2n  тврдењето важи бидејќи  

2(3 5)3 51
2 4 3aa  и 2

2 1 1 1( )( ) 2 9a aa
a a a . 

Нека претпоставиме дека тврдењето важи за секој n k . Тогаш, за 1n k  важи  

1 1
1 11 1 1 1( )( ) ( )k k k

k k k
aa a a

a a a a  

и како 1
11 1 1, ,k k

k k
a a a

a a a  следува дека 1
1 1

k
k

a
a , т.е. тврдењето 

важи 1n k . Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека 
тврдењето важи за секој n .  

Втор начин. Да ја разгледаме диференцната равенка 2 13n n na a a , со по-
четни услови 0 12, 3a a . Јасно, решението на оваа диференцна равенка е низа 
чии членови се природни броеви. Понатаму, лесно се наоѓа дека низата  

3 5 3 5 3 52
2 2 23 5

( ) ( ) ( ) ( )n n n n
na  

е решение на разгледуваната диференцна равенка. Конечно од претходните раз-

гледувања следува дека 3 52
23 5

( ) ( )n n , за секој n .  

 
16. Нека { 0},na n  и { 0},nb n  се низи зададени со 0 0 1a b  и   
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1 1

1 1

  9 2 ,
  2   4 ,

n n n

n n n

a a b
b a b

 

за 1n . Нека n n nc a b , за 0n . Докажи дека не постојат различни природни 

броеви k, r и m такви што 2
r k mc c c . 

Решение. Од првата релација имаме 9 1
1 12 2n n nb a a  и 9 1

12 2n n nb a a . 

Со замена во втората релација добиваме 1 113 40 0n n na a a . Карактеристич-

ната равенбка на добиената диференцна равенка е 2 13 40 0t t  и нејзини 
решенија се 5t  и 8t . Ако ги искористиме почетните услови 0 1a  и 1 7a , 

добиваме дека решението на добиената диференцна равенка 5 2 8
3

n n

na , а оттука 

добиваме 2 5 8
3
n n

nb . Значи, 5 8n n nc .  

Нека претпоставиме дека 2
r k mc c c  за некои , ,k m r . Од 8 2 8n n

nc , 

следува 8 4 8k m k m
k mc c  и 2 2

28 4 8r r
rc , па затоа 2k m r . Сега,  

2 /2 /2 /2 /2 20 8 5 8 5 2 8 5  8 5( 8 5 )k m m k r r k m m k
k m rc c c  

од каде следува m k r . 
 
 
 

2.  ТРИАГОЛНИ БРОЕВИ  
 

1. Реши ја диеференцната равнка:  
1 1n nt t n ,     (1) 

со почетен услов 0 0t .  
Решение. Според задача 1.3 решението на дадената равенка е дадено со 

формулата 
1

0
0

( )
n

n
i

t t R i , каде ( ) 1R i i , за 1,2,...,i n . Тоа значи дека 

раешението на равенката (1) е  
1 ( 1)

2
0 1

0 ( 1)
n n n n

n
i i

t i i . 

Всушност, за 1n  решението на ра-
венката (1) го дава бројот на точките, 
распоредени во облик на триаголник (цр-
теж десно), па затоа оваа низа ја нареку-
ваме низа  триаголни броеви. Јасно, од 
(1) следува дека секој природен број по-
голем од 1 е разлика на два триаголни броја. Докажи!  
 

2. Докажи дека збирот на два последователни триаголни броја е квадрат на 
некој природен број и обратно, секој точен квадрат поголем од 1 може да се 
запише како збир на два триаголни броја.  

Решение. За секој природен број 1n  важи:  

o
o

o o o
o o o

o o o o o
o o o

o o o o
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2 2( 1) ( 1) 2
1 2 2 2

n n n n n n n n
n nt t n ,  

од каде што следува тврдењето на задачата.  
 

3. Докажи дека разликата на квадратите на два последователни триаголни 
броеви е куб на природен број.  

Решение. Од претходните две задачи следува   
2 2 2 3

1 1 1( )( )n n n n n nt t t t t t n n n .  
 

4. Докажи дека збирот на квадратите на два последователни триаголни броја е 
триаголен број.  

Решение. За секој природен број n  имаме  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

( 1) ( 1) ( 2) ( 1) ( 2) ( 1)2 2 4 4
1 4 4 2 2 2 2

( 1) ( 1) ( 1) [( 1) 1]2 2
( 1)2 2 2( 2 2) [( 1) 1] ,

n n n n n n n n n n n
n n

n n n n
n

t t

n n n t

2

2 2( )2 2( 2)(( 2)(2 2( 2)((( )
2  

што и требаше да се докаже.  
 

5. Докажи дека двојниот производ на два последователни триаголни броја е 
триаголен број.  

Решение. За секој природен број n  важи:  
2 2 2 2

2
( 1) ( 1)( 2) ( 2 )( 1) ( 2 )( 2 1)

1 22 2 2 22 2 n n n n n n n n n n n
n n n nt t t .  

 
6. Докажи дека во низата триаголни броеви има само еден прост број.  
Решение. Секој триаголен број е полупроизвод на два последователни при-

родни броја, т.е. ( 1)
2

n n
nt . Да ги разгледаме случаите кога n  е парен, односно 

непарен број.  

Ако 2n k , k , тогаш 2 (2 1)
2 ( 1)k k

nt k k , а тоа е сложен број, освен за 

1k , т.е. 22, 3n t .  
Ако 2 1n k , k , тогаш  

(2 1)(2 2) 2(2 1)( 1)
2 2 ( 1)(2 1)k k k k

nt k k , 

т.е. nt  е сложен број.  
 

7. Докажи дека природниот број m  е триаголен ако и само ако 8 1m  е точен 
квадрат на некој природен број.  

Решение. Нека m  е триаголен број, т.е. нека за некој n  важи 
( 1)

2
n n

nm t . Тогаш 
8 ( 1) 2 2

28 1 1 4 4 1 (2 1)n nm n n n ,  
т.е. 8 1m  е квадрат на природен број.  

Обратно, ако 8 1m  е точен квадрат, тогаш тој е квадрат на непарен број, т.е. 
за некој n  важи  
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8 ( 1)2 2
28 1 (2 1) 4 4 1 1n nm n n n  

од каде наоѓаме ( 1)
2

n nm . Според тоа, m  е триаголен број.  
 
8. Докажи дека во низата триаголни броеви има бесконечно многу точни квад-

рати.  
Решение. Забележуваме дека триаголните броеви 1 и 36 се точни квадрати. Тоа се 

првиот и осмиот член во низата триаголни броеви. Ќе докажеме дека, ако nt  е то-

чен квадрат, тогаш 4 ( 1)n nt  е точен квадрат. Навистина, ако ( 1) 2
2

n n
nt k , тогаш 

24 ( 1) 8n n k  и  
2 2

2
8 (8 1) 2 2 2

4 ( 1) 8 2
2 2 2

4 (8 1) (2 ) [4 ( 1) 1]

(2 ) (2 1) [2 (2 1)]

k k
n n kt t k k k n n

k n k n
 

т.е. 4 ( 1)n nt  е точен квадрат.  
Забелешка. Генерирањето на сите точни квадрати на низата триаголни броеви 

е можно со следнава рекурентна формула:  
2 2

1 3 4 11, , (2 3 1)x x yt t y t x y .  
Еве ги првите неколку точни квадрати од оваа низа:  

2 2 2 2
1 8 49 2881 , 6 , 35 , 204t t t t .  

 
9. Со [ ]x  да го означиме најголемиот природен број кој е помал или еднаков 

на x .  Ако m  е триаголен број, т.е. nm t , тогаш [ 2 ]n m . Докажи!  

Решение. Од ( 1)
2

n nm  следува 22m n n , т.е.  
2 2 22 2 1 ( 1)n m n n n , 

па затоа  
2 1n m n .  

Оттука следува дека n  е најголемиот цел број кој е помал од 2m , па затоа 
[ 2 ]n m .  
 
10. Нека бројот 0,136051865...x  е формиран од цифрите на единиците на 

триаголните броеви. Дали x  е рационален број?  
Решение. Да запишеме неколку триаголни броеви: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 

55, 66, 78, 91, 105, 120, 136, 153, 171, 190, 210, 231, 235, 276, 300, 325, 351, 378, ... . 
Според тоа, првите 27 децимални цифри на бројот x  се:  

0,1360518655688150031001360518...x . 
Забележуваме дека постои период од 20 цифри, т.е. дека меѓу испишаните броеви 

nt  и 20nt , за 1,2,3,4,5,6,7n  имаат иста последна цифра. Ќе докажеме дека 
споменатото својство важи за секој природен број n . За таа цел доволно е да до-
кажеме дека за секој природен број n  разликата 20n nt t  е делива со 10. Имаме  
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( 20)( 20 1) ( 1)
20 2 2 10(2 21)n n n n

n nt t n . 
Конечно, бројот x  има периодичен децимален запис, што значи дека тој е рацио-
нален број.  
 

11. Ако 1 2, ,..., ,...nt t t  е низата триаголни броеви, тогаш  

1 2 3

1 1 1 1... ... 2
nt t t tA . 

Решение. За секој природен број k  имаме ( 1)
2

k k
kt , па затоа  

11 2 1 1
( 1) ( 1) 12 2[ ]

k

k k
t k k k k k k . 

Според тоа,  

1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 2 3 3 4 1

1 1 1 1 1 1 1
2 2 3 3 4 1

... ... 2[ ] 2[ ] 2[ ] ... 2[ ] ...

2[1 ... ...] 2
nt t t t n n

n n

A
 

што и требаше да се докаже.  
 
12. Докажи дека сите броеви кои во систем со основа 9 се запишуваат само со 

цифрата 1 се триаголни броеви.  
Решение. Треба да докажеме дека броевите  

(9) (9) (9) (9) (9) (9)1 , 11 , 111 , 1111 , 11111 , 111111   (1) 
се триаголни броеви. Имаме  

2 1 9 1 3 1 3 11
(9) 9 1 2 2 2111...11 1 9 9 ... 9 .

k k kk

k
(9)111...11(9)

k
 

Но, 3 1k  и 3 1k  се последователни парни броеви, т.е. 3 1 2k n  и 
3 1 2 2k n , за некој n , па затоа  

2 (2 2) ( 1)3 1 3 11 1
(9) 2 2 2 2 4 2

 edinici
111...11

k k n n n n

k
(9)

edinici
111...11
k

 

што значи дека секој член од низата (1) е триаголен број.  
 
13. Докажи дека секој триаголен број, освен 1t  и 3t , може да се запише како 

збир на три, не задолжително различни триаголни броеви.  
Упатство. Прво докажи ги следниве равенства:  
а) 3 1 2 2 1k k k kt t t t , за секој k ,  
б) 3 2 1 2 1 2 1k k k kt t t t , за секој k ,  
в) 3 1 2 2k k k kt t t t , за секој \{1}k \{1}.  

Сега, за 4n  тврдењето следува од равенствата а), б) и в), а за 2n  имаме  
2 1 1 1t t t t .  

 
14. Докажи дека постои бесконечна низа триаголни броеви, таква што сите 

нејзини делумни збирови се триаголни броеви.  
Решение. Нека претпоставиме дека таква низа постои и дека сме конструирале 

дел од бараната низа:  
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1 2 3 4
, , , ,...,

nk k k k kt t t t t     (1)  
при што  

1 2 3 4 1
...

n nk k k k k kt t t t t t . 

Ако на низата (1) го додадеме триаголниот број 
1 1kntt  добиваме низа со истото 

својство. Навистина, бидејќи  
1( 1)n mt m t  

при 
1 1nkm t  имаме  

1 2 3 4 11 1 11 1...
n k n k kn n nk k k k k t k t tt t t t t t t t t . 

На прв поглед изгледа дека оваа конструкција е тешка поради индексите. Но, не е 
така. Еве пример:  

3 5 206, 15, 210,...t t t  
Кој е следниот член на оваа низа? Бидејќи 3 5 20 231t t t  од претходно 
кажаното следува дека четвртиот член на низата е 230 26565t , т.е. низата е  

3 5 20 230, , , ,...t t t t . 
Јасно, петтиот член на низата е 26564t .  

Забелешка. Може да се избере бесконечна низа триаголни броеви, таква што 
сите нејзини делумни збирови се точни квадрати. На пример, таква е низата:  

0 1 21 2 3 2 3 2 3 2 3, , , ,..., ,...kt t t t t . 
за која  

0 1 2

1 2 2

2

1 2 2

2 2 1 1

0 0 1 1 2 2
1 2 3 2 3 2 3 2 3

0 1 2 0 2 4 2

3 1 3 1
2 9 1

3 1 3 1
2 4

23 2 3 1 3 1
4 2

... 1 3 (2 3 1) 3 (2 3 1) 3 (2 3 1) ... 3 (2 3 1)

1 (3 3 3 ... 3 ) 2(3 3 3 ... 3 )

1 2

1

( ) .

k

k k

k k

k k k

k k

k k

t t t t t3 2 3 2 3 2 30 1 21 1 32 33 2 3 2 30 1 211 1 31 0
2 3t tt t0 1 2113 2 3 2 30 1 2111 ...

 

 
 
 

3.  ФИБОНАЧИЕВИ БРОЕВИ  
 

1. Реши ја диференцната равенка  
2 1n n nf f f ,     (1) 

со почетни услови 0 10, 1f f .  
Решение. Равенката (1) е линеарна диференцна равенка од втор ред со кон-

стантни коефициенти и низата која е нејзино решение е позната како Фибоначиева 
низа (Фибоначиеви броеви). Нејзината карактеристична тавенка е 2 1 0r r , со 
решенија  

1 5
2a  и 1 5

2b . 
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Според тоа, општото решение на равенката (1) е дадено со  
1 5 1 5

2 2( ) ( )n n
nf A B . 

Од почетните услови 0 10, 1f f  го добиваме системот равенки  
1 5 1 5

2 2 1A B  и 0A B  

чие решение е 1 1
5 5

,A B . Според тоа, решението на (25) е дадено со  

1 5 1 51
2 25

[( ) ( ) ]n n
nf .    (2) 

Забелешка. Формулата (2) воп литературата е позната како формула на Бине.  
 

2. Докажи дека за Фибоначиевите броеви важи:  
а) 1 1n m n m n mf f f f f , 2n   б) 2 2

2 1 1n n nf f f ,  

в) 2 2
2 1 1n n nf f f , 2n    г) 3 3 3

3 1 1n n n nf f f f , 2n  

д) 2 1 2( 1)n m
n m n m n mf f f f , n m  ѓ) 4

2 1 1 2 1n n n n nf f f f f .  
Решение. а) За 2n  и  3n  формулата е точна бидејќи  

2 1 1 1 2m m m m mf f f f f f f  и 

3 2 1 1 1 2 1 2 3 1( ) 2m m m m m m m m m mf f f f f f f f f f f f f  
Нека претпоставиме дека формулата е точна за n k  и 1n k , т.е.  

1 1k m k m k mf f f f f  и 1 1 1k m k m k mf f f f f . 
Ако ги собереме последните две равенства добиваме  

1 1 1 1( ) ( )k m k m k k m k k mf f f f f f f f , 
т.е.  

2 1 2 1k m k m k mf f f f f . 
Според тоа, формулата е точна за 2n k , па затоа тврдењето следува од прин-
ципот на математичка индукција.  

б) Во задачата под а) наместо n  стави 1n , а наместо m  стави n .  
в) Ако во формулата од задачата под а) наместо m  ставиме n   добиваме  

2 1 1 1 1( )n n n n n n n nf f f f f f f f  
и како 1 1n n nf f f  со замена во последното равенство го добиваме бараното 
равенство.  

г) Ако во формулата од задачата под а) наместо n  ставиме 2n , а наместо m  
ставиме n   добиваме 3 2 1 2 1n n n n nf f f f f . Со помош на формулите од задачи-
те под б) и в) последното равенство може да се трансформира на следниот начин:  

2 2 2 2
3 2 1 2 1 1 1 1 1

3 3 2 3 3 3
1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) .
n n n n n n n n n n n

n n n n n n n n

f f f f f f f f f f f

f f f f f f f f
 

д) Точноста на формулата за 1n m  следува од формулата под б). Нека 
претпоставиме дека за n k  важи  

2 1 2( 1)k m
k m k m k mf f f f . 

Од б) следува 2 2
2 1 1k k kf f f , а од а) следува  
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2 1 1 1k k m k m k m k mf f f f f . 
Од последните две равенства и од индуктивната претпоставка добиваме  

2 2 1 2 2
1 1 1 ( ) ( 1) ( 1)k m k m

k m k m k k m k m k m mf f f f f f f f , 
т.е. равенството важи за 1n k , па од принципот на математичка индукција 
следува дека важи за секој природен број 1n m .  

ѓ) Ако во формулата од задачата под д) ставиме 1m  и 2m  добиваме  
2 2

1 1 1( 1)n
n n nf f f f  и 2 1 2

2 2 2( 1)n
n n nf f f f , 

што значи дека  
2

1 1 ( 1)n
n n nf f f      (1) 

и  
2

2 2 ( 1)n
n n nf f f .    (2) 

Ако ги помножиме последните две равенства го добиваме равенството   
4

2 1 1 2 1n n n n nf f f f f , 
кое е еквивалентно на бараното равенство.  

Забелешка. Идентитетот (1) во литературата е познат како идентитет на Ко-
сини.  
 

3. Докажи дека за Фибоначиевите броеви важи:  

а) 2
1

1
n

i n
i

f f ,    б) 4
1
( 1) ( 3)

n
i n

i
n i f f n  

в) 2 3
1

2
n

i n n
i

if nf f ,   г) 2 1 2
1

n
i n

i
f f  

д) 2 2 1
1

1
n

i n
i

f f ,    ѓ) 1
1
( 1) ( 1) 1

n i n
i n

i
f f .  

Решение. а) Од 2 1k k kf f f  следува  

2 1 2 2 2
1 1

( ) 1
n n

i i i n n
i i

f f f f f f . 

б) Од задачата под а) имаме  

1 1 2 1 2 3 1 2
1

3 4 5 2
2

1 2 4
1

( 1) ( ) ( ) ... ( ... )

( 1) ( 1) ( 1) ... ( 1)

( 3).

n
i n

i

n
n

i n
i

n i f f f f f f f f f f

f f f f

f n f f f n

 

в) Од задачите под а) и б) следува  

2 4
1 1 1

2 4 2 2 3

( 1) ( 1 ) ( 1)( 1) ( ( 3))

( ) 2 2.

n n n
i i i n n

i i i

n n n n n

if n f n i f n f f n

nf f f nf f
 

г) Имаме 2 1 2 2 2k k kf f f  па затоа:  
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2 1 2 2 2 2 0 2
1 1

( )
n n

i i i n n
i i

f f f f f f . 

д) Имајќи ги предвид равенствата под а) и г) добиваме  
2

2 2 1 2 2 2 2 1
1 1 1

1 1
n n n

i i i n n n
i i i

f f f f f f . 

ѓ) Од 1
1 2 1 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)k k k k k

k k k k kf f f f f  следува  

1 1
1 1 2

1 2
1

1 1 0

1

( 1) ( 1) [( 1) ( 1) ]

( 1) ( 1)

( 1) 1,

n ni i i
i i i

i i
n

n
n

n

f f f f

f f f

f

 

што и требаше да се докаже.  
 
4. Докажи дека за секој 0n 0  важи  

1NZD( , ) 1n nf f .     (1) 
Решение. За 0n  имаме 0 1NZD( , ) NZD(0,1) 1f f , т.е. равенството е точно.  
Нека претпоставиме дека (1) е точно за n k , т.е. дека 1NZD( , ) 1k kf f . За 

1n k  добиваме  
1 2 1 2 1 1NZD( , ) NZD( , ) NZD( , ) 1k k k k k k kf f f f f f f . 

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека равенството (1) е 
точно за секој 0n 0 .  

 
5. Докажи дека  

2 2
1 1... n n nf f f f . 

Решение. Точни се равенствата   
2

1 1 2 1f f f  и 2
1 1 1 1( )k k k k k k k k k kf f f f f f f f f f ,  

за секој 2,...,k n . Според тоа:  
2 2

1 0 1 1 2 2 3 1 2 1 1 1.... ( ) ... ( ) ,n n n n n n nf f f f f f f f f f f f f f f f  
што и требаше да се докаже.  

 
6. Докажи дека за секои , 1m n  важи |m mnf f .  
Решение. Тврдењето ќе го докажеме со индукција по n .  
За 1n  имаме 1|m m mf f f . Нека претпоставиме дека за секој {2,3,..., }n k  

важи |m mnf f . Според задача 2 а) за 1n k  важи  

( 1) 1 1m k mk m mk m mk mf f f f f f . 

Јасно, 1m mk mf f f , а од индуктивната претпоставка следува 1m mk mf f f , што 
значи дека 1 1|m mk m mk mf f f f f , т.е. ( 1)|m m kf f . Конечно, од принципот на 

математичка индукција следува дека за секои , 1m n  важи |m mnf f .  
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7. Докажи дека ако m nq r , , 0m n , тогаш NZD( , ) NZD( , )m n n rf f f f .  
Решение. Според задача 2 а) важи 1 1nq r nq r nq rf f f f f . Понатаму, од 

задача 6 имаме nq nf kf  за некој k . Сега од задача 4 следува  

1 11 NZD( , ) NZD( , )nq nq n nqf f kf f , 

па затоа важи 1NZD( , ) 1n nqf f .  
Конечно, од претходните разгледувања, задача 4 и својствата на NZD  доби-

ваме  
1 1

1 1 1

1 1 1

1

NZD( , ) NZD( , ) NZD( , )

NZD( , )

NZD( , )

NZD( , ) NZD( , ) NZD( , ),

m n nq r n nq r nq r n

nq r nq r n r n

nq r nq r nq r n

nq r n r n n r

f f f f f f f f f

f f f f kf f f

f f f f f f f

f f f f f f f

 

што и требаше да се докаже.  
 
8. Докажи дека NZD( , )NZD( , )m n m nf f f .  

Решение. Нека  1 1m nq r . Од задача 7 следува 
1

NZD( , ) NZD( , )m n n rf f f f . 

Нека 1 2 2n r q r . Тогаш важи 
1 1 2

NZD( , ) NZD( , )n r r rf f f f . Продолжувајќи ја 
постапката како во Евклидовиот алгоритам добиваме дека постои природен број 
k  таков што 2 1k k k kr r q r  и 1 1k k kr r q . Притоа важи NZD( , )kr m n . 
Бидејќи 1|k kr r , од задача 6 следува 

1
|

k kr rf f , па затоа  

1 NZD( , )NZD( , ) NZD( , )
k k km n r r r m nf f f f f f  

што и требаше да се докаже.  
 
9. Нека , 1m n . Докажи дека |m nf f  ако и само ако |m n .  
Решение. Ако |m n , тогаш од задача 6 следува дека |m nf f .  
Обратно, нека |m nf f . Тогаш од задача 8 следува  

NZD( , )NZD( , )m m n m nf f f f , 

па затоа NZD( , )m m n , што значи дека |m n .  
 
10. Докажи дека бројот nf  е најблизок природен број на бројот 

5

na , каде 

1 5
2a .  

Решение. Според задача 1 имаме 
5

n na b
nf , каде 1 5

2a  и 1 5
2b . Сега 

тврдењето на задачата следува од неравенството  
| | 1 1

25 5 5 5 5
| | | |

nn n n n ba a b a
nf .  

 
11. Докажи дека  



Диференцни равенки  
 

  25 

2 2 3
1 2 2 1 1( 1)( ... )n n n

n n n nx x x f x f x f x f f x f .  (1) 
Решение. Решацијата (1) ја добиваме ако ја искористиме релацијата  

2 1n n nf f f , 
со почетни услови 0 10, 1f f .  

Забелешка. Ако во (1) ставиме 1x  ја добиваме формулата за збирот на пр-
вите n  Фибоначиеви броеви.  

 
12. Ако 2 1, 2x x n , докажи дека за секој природен број n  е точно равен-

ството 1
n

n nx f x f , каде { }nf  е низата на Фибоначи.  
Решение. Задачата ќе ја решиме со математичка индукција по .n  За 1n  и 
2n  добиваме  

1
1 0x f x f x  и 2

2 1 1x f x f x , 
т.е. тврдењето е точно.  

Нека претпоставиме дека за некој за 2n  важи 1
1 2

n
n nx f x f . Тогаш   

1 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 1

( ) ( 1)
( ) .

n n
n n n n n n

n n n n n

x x x x f x f x f xf x f xf
x f f f xf f

 

Конечно, од принципот на математичка индукција следува дека тврдењето е точно 
за секој природен број n .  

  
13. Дали постојат бесконечно многу парови природни броеви ( , )m n  такви што 

2| ( 1)m n  и 2| ( 1)n m .  
Решение. Ќе докажеме, дека сите парови од видот 2 1 1( , ) ( , )k kn m f f , каде 

sf  е s тиот број на Фибоначи го задоволува условот на задачата. Со индукција 
по 1k  лесно се докажува, дека за броевите на Фибоначи е точно равенството 

2
2 1 2 1 2 31k k kf f f .  

Навистина, 2 2
3 1 51 2 1f f f  и ако 2

2 1 2 3 2 11k k kf f f , тогаш бидејќи   

2 3 2 2 2 1 2 1 2 2 1 2 12 3k k k k k k kf f f f f f f , 
добиваме  

2
2 1 2 3 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 3 2 1 2 1 2 1 2 3
2

2 1

(3 ) 3
3 ( 1) (3 ) 1

1.

k k k k k k k k

k k k k k k k

k

f f f f f f f f
f f f f f f f

f

 

Од добиенорто равенство следува, дека  
2

2 1 2 1| ( 1)k kf f  и 2
2 1 2 1| ( 1)k kf f . 

 
14. Нека { }nf  е низата на Фибоначи.  
а) Докажи дека 201010 | f .  
б) Докажи дека 10054 | f .  
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Решение. а)  Од 15 | 2010  и задача 6 следува 15 2010|f f . Но, 15 610f  и како 

510 | f  заклучуваме дека  201010 | f .  
б) Според задача 8 важи NZD( , )NZD( , )m n m nf f f , што значи дека  

6 1005 NZD(6,1005) 3NZD( , ) 2f f f f , т.е. 1005NZD(8, ) 2f  

па затоа 10054 | f .  
 

15. Нека ,m n , 1 , 1981m n  се такви што  2 2| | 1n mn m . Определи ја 

најголемата вредност на изразот 22 nm . 
Решение. Прво во множеството природни броеви ќе ја решиме равенката 

2 2| | 1n mn m . Ако m n  добиваме 1m n . Ако парот ( , )m n , m n  е ре-

шение на горната равенка тогаш важи 2 2 1n mn m  или 2 2 1m mn n . Од 
2 2 1n m mn  следува дека n m . Од втората равенка следува 1 0mn

m nn m  

т.е. n m . Значи, во секој случај постои 0k  таков што n m k   и ако замени-
ме во 2 2 1n mn m  добиваме дека 2 2 1k km m , т.е. парот ( , )k m  е решение 
на равенката. Според тоа, ако парот ( , )m k m  е решение на равенката, тогаш и 
парот ( , )k m  е решение на равенката. Важи и обратното, што значи дека ако парот 
( , )k m  е решение на горната равенка, тогаш и парот ( , )m k m  е решение на оваа 
равенка. Ова значи дека парот ( , )n m m  индуцира нов пар ( , )m n . Сега, парот 
(1,1) е решение на равенката, па затоа последователно добиваме дека паровите  

(1,1), (1,2), (2,3), (3,2), (5,8), (8,13), ..., (987, 1597), (1597, 2584), ... 
се решенија на дадената равенка. Според тоа, решенија на дадената равенка се 
паровите составени од последователчните членови на низата на Фибоначи. Јасно, 
најголемата вредност на изразот 22 nm  при дадените услови е 2 2987 1597 .  
 

16. Дадени се осумнаесет отсечки со должини ix , 1,2,3,...,18i , такви што 
1 1997ix , 1,2,3,...,18i . Докажи дека меѓу овие отсечки постојат три со кои 
може да се конструира триаголник.  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 
должините на отсечките се такви што 1 2 181 ... 1997x x x . Нека претпоста-
виме дека меѓу дадените отсечки не постојат три од кои може да се конструира 
триаголник. Тогаш 1 2i i ix x x , 3,4,5,...,18i , и бидејќи 1 2, 1x x , добиваме 
дека должината на осумнаесеттата отсечка ќе биде поголема или еднаква на 
осумнаесеттиот член на низата на фибоначи:  

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584 . 
Според тоа, 18 2584x , што противречи на 1 1997ix , 1,2.3,4,5,...,18i . 

Значи, меѓу дадените отсечки постојат три од кои може да се конструира три-
аголник.  
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3.  НЕЛИНЕАРНИ ДИФЕРЕНЦНИ РАВЕНКИ  
 

1. Реши ја диференцната равенка 1 (2 )n n nx x cx , со почетен услов 0x a  
Решение. Ако 0c , тогаш дадената равенка има облик 1 2n nx x , т.е. таа е 

линеарна и нејзиното решение е 2n
nx a .  

Нека 0c . Равенката последователно ја трансформираме:  
1 (2 )n n ncx cx cx   1 (1 (1 ))(1 (1 ))n n ncx cx cx   

2
1 1 (1 )n ncx cx   2

11 (1 )n ncx cx .  
Од последната равенка, со помош на математичка индукција наоѓаме  

21 (1 )
n

ncx ca , 

од каде следува 
21 (1 )

n
ca

n cx .    
 

2. Реши ја диференцната равенка 1
1 2 ( )

n

c
n n xx x , со почетен услов 0x a . 

Решение. Забележуваме дека дека  
2( )1

1 2
n

n

x c
n xx c  и 

2( )1
1 2

n

n

x c
n xx c . 

Според тоа,  
2

1
2

1

( ) 2
( )

( )n n n

n nn

x c x c x c
x c x cx c

, 

од што согласно принципот на математичка индукција следува  
2( )

n
n

n

x c a c
x c a c

, 

од каде го наоѓаме nx .  
 

3. Реши ја диференцната равенка 2
1 2 1n nx x , со почетен услов 0x a  

Решение. Нека c  е број кој ја задоволува релацијата 
1

2
c c a . Лесно се 

проверува дека низата { }nx  зададена со  
2 2

2

n n
c c

nx  
е бараното решение. Навистина,  

1 1 2 2 2 2 2 22 2 2 2( ) 2 ( ) 2 2
1 2 2 4 22 1 2( ) 1 2 1

n n n nn n n nc c c cc c c c
n nx x  

и  
0 02 2 1

0 2 2
c c c cx a .  

 

4. Низата { }nx  е решение на диференцната равенка 1
1 1

n

n

x
n xx , кое го задо-

волува условот 1998 3x . Колку е 1x ?  
Решение. Со непосредна проверка наоѓаме дека  
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0

0

1
1 1

x
xx , 

0

1
2 xx , 0

0

1
3 1

x
xx  и 4 0x x , 

што значи дека низатa е периодична со период 4. Од 1998 4 499 2  наоѓаме де-

ка 2 3x , па како 1

1

1
2 1

x
xx  добиваме 1

1

1
13 x

x , од каде наоѓаме 1 2x .  

 
5. Реши го системот диференцни равенки  

1 2 ,n nx y
nx  2

1
n n

n n

x y
n x yy  

со почетни услови 0x a  и 0y b .  
Решение. Со множење на дадените равенки добиваме  

1 1n n n nx y x y . 
Од последната релација и од принципот на математичка индукција следува дека 

n nx y ab , за секој n . Го елиминираме ny  од еквивалентниот систем равенки 

1 2 ,n nx y
nx  n nx y ab  и го добиваме системот:  

n nx y ab , 1
1 2 ( )

n

ab
n n xx x . 

Сега, втората равенка ја решаваме како во задача 2 и наоѓаме  
2( )

n
n

n

x ab a ab
x ab a ab

, 

а од релацијата n nx y ab  го наоѓаме ny .  
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V  АНАЛИТИЧКА ГЕОМЕТРИЈА   
 

1.   КРИВИ ОД ВТОР РЕД  
 
1.1.  КРУЖНИЦА И ПАРАБОЛА  

 
1. Нека n  е природен број. Докажи дека кружницата 2 2 4nx y  не минува 

низ точка со целобројни координати која не е на x оската или на y оската.  

Решение. За фиксен прирoден број n  кружницата 2 2 2(2 )nx y  минува низ 

точките ( 2 ,0)n  и (0, 2 )n .  
 Нека претпоставиме дека постои целоброен пар ( , )x y  за кој важи 

2 2 2(2 )nx y  и кој е различен од паровите ( 2 ,0)n  и (0, 2 )n . Тогаш | | 2nx  и 

| | 2ny . Целите броеви од парот ( , )x y  не може да се со различна парност. Ако x  

и y  се со различна парност, тогаш левата страна на 2 2 2(2 )nx y  е непарен 
број, а левата страна е парен број.  Ако двата цели броја x  и y  од парот ( , )x y  се 
непарни броеви т.е. 2 1x p , 2 1y q  за некои цели броеви p  и q , тогаш  

2 2 2 22[2( ) 1]x y p q p q . 
Од последното равенство добиваме 

2 2 2 12( ) 1 2 np q p q  
што не е можно. Ако двата цели броја x  и y  од парот ( , )x y  се парни броеви, 
тогаш постојат непарни цели броеви a  и b  и природен број k ( k n ) така што 

2kx a  и 2ky b . Ако замениме во равенството добиваме 2 2 2( )2 n ka b , 
што повторно не е можно.  

 
2. Правите 0x  и 4 3x y  се тангенти на кружница која се наоѓа во првиот 

квадрант и има центар на кривата 22 27y x . Најди го радиусот на кружницата. 
 Решение. Нека ( , )a b  се координатите 
на центарот на кружницата и r  е нејзи-
ниот радиус. Да забележиме дека круж-
ницата лежи во полурамнината определена 
со правата 4 3x y  и точката (0,1)  (т.е. со 
позитивниот дел на y -оската), па важи 
3 4 0a b . Бидејќи кружницата се наоѓа 
во првиот квадрант, следува дека 0a  и 

0b . Од тоа што y -оската е тангента 
следува дека r a , а бидејќи центарот се 
наоѓа на параболата 22 27y x  следува x

y

r

4 3x y3y3

22 27y x22 272x2

O
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дека 2 22 27 2 27b a r , па координатите на центарот се 2( ,2 27)r r . 
Растојанието од центарот до y -оската е r  а до правата 4 3x y  е 

2 2

2 2

3(2 27) 4 6 4 81
54 3

r r r r . Бидејќи двете прави се тангенти, следува дека 

26 4 81
5

r rr , и оттука добиваме 26 9 81 0r r . Решенија на последнава 

равенка се 3  и 9
2 , па бараниот радиус е 9

2 .  
 

3. Во точката (4,0)A  повлечена е тангентата на кружницата 2 2 16x y . 
Одреди точка B  на таа тангента таква што плоштината на трапезот образуван од 
координатните оски и тангентите на кружницата повлечени од точката B  има 
плоштина 26. 

Решение. Нека t  е тангентата на кружницата повлече-
на во точката A  и (4, )B b t . Со (0, )C c  да ја означиме 
пресечната точка на правата BC  и y -оската.  Тогаш за 

плоштината на трапезот OABC  добиваме 2 4 26b c , 

односно 13b c . Натаму, равенката на правата BC  
гласи 4

b cy x c .  Условот правата y kx n  да биде 

тангента на кружницата 2 2 2x y r  е 2 2 2(1 )r k n , па 

добиваме 2 2
416(1 ( ) )b c c  и оттука 

216
2

b
bc . Заменувајќи 13b c  во 

последното равенство добиваме 23 26 16 0b b . Решенијата на оваа равенка се 
2

1 3b  и 2 8b .  Точката B  може да биде од двете страни на x -оската 
(кружницата е симетрична во однос на x оската) па затоа добиваме 4 точки кои 
го исполнуваат условот на задачата. Тие се 2

1 2 3 3(4,8), (4, 8), (4, )B B B  и 2
4 3(4, )B . 

 
4. Дадена е кружница со радиус r  и еден негов дијаметар AB . Во точката B  е 

повлечена тангента на кружницата и низ точката A  една права, која ја сече 
кружницата во точката C , а тангентата во точката D . Низ C  е повлечена права 
паралелна со тангентата BD , а низ D  права паралелна со дијаметарот AB . Тие 
две прави се сечат во точката E . Да се одреди геометриското место на точката E
, ако тетивата AC  ротира околу A  .  

Решение. Да избереме координатен 
систем така што равенката на кружницата 
да биде 2 2 2x y r . Дијаметарот  го 
избираме да лежи на Ox -оската (види 
цртеж) Тогаш равенката на тангентата е 
x r , а равенката на тетивата AC  е 

( )y k x r . Точката C  ќе има координати  
2

2 2
1 2
1 1

,k rk
C Ck k

x r y , 

AB

А О B

D
C

E

x

y
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а точката D  ќе има координати , 2D Dx r y rk . Равенката на правата DE  ќе 
биде   

  2y rk  ,               (1) 
а равенката на правата  ќе биде  

  
2

2
(1 )
1

k
k

x r              (2) 

Ако од (1) и (2) го елиминираме параметарот k  , ќе добиеме 2 24 r x
r xy r   и тоа е 

равенката на бараното геометриско место.  
 

5. Во рамнината е дадена кружница со радиус ncm  ( n ) и произволна пра-
ва. Во кружницата се наоѓаат 4n  отсечки со должини 1 cm . Докажи дека постои 
права, паралелна или нормална на дадената, која има заеднички точки со најмалку 
две од дадените отсечки.  

Решение. Да го сместиме кругот и 4n -
те отсечки k ka b , 1,2,3,...,4k n  во право-
аголен систем, при што апсцисната оска ја 
положуваме на дадената права. Нека ' '

k ka b  

и '' ''
k ka b   се проекциите на отсечките k ka b  

на Ox  и Oy -оската, соодветно. Ќе дока-
жеме дека не може проекциите на Ox -
оската да бидат дисјунктни меѓу себе и 
исто така дека проекциите на Oy  оската 
да бидат дисјунктни меѓу себе. Ако 
споменатите проекции се дисјунктни, тогаш очигледните неравенства  

4 ' '

1
2

n
k k

k
a b n ,    

4 '' ''

1
2

n
k k

k
a b n , 

го даваат неравенството  

  
4 ' ' '' ''

1
[ ] 4

n
k k k k

k
a b a b n .         (3) 

Можеме да претпоставиме дека барем една отсечка k ka b  зафаќа остар агол со 
Ox -оската, т.е. можеме да претпоставиме дека за барем еден j  е исполнето 
неравенството  

  ' ' '' ''
j j j j j ja b a b a b ,         (4) 

зошто ако сите отсечки k ka b  се паралелни со Ox -оската или сите отсечки k ka b  се 
паралелни со Oy -оската, тогаш очигледно е дека ќе постои права со бараното 
својство. 

Од неравенствата ' ' '' ''
k k k k k ka b a b a b , 1,2,3,...,4k n  и од неравенствата (3) и 

(4) се доаѓа до противречноста 4 4n n  (неравенството ' ' '' ''
j j j j j ja b a b a b  следу-

ва од тоа што збирот на две страни на еден триаголник е поголем од третата 
страна, види цртеж).   

CE

O

y

x

n

n n

n

n
ja

jb

'
ja '

jb

''
ja

''
jb



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 32 

6. Во точката (4,0)A  е повлечена тангента на кружницата 2 2 16x y . 
Одреди точка B  на таа тангента, таква што плоштината на трапезот, образуван од 
координатните оски и тангентите на кружницата повлечени од точката B , има 
плоштина 26 квадратни единици.  

Решение. Ако t  е тангента на кружницата 2 2 16x y  во точката (4,0)A  и 
нека B t , тогаш координатите на B  се (0, )b . Ако C  е точката во која 
тангентата на кружницата, повлечена во точката B , ја сече y  оската, тогаш таа ќе 
има координати (0, )c . Треба да ја одредиме b  (види цртеж), од условот дека 

плоштината на трапезот OABC  е 26 квадратни единици, т.е. 2 4 26b c , 

13b c .  
 Равенката на правата BC  е: 
 4 0 ( 0)b cy c x , 4

b cy x c .  

Правата y kx n  е тангента на кружни-

цата 2 2 2x y r  само ако важи  
2 2 2(1 )r k n . 

Во нашиот случај имаме  

 2 2
416(1 ( ) )b c c , 

216
2

b
bc .  

Од 13b c  и последната равенка доби-
ваме 23 26 16 0b b , т.е. 2

1 23 , 8b b . Ако ја земеме предвид симетријата во 

однос на x -оската добиваме дека постојат вкупно 4  точки и тоа 1/2(4, 8)B  и 
2

3/4 3(4, )B .  
 
7. Нека a  е позитивен реален број. Најди го геометриското место на центрите 

на кружниците кои ги допираат: кружницата 2 2 2 0x y ax  и y -оската. 

Решение. Нека 1k : 2 2 2( ) ( )x X y Y r  е кружница чиј центар ( , )M X Y  
припаѓа на бараното геометриско место. Бидејќи y -оската е тангента на 1k , 
следува дека X r  или X r .  

1) Ако X r , добиваме дека  
2 2 2

1 : 2 2 0k x xX y yY Y . 
Сега, од системот  

2 2 2

2 2

2 2 0

2 0

x xX y yY Y

x y ax
, 

добиваме  
22 2 2 0xX yY ax Y . 

Оттука, ако 0Y , имаме  
21

2 2( 2 2 ) a X Y
Y Yy xX ax Y x . 

Со замена во втората равенка од системот, добиваме  

(4, )B b

(0, )C c

(4,0)A

D

m

2xO

y

x

c
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2 2

2
( )2 2

4( ) 2 0a X Y
Y

x x a X x ax . 

Бидејќи двете кружници имаат едиствена пресечна точка, следува дека мора 
дискриминантата на последната равенка да е нула. Значи,  

2

2
( )2 2( ) (1 ) 0a X

Y
X a Y . 

Со средување на последново равенство добиваме 2 4Y aX . Значи бараното 
геометриско место во овој случај е параболата 2 4y ax . 

Ако 0Y , се добива  
2 2

2 2

2 0

2 0

x xX y

x y ax
. 

Оттука 2 0a X x . Уште и a X  (во спротивно кружниците би се совпаѓале), 
па 0x  и 0y . Според тоа двете кружници се допираат. Во овој случај 
бараното геометриско место на точки е позитивниот дел од x оската. 

2) Ако X r  и 0Y , работејќи слично како во 1) го добиваме системот  
2 2 2

2 2

2 2 0

2 0

x xr y yY Y

x y ax
 

а потоа и равенката  
22 2

4(1 ( ) ) ( ) 0a r Y
Y x r a x , 

чија дискриминанта е 2 4Y ar  и е негативна.  
Значи кружниците немаат пресечни точки. Ако 0Y  се добива негативниот 

дел од x -оската. 
Конечно, бараното геометриско место на точки е x -оската и параболата 

2 4y ax . 
 

8. Две кружници со радиуси R  и r  се допираат во точката M . На кружницата 
со радиус r  е дадена точка N , дијаметрално спротивна на M  и во таа точка е 
повлечена тангента. Да се најде радиусот на кружницата која што ги допира двете 
кружници и тангентата што минува низ точката N .    

Решение. I случај. Кружниците се допираат однадвор (направи цртеж). Имаме:  
2 2 2

2 2 2

( 2 ) ( )

( ) ( ) ,

R r x y R x

x r y r x
 

од каде што, со елиминација на y , се добива ( )r R r
Rx . Другата кружница која 

ги допира двете дадени кружници и тангентата има центар во точката S  и радиус 

2
R r .  

II случај. Кружинците се допираат однатре. Во овој случај може да се прет-
постави дека R r  (направи цртеж). Има три такви кружници. Едната од нив има 
центар во точка P  и радиус 2

R rx , а другите две се симетрични меѓу себе. Нив-
ните радиуси се добиваат од следните релации  
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2 2 2

2 2 2

( ) ( )

( 2 ) ( )

r x y r x

R r x y R x
 

од каде што добиваме дека ( )r R r
Rx .  

 
9. Нека 0K  е кружницата со центар во 1

0 2(0, )C  и радиус 1
2 , 1K  е кружница 

со центар во 1
1 2(1, )C  и радиус 1

2 , 2K  е кружница која ги допира 0K , 1K  и x -

оската и 3K  е кружницата која ги допира 0K , 2K  и x -оската. Докажи дека за 

1,2,3n  радиусот nr  на кружницата nK  е 2
1

2n n
r  и дека кружницата nK  ја 

допира x -оската во точката 1
n nx . 

Решение. Нека nx  е x -координатата на допирната точка на nK  со x -оската и 

нека ( , )n n nC a b  е центарот на nK . Тогаш, 2
1 1

1 2 21
r  и 1

1 11x , па за 1n  

тврдењето е докажано. 
За 2n  очигледно е дека 1

2 2x  

и 2 2b r . Со примена на Питагоро-
вата теорема наоѓаме  

2 2 21 1 1
2 22 2 2( ) ( ) ( )r r  

и оттука 2
1 1

2 8 2 2
r , па тврдењето 

е докажано и за 2n . 
Слично, бидејќи 0K  и 3K  се 

допираат следува дека 
2 2 21 1
3 3 32 2( ) ( )x r r  а од допирот на 2K  и 3K  следува дека 

2 2 21 1 1
3 3 32 8 8( ) ( ) ( )x r r . Од првата равенка се добива дека важи 2

3 32x r  а 

од втората 2
3 3 34 4 1 2x x r . Значи, останува да го решиме системот  

2
3 3

2
3 3 3

2

4 4 1 2

x r

x x r
.  

Со замена на 3r  од првата равенка во втората ја добиваме квадратната равенка 
2
3 33 4 1 0x x , чии решенија се 1  и 1

3 . Јасно, 1  не може да биде координатата 

на бараниот допир, па 1
3 3x . Сега, 

2
3

2
1 1

3 2 18 2 3
xr , па тврдењето е докажано и 

за 3n . 
 
10. Во рамнината се дадени кружницата :k  2 29 28911

4 4 16( ) ( )x y  и точки 

7 2 2
4(1 2 2, )M  и 7 2 2

4(1 2 2, )N , надвор од неа.  

1

1
2

3K 2K

K 1K

1
2

1
22 r2r2

1
2

2
r 2r 2

y

xO



Аналитичка геометрија 

  35 

a) Најди ја равенката на кружницата која минува низ точките M  и N  и ја 
допира кружницата k .  

b) Кунструирај ја кружницата која минува низ точките M  и N  и ја допира 
кружницата k .  

Решение. а) Центрите ( , )O p q на кружниците кои минуваат низ точките M  и 
N  се наоѓаат на симетралата на отсечката MN  чија равенка гласи:  

9
44q p            (1) 

Кружниците кои минуваат низ точките M  и N  ги задоволуваат равените  
2 2 27 2 2

4(1 2 2 ) ( )p q r  и 2 2 27 2 2
4(1 2 2 ) ( )p q r  

соодветно. Ако ги собереме последните две равенки после средувањето ја добива-
ме равенката  

2 2 27 201
2 162p q p q r .        (2) 

Понатаму, ако го искористиме условот за да две кружници 1 1 1 1( ( , ), )O p q r  

2 2 2 2( ( , ), )O p q r  се допираат, кој гласи 2 2 2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( )p p q q r r  ја доби-

ваме равенката  
2 2 29 1711

4 4 4( ) ( ) ( )p q r        (3) 
Конечно, за да ги определиме бараните кружници треба да го решиме системот од 
трите равенки (1), (2) и (3) со непознати ,p q  и r . Со решавање на овој систем ги 

добиваме кружниците 1k : 7 19 17
1 14 4 4( , ),O r  и 2k : 3 15 51

2 28 4 8( , ),O r .  
б) Конструкцијата ќе ја 

реализираме користејќи степен 
на точка во однос на кружница. 
Ја повлекуваме симетралата s  
на отсечката MN  и на си-
метралата земаме произволна 
точка S .  

Повлекуваме кружница 3k  
со центар во S  и радиус 
SM SN . Кружницата 3k  ја 
сече кружницата k  во точките 

1M  и 1N . Повлекуваме права 

1 1M N  и во пресекот со правата 
MN  наоѓаме точка . Од 
точката P  на кружницата k  
повлекуваме тангенти 1t  и 2t  
кои ја допираат кружницата k  
во точки 1T  и 2T , соодветно. 
Правите 1CT  и 2CT  ја сечат 
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симетралата s  во точки 1C  и 2C , соодветно и тоа се центрите на бараните 

кружници 1k  и 2k , чии радиуси се 1 1C T  и 2 2C T , соодветно.  
 
11. Точките K  и L  се ортогонални проекции на две точки P  и Q  од пара-

болата на нејзината оска, соодветно (различни од нејзиното теме A ). Докажи дека  
2

2
AK PK
AL QL

 Решение. Ќе ја разгледаме параболата чие теме е координатниот почеток, а 
нејзина оска е x -оската. Нејзината равенка е 2 2y px , за некој реален параметар 

p . Нека дадените точки се 
2

2( , )a
pP a  и 

2

2( , )b
pQ b . Нивните проекции врз нејзината 

оска се 
2

2( ,0)a
pK  и 

2

2( ,0)b
pL . Затоа, 

2 2

2 2
aPK
bQL

 и 
2

22
2 2

2

a
p

b
p

aAK
AL b

, односно 
2

2
AK PK
AL QL

 

што и требаше и да се докаже.  
 
12. Правите 1l и 2l  се паралелни со апсцисната оска, а растојанието меѓу нив е 

еднакво на 1 (правата 1l  е поблиску до апсцисната оска). Правата 1l  и параболата 
2y x  се сечат во точката A  а правата 2l  и ординатната оска се сечат во точката 

B . Пресметај ја вредноста на OABOAB  каде O  е координатниот почеток.  
Решение. Нека равенките на правите се 1 :l y b  и 2 : 1l y b . Ако 1x  е 

апсцисната на точката A  тогаш нејзината ординате е 2
1x b  (види цртеж). Нека 

пресечната точка на 1l  и ординатната оска е точката D . 
Од правоаголниот AOCAOC  имаме: 

  
2 2 2 2 2

1 1( )OA x x b b .  
Од условите на задачата, за право-
аголниот триаголник ABD , имаме  

  
2 2 2

1AB AD BD b .  
Бидејќи 1OB b , имаме  

2 2 2

2 22

( 1) 2 1

( ) ( 1) .

OB b b b

b b b AO AB
 

Според обратната теорема на Питагора, 
триаголникот OABOAB  е правоаголен со 
хипотенуза OB . Значи, 90OAB 9OAB .  

 
13. Најди геометриско место на точки во рамнината, за кои што разликата на 

квадратите на растојанијата од дадена точка и од дадена права е постојана.  
Решение. Нека точката A  не лежи на правата l . Избираме, во рамнината оп-

ределена со A  и l , координатен систем таков што x -оската се совпаѓа со правата 

y

x

A

B

D

O 1x

b

1b

y b

2y x
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l , а точката A  да лежи на y -оската (види цртеж). Точката A  има координати 

0(0, ),y 0 0y .  
Нека ( , )M x y  е произволна точка од 

бараното геометриско место точки и нека 
1MM l , 1( ,0)M x . По услов е: 

2 2
1MA MM c , constc . 

Оттука наоѓаме:  

2
0

0 0

2 2 2
0

2 2
0 0

21
2 2

( )

2

.y c
y y

x y y y c

x y yy c

y x

 

Значи, бараното геометриско место точки е парабола. Притоа 
1) Ако 2

0y c , параболата ја допира правата l .  
2) Ако A l , тогаш 0 0y , па бараното геометриско место при 0c  се две 

прави, нормални на правата l  и на растојание c  од точката A . При 0c  
правите се совпаѓаат, а при 0c  бараното множество точки е празно.  

 
14. Со формулата 2 22( 1)y x k x k , k  дадено е множество параболи. 

Одреди го геометриското место на темињата на параболите.  
Решение. Ги одредуваме прво координатите на темето на параболата  

2 22( 1)y x k x k . 
Тие се променливи. Да ги означиме со x  и y , тогаш: 

2( 1)
2 2 1kb

ax k , 
2 22 4 4( 1) 2 24

4 4 2 1 2 1k kac b
ay k k k k .  

Го елиминираме параметарот k  од овие две равенства и добиваме  
2 1 2( 1) 1 2 1y k x x . 

Значи, правата 2 1y x  е бараното геометриско место.  
 
15. Множеството прави  е определено со равенката 22y ax a . Определи 

го множеството точки 2( , )x y 2  низ кои не минува ниту една од правите од мно-
жеството .  

Решение. Ако ( , )x y  е точка од рамнината низ која не минува ниту една права 

од множеството прави , тогаш равенката 22y ax a  нема реално решение по 
параметарот a  во множеството реални броеви. Значи, квадратната равенка  

2 2 0a ax y  
нема реални решенија. Според тоа, нејзината дискриминанта D  е негативна. Сега 

2( 2 ) 4 0x y , односно 2x y .  

( , )M x y
(0, )A y )y

1( ,0)M x
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Обратно, нека ( , )x y  е точка од рамнината за која 2x y . Нека претпоставиме 

дека постои права 22y ax a  која минува низ точката ( , )x y . Значи, равенката  
2 2 0a ax y  

има реално решение. Според тоа, 0D , каде 24( )D x y .  

Добиваме 2 0x y , т.е. 2y x  што е во спротивност со почетната претпо-
ставка.  

Конечно, множеството точки од рамнината низ кои не минува ниту една права 
од множеството точки  е внатрешноста на параболата 2y x .  

 
16. Определи ја кривата на која се наоѓаат  темињата на параболите 

2y x bx c , кои ја допираат параболата 2y x . 

Решение. Нека параболите 2y x bx c  и 2y x  меѓусебно се допираат. 

Тогаш равенката 2 2x bx c x  има едно решение. Равенката 22 0x bx c  
има едно решение, т.е. има двоен корен ако и само ако 2 8 0b c . Според тоа 

параболите се допираат ако и само ако 
2

8
bc , т.е. ако и само ако параболата 

2y x bx c  го има обликот 
22

8
by x bx . Нејзино теме е 

2

2 8( , )b bT . 

Бидејќи 
2 21

8 2 2( )b b , добиваме дека темињата на параболите се наоѓаат на 

параболата 21
2 2 2( )b b , т.е. 21

2y x .  
 
17. На река широка 30m  треба да се изгради параболичен мост со столбови на 

растојание 5m . Висината на средниот столб е 7,5m . Колкави се висините на 
другите столбови? 

Решение. Мостот го поставуваме во координатен систем како на цртежот.  
Тогаш равенката на параболата е 2y ax b  а бидејќи таа минува низ точките 

(0;7,5)  и (15,0)  добиваме 

7,5b  и 1
30a . Висините на 

другите столбови се  
2 201

1 30 35 7,5h  
2 251

2 30 610 7,5h  
 
18. Аголот образуван од полуправите y x  и 2y x  при 0x  отсекува од 

параболоата 2y x px q  два лаци, кои ги проектираме на x оска . Докажи 
дека проекцијата на левиот лак е за еден пократка од проекцијата на десниот лак.  

Решение. Апсцисите 1x  и 2x  на пресечните точки на правата y x  и парабо-

лата се решенија на равенката 2 ( 1) 0x p x q , па според тоа 1 2 1x x p . 
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Аналогно, точките на пресек на параболата и правата 2y x  имаат апсциси 3x  и 

4x  кои се решенија на равенката 2 ( 2) 0x p x q , па според тоа 

3 4 2x x p . Броевите 1 2 3 4, , ,x x x x  се означени така што 1 2x x , 3 4x x , 

1 3x x , 2 4x x . Проекцијата на левиот лак има должина 1 3x x , а на десниот лак 

4 2x x . Нивната разлика е  

4 2 1 3 3 4 1 2( ) ( ) ( ) 2 (1 ) 1x x x x x x x x p p  
 

19. Одреди ги реалните броеви b и c  така што правата y x  ја допира пара-

болата 2y x bx c  во точка со апсциса 2. 
 Решение. Прв начин. Го формираме системот равенки  

2y x bx c
y x

. 

Оттука, со замена на x  од втората во првата 
равенка добиваме 2 ( 1) 0x b x c . За да правата 
и параболата се допираат потребно е дискри-
минантата на последната равенка да биде еднаква на 
нула, односно 2( 1) 4 0b c . Од друга страна 
точката на допирот има апсциса 2 и лежи на правата y x  , па мора и ординатата 

да и биде 2. Но таа точка лежи и на параболата, па добиваме 22 2 2b c . Значи 
го добивме системот равенки  

2

2

2 2 2

( 1) 4 0

b c

b c
. 

Решението на последниов систем е 3, 4b c . 
Втор начин. Јасно е дека ординатата на допирната точка е 2. Заменувајќи 
2x и 2y  во равенката на параболата добиваме 22 2 2b c  и оттука 

2( 1)c b . Коефициентот пред 2x  во равенката на параболата е позитивен, па 

параболата е завртена нагоре. Значи за секој реален број x  важи 2x bx c x . 
Строго неравенство важи секаде освен во точката 2,  односно неравенството 

2x bx c x  важи за ( ,2) (2, )x . Според тоа равенката 2x bx c x  
има едно реално решение, односно дискриминантата и е еднаква на нула. Значи 

2( 1) 4 0D b c . Имајќи предвид дека 2( 1)c b  добиваме  
2( 1) 8( 1) 0b b . 

Решени на последнава равенка е 3b . Според тоа 4c . 
 
20. Нека ABC  е впишан триаголник во параболата 2y x . Броевите , ,a b c  се 

апсциси на средните точки на неговите страни.  
 Определи го радиусот на опишаната кружница околу триаголникот .  

O

y

x

2

2

y=
x

cbxay 2
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 Решение. Нека 2( , )A l l , 2( , )B m m  и 2( , )N n n  се темиња на триаголникот 
ABC . Тогаш од условот на задачата имаме  

1
2 ( )c m l , 1

2 ( )b l n , 1
2 ( )a n m , 

а според формулата за пресметување на плоштина на триаголник зададен во 
координати имаме  

2 2

2 2
1 1| | | ( )( )( ) |
2 2ABC

m l m l
P m n n l l m

n l n l
. 

 Од друга страна,  
2 2 2 2 2 2( ) ( ) | | 1 ( ) | | 1 4AB m l m l m l m l m l c  

2 2 2 2 2 2( ) ( ) | | 1 ( ) | | 1 4BC n m n m n m n m n m a  
2 2 2 2 2 2( ) ( ) | | 1 ( ) | | 1 4CA l n l n l n l n l n b  

 Сега радиусот на опишаната кружница околу триаголникот ќе го пресметаме 
по формулата  

2 2 21
4 2 (1 4 )(1 4 )(1 4 )

ABC

AB BC CA
PR a b c . 

 
21. Нека q  е произволна права низ фокусот F  на параболата 2 2 ,y px  а 1S  и 

2S  се пресечните точки на правата  q  и параболата. Докажи дека 
1 2

1 1 2 .pFS FS
 

Решение. Секоја точка од параболата се 
наоѓа на еднакво растојание од фокусот F  и од 
директрисата (правата r ). Растојанието меѓу 
фокусот и директрисата е .p  Со E  и G  ќе ги 
означиме проекциите на 1S  и 2S  соодветно на 

x - оската. Ако  1 1FS d   и  2 2 ,FS d  тогаш   

1FE p d ,   2 .FG d p   
Од сличноста на 1FES1FES1  и 2FGS2FGS2  следува 
1 2

1 2
,p d d p

d d  а оттука 
1 2

1 1 2 ,d d p   односно  

1 2

1 1 2 .pFS FS
 

 
22. Дадена е парабола 2 2 , 0y px p . На параболата се дадени точки , ,A B C  

( A  има најголема, а C  најмала ордината) такви што симетралата на ABCABC  е 
паралелна со x оската. Ако должината на проекцијата на отсечката AC  на y
оската е еднаква на 4 p , определи ја ординатата на средината на отсечката BC .  

Решение. Нека 
22 2

2 2 2( , ), ( , ), ( , )CA B yy y
A B Cp p py y y  се координатите на точките , ,A B

C , соодветно. Бидејќи правите AB  и BC  за фаќаат суплементни агли со x

x

yr

1d

1d

2d

2d

1S

2S

F
E

q
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оската, следува дека нивните коефициенти на правци се спротивни. Од условот 
AB BCk k  имаме  

2 22 2

2 2 2 2

B CA B
y yy yA B CB

p p p p

y yy y ,  

т.е.  

2 2 2 2
B CA B

A B B C

y yy y
y y y y

, 

од каде добиваме 2 0A B Cy y y . 
Бидејќи A Cy y , а должината на проек-
цијата на отсечката AC  на y оската е 
еднаква на 4 p  добиваме 4A Cy y p . 
Од последните две равенства следува 
2 2 4B Cy y p , што значи дека орди-

натата на средината P  на отсечката BC  е 2
B Cy y p .  

 
23. Нека p  и q  се реални броеви. Графикот на функцијата 2( )f x x px q  ги 

сече кординатните оски во три различни точки , ,A B C . Докажи, дека кружницата 
опишана околу триаголникот ABC  ја сече y оската во точка со ординатна 1.  

Решение. Нека графикот ги сече координатни-
те оски во точките ( ,0),A a ( ,0),B b (0, )C c . Тогаш 
a  и b  се нули на квадратната функција, па затоа 
ab q , а c  е вредноста на функцијата за 0x , 
па затоа (0)c f q . Нека (0, )D d  е втората 
пресечна точка на опишаната кружница околу 
триаголникот ABC . Бидејќи тетивите AB  и CD  
се сечат во координатниот почеток важи  

OA OB OC OD , 
па како | |, | |,OA a OB b  | |, | |OC c OD d  до-
биваме | | | |ab cd . Броевите ab  и cd  се секогаш со ист знак и тоа негативни ако 
координатниот почеток е во внатрешноста на кружницата и позитивни ако 
центарот е надвор од кружницата. Сега од ab cd  и ab q c  следува дека 

1d , што и требаше да се докаже.   
 
24. Во рамнината се дадени две параболи со 

заемно нормални оски така, што тие се сечат во 
четири точки. Докажи, дека пресечните точки 
лежат на една кружница.  

Решение. Избираме правоаголен координа-
тен систем Oxy  така, што оските на параболите 
се координатни оски (види цртеж). Тогаш равен-
ката на едната парабола е  

dxcy 2

0,2 adyax

y

xR
O

Z
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2 , ( 0, 0),x ay b a b  
а на другата е  

2 , ( 0, 0).y cx d c d  
Координатите ( , )x y  на пресечните точки на параболите го задоволуваат системот 
равенки  

2

2

x ay b

y cx d
 

Ако првата равенка ја поделиме со a , а втората со c  и ги собереме, после иденти-
чни тѕрансформации ја добиваме равенката  

2 2
2 21 1 1 1

2 2 4 4
( ) ( ) b d

a c a ca c
x y , 

која е равенка на кружница со центар 1 1
2 2( , )a cZ  и радиус 2 2

1 1
4 4

b d
a ca c

R .  

 
25. Правата y kx n  ја сече параболата 2 2y px  во две точки. Тангентите 

кон параболата повлечени во пресечните точки зафаќаат агол од 45 . Определи ја 
зависноста меѓу ,k n  и p .   

Решение. Пресечните точки на правата и параболата се решенија на системот  

2 2

y kx n

y px
, 

од каде што последователно добиваме  
2( ) 2kx n px  

2 2 2(2 2 ) 0k x k p x n .  
Решенија на последната квадратна равенка се  

2

2
2

1/2
p kn p pnk

k
x , 

а y -координатата на пресечните точки се 
2 2

1/2
p p knp

ky . Сега, коефи-
циентите на правец на тангентите на хиперболата во пресечните точки се 

21/2
2

kp

p p knp
t .  

Од условот на задачата 1 2

1 21 1t t
t t , добиваме  

2 2

2 22 2 ( 2 )2 2
1kp kp k p

p p knpp p knp p p knp
, 

од каде со алгебарски трансформации се добива 2 2 2
2( ) 2n kp knp p .  

 
26. Определи ја кривата на која се наоѓаат темињата на параболите 

2y x bx c , кои ја допираат параболата 2y x . 
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Решение. Нека параболите 2y x bx c  и 2y x  меѓусебно се допираат. 

Тогаш равенката 2 2x bx c x  има едно решение. Равенката 22 0x bx c  
има едно решение, т.е. има двоен корен ако и само ако 2 8 0b c . Според тоа 

параболите се допираат ако и само ако 
2

8
bc ,  т.е. ако и само ако параболата 

2y x bx c  го има обликот 
22

8
by x bx .  Нејзино теме е 

2

2 8( , )b bT . 

Бидејќи 
2 2

8 2
1 ( )
2

b b , добиваме дека темињата на параболите се наоѓаат на 

параболата 21
2 2 2( )b b , т.е. 21

2y x .  
 

27. Најди го геометриското место на точки во рамнина за кои разликата од ква-
дратите на растојанијата од дадена точка и од дадена права е константна и еднаква 
на c . 

Решение. Нека A  е дадената точка и l  e дадената 
права. Избираме координатен систем со x оска 
дадената права, а y оска нормалата на дадената 
права што минува низ A . Тогаш 00,A y . Нека 

,M x y  е произволна точка од бараното геометриско 

место и 1 ,0M x  е проекцијата на M  на x оската.  

Тогаш, 
2 2

1AM M M c ,  т.е. 22 2
0x y y y c . Оттука 2 2

0 02yy x y c . 
1) Ако 0 0y , т.е. A  не лежи на l , бараното геометриско место е параболата 

2
0

0 0

21
2 2

y c
y yy x . 

2) Ако 0 0y , т.е. A  лежи на l , добиваме 2x c , па бараното геометриско место 

се правите x c  и x c  за 0c , а празно множество за 0c .  
 
28. Докажи дека центрите на опишана кружница околу правоаголен триагол-

ник, чии темиња лежат на дадена парабола, и темето каде што е правиот агол се 
совпаѓа со темето на параболата, лежат исто така на парабола.  

Решение. Нека темињата на правоагол-
ниот триаголник AOB  со прав агол кај 
темето (0,0)O  лежат на параболата 2y kx  
(јасно (0,0)O  е теме на параболата). Тогаш 

координатите на темето A  се 2( , )a ka  а на 

B  се 2( , )b kb  каде што , 0a b . Равенката 
на правата низ O  и A  е y kax  а низ O  и 
B  е y kbx . Бидејќи OA  и OB  се заемно 

нормални прави следува дека 2
1

k a
b . 
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Значи темето B  има координати 2 3 2
1 1( , )

k a k a
. Ако S  е центарот на опишаната 

кружница околу триаголникот, тогаш S  е средина на AB  па има координати 

2 3 2
21 1 1 1

2 2( ( ), ( ))
k a k a

S a ka  

Нека 2
1 1
2 ( )

k a
x a , 3 2

21 1
2 ( )

k a
y ka . Тогаш  

3 2 2 2 2
2 2 2 21 1 1 1 2 1 2 1

2 2 2( ) (( ) ) ((2 ) ) 2 kk a k a k k
y ka k a k x kx  

 
29. Докажи, дека сите тетиви на параболата 2 4y ax  кои се хипотенузи на 

правоаголен триаголник со прав агол во координатниот почеток, минуваат низ 
иста точка.  

Решение. Нека 1 1( , )A x y  и 2 2( , )B x y  се крајни точки на тетива која е хипоте-
нуза на правоаголен триаголник со прав агол во координатниот почеток O . Кое-

фициентите на правци на правите OA  и OB  се 1

1

y
xk  и 2

2
' y

xk . Од 1' kk  сле-

дува  
1 2 1 2 0x x y y .            (1) 

Нека y mx b  е равенката на правата на која лежи тетивата AB . Тогаш 1x  и 

2x  се решенија на квадратната равенка 2( ) 4mx b ax , т.е. на равенката  
2 2 2(2 4 ) 0m x bm a x b . 

Затоа  
2

21 2
b
m

x x  и 2 2 4
1 2 1 2 1 2 1 2( )( ) ( ) ab

my y mx b mx b m x x mb x x b . 

Сега од (1) и последните две равенства добиваме 
2

2
4 0b ab
mm

, т.е. 4b am . 

Според тоа, секоја тетива која е хипотенуза на правоаголен триаголник со прав 
агол во координатниот почеток лежи на права чија равенка е  

4 ( 4 )y mx am m x a , 
а тоа е права која минува низ точката (4 ,0)a .  

Конечно, од произволноста на точките A  и B  следува тврдењето на задачата.  
 
30. Дадена е точка 0T  од параболата P  чија равенка е 2 2y px  и точка '

0T  

таква што средината на отсечката '
0 0T T  припаѓа на оската на параболата P . За 

променлива точка T  на P , различна од 0T  и на неа симетричната точка во однос 

на оската на параболата, нормалата повлечена од точката '
0T  на правата 0T T  ја 

сече правата s  која минува низ T  и е паралелна на оската на P  во точка 'T . 
Определи го геометриското место на точката 'T .  

Решение. Нека апсцисите на точките '
0 0, , , 'T T T T  се '

0 0, , , 'x x x x , а нивните 
ординати се 0 0, , ,y y y y , соодветно. Коефициентите на правци на правите 0T T  и 

'
0 'T T  се  
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0 0
2 20 00

2 ( ) 2y y p y y p
x x y yy y

 и 0
'
0'

y y
x x

, 

Па затоа овие две пра се заемно нормални ако 
и само ако  

'
0' 2x x p , т.е. '

0' 2 constx x p . 
Затоа точката 'T  лежи на правата чија равенка 
е '

0 2x x p  и која е нормална на оската на 
параболата и е оддалечена за 2 p  од точката 

'
0T . Притоа, секоја точка '( ', ')T x y  од оваа права се добива со опишаната постапка 

од единствената точка на параболата со ордината 'y . Единствено точките со 
ординати 0y  и 0y  не може да се добијат на опишаниот начин.  
 

31. Докажи, дека ортоцентарот на триаголникот формиран од три тангенти на 
параболата лежи на директрисата на таа парабола.  

Решение. Нека равенката на параболата е 2y px . Тогаш равенката на 

нејзината директриса е 2
px . Равенките на тангентата на параболата во точките 

1 1 1( , )T x y , 2 2 2( , )T x y , 3 3 3( , )T x y  се  

 
1 1yy px px ,            (1) 

2 2yy px px ,            (2) 

3 3yy px px ,            (3) 

соодветно. Тангентите (2) и (3) се сечат во точката 1 1
23 2 3 2 32 2( , ( ))pT y y y y . 
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Правата (1) има коефициент на правец 
1

p
y , па затоа висината на триаголникот 

повлечена во точката 23T  има равенка  
2 311

2 32 2( ) ( )y yy
p py y y x .  

Пресечната точка на висината и директрисата има ордината  
2 3 1 2 31

2
1 1

2 3 1 2 32 2 2 2 2
( ) ( ) ( )y y y y yy p

p p p
y y y y y y . 

Добиениот израз е симетричен во однос на 1 2 3, ,y y y , од што следува тврдењето 
на задачата.  

 
32. Дадени се параболите 2y x ax b  и 2y x cx d  кои што немаат 

заедничка точка. Дали постои права таква што параболите да лежат на различна 
страна од правата.  

Решение. За фиксна вредност на независно променливата x , вредноста на 
првата парабола е 2x ax b  а вредноста на втората парабола е 2x cx d . За 
овие две вредности средна вредност е 2 2

a c b dx , при што  
2

2 2
a c b dx ax b x  и 2

2 2
a c b dx cx d x . 

Според тоа, првата парабола 2y x ax b  се наоѓа над графикот на правата 

2 2
a c b dy x  а втората парабола 2y x cx d  се наоѓа под графикот на 

правата 2 2
a c b dy x  и тоа е една од правите кои го исполнуваат условот на 

задачата.  
 

33. Дали постои вредност на параметарот a , така што темето на параболата 
24 4( 1)y x a x a  да лежи во вториот квадрант.  

Решение. Параболата можеме да ја запишеме во облик  
2

2 2 21 1
2 2
2 21

2

4[ ( 1) ] ,

4[ 2 ( ) ] ( 1) ,

4( ) ( 1).

a a

a

y x a x a

y x x a a

y x a a

, 

Според тоа, нејзино теме е 21
2( , ( 1))aT a a . Бидејќи  

2 2 23 3 31 1 1
2 4 4 2 4 41 2 ( )a a a a a , 

за a , добиваме дека 2 3
4( 1) 0a a . Значи, точката T  припаѓа или на 

третиот или на четвртиот квадрант. Таква вредност за параметарот a  не постои.    
 
34. Нека a  и b  се реални броеви. Познато е дека параболата 2y ax b  ја 

сече кривата 1
xy x  во точно три точки. Докажи, дека 3 1ab .  

Решение. Од условот на задачата следува дека системот  
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2

1
x

y ax b

y x
 

има три реенија, односно равенката од трет степен има  
3 2 1 0ax x bx  

има три реални решенија. Овие решенија да ги означиме со 1 2 3, ,x x x . Од Вието-
вите формули следува  

1 1
1 2 3 1 2 2 3 3 1 1 2 3, ,b

a a ax x x x x x x x x x x x  
Неравенството кое треба да го докажеме е еквивалентно со неравенството 

2
1 3 b

aa
, односно со неравенството  

2
1 2 3 1 2 2 3 3 1( ) 3( )x x x x x x x x x , 

т.е. со неравенството  
2 2 2

1 2 2 3 3 1( ) ( ) ( ) 0x x x x x x , 
кое очигледно е исполнето.  

 
35. Одреди го, во комплексната рамнина, множеството точки  

3{ | , }t i
t iz z t }  . 

Решение. Комплексниот број z x iy  во комплексната рамнина е претставен 
со точката ( , )M x y , каде што ,x y . Затоа ќе го пресметаме реалниот и имаги-

нарниот дел на комплексниот број 3t i
t iz . Имаме: 

2

2 2
3 3 1 4

1 1
t i t i t t
t i t i t t

z i , т.е.  
2

2 2
3 1 4

1 1
,t t

t t
x y           (1) 

За да ја добиеме врската меѓу x   и y , ќе го елиминираме параметарот t  . Имаме, 
2

2 2
3 1 4

1 1
3t

t t
x , т.е. 2 4

31 xt  ( 3x ), па затоа 3
44 xy t , т.е.  

3
y

xt .            (2) 

Од (1) и (2) добиваме 2 4
3 3( ) 1y

x x , т.е  
2 2( 1) 4x y            (3) 

Значи, сите точки припаѓаат на една кружница, со центар во точката (1,0) и 
радиус 2.  

За секоја точка ( , )x y  од кружницата (3), освен за точката (3,0), постои t  

така што 3t i
t ix iy . Според (2) мора да важи 3

y
xt , па ако замениме во (1) 

гледаме дека тие релации се задоволени. За точката (3,0) не постои t , за кој би 

било 
2

2
3 1

1
3 t

t
.  

Следователно, бараното множество точки е кружница, со центар во точката 
(1,0) и радиус 2, без точката (3,0).  
 



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 48 

1.2.  ХИПЕРБОЛА И ЕЛИПСА  
 
1. Како гласи равенката на рамнострана хипербола, која минува низ точката 
(4,3)M ? 
Решение. Хиперболата е рамнострана, ако a b ; нејзината равенка зависи 

само од еден параметар a :  
22

2 2 1yx
a a

  или  2 2 2x y a . 

Ако го искористиме условот хиперболата да минува низ точката (4,3)M , ќе 

имаме 2 2 24 3 7a , па равенката на хиперболата е 2 2 7x y .  
 
2. Нацртај го графикот на решенијата на равенката  

2 2
1 1 2

11 1 xyx y
. 

Решение. Дадената равенка ја трансформираме во видот  
2 2 2 2 3 3

2

2 2 0

( ) (1 ) 0.

x xy y x y x y xy

x y xy
 

Оттука x y  или 1xy .  
Следствено, графикот на дадената равенка е вкупноста на правата y x  и 

хиперболата 1xy .   
 
3. Најди ги координатите на точката M  од хиперболата 2 2 8x y , која лежи 

во првиот квадрант и од која реалната оска на хиперболата се гледа под агол од 
30 .   
Решение. Геометриското мес-

то на точки од првиот и вториот 
квадрант, од кои реалната оска на 
дадената хипербола се гледа под 
агол ( 30 ) е кружен лак со 
центар во точката (0, )S y  (види 
цртеж).  

Од правоаголниот триаголник 
1T OS  следува дека  

8 ctg30 2 6y 62  
8

sin30
4 2r 4 .  

Според тоа, равенката на кружни-
цата е  

2 2 2( 2 6) (4 2)x y . 
Точката M  е пресек на кружницата k  и хиперболата, па нејзините координати ги 
наоѓаме со решавање на системот  

x

y

O

1T 2 ( 8,0)T

(0, )S y

1
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2 2

2 2

( 2 6) 32

8.

x y

x y
 

Од четирите решенија на овој систем, го избираме само она во првиот квадрант; 
на таков начин добиваме (4 2,2 6)M .  

 
4. Нека ABC  е рамнокрак триаголник со основа 2AB a  и нека P  е пресечна 

точка на правата BC  со правата p  што минува низ темето A  и е нормална на 
страната AC . Да се најде геометриското место на точките P  кога точките A  и 
B  се фиксни, а точката C  се движИ, така што триаголникот ABC  секогаш да е 
рамнокрак.   

Решение. Од условите на задачата 
следува дека точката C  се движи по 
симетралата на отсечката AB . Затоа, 
да избереме координатен систем, 
така што правата AB  да е x -оската, 
а симетралата на отсечката AB  да е 
y -оската (види цртеж). Тогаш имаме 

( ,0)A a , ( ,0)B a  и (0, )C c , при што 
0c  се менува. Равенките на 

правите BC  и p  се:  

1yx
a c   и ( )a

cy x a , 

соодветно. Со елиминација на параметарот c  се добива равенката  2 2 2x y a  
што претставува врска меѓу координатите x  и y  на точката P . Значи, 
геометриското место на точките P  е хипербола.   

 
5. Права која минува низ координатниот почеток ги сече правите 1x y  и 

1x y  во точките A  и B . Нека ( , )S a b  е средината на отсечката AB . Докажи 

дека 2 21 1
2 4( )a b . (Oдносно дека геометриското место на средините на 

отсечката AB  е хиперболата 2 21 1
2 4( )x y ). 

Решение. Нека y kx  е произволна права која 
минува низ координатниот почеток (различна од x -
оската). Тогаш, пресеци со дадените прави се точ-
ките P  и Q  зададени со 1

1 1( , )k
k kP  и 1

1 1( , )k
k kQ .  

Средната точка на отсечката PQ  е  

2 2
1

1 1
( , ) ( , )k

k k
S a b , 

при што 2 2
1

1 1
, k

k k
a b . Сега  

2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
( 1) 4 (1 )2 2 2 2 211 1 1 1

2 2 41 1 2(1 ) (1 ) 4(1 ) 4(1 )
( ) ( ) ( ) ( ) k k kk k k

k k k k k k
a b . 

A B

C

O

P

x

y

O x

y

11
2
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6. Дадени се две хиперболи 1H  и 2H  чии равенки се 1
xy  и 1

xy , соод-

ветно. Една права ја сече 1H  во точките A  и B , а 2H  во точките C  и D . Нека 
O  е координатниот почеток. Докажи дека триаголниците OAC  и OBD  имаат 
еднакви плоштини. 

Решение. Без ограничување на 
општоста можеме да претпоставиме 
дека распоредот на хиперболите, 
правите и точките се како на црте-
жот. Во спротивно со ротација на 
рамнината во кој ги правиме раз-
гледувањата околу точката O  за 
агол 90k  каде k  е цел број се до-
бива истата фигура, освен можеби 
ако не треба да се изврши преозна-
чување на објектите.  

Нека 1( , )aA a , 1( , )bB b , 1( , )cC c  

и 1( , )dD d . Да забележиме дека 

броевите , , ,a b c d  се попарно раз-
лични и 0c , 0d a b . Со 

ABl  и CDl  ќе ги означиме равенките на правите кои минуваат низ паровите точки 
,A B  и ,C D  соодветно. Притоа: 

  :ABl  
1

1 1
a

b a

yx a
b a , т.е. 1 1 1

ab a by x  

  :CDl  
1

1 1
c

d c

yx c
d c , т.е. 1 1 1

cd d cy x .  

Но, бидејќи AB CDl l l , ги добиваме равенствата ab cd , 1 1 1 1
a b d c , т.е.  

a b c d .     (1) 
Апсцисата на средната точка M  на отсечката AB  е еднаква на 2

a b
Mx , па за-

ради равенствата (1) добиваме дека 2
c d

Mx , т.е. M  е средна точка на отсечката 
CD . Но, тогаш, бидејќи , ,A B C  и D  припаѓаат на иста права, добиваме  

AC AM MC MD MB BD . 
Сега, бидејќи должините на висините на триаголниците OAC  и OBD  од темето 
O  се еднакви, добиваме дека OAC OBDP POAC OBDP POAC , што требаше да се докаже.  
 

7. Темињата ,A B  и C  од триаголникот припаѓаат на хиперболата 1xy . До-
кажи дека и неговиот ортоцентар припаѓа на оваа хипербола.   

Решение. Бидејќи точките ,A B  и C   припаѓаат на хиперболата 1xy , имаме 
1( , )aA a , 1( , )bB b , 1( , )cC c  при што 0abc . Равенките на правите на кои лежат 

страните на триаголникот се: 

1,C c c
1
c

1,B b b

1,A a a

1,D d d
1
d

O

H

M
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:ABp
1 1

1 ( )b a
a b ay x a ,  т.е. 1 1 1

ab a by x , 

:BCp
1 1

1 ( )c b
b c by x b ,  т.е. 1 1 1

bc b cy x , 

:CAp
1 1

1 ( )a c
c a cy x c ,  т.е. 1 1 1

ac a cy x . 
Сега равенките на нормалите се  

:Ap   1 ( )ay bc x a , т.е. 1
ay bcx abc , 

:Bp   1 ( )by ac x b , т.е. 1
by acx abc , 

:Cp   1 ( )cy ab x c , т.е. 1
cy abx abc , 

Заедничка точка на трите прави , ,A B Cp p p  е 1( , )abcH abc  за која е очиглед-
но дека припаѓа на хиперболата.  
 

8. Должината на страната AB  на триаголникот ABC  е 2c , а за аглите  и  

е исполнето равенството 2tg tg k . Определи го геометриското место на 
темето C .  

Решение. Ќе поставиме координатен систем така што средината на страната 
AB  е координатен почеток, а апсцисната оска е паралелна со страната AB . Тогаш 
точката A  има координати ( ,0)A c  а точката ( ,0)B c . Нека третото теме C  има 
координати ( , )C x y . Ако AA  и 

BB , тогаш tg y
c x  и tg y

c x . 

Од условот 2tg tg k , добиваме 
2y y

c x c x k , од каде со трансформации 
добиваме дека  

22

2 2 2 1yx
c k c

. 

Значи, темето C  припаѓа на хипербола.  
 

9. Нацртај график на функцијата | | | | 1x x y y . 
Решение. Ќе разгледаме четири 

случаи.  
1)  Ако 0x , 0y , тогаш функ-

цијата е 2 2 1x y , па графикот е 

дел од кружницата 2 2 1x y  кој 
лежи во првиот квадрант (види 
цртеж).  

2 )  Ако 0x , 0y , тогаш функ-

цијата е 2 2 1x y , па графикот е 

A B

C

O ( ,0)c( , 0)c

( , )x y

y

x x

y

1C

CC

2 2 1x y

2 2 1x y

2 2 1x y

y x

y x

x

y

O
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дел од рамнострана хипербола 2 2 1x y  во вториот квадрант.  

3)  Ако 0, 0x y , тогаш функцијата е 2 2 1x y , па не постојат точки во 
координатната рамнина што го задоволуваат тој услов.  

4 )  Ако 0, 0x y , тогаш функцијата е 2 2 1x y , па графикот е дел од 

хиперболата 2 2 1x y  во четвртиот квадрант.  
 
10. Права низ точката ( ,0)P a  ги сече симетралите на квадрантите на коорди-

натниот систем во точките A  и B . Определи го геометриското место на 
средината на отсечките AB .  

Решение. Нека равенката на 
правата низ точката ( ,0)P a  е 
y kx a . Пресечната точка на 
оваа права со симетралата y x  
на втори и четврти квадрант е 

1 1( , )a a
k kA , а пресечната точка 

со симетралата y x  на први и 

трети квадрант е 1 1( , )a a
k kB . Спо-

ред тоа, координатите на средина-
та на отсечката AB  се  

2 21 1
,ak a

k k
x y . 

Значи, x
y k , од каде добиваме 21 ( )x

y

ay , т.е. 2 2y x ay , па затоа  

22 2
2 4( )a ay x . 

Според тоа, бараното геометриско место е хипербола со центар 2(0, )a .  
 
11. Дадени се точките 0( 2, )A  и )(2,0B . Точките C и D припаѓаат на норма-

лите на отсечката AB во точките A и B соодветно, при што CODCOD  е прав. Одреди 
го геометриското место на точки на пресекот на правите AD и BC. 

Решение. Нека точката C  има координати ,( )2C c . Равенката на правата OC  

е 2
cy x . Бидејќи CODCOD  е прав, равенката на правата OD е 2

cy x  и точката D 

има координати 4(2, )cD . Равенката на правата AD е 1 ( 2)cy x , додека на 

правата BC е 4 ( 2)cy x . Координатите на пресеч-
ната точка P, на правите AD и  BC, се решение на 
системот  

1

4

( 2)

( 2).
c

c

y x

y x
 

Со елиминација на параметарот c од равенките, се добива равенката 
2 2

4 1x y .  
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Конечно, од произволноста на c, следува дека геометриското место е елипсата  
2 2

4 1x y . 
 

12. Дадени се две кружници кои се допираат и имаат радиуси r  и 2r . Да се 
најде геометриското место на точките еднакво оддалечени од дадените кружници. 

Решение. Да ги сместиме дадените кружници во правоаголниот координатен 
систем така што нивните центри да лежат на Ox -оската, а допирната точка се 
наоѓа во координатниот почеток.  

I случај.  кеужинците се допираат однадвор (види цртеж).  Ако ( , )T x y  е точка, 
надвор од кружинците, која припаѓа на бараното геометриско место, тогаш од 
условот 1 2TT TT , т.е. 1 22TO r TO r , се добива  

2 2 2
28( ) 2rx y r  

што претставува равенка на хипербола. Очигледно е дека сите точки од отсечката 
1 2O O  исто така припаѓаат на геометриското место.  

II случај: кружинците се допираат однатре (види цртеж). И во овој очигледно е 
дека сите точки од негативниот дел на Ox -оската припаѓаат на бараното 
геометриско место на точки. Дали има други точки од тоа геометриско место? 
Ако ( , )T x y  е таква точка, тогаш јасно е дека T  мора да биде надвор од помалата, 
а внатре, во поголемата кружница. Тогаш, од условот на задачата добиваме 

1 2TT TT , т.е. 1 22r TO TO r , од каде што се добива 2 2 23
28( ) 9 18rx y r

што претставува равенка на елипса.  
 

13. Одреди ја онаа тангента на елипсата 
22

2 2 1yx
a b

 која со координатните оски 

формира триаголник со најмала хипотенуза. 
Решение. Нека правата y kx n  е тангента на дадената елипса. Според тоа, 

системот  
22

2 2 1yx
a b
y kx n

 

x

y y

xOO1O 2O

( , )T x y

1T
2T

1T

2T ( , )T x y

2O 1O
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има единствено решение. Заменувајќи го y  од 
втората во првата равенка добиваме квадратна 
равенка по y  и користејќи дека нејзината 
дискриминанта е еднаква на 0  го добиваме 
условот за допир на правата и елипсата 

2 2 2 2a k b n . Ако 0k  или 0n  тангентата 
е паралелна со една од координатните оски, па 
не формира триаголник. Значи можеме да 
претпоставиме дека 0k  и 0n . Натаму ако 

ја запишеме равенката на тангентата во сегментен облик добиваме 1n
k

yx
n , па 

нејзиниот отсечок меѓу координатните оски има должина 
2

2
2n

k
d n . Според 

тоа  
2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2n a k b b

k k k
d n a k b a k a b 2 2( ) ( )b

kak a b .  

Должината на отсечокот ќе биде најмала ако 0b
kak . Оттука b

ak  и 

2n ab b  ( , 0a b ). Значи постојат четири прави со бараната особина и тие 
се  

2b
ay x ab b , 2b

ay x ab b , 

2b
ay x ab b и 2b

ay x ab b . 

 
14. Отсечка AB  со должина a  се движи така што точката A  се лизга по 

апсцисната оска, а точката B  се лизга по ординатната оска. Определи го 
геометриското место на точките ( , )M x y  кои отсечката AB  ја делат во однос 1: 2  
сметајќи од точката A .   

Решение. Ако точката A  се лизга по апсцисната оска, тогаш нејзините 
координати се од вид ( ,0)A m , а ако точката B  се лизга по y  оската, тогаш неј-

зините координати се од облик (0, )B n . Притоа 2 2 2( 0) (0 )m n a , т.е.  
2 2 2m n a .      (1) 

Координатите x  и y  на делбената точка M  се 
1
2

1
2

0 2
31

m mx , 
1
2
1
2

0
31

n ny , т.е.  

  3
2m x , 3n y .     (2) 

Ако од (2) замениме во (1) добиваме  
2 2 23

2( ) (3 )x y a , т.е. 2 2 29 36 4x y a . 

Значи, точките M  лежат на елипсата 2 2 29 36 4x y a .  
 

15. Определи го тангенсот од аголот кој го зафаќаат заедничките тангенти на 
кривите 2 22 2x y  и 2 4y x .  
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Решение. Условод за да правата 
y kx l  е тангента на елипсата со 

полуоски a  и b  е  2 2 2 2a k b l , а 
условот за да правата y kx l  е 

тангента на параболата 2 2y px  е 
2p kl . Така го добиваме системот 

равенки  
2 22 1

2 2
k l

kl
 

од каде ја добиваме биквадратната 
равенка  

4 22 1 0k k , 
чии реални решенија се  

2
1 12 tgk  и 2

2 22 tgk . 
Затоа  

2
1 2 1 2

2 221 2 1 2

2tg tg 2
1 tg tg 1 1 ( )

tg 2 2k
k

.  

 
16. Даден е триаголник ABC  таков што 2AB a  и tg tg 9 . Определи 

го геометриското место на темето C .  
Решение. Бидејќи производот на тангенсите на двата агли на триаголникот 

ABC  е негативен, заклучуваме дека триаголникот ABC  е тапоаголен. Нека 

претпоставиме дека аголот  е тап. Триаголникот ABC  го поставуваме во пра-
воаголен координатен систем како што е прикажано на долниот цртеж.  

 

Имаме tg y
x a  и tg tg( ) y

x a . Од tg tg 9  следува  

9y y
x a x a , т.е. 

22

2 29
1yx

a a
, 

што значи дека бараното геометриско место е хипербола со полуоски a  и 3a .  
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17. Дадена е елипсата 2 2 2 2 2 2b x a y a b . Докажи дека постои кружница 
таква што пресекот на било кои две тангенти повлечени кон елипсата кои се 
заемно нормални се сечат во некоја нејзина точка.  

Решение. Нека y kx l  и 1
ky x m се тангенти повлечени кон елипсата. 

Притоа, од равенката 1
kkx l x m , добиваме  

2
( )

1
k m l
k

x  и 
2

2 2
( )

1 1
k m l k m l
k k

y k l , 

па според тоа нивната пресечна точка е 
2

2 2
( )

1 1
( , )k m l k m l

k k
.  

Од тоа што y kx l и 1
ky x m  се тангенти кон елипсата, имаме 

2 2 2 2a k b l  и  
2

2
2 2a

k
b m , т.е. 2 2 2 2 2a b k k m . Според тоа  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )( 1)k m l a k b a b k a b k . 
Сега, за координатите на пресечната точка имаме  

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)2 2
1 1 ( 1) ( 1) ( 1)

( 1)( ) 2 2
( 1) 1

( ) ( )k m l k m l k m l l k k m kk m l k m k l k m l
k k k k k

k a bl k m
k k

a b
 

Значи, пресечната точка лежи на централна кружница со радиус 2 2a b .  
 
18. Нека A  е точка на хиперболата 4xy , а B  е точка на елипсата 

2 24 4x y . Докажи, дека важи 4 5
2

AB . 

Решение. Кривите се цен-
тралносиметрични, па затоа е 
доволно да се разгледуваат 
само во првиот квадрант. 
Тангентата на хиперболата во 
точката (2,2)  има равенка 

4y x , бидејќи заради си-
метричноста на хиперболата 
во однос на правата y x , 
тангентата на хиперболата 
има коефициент на правец 

1 .  
Повлекуваме тангента на 

елипсата паралелна на 
шравата 4y x . Таа има 

равенка y x l . Од условот за тангента на елипса 2 2 2ak b l  добиваме 
24 1 l , па затоа 5l . Според тоа, равенката на тангентата на елипсата е 

5y x .  
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Растојанието меѓу овие две прави е еднакво на растојанието од точката (2,2)  
до тангентата на елипсата, т.е. тоа  еднакво на  

2 2

|2 2 5| 4 5
21 1

d .  

Конечно, ако A  и B  се точки од хиперболата и елипсата, соодветно, тогаш 
растојанието меѓу нив сигурно е поголемо од d , бидејќи точката во која 
тангентата на елипсата ја допира елипсата не припаѓа на правата y x .  
 

19. Три елипси со полуоски a  и b  ( a b ) лежат во рам-
нината така што по парови надворешно се допираат, а главните 
оски им лешат на страните на еден рамностран триаголник 
(види цртеж). Две концентрични кружници, поголема со радиус 
R  и помала со радиус r  ( R r ), ги допираат трите елипси. 
Изрази ги R  и r  со помош на a  и b .  

Решение. Елипсите ќе ги поставиме во координатен систем така што оската на 
елипсата c   лежи на x оската и нејзиниот центар се наоѓа во координатниот 

почеток (види цртеж). Тогаш нејзината равенка е 
22

2 2 1yx
a b

, а равенката на 

кружницата 1k  е 2 2 2( )x y p R . Јасно, правата AS  е тангента на елипсата c . 

Нејзиниот коефициент на правец е 3
3tg30k 3
3  и минува низ точката (0, )S p . 

Затоа нејзината равенка е 3
3y x p . Од условот правата да е тангента на 

елипсата   
2 2 2 23

3( )a b p , т.е. 
2 22 3

3
a bp . 

Сега, од r p b  добиваме  
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2 23
3

a br b . 

Кружницата 1k  ја допира елипсата во точките 1D  и 2D  чии ординати се 
еднакви. Од системот равенки  

22

2 2

2 2 2( )

1yx
a b

x y p R
 

добиваме   
2 2 2

2 2
( ) 1R y p y
a b

, 

односно  
2 2 2 2 2 2 2 2( ) 2 ( ) 0a b y b py b R p a . 

Последната равебка има двоен корен, што значи дека нејзината дискриминанта е 
еднаква на нула, т.е.  

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( )2

(2 ) 4( ) ( ) 0

.a p a b
a b

b p a b b R p a

R
 

Ако во последното равенство замениме 
2 22 3

3
a bp , после средувањето добиваме  

2

2 2
2

3( )
a

a b
R . 

 
 
 

2.  ДОПОЛНИТЕЛНИ ЗАДАЧИ  
 

1. Точките 1 1 2( , )A a a , 1 1 2( , )B b b  и 1 1 2( , )C c c  се средини на страните на три-
аголникот ABC . Определи ги координатите на темињата на триаголникот.  

Решение. Нека 1 1( , )A x y , 2 2( , )B x y  и 3 3( , )C x y  се темиња на триаголникот. 
Бидејќи 1 1 1, ,A B C  се средни точки на страните , ,BC CA AB  соодветно, ги доби-
ваме системите: 

2 3

1 3

1 2

1 2

1 2

1 2

x x

x x

x x

a

b

c

  и  

2 3

1 3

1 2

2 3

2 2

2 2

y y

y y

y y

a

b

c

. 

Системите ќе ги запишеме во облик  
1 2 1

2 3 1

3 1 1

2
2
2

x x c
x x a
x x b

  и  
1 2 2

2 3 2

3 1 2

2
2
2

y y c
y y a
y y b

. 

Со нивно решевање добиваме  
1 1 1 2 2 2( , )A b c a b c a , 1 1 1 2 2 2( , )C a b c a b c , 1 1 1 2 2 2( , )B a c b a c b . 
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2. Во рамнина се дадени три точки ', 'A B  и 'C . Да се определат три точки 
, ,A B C  во рамнината така што A  е средина на 'CC , B  е средина на 'AA  и C  е 

средина на 'BB .     
Решение. Во рамнината поставуваме правоаголен координатен систем xOy . 

Нека координатите на дадените точки во овој систем се: ' ( ', ")A a a , ' ( ', ")B b b  
и ' ( ', ")C c c . Нека координатите на бараните точки се 1 2( , )A a a , 1 2( , )B b b  и 

1 2( , )C c c . Од условите за преполовување добиваме:  
1 2' "

1 2 2 2( , ) ( , )c c c ca a , 1 2' "
1 2 2 2( , ) ( , )a a a ab b , 1 2' "

1 2 2 2( , ) ( , )b b b bc c . 
Со изедначување на соодветните координати и по решавање на така добиениот 
систем линеарни равенки, добиваме  

' 2 ' 4 '
1 7

a b ca , '' 2 '' 4 ''
2 7

a b ca  
' 2 ' 4 '

1 7
b c ab , '' 2 '' 4 ''

2 7
b c ab  

' 2 ' 4 '
1 7

c a bc , '' 2 '' 4 ''
2 7

c a bc . 

За решението да биде комплетно треба да докажеме дека точките ,A B  и C  со 
вакви координати можат да се конструираат, ако се познати координатите на 

', 'A B  и 'C (во условот на задачата не се бараат координатите на , ,A B C  , туку се 
бараат да се конструираат тие точки). Но, бидејќи конструкција на отсечка со 
двојна должина, на отсечка со должина збир на должини на дадените отсечки и 
делење на дадена отсечка на 7  дела е позната, точките ,A B  и C  може да се кон-
струираат со помош на координатите на ', 'A B  и 'C  во поставениот координатен 
систем.    

 
3. Во координатната рамнина xOy  дадена е точка (5,3)M . Дали може низ 

точката M  да се  повлече права p  која координатните оски ги сече во точките 
( ,0)A a  и (0, )B b , така што a  и b  да се природни броеви? Определи ги сите такви 

прави.  
Решение. Нека нормалните 

проекции на точката M  врз 
координатните оски Ox  и Oy  
се точките 1(5,0)M  и 2(0,3)M  
соодветно. Нека p  е права која 
го исполнува условот на задача-
та, и ( ,0)A a  и (0, )B b  се нејзи-
ни пресеци со координатните ос-
ки Ox  и Oy  соодветно. Триа-
голниците 1AM M  и 2MM B  се 
слични (имаат еднакви агли), па 
според тоа  

1 1 2 2: :AM M M MM M B , т.е. ( 5) :3 5: ( 3)a b , 
од каде следува  

p

(5,3)M

1 (5,0)M

2(0,3)M

3

5

O x

y

( ,0)B b

( ,0)A a
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 ( 5)( 3) 15a b .           (1) 
Бидејќи a  и b  се природни броеви, ќе ги определиме решенијата на (1) во . 
Можни се следните случаи: 

5 1
3 15

a
b

,  
5 3
3 5

a
b

,  
5 5
3 3

a
b

,  
5 15
3 1

a
b

. 

Соодветни решенија на системите се 1 16, 18a b ; 2 28, 8a b ; 3 310, 6a b ; 

4 420, 4a b . Не е тешко да се провери дека за секое од четирите решенија е 
определена по една права која го исполнува условот на задачата. Бараните прави 
се: 3 18x y , 8x y , 3 5 30x y  и 5 20x y .  

 
4. Дадени се правите 2 5y x  и 4 1y x . Дали може да се определат 

вредностите на параметрите ,m n  и k , така што пресечните точки на дадените 
прави и правите ( )y m n x k n , ( )y m n x k m  се темиња на ромб. 

Решение. Пресечната точка на правите 2 5y x  и 4 1y x  е точката 
(1, 3) . Ако ( )y m n x k n  е паралелна со 2 5y x , а ( )y m n x k m  е 
паралелна со 4 1y x , тогаш го добиваме системот  

2
4,

m n
m n

 

кој има решение 1, 3m n . Според тоа, дадените прави го добиваат облиците 
2 3y x k , 4 1y x k . 

Пресекот на правите 2 3y x k  и 4 1y x  е точката 2 2 7
6 3( , )k kA , 

пресекот на правите 2 3y x k  и 4 1y x k  е точката 1 1
3 3( , )B k , а 

пресекот на 2 5y x  и 4 1y x k  е точката 6 9
6 3( , )k kC . Ако (1, 3)D , 

тогаш  
2 2 5

6 3 6( , ) ( ) ( ) | |k kd C D k ,  2 2 178 2 16
6 3 6( , ) ( ) ( ) | 8 |k kd A D k . 

Од условот ( , ) ( , )d C D d A D  добиваме 5 17
6 6| | | 8 |k k , од каде 

5
17

8
1

k .  

Броевите 
5

17

8
1

1, 3,m n k  го исполнуваат условот на задачата.  

 
5. Нека ,i ia b , 1,2,...,7i  се ненегативни реални броеви за кои важи 2.i ia b  

Докажи дека постојат , ,i j i j  такви што важи | | | | 1.i j i ja a b b  

Решение. Точките ( , )i ia b  ќе ги претставиме во координатен систем. Јасно, се-
која од нив припаѓа на триаголникот ACI  (види цртеж) или во неговата внатреш-
ност. Нека  

31 1 1
2 2 2 2

3 1
2 2

(0,2), (0,1), (0,0), ( , ), ( , ),

(1,1), (1,0), ( , ), (2,0).

A B C D E

F G H I
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Триаголникот ACI  го делиме на шест об-
ласти определени со триаголниците ,ABD

,BCE ,CEG GHI  и квадратите BDFE  и 
.EFHG  Бидејќи имаме шест области во кои 

се наоѓат седум точки, од принцип на Ди-
рихле, постојат две точки ( , )i ia b  и ( , )j ja b  
кои припаѓат во иста област. Бидејќи важи  

1 2 1 2| | | | 1x x y y  
за било кои две точки 1 1( , )x y  и 2 2( , )x y  од 
иста област следува дека важи и  

| | | | 1.i j i ja a b b  
 

6. Темињата на триаголникот се ( 2, 5)A , (6, 1)B  и (1,4)C . На страната BC  

е избрана точка M  таква што : 2 : 3BM MC . Во кој однос правата AM  ја дели 
висината на триаголникот ABC ? 

Решение. Нека точката ( , )M x y  ја дели отсечката BC  во однос 2
3 , (види 

цртеж), тогаш  
2
3
2
3

6 1
1 1

4B Cx xx ,
2
3
2
3

1 4
1 1

1B Cy yy . 

Значи, (4, 1)M .  

Равенката на правата низ A  и B  е 1 5
6 25 ( 2)y x ,  т.е.  

1
2 4y x ,      (1) 

а низ C  и D  е 4 2( 1)y x , т.е.  
2 6y x .       (2) 

Тие се сечат во точката D  чии координати ги 
наоѓаме како решение на системот равенки 

1
2 4

2 6

y

y x
, 

т.е. (4,2)D . Равенката на правата низ A  и M  е: 

 1 5
2 45 ( 2)y x , т.е.  

3y x .       (3) 
Пресекот на правите (2) и (3) е точката (3,0)P .  

Конечно, за односот :CP CD  добиваме:  
1 3
3 4 2C P

P D

x x
x x , т.е. : 2 :1CP CD . 

 
7. Напиши равенка на права кој минува низ точката ( 2,0)M  и ги сече 

правите 7 23 0x y  и 7 11 0x y  под еднакви агли. Колкав е тој агол? 

1 x

y

O

C

D
B

A



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 62 

Решение. Бараната права минува низ точката ( 2,0)M , што значи дека 
0 ( 2)y k x , т.е.  

( 2)y k x .    (*) 
Аголот што оваа права го зафаќа со пра-
вата 7 23 0x y  е даден со  

1
7

7

7 1
1 71

tg k

k k
k , 

а со правата 7 11 0x y  е даден со  
7

2 1 7tg k
k . 

Од условот 1 2tg tg , т.е. 7 1 7
7 1 7
k k

k k  ја добиваме квадратната равенка 
212 7 12 0k k  чии корени се: 4

1 3k , 3
2 4k . Заменувајќи ги овие вредности 

за k  во (*) добиваме 4 3 8 0x y  или 3 4 6 0x y . Значи, постојат две прави 

низ M , кои дадените прави ги сечат под еднакви агли од 45  или 135  (види 
цртеж).  

Очигледно, едната права е симетрала на аголот што го градат двете прави, а 
другата ( 4 3 8 0x y ) е нормална на неа.  

Забелешка. Ако се зададени две прави p  и q  што се сечат и точка M , тогаш, 
според условот на задачата, бараните прави низ M  треба да бидат нормални на 
симетралите 1s  и 2s  на аглите што ги образуваат дадените прави, т.е. бараните 
прави секогаш се нормални меѓу себе (бидејќи 1 2s s ).  

 
8. Најди равенка на права p  што е 

симетрична на правата 3 2 6 0x y  
во однос на правата x y .  

Решение. Знаеме дека графиците на 
две заемно инверзни функции се симе-
трични во однос на правата y x . Зна-
чи, бараната права p  е инверзна функ-
ција на функцијата 

3 2 6 0x y , 
а тоа е правата  

3 2 6 0y x , т.е. 2 3 6 0x y . 
 
9. Низ точката (1,1)M  повлечи права p  која ги 

сече координатните оски во точките ( 0,0)A a  и 
(0, 0)B b . 
а)  Докажи дека ab a b . 
б) Одреди ја најмалата вредност на s a b . 
в)  Одреди ги a  и b , ако 9

2a b .  

7 23 0x y

7 11 0x y

4 3 8 0x y

3 4 6 0x y
M O x

y

x

y

1 2

1

2

3

3

O 6

6

y

1
x

)0,(aA

),0( bB

)1,1(M

O

1
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Решение. а) Равенката на правата низ ( ,0)A a  и (0, )B b  е: 1yx
a b . Оваа 

права минува и низ (1,1)M , па имаме: 1yx
a b , т.е. a b a b . 

б) Од 2a b ab  и a b ab  следува 2a b
ab

, т.е. 2a b
a b

, 2a b ,

4.a b  Значи, 4s a b , т.е. min 4,s за 2a b . 

в) Од 9
2a b  и 9

2ab  следува, по решавање на системот равенки, дека:

3a , 1,5b  и 1,5a , 3b .  
 
10. Во правоаголен координатен систем се дадени точките 17

2( ,0), (2,0)A B  и 

( 1,0)C . Определи ги сите точки од правата 3y x  од кои отсечките AC  и 
BC  се гледаат по ист агол.  
Решение. Нека T  е точка од која отсечките AC  и BC  се гледаат по ист агол. 

Тогаш ( , 3)T x x . Бидејќи CTA BTCCTA BTC , добиваме дека отсечката CT  лежи на 
симетралата на BTABTA . Од теоремата за симетрала на агол следува  

: :AT BT AC BC , 
па затоа  

2 2 2 217 15
2 2( ) ( 3) : ( 2) ( 3) : 3x x x x . 

Последната равенка е еквивалентна на равенката 2 7 0x x  чии решенија се 
1 0x  и 2 7x .  

 
Според тоа, бараните точки се 1(0, 3)T  и 2(7,4)T .  
 
11. Докажи дека рамностран триаголник не може да се впише во квадратна 

мрежа, така што темињата на триаголникот да лежат во пресеците на хоризонтал-
ните и вертикалните линии на мрежата.  

Решение. Нека вертикалните линии од мрежата се паралелни со ординатната 
оска, а хоризонталните линии од мрежата се паралелни со апсцисната оска во еден 
правоаголен Декартов координатен сѕстем. Да претпоставиме дека во таа мрежа 
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може да се впише рамностран триаголник чии темиња се во пресеците на 
хоризонталните И вертикалните линии во мрежата(види цртеж).  

Нека 1 1( , )A x y , 2 2( , )B x y  и 

3 3( , )C x y . Јасно е дека постојат 
цели броеви 1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a b b b , 
такви што i ix a d , i iy b d , (

1,2,3i )  каде што d  е означе-
но растојанието меѓу хоризон-
талните (вертикалните) линии 
(види цртеж). Од познатата 
формула, за плоштината P  на 
триаголникот ABC  добиваме  

1
1 2 3 2 3 1 3 1 22 [ ( ) ( ) ( )]P x y y x y y x y y , 

т.е.  

  
2

1 2 3 2 3 1 3 1 22 [ ( ) ( ) ( )]dP a b b b b b a b b .     (1) 

Од друга страна, од 
2 3
4

cP , каде што 2 2 2
2 1 2 1( ) ( )c x x y y , добиваме  

  
2 2 23

2 1 2 14 [( ) ( ) ]dP a a b b .        (2) 
 Ако ги споредиме равенствата (1) и (2), ќе добиеме  

  
2 2

2 1 2 1( ) ( )
1 2 3 2 3 1 3 1 2 2( ) ( ) ( ) 3a a b ba b b b b b a b b   (3) 

што не е можно, бидејќи левата страна од равенството (3) е рационален број, а 
десната страна од тоа равенство е ирационален број (производ од рационален број 
различен од нула и ирационален број е ирационален број).  

 
12. Темињата на еден триаголник се точки со целобројни координати, во Дека-

ртов координатен систем. Докажи дека неговите агли се различни од 60 .  
Решение. Нека 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y  и 3 3( , )C x y  се темиња на триаголникот (тие 

се со целобројни координати).Од формулите за растојание помеѓу две точки 
добиваме дека квадратите на должините на страните на триаголникот 2 2,a b  и 2c  
се цели броеви.  

Плоштината на триаголникот е еднаква на  
1

1 2 3 2 3 1 3 1 22 | ( ) ( ) ( ) |P x y y x y y x y y , 
и јасно е дека P  е рационален број.  

Нека претпоставиме дека барем еден агол на триаголникот има 60 , односно 
нека 60 . Според косинусна теорема  

2 2 2 2 22 cosc a b ab a b ab , 

од каде добиваме 2 2 2ab a b c .  
Од друга страна, плоштината на триаголникот е еднаква на  

31
2 4sinP ab ab , 

A

B

C
O
d

d x

y
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од каде добиваме 43 P
ab . Последното равенство не е точно, па според тоа 

триаголникот не може да има агол од 60 .  
 

13. Низ тежиштето на рамностран триаголник минува произволна права. До-
кажи дека збирот од квадратите на растојанијата од темињата на триаголникот до 
таа права не зависи од изборот на правата. 

Решение. Да ставиме правоаголен координатен 
систем со центар O  во тежиштето на триаголникот и 

апсциса OA . Тогаш 3
3( ,0)A a . Точките B  и C има-

ат прва координата 3
6 a . Втората координата на точ-

ката B  е 2
a  а на C  е 2

a . Според тоа 3
6 2( , )а aB  и 

3
6 2( , )a aC . Равенката на произволна права која 

минува низ координатниот почеток е y kx . Треба да докажеме дека збирот на 
квадратите не зависи од k . Растојанијата од темињата ќе ги пресметаме со 
користење на формулата за растојание од точка до права. Бараниот збир е  

3 33 26 2 6 24
2 2 2

( )( ) ( )( )2 2 2
21 1 1

( ) ( ) ( )
a aa a ak kk a

k k k
 

па тој е константен.  
 
14. Даден е рамносtран tриаgолник ABC  и tочка T  во рамнинаtа од tриа-

gолникоt. Нека 3, 5AT BT  и 8CT . Пресмеtај ја сtранаtа на tриаgолникоt. 
Решение. Прво ќе докажеме дека точката T  не може 

да биде во внатрешноста на триаголникот ABC  ниту на 
некоја од неговите страни. Да претпоставиме дека T  е во 
внатрешноста на ABC . Тогаш триаголникот ATC  е 
тапоаголен (аглите CAT  и ACT  се помали од 60 ))  па 

8a AC TC . Од друга страна и триаголникот ABT  
е тапоаголен па 3 5 8a AB AT TB . Добивме 
противречност. Сега да претпоставиме дека T лежи на 
некоја од страните на триаголникот. Не се губи од општоста ако претпоставиме 
T D . Тогаш еден од триаголниците ADC  ии BDC  е тапоаголен (со тап агол кај 
темето )D  или двата се правоаголни (со прав агол кај темето )D , па во секој случај 

8a CD . Но 3 5 8a AD DB , па повторно добивме противречност. Значи 
T  се наоѓа надвор од триаголникот ABC .   

Да воведеме правоаголен координатен систем со координатен почеток O  во 
средината на страната AB , x -оска правата AB  и y -оска висината на 

триаголникот ABC . Tогаш 2 2( ,0), ( ,0)a aA B  и 3
2(0, )aC . Нека точката T  има 

координати x  и y . Според тоа имаме  

x

y

A

B

C

O

p

A B

C

D

T3 5

8a

a

a
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2 2 2
2( ) 5a x y , 2 2 2

2( ) 3a x y  и 2 2 23
2( ) 8a y x . 

Од првата и втората равенка добиваме  
2 2 2 2

2 2( ) ( ) 16a ax y x y , 

односно 8
ax . Ако ова го замениме во вто-

рата равенка добиваме 2 2 28
2( ) 3a

a y  и во 

третата 2
23 64

2( ) 64a
a

y . Со одземање на 

овие две равенки добиваме 
2

2 3 8 55a a y

, односно 
294

2 3
a
a

y . Сега ако 
294

2 3
a
a

y  го 

замениме во равенката 2 2 2
2( ) 3a x y  и ја 

средиме добиената равенка имаме  
4 298 2401 0a a , т.е. 2 2( 49) 0a . 

Имајќи предвид дека 0a  ( a  е должина на страната на рамностран триаголник) 
добиваме 7a . 

 
15. Докажи дека за произволна точка P  која припаѓа на впишаната кружница 

на рамностраниот триаголник ABC  важи равенството  

 
22 2 2 5

4
aPA PB PC ,        (1) 

каде a  е должина на страната на триаголникот. 
Решение. Прв начин. Да воведе-

ме правоаголен координатен систем 
xOy  со координатен почеток во вр-
вот A  на ABC . Тогаш  

2 2(0,0), ( ,0), ( , 3)a aA O B a C  

и ( , )P x y k  (цртеж десно). Лесно 

се добива дека 3
2 6( , )aaI  и 3

6
ar . 

Сега, равенката на кружницата k  
гласи: 

2 2 23 3
2 6 6( ) ( ) ( )a aax y   

т.е. 
         

2 2 212 12 12 4 3 3 0x ax y ay a .      ( ) 
Бидејќи важи  

2 2 22 2 2 2 2 23
2 2, ( ) , ( ) ( )aaPA x y PB x a y PC x y , 

следува 

A B

C

5

2
a

a

a

a

3
0

x

y

x

y

8

T ),( yx

)0,( 2
a)0,( 2

a

),0( 2
3a
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2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3
4 4

2 2 2

(12 12 12 4 3 3 ) 5 5
4 4

2 3

3 3 3 3 2

2 2 2 2 a a

x ax y ay a a a

PA + PB + PC = x y x ax a y x ax y ay

x y ax ay a  

што и требаше да се докаже. 
Втор начин. Воведуваме правоаго-

лен коррдинатен систем xOy  со коор-
динатен почеток во точката I  - цен-
тар на впишаната кружница k  во 

ABCABC  (цртеж десно).  
Имаме: (0,0)I O , 2( , ),aA  

3
2 6( , )aaB , 3

3(0, )aC . Радиусот на k  

е 3
6

ar , па произволна точка P k  

е дадена со ( cos , sin )P r r , каде 
PIxPIx . Бидејќи 

2 2

2

2 2 23
2 6

2 2 2 2 3
4 3 12

2 3
3 3

( cos ) ( sin )

cos cos sin sin

cos sin

aa

ara a

ar a

PA r r

r ar r

r ar

 

22 2 2 23 3
2 6 3 3( cos ) ( sin ) cos sina ara aPB r r r ar    

и 
22 2 2 23 2 3

3 3 3( cos ) ( sin ) sina ar aPC r r r , 
со собирање на горните равенства добиваме: 

2 22 2 2 2 2 2 2 23 5
6 4 43 3( )a a aPA PB PC r a a a , 

што и требаше да се докаже. 
 

16. Нека P  е точка од впишаната круж-
ница k  во рамностран триаголник ABC  со 
должина на страна 2 . Докажи дека  

2 2 2
5PA PB PC . 

 Решение. Ќе поставиме координатен 
систем со координатен почеток во центарот 
на впишаната кружница, а x -оската да е 
паралелна со една страна на триаголникот.  
 Тогаш 2

3
(0, )A , 1

3
( 1, )B  и  1

3
(1, )B . 

Радиусот на впишаната кружница е 1
3

r . 

A

B C

11 1

2
3

1
3

1
3

O x

y
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Точката P  има координати ( , )x y  такви што 2 2 2 1
3x y r .  

 Сега,  
2 2 2 2 2 2 2 2 22 1 1

3 3 3
2 2

[ ( ) ] [( 1 ) ( ) ] [(1 ) ( ) ]

3( ) 4 5 ,

PA PB PC x y x y x y

x y
  

што требаше да се докаже.  
 

17. Во правоаголниот триаголник ABC ( 90C 90C ) повлечна е тежишна линија 

1AA , која што ја сече висината CD  во точката M . Најди ги односите :DM MC  и 

1:AM MA , ако AA .   
Решение. Го поставуваме триагол-

никот ABC  како на цртеж 1, и ста-
ваме  

CD h , tg t , ( ,0)A a ,  
( ,0)B b , (0, )C h  и (0,0)D .  

Тогаш ctg h
ta h , tgb h h t , 

од каде што 2ab h . Според тоа, ко-

ординатите на темињата се: ( ,0)h
tA , 

( ,0)B ht , (0, )C h  и 1 2 2( , )ht hA .  

Правата 1AA : 2

2

0
0 ( )

h

ht h
t

h
ty x , ја сече y - оската (за 0x ), во точката 

22
(0, )h

t
M . Бидејќи 22

h
t

DM  следува дека 
2

2 2
(1 )

2 2
h th

t t
MC h , па тогаш  

2: 1: (1 tg )DM MC . 
Од триаголникот AOM  добиваме дека  

2 4 22 2

2 2 2 2 2 2
( 5 4)

(2 ) (2 )
h t th h

t t t t
AM .  

Понатаму, за 1MA  добиваме 
2 2 4 2

2 2 2
2 2 2 5 4

1 4 2 2 4(2 )
( )h t h h t t

t t
MA h t . 

Тогаш бараниот однос 1:AM MA  е

 1
1 2: : t

tAM MA , или 2
1: 2 : tgAM MA .  

Забелешка. Задачата можеме да ја решиме и планиметриски,  изразувајќи го 
x MD  преку h CD  и tg  и користејќи ја сличноста на триаголниците ADM  
и 1AEA  (види цртеж 2) 
 

18. Точката P  лежи на впишаната кружница во квадратот ABCD . Дали може 
секоја од отсечките , , ,PA PB PC PD  и AB  да има целобројна должина?  

D O( ,0)A a ( ,0)B b

1 2 2,b hA

(0, )C h

y

M

x

crte` 1

DA B

1A

C

M
x

2
a

2
a

2
p

2
p

2
h

hb

q E

crte` 2
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Решение. Нека претпоставиме дека секоја од дадените отсечки има целобројна 
должина. Да разгледаме правоаголен координатен систем чиј координатен 
почеток е во центарот O  на квадратот, а координатните оски се паралелни со 
страните на квадратот. Тогаш координатите на темињата се ( , ), ( , ),A a a B a a  

( , )C a a  и ( , )D a a . Ако координатите на точката P  се ( , )b c , тогаш  
2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

AP a b c ab ac

BP a b c ab ac

CP a b c ab ac

DP a b c ab ac

 

од каде наоѓаме 
2 2

4BP AP ab  и 
2 2

4CP BP ac . Бидејќи 2a  е природен 
број, добиваме дека b  и c  се рационални броеви. Тоа значи дека можеме да 
сметаме, дека ,a b  и c  се природни броеви (ќе помножиме со најмалиот 
заеднички содржател на нивните именители). Освен тоа, ако и трите броја се 
парни, можеме да делиме со 2 се додека едниот број не стане непарен. Точката P  
лежи на впишаната кружница во квадратот, па затоа 2 2 2b c a  и ако разгледаме 
по модул 4 добиваме дека еден од броевите b  или c  е парен. Без ограничување на 
општоста можеме да земеме дека b  е парен, а a  и c  се непарни. Сега од равенст-

вата за 
2

CP  и 
2

BP  следува, дека CP  и BP  се непарни. Бидејќи квадрат на 

непарен број е конгруентен со 1 по модул 8, следува дека 
2 2

4CP BP ac  се 
дели со 8, што е противречност, бидејќи a  и c  се непарни.  

Конечно, од добиената противречност следува дека не е можно сите отсечки 
, , ,PA PB PC PD  и AB  да имаат целобројни должини.  
 
19. На кривата со равенка 4 22y x x  се избрани четири различни точки 
( , )k k kT x y , 1,2,3,4k . Ако 1 2 3 4, , ,T T T T  лежат на една права, тогаш  

1 2 3 4 0x x x x . 
Докажи! 
 Решение. Ќе претпоставиме дека 1 2 3 4, , ,T T T T  лежат на правата y ax b . 
Тогаш од условот на задачата имаме  

4 22k k k kx x y ax b , 1,2,3,4k  
односно  

4 22 0k k kx x ax b , 1,2,3,4k  

Од претпоставките на задачата, точките 1 2 3, ,T T T  и 4T  се различни, па според тоа 
и броевите 1 2 3, ,x x x  и 4x  се попарно различни. Значи 1 2 3, ,x x x  и 4x  се корени на 

равенката 4 22 0x x ax b . Според Виетовите правила збирот 1 2 3 4x x x x  

е еднаков на коефициентот пред 3x . Значи,  
1 2 3 4 0x x x x . 
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20. Докажи дека во рамнината постои бесконечно множество точки  
3 2 1 0 1 2 3..., , , , , , , ,...P P P P P P P  

за кои важи: за секои три различни цели броеви , ,a b c  точките , ,a b cP P P  лежат на 
една права ако и само ако 2014a b c .  

Решение. Ќе докажеме, дека множеството  
3 2{ ( , 2014 ) | }nP n n n n Z  

го има саканото својство.  
Како што знаеме, точките 1 1 2 2( , ),( , )x y x y  и 3 3( , )x y  лежат на една права ако и 

само ако  
1 1

2 2

3 3

1
1 0
1

x y
x y
x y

. 

За точките  
3 2 3 2 3 2( , 2014 ), ( , 2014 ), ( , 2014 )a b cP a a a P b b b P c c c  

a b c a  важи  
3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 3 2

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

3 2 2

2

2014 1 1 1

2014 1 1 2014 1

2014 1 1 1

2014( )

( )( ) ( ) ( )( )

2014[ ( ) ( ) ( )( )]

( )(

a a a a a a a

b b b b b b b

c c c c c c c

ab bc ca ab ac ba

ab ca bc cb ac ba

ab a b a b c a b c a b a ab b

ab a b c a b c a b a b

a b a 2 2 3 2 2

2

2

2 2

)

2014( )( )

( )[ ( ) ( )( ) ( )]
2014( )[ ( ) ( )]

( )( )( )
2014( )( )( )

( )( )[ ( ) ( )( )]
2014( )( )(

b a b c ca abc cb

a b ab c ac bc

a b ab c a c c a c a b c a
a b c c a b c a

a b c a ab c ac b
a b b c c a

a b c a a b c b c b c
a b b c c a)

 

( )( )( )( ) 2014( )( )( )
( )( )( )( 2014).
a b b c c a a b c a b b c c a
a b b c c a a b c

 

Бидејќи a b c a , од претходно изнесеното следува дека нашата детерминанта 
се анулира ако и само ако 2014a b c .  
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21. Докажи дека во координатната рамнина не може да се нацрта конвексен 
четириаголник кај кој едната дијагонала е двапати поголема од другата, аголот 
меѓу дијагоналите е 45 , а координатите на сите темиња се цели броеви. 

Решение. Да претпоставиме дека четириаголникот ABCD  ги задоволува 
бараните услови и важи 2AC BD . Тогаш,  

2
cos45 2AC BD AC BD BDAC BD ACBD AC . 

Меѓутоа, ова равенство е невозможно, затоа што    
( , ) ( , )
( )( ) ( )( )

c a c a d b d b

c a d b c a d b

AC BD x x y y x x y y
x x x x y y y y

(AC BD (BD (  

и 
2 2 2( ) ( )d b d bBD x x y y  се цели броеви, 

2
0BD , па би добиле дека 2  е 

рационален број.  
 
22. Нека E  е средината на страната AB  на квадратот ABCD , а F  и G  се 

точки на страните BC  и CD  соодветно, такви што ||EF AG . Докажи дека FG  е 
тангента на кружницата впишана во квадратот ABCD . 

Решение. Воведуваме координатен сис-
тем така што координатниот почеток да е во 
центарот на квадратот ABCD , тогаш 
точката A  има координати ( , )A a a , а точ-
ката ( , )B a a , каде 0a  и 2a  е страната на 
квадратот ABCD . Нека 0k  е коефициен-
тот на правец на правата AG . Тогаш, ра-
венката на таа права е ( )y k x a a , и би-
дејќи G  лежи и на правата y a , добиваме 

дека нејзините координати се 2( , )a
kD a a . 

Слично, се добива дека (0, )E a , :EF y kx a , ( , )F a ka a , од каде равенката 

на правата GF  е ( 2)
2(1 ) ( ) ( 1)k k

ky x a a k . Растојанието од точката (0, 0)O  до 

правата GF  е 
( 2)

2(1 )

2 2( 2)
24(1 )

| ( 1)|

1
( , )

k k
k

k k

k

a a k
d O GF a , од каде следува тврдењето на 

задачата.  
 
23. Низ центарот O  на опишаната кружница околу рамнокракиот триаголник 

ABC , со агол 120 , е повлечена произволна права p . Докажи дека најголе-
мото од растојанијата од темињата на триаголникот до правата p  е еднаков на 
збирот од другите две растојанија.  

Решение. Прв начин. Нека ( , )k O R  е опишаната кружница околу триаголникот 
ABC  и нека 1 1 1, ,A B C  се соодветните ортогонални проекции на темињата , ,A B C  
врз правата p , која минува низ центарот на кружницата. Можни се повеќе случаи 
за изборот на правата p  (види цртеж 1).  
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1) Правата p  е паралелна со AB , т.е. ја има положбата на pp . Во овој случај 

лесно докажуваме дека 1 1 1AA BB CC  бидејќи 1 1CS SO AA BB .  

2) Правата p  минува низ темето B , т.е. ја има положбата 1p . Во овој случај 

1 1AA CC , 1 0BB , па следува: 1 1 1AA BB CC  или 1 1 1CC BB AA .  

3) Правата p   минува низ темето C , т.е. ја има положбата 2p ; тогаш 1 0CC , 

1 1AA AS SB BB , па тврдењето очигледно важи.  
4) Да го разгледаме случајот кога правата p  нема пресек со основата AB  на 

триаголникот ABC  (види цртеж 1). Во овој случај очигледно важи: 1 1CC AA  и 

1 1CC BB . Значи, треба да се докаже равенството 1 1 1AA BB CC .  
Нека со  го означиме аголот меѓу правите p  и pp , тогаш: 

  1 30AOA1AOA11 ,   1 30BOB1BOB1 ,    1 90COC1COC1 ;  

  1 sin(30 )AA R ) ,  1 sin(30 )BB R ) ,   1 cosCC R ,  

1 1
1

12

(sin30 cos cos30 sin sin30 cos cos30 sin )

2 cos cos

AA BB R

R R CC

cos cos30 sin sin30 cos cos30 sin )cos cos30 sin sin30 cos cos30 sincos30 sin sin30 cos cos30 sin
. 

5) На сличен начин докажуваме дека 1 1 1AA BB CC , во случај кога правата 
p  е “меѓу”  правите 1p  и 2p , т.е. кога p  го сече кракот BC , односно дека 

1 1 1BB AA CC  кога правата p  го сече кракот AC .  
 Втор начин. Да го поставиме триаголникот во координатна рамнина xSy  како 

што е прикажано на цртеж 2 и нека 2R ; тогаш ( 3, 0)A , ( 3, 0)B , (0,1)C , 
( 1,0)O . Равенката на правата p  низ центарот O  на кружницата е  1y kx , 

т.е. 1 0kx y . За растојанијата 1 1,AA BB  и 1CC  наоѓаме: 

p

p

1pA
B

C

S

O

1A

1B1C

p

A
B

C

S

O1A

1B

1C

k

x

y

30

crte` 1 2crte`

2p
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2

| 3 1|
1

1

k

k
AA ,  

2

| 3 1|
1

1

k

k
BB ,  

2
2

1
1 k

CC .  

Разгледуваме три можности, во зависност од коефициентот k .  
1) 0k    1 1AA ,   1 1BB ,   1 1 1AA BB CC .  

2) 0k    
2

3 1
1

1
k

k
AA ,  

2
3 1

1
1

k
k

BB ,  1 1 1AA BB CC .  

 3 0k    
2

3 1
1

1
k

k
AA ,  

2
3 1

1
1

k
k

BB ,  1 1 1BB AA CC .  

 
24. Во кружница со радиус r  се повлечени две тетиви: AB m  и AC n , при 

што 2 2 24m n r . Пресметај ја должината на тетивата BC .  
Решение. Да ја поставиме кружницата во координатен систем, со центар на x -

оската и да ја допира y -оската, така што точката A  да биде во координатниот 
почеток (види цртеж 3).  

Првото решение 1 2B C r  е очи-
гледно. Да го побараме второто ре-
шение.  

Од равнствата  
2 2 2 2

1 1AB x y m , 
2 2 2 2

2 2AC x y n  
добиваме  

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 4x y x y m n r . 

Од условот, пак, точките B  и C  да 
лежат на кружницата  

2 2 2( )x r y r , 2 2 2x y rx  
следуваат равенствата 

2 2
1 1 12x y rx ,    т.е.  

2

1 2
m

rx  

2 2
2 2 22x y rx ,    т.е.  

2

2 2
n

rx . 
Тогаш  
 

4 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 4 4 4 4

(4 ) ( )m m m m n
r r r r

y m x m r m m n m ,  1 2
mn

ry .  

Аналогно добиваме 2 2
mn

ry . За растојанието BC  наоѓаме 

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 22 2 4 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 1 1 2 2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2 4 4

( ) 42 24 16 4
24 4 4

( ) ( ) 2 2

4 2( ) 4 2( )

4 ( )

m n m n
r r

m n m nm n r m n m n
rr r r

BC x x y y x y x y x x y y

r x x y y r

r

 

па затоа 
2 2

2
m n

rBC , (за n m ).   

crte` 3

n

1 1( , )B x y
2 2( , )C x y

A

x

m
O

1 1 1( , )B x y

y

x

r

r

m
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25. Точките M  и N  се средини на страните AB  и BC  на квадратот ABCD . 
Отсечките CM  и DN  се сечат во точка P . Докажи дека AP AB .  

Решение. Го поставуваме квадратот во 
координатниот систем како на цртеж десно 
и притоа, не губејќи од општоста ставаме 

2AB a . Тогаш неговите темиња се 
(0,0)A , (2,0)B , (2,2)C , (0,2)D  и уште 
(1,0)M , (2,1)N . Треба да докажеме дека 

2AP . Равеката на правата MC  е: 
2 0
2 1 ( 1)y x , т.е. 2 2y x , 

а на правата DN  е:  
2 1
0 21 ( 2)y x , т.е. 1

2 2y x . 
Решавајќи го системот равенки  

1
2 2y x  и 2 2y x  

ги добиваме кориднатите  на нивниот пресек P . Наоѓаме: 8
5x , 5

5y . Значи, 

8 6
5 5( , )P . Тогаш за AP  добиваме: 2 28 6

5 5( ) ( ) 2AP , т.е. AP AB  

 
26. Во правоаголен триаголник правата што минува низ средината на 

хипотенузата и низ центарот на впишаната кружница, ја сече катетата под агол од 
75 . Одреди ги острите агли на триаголникот.  

Решение. Го поставуваме правоа-
голниот ABC  во координатен систем, 
како што е покажано на цртежот. Нека 
BC a , CA b , AB c . Тогаш ( ,0)A b

, (0, )B b , (0,0)C , 2 2,b bM , ( , )O r r , 

каде 2
a b cr . Очигледно правата 

OM  зафаќа агол од 15  со Ox  оската, 
па нејзиниот коефициент на правец е 

tg15k . Но, од друга страна имаме  

0 2

0 2

1 1 cos
1 sin1

ba
M c

b aM c

ry y c b
x x c ar

k . 

Тогаш, од 1 cos sin15
1 sin cos15

, добиваме: 

 
 
sin15 cos15 cos cos15 sin sin15 2sin30 sin( 45 ) cos( 15 )cos15 cos cos15 sin sin15 2sin30 sin( 45 ) cos( 15 )cos15 cos cos15 sin sin15 2sin30 sin( 45 ) ccos15 cos cos15 sin sin15 2sin30 sin( 45 ) os(  

  2
2cos( 15 ) 2
2)) ,  

од што следува 15 4545 , т.е. 30 .  

P

C

AO M B

D

N

(1,0)
x

y

crte` 3

15

75
O

C A

2 2,b aM

x

y

B

P
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Значи, бараните агли на правоаголниот триаголник се: 60 , 3030, . 
 

27. На страната AB  на ABCABC  е избрана точка K , таква што BK AC , 
( )AC AB . Низ средините на отсечките BC  и AK  е повлечена права p . 
Одреди го аголот меѓу правите p  и AB , ако BACBAC .  

Решение. Прв начин. Нека BK AC  
и нека M  и N  се средини на BC  и AK . 
Ги повлекуваме средните линии PM  и 
LM  на ABC . Да го одредиме аголот 

LMNLMN  (види цртеж 1). Ако AB c , 

BC a , CA b , тогаш:  
AK c b , 2

c bAN , 
па имаме: 

2 2 2
c c b bNL AL AN . 

Но, и 2
bML , па следува дека MNLMNL  е 

рамнокрак, односно LMNLMN , (како наизменични), следува дека 2 2
LMNLMN
2

LMN , 
бидејќи ALMP  е паралелограм.  

Втор начин. Според ознаки-
те на цртеж 2, имаме: 

cos sin
2 2( , )c b bM , 2( ,0)c bN  

sin
2

sin
2 2

2 2
2

2

2sin cossin
(1 cos ) 22cos

tg

tg

b
M N

c b c bM N

y y
x x

b
b

 

од каде што 2 . 
Трет начин. На пра-

вата AB  одредуваме 
точка D , таква што 
AD AC  и A  е меѓу 
B  и D , (цртеж 3). Аго-
лот  е надворешен за 
рамнокракиот CDACDA  
па следувa  

2C D 2C DD . 

Бидејќи  BM MC  (по 
услов) и BN ND  ( N  
е средина на AK , но и на BD ), следува дека ||p CD , па тогаш 2 .  

A B

C

P

N K L

M

crte` 1

A ( ,0)B c

( cos , sin )C b b

N ( ,0)K c b

M

2crte`

p

3crte`
A B

C

N K

M

2

2

D
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Четврт начин. Нека правата p MN  ја сече правата AC  во точката Q  (цр-

теж 4). На правата p  конструираме точка T , таква што QN NT . Очигледно, 
четириагоникот AQKT  е паралелограм (дијагоналите му се преполовуваат). 
Значи, ||KT AQ  и BKT .  

Триаголниците QNC  и NTB  се ед-
наквоплоштни, бидејќи имаат еднакви 
основи ( QN NT ) и еднакви висини 
на тие основи ( M  е средина на BC ). 
Ако од нив ги одземеме плоштините 
на складните триаголници ANQ  и

KNT , добиваме дека ANC KTBP P , 
т.е.  

1 1
2 2sin sinAN AC KT KB , 

од каде што следува дека AN KT . 
Од ова следува дека AN AQ , т.е. QNAQNA  е рамнокрак. Според тоа, 

2AQN ANQ 2AQN ANQANQ  (  е надворешен агол за QNA ). Аглите ANQ  и  се 

накрсни, па конечно добиваме дека 2 .  
 

28. Најди го односот меѓу радиусот на опишаната и впишаната кружница во 
рамнокрак трапез, ако центарот на опишаната кружница лежи на основата на 
трапезот.  

Решение. Прв начин. Да означиме AD BC c , 2AB a R , 2CD b  и 
2DE h r  (види цртеж 1). Бидејќи трапезот ABCD  е тангентен следува  

AB CD AD BC , т.е. c R b . 

Бидејќи DE AB , имаме AE r b . Од правоаголниот триаголник AED  нао-
ѓаме  

22 2 2 2 2, ( ) ( ) (2 ) , .r
RAD DE ED R b R b r b  

A B

C

N K

M

4crte`Q

T

1O

2O

CD

AO B
x

y

A E O B

CD S

2

1O

crte` 1 crte` 2
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Од правоаголниот триаголник OSD  наоѓаме  

  
4

2
2 2 2 2 2 4 24 , 4 , ( ) 4( ) 1 0,r R R

r rR
R b r R r  

од каде што 2( ) 2 5R
r . Но 2 5 0 , па затоа 2( ) 2 5R

r , т.е. 

2 5R
r .  

Втор начин. Бидејќи 2 2 90 , следува 1 90BO C1BO C11 . Од сличноста на три-

аголниците 1O OB  и 1CO B  следува 
2 2 22 2 21 1

2 2 2 2 2 2
1 1

O B O O OBR r R
r b rCO CS SO

. 

Но, од OSCOSC  наоѓаме: 2 2 24b R r , па добиваме  

  
2 2 2

2 2 23
R r R
r R r

 

  4 2( ) 4( ) 1 0,R R
r r ,  

од каде што наоѓаме 2 5R
r .  

Трет начин. Нека трапезот ABCD  го поставиме во координатен систем како 
што е покажано на цртеж 2. Тогаш (0,0)A , 1( ,0)O R , (2 ,0)B r . Темињата C  и D  
лежат на кружницата  

2 2 2

2 2

( )

2 0,

x R y R

x rx y
 

а нивната ордината е 2r , па затоа  
  2 22 4 0x rx r .    (1) 

Бидејќи трапезот ABCD  е тангентен, за него важи условот 
  2AB CD AD      (2) 

Ако ставиме ( ,2 )D x r , x R , тогаш (2 ,2 )C R x r , па имаме: 

2AB R , 2 2CD R x , 2 24AD x r . 
Заменувајќи ги овие вредности во (2) добиваме  

2 22 2 2 2 4R R x x r  

од каде што 
2 2R r
Rx . Со замена на x  во (1) добиваме  

2 2 2 22 2( ) 2 4 0R r R r
R RRr r , 

или по средувањето  
4 2( ) 4( ) 1 0,R R

r r  

од каде што наоѓаме 2 5R
r . 

 
29. Нека се дадени две кружници кои не се сечат и ниедна од нив не ја содржи 

другата кружница. Да се најде геометриското место на точки од кои што двете 
кружници се гледаат под ист агол.  
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Решение. Нека радиусите на 
кружинците се 1R  и 2R . Коорди-
натниот сѕстем го бираме така што 
центрите 1O  и 2O  имаат ко-
ординати ( ,0)a  и ( ,0)a  соод-
ветно. Нека ( , )M x y  припаѓа на 
бараното геометриско место на 
точки, а со  да го означиме 
аголот под кој се гледаат двете 
кружници од M . Тогаш  

1
2 22 ( )

sin R

x a y
 и  

2
2 22 ( )

sin R

x a y
, 

од каде добиваме  
2 2 2 2

2 2
1 2

( ) ( )x a y x a y
R R

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1( )( ) 2 ( ) ( ) 0R R x y ax R R a R R . 

Затоа, ако 1 2R R  тогаш бараното геометриско место на точки ќе биде y -оската, 
т.е. симетралата на отсечката 1 2O O , а ако 1 2R R , тогаш геометриското место на 
точки е кружница со центар на правата 1 2O O (Аполониева кружница за точките 

1O  и 2O ).  
  

30. Во рамнина е дадена отсечка AB  и една нејзина внатрешна точка M . Над 
отсечките AM  и MB  како страни конструирани се квадрати AMCD  и MBEF  
кои се наоѓаат на иста страна од правата AB . Кружниците опишани околу овие 
квадрати, со центри P  и Q , се сечат во точки M  и N , соодветно. 

а) Докажи дека правите AF  и BC  се сечат во точката N .  
б) Докажи дека правата MN  минува низ една иста точка S , независно од 

изборот на точката M . 
в) Најди го геометриското место на средините на отсечките PQ .  
Решение. Поставуваме координатен систем така што правата AB  е x оска, а 

правата AD  е y оска. Точката A  има координати (0,0)  и нека точките B  и M  
имаат координати ( , 0)B b  и ( , 0)M m . 

( )a  Точките F , C , P  и Q  имаат координати ( , )F m b m , ( , )C m m , 

2 2( , )m mP  и 2 2( , )b m b mQ . Равенките на правите AF  и BC  се 

:AF     b m
my x      и     :BC     ( )m

m by x b . 
Равенките на кружниците опишани околу квадратите AMCD  и MBEF  се  

22 2
2 2 2( ) ( )m m mx y    и    

2( )2 2
2 2 2( ) ( ) b mb m b mx y . 

Втората пресечна точка на овие кружници е точката  
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2

2 2 2 2
(

2 2 2 2
( , )mb b mm b

b mb m b mb m
N . 

Лесно се проверува дека оваа точка лежи 
на правите AF  и BC . 

( )b  Равенката на правата која минува 
низ точките M  и N  е  

2 ( )b
m by x m . 

Ако точката 1M  има координати 1( , 0),m  
тогаш равенката на правата 1 1M N  е  

1
12 ( )b

m by x m . 

Правите MN  и 1 1M N  се сечат во точката 

2 2( , )b bS .  Координатите на S  не зависат од m  и 1m , па според тоа сите прави 

MN  минуваат низ иста точка S . 
( )c  Координатите на средината на отсечката PQ  се 2

4 4( , )b m b , т.е. 2
4

b mx  и 

4
by . Бидејќи 0 m b , бараното геометриско место на точки е отсечка со 

крајни точки 4 4( , )b b  и 3
4 4( , )b b . 

 
31. Најди го центарот и радиусот на кружницата опиша-

на околу квадратите на цртежот.  
Решение. Да поставиме координатен систем со центар 

во O  и апсциса правата EF . Тогаш ( , )A a a , 2( , )aD a , 
па правата AD  ќе има равенка 4 3y x . 
Средината на AD  има координати 

3
4( ,0)aQ . Симетралата на AD  ќе ја сече 

правата MO  во точката S . Равенката на 
произволна права нормална на AD  е 

1
4y x b . Но точката Q  лежи на симет-

ралата па добиваме 3
16b a . Значи равен-

ката на симетралата е 31
4 16y x a . Ста-

вајќи 0x  ја добиваме точката 3
16(0, )S a .  

Сега радиусот на кружницата е 
2 2 5 1713

16 16( )ar a a . 

 
32. Докажи дека за секој природен број 3n  во рамнината постојат n  точки 

такви што 
( )a  растојанието меѓу било кои две од нив е ирационален број, 

a

a
a

2
a

2
a

A

D

B

C

O
Q S

r

d
2
a

a

a

a

x

y
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( )b  секои три точки определуваат недегенериран триаголник (т.е. се неколине-
арни) и тој триаголник има рационална плоштина.  

Решение. Произволно избираме n  точки во јазлите на целобројна решетка, 
такви што било кои три од нив не се колинеарни, кои ги означуваме со 

( , )i i iT x y , 1,2,3,...,i n . Тогаш, сите плоштини на триаголниците i j kT T T  се 
рационални броеви. Навистина, секоја од нив е разлика на плоштина на правоа-
голник и плоштини на правоаголни триаголници чии должини на катети се 
природни броеви.  

Нека 2 2{( ) ( ) | ; , 1,2,..., }i j i jS x x y y i j i j n . Избираме прост број 
maxp S . Земаме хомотетија со центар во еден од јазлите на решетката и коефи-

циент k p , и го пресликуваме множеството од избраните точки. Плоштините 
на новодобиените триаголници се рационални, бидејќи старите плоштини се зго-
лемуваат p  пати, а должини на страните се ирационални броеви. Имено, дол-

жините на страните се од облик ps , за некој s S  и ps  не е полн квадрат, би-

дејќи е делив со p , а не е делив со 2p .  
Јасно, сликите при разгледуваната хомотетија на вака избраните n  точки ги 

задоволуваат условите на задачата.  
 
33. Нека  и  се заемно прости непарни природни броеви. Правоаголникот 

 е таков што  и е поделен на  единечни квадрати. Со 
 да ги означиме последователните пресечни точки на дијагоналата 

 со страните на делбените единечни квадрати  ( ). Докажи, дека  

. 

Решение. Да поставиме координатни 
оски  и  соодветно на правите  и 

. Со  да ја означиме точката 
. Сите точки припаѓаат на 

множеството  
. 

Притоа бројот на пресеците на полуотворените отсечки  со страните на 
единичните квадратие еднаков на , па затоа отсечката  лежи 

на отсечката . Според тоа,  

. 

Нека  и  се соодветно остатоците од делењето на  со  и . Тогаш 
 има иста парност како и , па како паровите , 

 всушност се паровите , добиваме  

m n
ABCD ,AB m AD n mn

1 2, ,..., kA A A
AC 1 , kA A A C

2 21 1
1

1
( 1)

k i m n
i i mn

i
A A

x y AB
AD xB
( , )x x

n m

{ | 1,2,..., }xB x mn
( , ]xA B

( ) [ ] [ ]x x
m ni x 1x xB B

( ) 1 ( ) 2i x i xA A
2 21 1 1 [ ] [ ]1 ( )

1 1
1 0 0
( 1) ( 1) ( 1)

x x
m n

k mn mnj i x m n
j j x x mn

j x x
A A B B

xr xs x m n
[ ] [ ]x x

m n x xr s ( , )x xr s

0,1,..., 1x mn ( , ), 0 , 0a b a m b n
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. 

 
34. Отсечка AB  со должина a  се движи така што темето A  се лизга по апс-

цисната оска, а точката B  се лизга по ординатната оска. Да се определат сите точ-
ки ( , )M x y  кои ја делат отсечката AB  во однос 1: 2  сметајќи од точката A .   

Решение. Ако точката A  се лизга по апсцисната оска, тогаш нејзините коор-
динати се од вид ( ,0)A m , а ако точката B  се лизга по y  оската, тогаш нејзините 

координати се од облик (0, )B n . Притоа 2 2 2( 0) (0 )m n a , т.е.  

  2 2 2m n a .      (1) 
За координатите x  и y  на делбената точка M  имаме  

1
2

1
2

0 2
31

m mx , 
1
2
1
2

0
31

n ny , 

  3
2m x , 3n y .    (2) 

Ако од (2) замениме во (1) добиваме  
2 2 23

2( ) (3 )x y a , т.е. 2 2 29 36 4x y a . 

Значи, точките M  лежат на елипсата 2 2 29 36 4x y a .  
 
35. Дадена е права l  и точка O l . Нека 1 2, ,..., nOP OP OPOP OP OP  се единечни вектори 

такви што точките 1 2, ,..., nP P P  се наоѓаат на иста страна од правата l . Докажи 
дека, ако n  е непарен број, тогаш  

1 2| ... | 1nOP OP OP | 1| .  
Решение. Тврдењето на задачата ќе го докажеме со индукција по n . За 1n  

тврдењето очигледно е точно.  
Нека претпоставиме дека тврдењето е точно за некој непарен број точки n . 

Нека се дадени 2n  точки. Точките можеме да ги означиме така што  

1 2 3 2( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )nl OP l OP l OP l OP1 2 3 2( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )1 2 3 2, ) ( , ) ( , ) ... ( ,, ) ( , ) ( , ) ... ( ,1 2 3( ) ( )) (( ) ( )2 3) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) () ( ) ( ) (( ) ( )) (( ) ( ) . 
Во рамнината во која се наоѓаат точките поставуваме координатен систем на 
следниот начин: y оската е симетрала на аголот 2 1nP OP2 1nP OP2 1n , а x оската минува 
низ точката O . Ако ( , )i ix y  се координати на точките iP , во избраниот 
координатен систем, тогаш 0iy  и 1 2nx x , 1 2ny y , па според тоа 

2 2 2
1 2 2 1 2 2 1 2 2

2 2
2 3 1 1 2 2

2 2
2 3 1 2 3 1

2
2 3 1

| ... | ( ... ) ( ... )

( ... ) ( ... )

( ... ) ( ... )

| ... | .

n n n

n n

n n

n

OP OP OP x x x y y y

x x x y y y

x x x y y y

OP OP OP

2|2|2| (|2

2 3
2

(

|2
1 22 32 33 1 21 21 2( 2 3 1 213 13 1 21 221 22

 

Од индуктивната претпоставка имаме  

2 3 1| ... | 1nOP OP OP | 1| , па затоа 1 2 2| ... | 1nOP OP OP | 1| . 

1 1 1 1[ ] [ ]

0 0 0 0
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

x x
m n x x

mn mn m nr s a b

x x a b
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36. Нека {0,1,2,..., 1}A p , каде што p  е непарен прост број.  
а) Дали може да се изберат четири точки од рамнината чии координати се од 

множеството A  кои се темиња на паралелограм  
б) Дали може да се изберат три точки од рамнината чии координати се од 

множеството A  кои лежат на една права.  
Решение. Ќе го разгледаме множеството точки  

2{( , ) | (mod ),0 1}a a aa r a r p r p . 
Ова множество точки припаѓа на мно-
жеството точки кое го разгледуваме.  

а) Нека ( , )aa r , ( , )bb r , ( , )cc r  и ( , )dd r  
се четири точки кои формираат парале-
лограм. Тогаш  

a d b c , т.е. a c b d . 
Од друга страна  

a d b cr r r r , 
т.е. a c b dr r r r . Од последното 
равенство не е тешко да се провери дека  

2 2 2 2 (mod )a c b d p . 
Понатаму доказот во задачата е потпол-
но ист како и решението во претходната 
задача, со тоа што ќе добиеме дека { , } { , }a c b d , што не е можно, бидејќи точките  

( , )aa r , ( , )bb r , ( , )cc r  и ( , )dd r  
се точки на паралелограм е не на отсечка.  

б) Нека претпоставиме дека три 
точки ( , )aa r , ( , )bb r  и ( , )cc r  леажт 
на една права. Без ограничување на 
општоста можеме да претпоставиме 
дека a b c . Бидејќи точките се 
колинеарни, добиваме дека  

a b

a c

r ra b
a c r r , 

каде  е рационален број помал од 
1 .Тој може да се претстави во облик 

t
r , каде ( , ) 1t r  и t r . Бидеј-

ќи a b t
a c r , добиваме дека  

( )t
ra b a c . 

Значи, | ( )r a c , односно постои природен број n  таков што a c r n . Значи, 

a b tn . Според тоа | ( )t a b  и a b tm . При тоа, јасно е дека t a b tm
r a c tn ,  

од каде добиваме m n . Од равенствата  
a c r n  
a b t n , 
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имаме  
a b a c

n nt r , 

т.е. b c , што е во спротивност со претпоставката.  
Заради добиената контрадикција, добиваме дека такви точки не постојат.  
 
37. На страните ,AB AC  и BC  на триаголникот ABC  земени се точки ,M X  и 

Y , соодветно, такви што AX MX  и BY MY . Нека K  и L  се средините на 
отсечките AY  и BX , соодветно, а O  е центарот на опишаната кружница околу 
триаголникот ABC . Ако 1O  и 2O  се симетричните точки на точката O  во однос 
на точките K  и L , соодветно, докажи дека точките 1, ,X Y O  и 2O  лежат на иста 
кружница.  

Решение. Поставуваме координатен систем со координатен почеток во точката 
M  и x оска на правата AB . Нека точките X  и Y  имаат координати ( , )a b  и 

( , )c d , соодветно. Од AX MX  и BY MY  следува дека координатите на 
точките A  и B  се (2 ,0)a  и (2 ,0)c , а координатите на точките K  и L  се 

2 2( , )c da  и 2 2( , )a bc , соодветно. Точката O  има координати ( , )a c e  за некој e , 

од каде добиваме 1( , )O a d e  и 2( , )O c b e . Според тоа, точките 1O  и 2O  се 

симетрични на точките X  и Y  во однос на правата 2
b d ey , па затоа 1, ,X Y O  и 

2O  се темиња на рамнокрак трапез (може да е и дегенериран), па затоа лежат на 
иста кружница.  

 
38. Нека O  е центарот на опишаната кружница околу ABCABC , M  е средината 

на страната AB  и G  е тежиштето на ACMACM . Ако OG CM , докажи дека ABCABC  
е рамнокрак.  

Решение. Нека означиме , ,a OA b OB c OCa OA b OB c OCOA b OB cOA b OB c . Тогаш 

имаме 1
2 ( )OM a b1 ( )OM 1 (1 ( , па затоа 1

6 (3 2 )OG a b c1 (3 2 )OG 1 (3 221 (3 . Од друга 

страна 1
2 ( 2 )CM a b c1 ( )CM 1 ( 21 ( . Тогаш  

2 2 2

0 (3 2 )( 2 )

3 3 6 2 2 2 4 .

OG CM a b c a b c

R ab ac ab R bc ac bc R

( )( )(3 2 )( 2( )((3 2 )((3 2 )((3 2 )(
2 2

(3 2 )( 2 )
2

(3 2 )( 22 )( 2
22 42

(3 2 )((3 2 )((3 2 )(

6 2 2 22
 

Според тоа, 0 4 ( )a b c( )((( , па затоа OA BC , т.е. AB AC .   
 

39. Во внатрешноста на квадрат ABCD  се конструирани рамнострани триагол-
ници , ,ABK BCL CDM  и DAN . Докажи дека средините на отсечките 

, , ,KL LM MN NK , , , , , , , ,AK BK BL CL CM DM DN AN  се темиња на правилен два-
наесетаголник.  

Решение. Поставуваме координатен систем така што координатниот почеток 
да биде во центарот на квадратот, со оски паралелни на неговите страни. Нека 
должините на страните на квадратот се еднакви на 2. Тогаш координатите на 
точките се: 

( 1, 1)A ,      (1, 1)B ,  (1,1)C ,  ( 1,1)D ,  
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(0, 3 1)K ,  ( 3 1,0)L ,   (0 , 3 1)M ,  ( 3 1,0)N , 
3 1 3 1

1 2 2( , )X ,  3 1 3 1
4 2 2( , )X , 3 1 3 1

7 2 2( , )X , 3 1 3 1
10 2 2( , )X , 

3 1
2 2 2( 1 , )X ,   3 1

3 2 2(1 , )X ,  31
5 2 2( , 1 )X , 31

6 2 2( ,1 )X ,  

3 1
8 2 2(1 , )X ,    31

11 2 2( ,1 )X , 3 1
9 2 2( 1 , )X , 31

12 2 2( , 1 )X . 

Јасно, 2 3iOX , 1, 2, 3,...,12i , т.е. темињата на дванаесетаголникот лежат на 

иста кружница. Понатаму, 
2

1 7 4 3i iX X , т.е. 1 2 3i iX X , ( 13 1X X ). 
Значи, сите точки се на иста кружница и растојанието меѓу  две соседни 

темиња е исто, па затоа тие се темиња на правилен дванаесетаголник.  
 
40. Даден е конвексен агол  и точка  во неговата внатрешност. 

Докажи, дека во рамнината на аголот постои единствена точка   таква што за 
секоја права низ  која ги сече краците на аголот (или нивните продолженија) 
во некои точки  и , аголот  не е тап.  

Решение. Нека точките  и  се соодветно 
на краците  и  такви што важи  
и . Нека . Ако точката 

 се приближува кон точката  од страна на 
точката , тогаш точката  оди во бесконеч-
ност долж полуправата комплементна на кракот 

, па  тежи кон . Ако  се 
приближува кон  од другата страна, тогаш точката  оди во бесконечност долж 
кракот , па  тежи кон аголот . Според тоа, ниту еден од 

аглите  и  не смее да биде тап, па затоа . Ана-
логно , што значи дека  мора да биде ортоцентарот на .  

Од друга страна, ако  е ортоцентраот на , тогаш според Талесовата 

теорема важи , т.е. , па затоа добиваме  

 

па од својствата на скаларниот производ следува тврдењето на задачата.  
 

41. Правоаголник со димензии  е поделен на единични квадрати. Со 
црвена боја се обоени центрите на сите единични квадрати, освен на четирите 
аголни и осумте квадрати кои имаат заедничка страна со некој од аголните 
квадрати. Дали е можно црвените центри да се означат со , но така да 
се исполнети следниве услови:  

xOy M
P

M
X Y XPY

A B
Ox OY ||MA Oy

||MB Ox ,X Ox Y Oy
X A

O Y

Oy XPYXPY MAPMAP X
A Y

Oy XPYXPY 180 MAPAPMA

MAPMAP 180 MAPAPMA 90MAP 9MAP
90MBP 9MBP P OABOAB

P OABOAB
AX BM
AM BY

AX BY AO BO

2

( ) ( )

( ) ( )

0

PX PY PA AX PB BY

PA PB AX BY AX PB PA BY

PA PB AO BO

PA AO PB BO

PO PO PO

( ) ( )PX PY ( ) (PY ( ) () () () ( )

PA PB AX BY AX PB PA BY

) () () (

PA PB AX BY AX PB PAAX BY AX PB

)) () () (

PA PB AO BO

PA PB AX BY AXPB AX BY

PA PB AO

PA PB AX BY AXAX BY

) ( )

PA PB AO BO

) () (

PA PB AO

) () () (

BOPA PB AO

( ) () (

PO PO PO

( ) () (

PO PO PO

9 12

1 2 96, ,...,C C C
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1) , и  
2) затворената искршена линија  е централно симетрична.  
Решение. Правоаголникот да го поставиме во 

координатна рамнина така што центарот на полето 
во тата колона и тата редица има коорди-
нати . Точките  и  се соседни на 
патеката  ако и само ако 

.   
Центарот на симетрија на патеката  е точ-

ката . Точките  и  се симе-

трични во однос на  и ја делат  на два дела  и . Единичните квадрати 
ќе ги обоиме стандардно како шаховска табла. Тогаш точките  и  се различно 
обоени, па како секои две соседни точки се различно обоени, секој од деловите 

 и  се состои од непарен број отсечки. Затоа овие делови се со различни 
должини, па затоа не се симетрични еден на друг. Според тоа, секој од деловите 

 и  мора да биде централно симетричен.  
Деловите  и  се со непарна должина, па затоа секој од нив треба да содр-

жи отсечка која е централно симетрична во однос на . Единствени такви от-
сечки се отсечките кои ги поврзуваат точките  и , односно  
и , што значи дека отсечките  и  се содржани во . Понатаму, 
точката  може да се поврзи само со точките  и , па затоа отсечките 

 и  се содржани во . Аналогно, разгледувајќи ги точките , , 
 и , добиваме дека   патеката  целосно се содржи 

во , што е противречност.  
 
42. Дадена е рамнина  и три неколинеарни точки , ,A B C  кои лежат на иста 

страна од рамнината, такви што рамнината определена со овие точки не е паралел-
на со рамнината . Нека ', 'A B  и 'C  се произволни точки во рамнината  и 

,L M  и N  се средините на отсечките ', 'AA BB  и 'CC , соодветно. Најди го 
геометриското место на тежиштето G  на триаголникот LMN (ако тој не е 
дегенериран), кога точките ', 'A B  и 'C  независно се менуваат во рамнината .  

Решение. Во просторот поставуваме координатен систем така што оските OX  
и OY  лежат во рамнината , а оската OZ  е нормална на XOY . Точките ,A B  и 
C  имаат координати 1 1( , ,2 )A x y a , 2 2( , ,2 )B x y b , 3 3( , ,2 )C x y c  соодветно, и барем 
два од броевите ,a b  и c  се различни меѓу себе. Координатите на тежиштето на 
триаголникот ABC  се  

1 2 3 1 2 3 2( )
3 3 3( , , )x x x y y y a b cS . 

Точките 'A , 'B  и 'C  имаат координати 1 1'( ', ',0)A x y , 2 2'( ', ',0)B x y , 3 3'( ', ',0)C x y
, а средини на отсечките ', ', 'AA BB CC  се точките , ,L M N  соодветно, 

1 2 2 3 95 96 96 1... 13C C C C C C C C

1 2 96 1...C C C C

i j
( , )i j ( , )i j ( ', ')i j

1 2 96 1...C C C CC
{| ' |,| ' |} {2,3}i i j j

C
1
2(6 ,5)O (2,2)A (11,8)B

O C 1C 2C
A B

1C 2C

1C 2C

1C 2C
O

(5,4)C (8,6)D (5,6)E
(8,4)F CD EF C

A C (4,5)G
CA AG C B (2,8)H
(11,2)I (9,5)J AGHEFIJBDCA

C
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1 1 1 1' '
2 2( , , )x x y yL a ,    2 2 2 2' '

2 2( , , )x x y yM b ,    3 3 3 3' '
2 2( , , )x x y yN c . 

Тежиштето G  на триаголникот LMN  има координати 
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3' ' ' ' ' '

3 3 3( , , )x x x x x x y y y y y y a b cS . 
Бараното геометриско место на точки е во рамнината  

3
a b cz      (*),  

која е паралелна со рамнината  и која го полови нормалата повлечена од 
тежиштето на триаголникот ABC  и рамнината . Ќе докажеме дека секоја точка 
од оваа рамнина припаѓа на бараното множество точки. Нека 3, , a b cG x y  е точка 

од рамнината (*). Координатите 1 1( , )x y , 2 2( , )x y  и 3 3( , )x y  се дадени. Секогаш 
кога ќе избереме 2 'x , 3 'x , според горната релација за тежиште G  можеме да го 
одредиме 1 'x , а исто така, секогаш кога ќе  избереме 2 'y , 3 'y  можеме да  го 
одредиме 1 'y .  

Забелешка. Условот рамнината која минува низ точките ,A B  и C  да не е 
паралелна со рамнината  не е важен за решавање на задачата. 

 
43. Докажи дека збирот на растојанијата од центарот на сферата опишана 

околу правилен тетраедар до неговите темиња е помал од збирот на растојанијата 
од било која друга точка до темињата на тетраедарот.  

Решение. Поставуваме координатен систем Oxyz  така што врвовите на тетра-
едарот, за некој 0a  се точките ( , , ),A a a a ( , , ),B a a a ( , , )C a a a  и 

( , , ).D a a a  (Лесно се проверува дека AB AC AD BC BD DC ). Збирот 
на растојанијата од точка ( , , )x y z  до темињата A , B , C , D  е 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( , , ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

f x y z x a y a z a

x a y a z a

x a y a z a

x a y a z a

 

                 
Од неравенството меѓу квадратна и аритметичка средина следува  

1
3

( , , ) [( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] 4 3

f x y z x a y a z a a x a y a z

a x a y a z a x a y a z a
 

Равенство важи ако и само ако 0x y z , т.е. ако и само ако точката ( , , )x y z  
е центар на опишаната сфера околу тетраедарот.  
 

44. Во правоаголен координатен систем е дадена затворена конвексна линија 
L  чии темиња се со целобројни координати и чии страни се со еднаква должина. 
Докажи дека L  има парен број страни.  
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Решение. Нека L  има n  страни и нека ix  и iy  се проекциите на должината 
на i тата страна на L  на координатните оски x  и y  соодветно, земени со 
запазување на знакот. Тогаш  

2 2

1 1
0, 0,

n n
i i i i

i i
x y x y c , за 1,2,...,i n .  (1) 

Можеме да сметаме дека барем едена од броевите , , 1,2,...,i ix y i n  е непарен, 
бидејќи во спротивно равенствата во (1) можеме да ги поделиме со заедничкиот 
степен на бројот 2. Бројот c  е збир на два точни квадрати, па затоа единствени 
остатоци при делење со 4 на бројот c  се 0, 2 или 1. Можни се два случаи.  

1) Сите броеви , , 1,2,...,i ix y i n  се непарни и тогаш очигледно n  мора да е 
парен број.  

2) За секој {1,2,..., }i n  еден од броевите е парен, а другиот е непарен, па од 

равенството 
1 1

0
n n

i i
i i

x y повторно ќе следува дека n  е парен број.  

Друга случај освен 1) и 2) не е можен. На пример, ако ,i ix y  се парни, а ,k kx y  

се непарни, тогаш 2 2 0(mod 4)i ic x y  и 2 2 2(mod 4)i ic x y , што е про-
тивречност. На потполно ист начин, разгледувајќи конгруенции по модул 4 се 
покажува дека и останатите случаи доведуваат до противречност.  

 
45. Дадени се природни броеви M  и N . Иван се наоѓа во точката (0, )N  и се 

движи со чекори до точката ( ,0)M , при што ги почитува следниве две правила:  
1) Секој чекор е со должина 1 и е паралелен на некоја од координатните оски.  
2) За секоја точка ( , )x y  на неговиот пат важи 0, 0x y .  

При секој чекор тој го запишува растојанието до оската која е паралелна на тој 
чекор, при што ако чекорот го оддалечува од координатниот почеток, тој тоа 
растојание го запишува со позитивен знак, а во спротивен случај го запишува со 
негативен знак.  

Докажи дека кога Иван ќе стигне во точката ( ,0)M , збирот на сите запишани 
броеви ќе биде еднаков на нула.  

Решение. Нека Иван прави k  чекори и на i тиот чекор преминал од точката 

1 1( , )i ix y  во точката ( , )i ix y . Ако овој чекор е паралелен со x оската, тогаш 

1i iy y  и запишаниот број е 1 1( )i i iy x x . Ако чекорот е паралелен со y

оската, тогаш 1i ix x  и запишаниот број е 1( )i i ix y y . Според тоа, независно 

од насоката, бројот кој се запишува е еднаков на 1 1 1( ) ( )i i i i i iy x x x y y . 
Значи, збирот на сите запишани броеви е  

1 1 1 1 1 0 0
1 1

( ) ( ) ( ) 0 0 0.
k k

i i i i i i i i i i k k
i i

y x x x y y x y x y x y x y M N  
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VI  СТЕРЕОМЕТРИЈА   
 

1.   РАБЕСТИ ТЕЛА   
 
1. Во триаголна пирамида SABC  сите рабни агли кај темето S  се прави. Нека 

O  е подножјето на висината кај темето S . Ако AOB BOCP P , да се најде 
:ASB BSCP P . 

Решение. Нека  и  се диедарските агли на рабовите AB  и BC . Бидејќи, 
CS ASB  и AS BSC , следи дека cosASB ABCP P  и  cosBSC ABCP P , па  

cos coscos
cos cos cos4ASB AOB

BSC BOC

P P
P P , 

од каде 2cos
cos( ) 4 , односно cos

cos 2 , односно 2ASB

BSC

P
P .  

 
2. Бочните рабови на правилна триаголна пирамида се еднакви на a . Докажи 

дека нејзиниот волумен не е поголем од 
3

6
a . 

Решение. Ако за основа на пирамидата го 
избереме бочниот ѕид SAB  (види цртеж), 
тогаш  

1
3 SABV P CO . 

Да ставиме ASB , SCO , тогаш  
21 1

2 2sin sinSABP SA SB a  

cosCO
SC

  cos cosCO SC a  

па за волуменот на пирамидата SABC  
добиваме  

31
6 sin cosV a . 

Бидејќи sin 1  и cos 1 , следува дека 
3

6
aV . Најголемата вредност на волуме-

нот е 
3

6
a  и се добива за 90 , 0 т.е. ако трите боени раба се меѓусебно 

нормални.  
 
3. Низ тежиштето на рамностран триаголник, со страна a , повлечна е права p , 

паралелна со една од страните.  
а) Најди го односот на плоштините на двата дела на триаголникот.  
б) Секој од двата дела на триаголникот посебно ротира околу повлечената 

права p . Докажи дека телата што настануваат со ротацијата имаат еднакви 
плоштини и еднакви волумени.  

Решение. а) Воведуваме ознаки:  

2
aAS , CS h , TS r , CT R , ABCP P , 1ABNMP P , 2MNCP P . 

A

B

C

O

S
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Бидејќи ~ABC MNCABC MNC~  добиваме 2 2
2: :P P h R . Бидејќи, пак, во рамностраниот 

триаголник е : 3: 2h R , имаме: 
2: 9 : 4P P  

1 2 2( ) : 9 : 4P P P  

1 2 2 2( ) : (9 4) : 4P P P P  

1 2: 5 : 4P P .  
б) При ротација на рамностраниот MNCMNC  

околу правата p  се добиваат два “споени” 
конуси. Плоштината на тоа тело се состои од 
две (меѓу себе еднакви) обвивки на конус, па 
ќе имаме 

23 4 32
3 3 9" 2 2 a aaP R CM       (1) 

2 32 2 3 21
3 3 9 3 27" 2 a a aV R TM .      (2) 

При ротација на рамностраниот трапез ABNM  околу правата p , се добива 
цилиндер од кој се извадени два конуса. Затоа важи  

23 4 3
6 3 9' 2 2 2 ( )a aaP r AM r AB a ,   (3) 

2 32 2 3 21 1
3 6 36 9 27' 2 (1 )a a aV r a r a ,     (4) 

што значи дека ' "V V  и ' "P P .  
 
4. Во средината на еден од бочните рабови на една коцка се наоѓа мравка. Ако 

мравката по бочните ѕидови се движи со брзина 6, а по основите 5 2 , да се најде 
бројот на различните патишта (до симетрија) за мравката најбргу да стигне до 
средината на спротивниот раб.  

Решение. Нека мравката се наоѓа во 
средината M  на работ 1AA , а треба да стигне 
во средината R  на работ 1CC (види цртеж). 
Очигледно, еден од најкратките патишта од M  
до R  е патот MNR , каде што N  е средина на 
работ 1BB . По овој пат мравката ќе стигне до 

R  за време 2
6 3
a at . Но мравката може да се 

движи и по основните ѕидови. Нека MPQR  е 
еден таков пат(види цртеж). Поради симетрија 
имаме MP QR  и 1 1PB B Q . Да ставиме 

1x A P ; тогаш имаме: 
22

4
aMP x , ( ) 2PQ a x .  

 Ако 2t  е времето за кое мравката ќе го помине патот MPQR , тогаш  
2 24

2 6 6 6 55 2
PQ QR x a a xMPt . 

L M T N p

SA B

C

A B

CD

1A 1B

1C1D

M N

P
Q

R
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Од 2 1t t  добиваме 
2 24
6 5 3

x a a x a , т.е. 2 25 4 4 6x a a x . Последната 

неравенка е еквивалентна на неравенката 2(8 3 ) 0x a , т.е. 8 3 0x a , од каде 

што добиваме 3
8
ax . Соодветното време е 2 1 3

at t .  
 Следствено, постојат (до симетрија) два такви патишта.  

 
5. Во даден квадар , ,  се аглите кои просторната дијагонала ги зафаќа со 

неговите рабови. Докажи дека  
2 2 2cos cos cos 1. 

Решение. Нека ' ' ' 'ABCDA B C D  е да-
дениот квадар и 'AC  е една негова про-
сторна дијагонала која со страните ,AB  

',AA AD  зафаќа агли , ,  соодветно. 
Тогаш од триаголниците ',ABC  ' 'AC A  и 

'ADC  кои се правоаголни имаме  
cos a

d , cos b
d  и cos c

d , 

од каде, заради условот 2 2 2 2a b c d  
го добиваме бараното равенство  

2 2 2cos cos cos 1 . 
 

6. Низ еден раб на коцка е повлечена рамнина која со страната која го содржи 
работ низ кој минува зафаќа агол . Плоштината на пресекот е m .  Да се 
пресмета односот на волумените на деловите на кои е разделена коцката со 
повлечената рамнина.   

Решение. Нека должината на работ на коцката е 1AA x , а должините на 

отсечките AN  и 1A N  нека се еднакви на AN z  и 1A N y . Бидејќи плошти-
ната на правоаголникот 1 1A NMD  е днаква на m ,  добиваме дека xy m . Од пра-
воаголниот триаголник 1A AN , според воведените ознаки, 

имаме sinz
y , cosx

y , односно sin , cosz y x y . 

Бидејќи xy m ,  добиваме дека ( cos )y y m ,  т.е.  
2

cos
my .  Од последното равенство имаме cos

my  и  

cos cosx y m , cossin sin mz y . Пресекот 

1 1A NMB  на рамнината со коцката ја дели коцката на два 
дела,  од кои еден е тртиаголна призма а другиот е четириаголна призма.   
 Волуменот на триаголната призма е  

2 31
1 2 2 sin cosx zV m . 

Волуменот на четириаголната призма е 3
2 1V x V , т.е.   

1C

A B
CD

1A 1B
1D

N

M

a

b d

A B

CD

'A
'B

'C'D

c
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32cos sin
2 2 cosV m . 

Конечно, 1

2

sin
2cos sin

V
V .   

 
7. Дијагоналата на правоаголен паралелопипед со рамнината на основата 

зафаќа агол , а со бочниот ѕид зафаќа агол . Ако висината на паралелопипедот 
е еднаква на H , определи го неговиот волумен.  
 Решение. Нека 1 1 1 1ABCDA B C D  е правоаголниот 
паралелопипед во кој  

1ACA1ACA11 , 1CA D1CA D11 , 1AA H . 
Од правоаголниот триаголник  1CAA , dobivame 

1
ctgAC

AA
, т.е.  

ctgAC H  и 1 sin
HA C   

Од правоаголниот триаголник 1CDA  добиваме  
sin

1 sinsin HCD A C  

а од правоаголниот триаголник ACD , добиваме  

  

2 2 sin2 2 2 2cos
sin sin sin

2 2 2 2 2 2
sin

2 2 2 2
sin

2 2 2 2
sin

sin

( ) ( ) cos sin

cos cos sin cos sin sin

cos (1 sin ) sin (1 cos )

cos cos sin sin

(cos cos sin sin )(cos cos sin sin )

HH H

H

H

H

H

AD AC CD

sin cos( )cos( )H

 

Според тоа,  

3

2

sin
sin sin

sin cos( )cos( )
sin

cos( )cos( )

.

HH

H

V BH AD CD H H
 

 
8. Рамнината на правоаголен триаголник со катети 

3  и 4  со рамнината  формира агол . Хипотенузата 
на триаголникот лежи во . Најди го аголот меѓу 
помалата катета и рамнината . 

Решение. Нека темињата на триаголникот се A , B  
и C . Притоа темето кај правиот агол е C  и BC  е по-
малата катета. Низ C  повлекуваме рамнина нормална 
на AB  и нека D  е пресечната точка на таа рамнина со 
AB  а K - проекцијата на C  врз рамнината . Три-

A

1A

B

1B
C

1C

D

1D
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аголникот CKD  е правоаголен (бидејќи CK  и DK ). Бидејќи CD AB  и 
DK AB  добиваме дека аголот CDK  е агол меѓу рамнината  и рамнината на 
триаголникот ABC . Според тоа CDKCDK  и треба да се пресмета аголот CBK . 

Од сличноста на триаголниците CDA  и ABC  следува CD BC
CA AB

 и оттука 12
5CD .  

Од правоаголниот триаголник CDK  добиваме 12
5sin sinCK CD , а од 

правоаголниот триаголник CBK  имаме 4
3 5sin sinCK CBK 5

44
5
4
5 .  

Конечно, 4
5arcsin( sin )CBK aCBK a . 

 
9. Дадена е точка P  која не лежи на рамнината . Низ точката P  се повлече-

ни прави ,a b  и c  кои ја сечат рамнината  во точките , ,A B C , и со неа зафаќаат 

агли ,  и , соодветно, чиј збир е еднаков на 90 . Проекциите на отсечките 
,PA PB  и PC  врз рамнината  имаат должини еднакви на ,p q  и r , соодветно. 

Определи го растојанието од точката P  до рамнината . 
Решение. Нека O  е проекција на точката P  врз рамнината . Според 

претпоставките од задачата PAOPAO , PBOPBO  и PCOPCO . Триаголниците 
,AOP BOP COP  се правоаголни, па затоа 

tgOP
OA

, tgOP
OB

 и tgOP
OC

 

Бидејќи ,OA p OB q  и OC r , и 

ако OP H , тогаш 
tg H

p , tg H
q , tg H

r .   (1) 

Од условот на задачата 90 , добиваме 90 , па според тоа  
1 tg tg
tg tgtg tg(90 ) ctg( )       (2) 

Од (1) и (2) добиваме дека 
1 H H

p q
H H
p q

H
r , т.е.  pqr

p q rH . 

 
10. Во триаголна пирамида SABC  рамнинските агли при врвот S  се прави, а 

точката O  е проекција на врвот S  врз рамнината на основата ABC . Докажи дека 
плоштината на триаголникот ASB  е геометриска средина на плоштините на три-
аголниците ABC  и OAB .  

Решение. Од условот на задачата CS AS
, CS BS  и AS BS  а точката O  е подножје 
на нормалата спуштена од врвот S  на 
рамнината на основата ABC . Нека  е аголот 
меѓу рамнините на триаголниците SAB  и 
ABC (види цртеж). Триаголниците ,OAB SAB  
и CAB  имаат една заедничка страна AB  и 
имаат различни висини спуштени врз таа 
страна.  

S

A

B

C

O

D



Стереометрија  

  93 

При тоа за висините ,OD SD  и CD  имаме, cosOD SD , cosSD CD , од 
каде што ги добиваме следните равенства  

cosOAB SABP P ,   cosSAB ABCP P . 

Од првото равенство добиваме cos OAB

SAB

P
P , и ако замениме во второто равенство,  

OAB

SAB

P
SAB ABC PP P , 

односно 2
SAB ABC OABP P P .  

Значи, SAB ABC OABP P P , што и требаше да се докаже.  
 

11. Основата на пирамидата SABC  е рамностран триаголник со страна 3 . 
Проекцијата на врвот S  на рамнината на основата е точката O , која лежи во 
внатрешноста на триаголникот ABC  и е на растојание 1  од страната AC . Пре-
сметај го волуменот на пирамидата SABC , ако sin : sin 2 :1OBA OBCin 2 :1O O C: sinin . 

Решение. Нека ABOABO . Тогаш  

3OBC ABC ABO 3OBC ABC ABO 3ABC ABOABC . 

Од условот 
3

sin
sin( )

2 , односно 3
2tg . Бидејќи 

3(0, )  следува дека 3
2arctg . Нека K  е подножјето 

на висината на ABS  спуштена од S . Тогаш 
51

2 6ABSP AB SKABSP ABS  (во условот на задачата треба да 

стои и 5
6SABP SABP ) , па добиваме дека 10

3SK . Бидејќи  

31
2 2 7

sinAOBP AB OB OBAOBP AOB ,  

31
2 3 4 7

sin( )OBCP BC OB OBOBCP OBC  и 31
2 21 sinAOCP ACAOCP AOC  и  

3 3
4AOB AOC BOC ABCP P P P 33
4AOB AOC BOC ABCP P P PAOB AOC BOC ABCAOCP P PP PAOC BOCAOC BOCAOC BOC   

добиваме 3 3 33 3
2 42 7 4 7

OB OB , т.е. 21
9OB . Од OK AB  следува 

1
3sinOK OB . Од правоаголниот триаголник SOK  добиваме  

2 2
1SO SK OK . 

Конечно, 31
3 4ABCV P SOP SABCP SP SABC .  

 
12. Во триаголна пирамида ABCD  должината на сите рабови е еднаква. 

Точката P  е еднакво оддалечена од темињата A  и D , а од темињата B  и C  се 

наоѓа на растојание 3
2 . Пресметај го волуменот на пирамидата ако е познато 

дека правата PC  е нормална на висината на триаголникот ACD  спуштена од 
темето D . 
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Решение. Нека E  е проекцијата на точката B  на 
рамнината ACD  и нека K , L  и M  се средините на 
AC , BC  и AD , соодветно. Триаголниците BCD  и 
ABC  се рамнострани, па следува дека DL BC  и 
AL BC . Значи BC  е нормална на рамнината ALD . 
Бидејќи P  е еднакво оддалечена од A  и D  и од B  и 
C  следува дека P  лежи во рамнината ALD . Аналог-
но, AD BMC  и P BMC . Значи P ALD BMC

LM . Отсечката DK  е висина на ACD . Триаголни-
кот ACD  е рамностран па неговиот центар E  лежи на 
CM . Правата BE  лежи во рамнината MBC  и BE  е нормална на рамнината 
ACD , па следува дека MBC ACD . Значи нормалата на ACD  која минува низ 
C  лежи во рамнината MBC . Нека пресекот на таа нормала со правата ML  е 
точката N . Ќе докажеме дека P N . Од изборот на N  следува дека CN KDC  
па следува дека и CN KD . Од условот на задачата имаме PC KD . Ако P  и 
N  се различни, би добиле дека KD CPN . Но, тогаш KD CM  што е 
контрадикција. Значи P N . 

Со a  да ја означиме должината на работ на пирамидата. Тогаш BC a , 
3

2
aCM BM . Од CLM  имаме 

2 2
2

aLM CM CL . Следува  

1
2

tg CL
LM

CML
L

CML , т.е. 6
4tg aPC CM CML aCMLCML . 

Но 3
2PC . Значи 2a . Натаму 31

3 3ME MC , па од правоголниот 

триаголник BME  добиваме 2 6
3BE . Конечно, 2 21

3 3ACDV P BE .  

 
13. Дадена е пирамида со врв S  и основа ABC . Точките D  и E  лежат на 

рабовите SA  и SB , соодветно, и важи : 1: 2 :SD DA SE EB . Низ точките D  и 
E  повлечена е рамнина  паралелна со работ SC . Во каков однос  го дели 
волуменот на пирамидата? 

Решение. Да ги означиме со F  и G  точките во кои 
 ги сече правите BC  и AC , соодветно. Правите DG  

и CS  лежат во рамнината ACS . Заради SC  
добиваме DG SC  и FE CS . Значи, ~BFE BCSBFE BCS~  и 

~AGD ACSAGD ACS~ . Оттука следува дека  
: : 2 :3 : :FE CS BE BS AD AS GD CS , 

т.е. FE GD . Уште и FE CS  и DG SC , па следува 
дека FE GD . Значи четириаголникот DEFG  е пара-
лелограм. Нека волуменот на ABFGDE  е 1V . Тогаш 

1 EGFB EGDB AGBDV V V V . Пирамидите EGFB  и 
EGDB  имаат заеднички врв B  и плоштините на нив-
ните основи EGF  и EGD  се еднакви ( EG  е дијагонала на паралелограмот 
EDGF ). Затоа EGFB EGDBV V . Значи 1 2 EGFB AGBDV V V . Нека V  е волуменот 
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на пирамидата ABCS , и Sh  и Dh  се растојанијата од S  и D  до рамнината ABC , 

соодветно. Бидејќи : 2 : 3 :D SAD AS h h , добиваме дека 2
3D Sh h . Оттука  

1 1 1 2 1 2
3 3 2 3 9 3
4 1 1 4 1 4
9 3 2 9 3 9

sin sin

sin

AGBD AGB D S S

S ABC S

V P h AB AG GAB h AB AC BAC h

AB AC BAC h P h V

2 1 2
3 9 3 S3 9 3 BAC hsin2 1 22 1
3 9 3 sin3 9 33 9 BACsin2 1 22 1 sin

BAC hSBAC hS
 

Нека Ah  и Gh  се растојанијата од точките A  и G  до рамнината BCS , соодветно. 

Заради : 1: 3 :G ACG CA h h , добиваме 1
3G ah h , па за волуменот на EGFB  

имаме  
1 1 1 1
3 3 32 3
4 1 1 4
27 3 2 27

sin

sin

EGFB EFB G A

A

V P h BE BF FBE h

BC BS CBS h V
33
1 h1
3FBE

CBS hACBS hA
 

Тогаш 204 4
1 27 9 272V V V V . Оттука следува дека волуменот на пирамидата е 

поделен во однос 20 : 7 . 
 

14. Бочниот раб на права правилна триаголна пирамида со нејзината основа 
зафаќа агол , а од средината на спротивниот раб на основата е оддалечен на 
растојание k . Пресметај го нејзиниот волумен.  

Решение. Нека основа на пирамидата е рамностра-
ниот триаголник ABC . Бидејќи пирамидата е правил-
на, подножје на висината спуштена од врвот S   на пи-
рамидата е центарот O  на триаголникот ABC . Нека 
AAA  е висина на триаголникот ABC  (види цртеж). 

Ако P AS  и A P ASA P AS , тогаш A P kA P k .  
Од правоаголниот триаголник APAA  имаме  

0

0
sinA P

A A
, 

па затоа 0 sin
kA A . Од равенството 3

0 2
ABA A , добиваме 3

sin 2
ABk , па 

според тоа должината на страната на основата на пирамидата е еднаква на 
2 3

3 sin
ka AB .  

 Триаголникот AOS  е правоаголен, во кој SAOSAO  и 2 2
03 3 sin

kAO AA . 

Според тоа 2 2
3 sin 3 costg tgk kH SO AO , од каде добиваме дека  

3

2
22 3 3 2 31 2

3 3 sin 4 3 cos 27 sin cos
( )k k kV . 

 
15. Во триаголна пирамида SABC , сите рамнински агли при врвот S  се прави, 

а SO  е висина на пирамидата. Односот на плоштината на триаголникот AOB   
кон плоштината на триаголникот BOC  е еднаква на k . Да се пресмета односот на 
плоштината на триаголникот ASB  кон плоштината на триаголникот BSC .  

A B

C
A

S

O

P

BB
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Решение. Со  и  ќе ги означиме аглите кои ги зафаќаат бочните страни 
ASB  и BSC  со рамнината на основата ABC , соодветно.  

Бидејќи CS ASB  и AS BSC , триаголниците ASB  и BSC  се ортогонални 
проекции на триаголникот ABC  врз рамнините на триаголниците ASB  и BSC  

соодветно. Заради воведените агли  и  имаме cosASB

ABC

P
P , cosBSC

ABC

P
P . 

Заради последните равенства важи  
cos
cos

ASB

BSC

P
P .          (1) 

Од друга страна триаголниците AOB  и BOC  се проекции на ASB  и BSC  врз 

рамнината на основата ABC . Затоа cosAOB

ASB

P
P ,  cosBOC

BSC

P
P . Тогаш  

  
1

1

cos cos
cos cos

PBOC
P PASB BSC BOC AOB
PAOBBSC BOC
P PASC AOB

P P
P P k       (2) 

Од (1) и (2) добиваме cos cos
cos cosk , па според тоа cos

cos k . Конечно, од (1), 

добиваме ASB

BSC

P
P k .  

 
16. Најди го аголот меѓу основата и бочниот ѕид на правилна четиристрана 

пирамида, ако рамнината која го дели тој агол на половина ја дели бочната по-
вршина на призмата на два дела со еднакви плоштини.   

Решение. Нека SABCD  е правилна пи-
рамида со раб на основата  AB BC  
CD DA a  и SMOSMO . Нека  

OMNOMN  NMSNMS  и нека  e рамнината во 
која лежат точките , , ,E D C F , т.е. 

EDCF , и која ги дели аголот  и 
бочната површина на пирамидата на 
еднакви делови. Нека  SP SM h  е 
апотема на пирамидата. Бидејќи MN  е 

B

C

A

S

O

D

m

n

M

N

L

K

B

C

A

S

O
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симетрала на аголот , рамнината  ги дели рабовите SA  и SB  и апотемата SP  
во однос   

a PNMP AE
h MS NS ES

. 

Плоштините на бочните страни SAD  и SBC  со рамнината  исто така се 
поделени во однос :a h . Затоа, ако со P  ја означиме плоштината на бочната 
страна, тогаш   

Pa
DAE CBF a hP P , Ph

DES CFS a hP P . 
Од сличноста на триаголниците SEF  и SAB  добиваме  

2 2

2 2( )
: SN h

SEF SAB a hSP
P P , 

т.е.  
2

2( )
Ph

SEF a h
P  и 

22

2 2
( 2 )

( ) ( )
P a ahPh

ABFE SEF a h a h
P P P P . 

Од условот на задачата имаме  
22

2 2
( 2 )

( ) ( )
2 2 P a ahPh Ph Pa

a h a ha h a h
P , 

од каде добиваме 2a h . Бидејќи 2 cosa h  (од триаголникот SMO ) доби-

ваме 2
2cos , па затоа 4 .  

 
17. Основата на пирамида е квадрат, при што рамнините на бочните ѕидови со 

рамнините на основата зафаќаат агли кои се однесуваат како 1: 2 : 4 : 2 .Пресметај 
ги тие агли.   

Решение. Низ врвот на пирамидата S (види цртеж 5.) ќе повлечеме две 
рамнини кои се нормални на рабовите на основата и нека пресечни точки со нив 
се , , ,E F M N  (како на цртеж 5). Нека пресекот на EF  и MN  е точката O , која е 
и подножје на норамалата спуштена од врвот S . Ако SMOSMO , тогаш од 
условот на задачата 2SEO SFO 2SEO SFO 2SFO  и 4SNO 4SNO 4 . Од правоаголните три-
аголници MOS , ONS , EOS  и FOS  добиваме  

ctg OM
h ,     (1) 

2
2ctg 2

a
a

h h ,          (2) 

ctg 4 ON
h .           (3) 

Од равенствата (1), (2) и (3) добиваме  
ctgOM h , ctg 4ON h  и 

 2 ctg2a h .  

Ако добиените вредности за ,OM ON  
и a  ги замениме во равенството 
OM ON a , добиваме  

ctg ctg4 2 ctg2h h h , т.е.  E

F

O

S

M N
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ctg ctg4 ctg2 . 
Од последната равенка имаме ctg ctg2 ctg2 ctg4 ,  

sin(2 ) sin(4 2 )
sin sin 2 sin 2 sin 4 ,  

sin 2 sin 4 2sin 2 cos2 ,   
1
2cos2 .  

Значи, 30 .  
 

18. Основата на една пирамида е правоаголен трапез со агол  30  и подолг 
крак со должина 12. Бочните ѕидови на пирамидата зафаќаат еднакви агли со 
основата. Определи ја висината на пирамидата, ако збирот на плоштините на 
бочните ѕидови е 90.  

Решение. Нека ABCD  е основата на пирамидата со 
врв T , при што  

|| , 12, 90 , 30AB DC BC BAD ABC90 , 3090 ,90 ,90 , 30, . 

Веднаш се добива дека sin30 6AD BC 6 . Нека H  е 
висината на пирамидата спуштена од темето T , а E  
нејзината подножна точка. Ако аголот што секој од 
ѕидовите го зафаќа со основата е , тогаш  

, , ,ABT BCT CDT DAT  имаат еднакви висини 

спуштени од темето T , sin
Hh . Од условот на 

задачата 90ABT BCT CDT DATP P P P , следува  

2 ( ) 90h AB BC CD DA . Од друга страна, растојанието на точката E  до 
секоја од страните на ABCD  изнесува ctgr H , па ABCD  е тангентен  трапез 

со центар на впишана кружница E . Тогаш 18AB CD BC DA . Со замена во 

горното равенство се добива 5h  и  уште заклучуваме дека 2 3ADr . Конечно, 

2 2 4H h r .  
 

19. Четириаголна пирамида има за основа квадрат, а еден нејзин бочен раб е 
нормален на рамнината на основата. Две бочни страни со рамнината на основата 
зафаќаат агол . Во пирамидата е впишана коцка со раб a , така што долната 
основа лежи во рамнината на основата на пирамидата, а темињата на горната 
основа лежат на бочните рабови на пирамидата. Пресметај го волуменот на 
пирамидата.  

Решение.Нека SABCD  е пирамида во која основа е квадратот ABCD , SD  е 
бочен раб кој е нормален на рамнината на основата ABCD  а бочните рабови SA  и 
SC  со рамнината на основата зафаќаат агол . Должината на работ на основата 
ќе ја означме со b , а должината на висината спуштена од врвот S  кон рамнината 
на основата SD H .    
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Нека KLMDNOQR  е коцка со страна a , која 
е впишана во пирамидата, така што долната 
основа KLMD  лежи во рамнината на основата на 
пирамидата, а темињата , , ,N O Q R  припаѓаат на 
рабовите , ,SB SC SD  и SA  соодветно (види 
цртеж).  

Од правоаголниот триаголник OMC , имаме 

ctgMC
MO

, т.е. ctgb a
a , па затоа  

(1 ctg )b a . 
Од правоаголниот триаголник SDC  имаме 

ctgDC
SD

, т.е. ctgb
H , па затоа  

tg (1 ctg )tg (1 tg )H b a a . 
Според тоа,  

2 3 21 1
3 3 (1 ctg ) (1 tg )V b H a . 

 
20. Правилна триаголна пирмида има раб на основата b  и агол меѓу бочните 

рабови . Најди го радиусот на опишаната сфера околу пирамидата. 
Решение. Нека ABC  е основата на пирамидата а D  

е нејзиниот врв. Нека O  е центарот на сферата опишана 
околу неа и E  - проекцијата на O  на рамнината ABC . 
Од AO BO CO r  следува AE BE CE . Триагол-
никот ABC  е рамностран, па следува дека E  е центарот 
на опишаната кружница околу него. Бидејќи пирамидата е 
правилна, точката D  исто така се проектира во E . Значи 
точките E , D  и O  се колинеарни. Од триаголникот 

ABC  имаме 3
3

bCE , а од рамнокракиот триаголник 

ADC  имаме 
1
2

2 2sin 2sin

AC bCD . Триаголникот DEC  е правоаголен, па 

22sin

3
sin CE

CD
CDE

C
CDE . Од рамнокракиот триаголник DOC  имаме DO OC r , 

па  

24
2 3 2

2cos 4sin 1 sin
CD b

CDEr DO CD
CDE

C .  

 
21. Две правилни триаголни пирамиди имаат заедничка висина. Врвот на 

едната пирамида е центарот на основата на другата пирамида и бочните рабови на 
едната пирамида ги сечат бочните рабови на другата пирамида. Бочниот раб  со 
должина l  на едната пирамида со нејзината висина зафаќа агол , а бочниот раб 
на другата пирамида со нејзината висина зафаќа агол . Пресметај го волуменот 
на заедничкиот дел на двете пирамиди.  

A B

C
D

S

K L

M

N

OQ

R



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 100 

Решение. Нека 1 1 1 1S A B C  и 2 2 2 2S A B C  се две правилни триаголни пирамиди со 
врвови 1S  и 2S  соодветно, кај кои врвот на едната пирамида е центар на основата 
на другата пирамида. Со други зборови двете пирамиди имаат заедничка висина 

1 2S S .Бочните рабови на пирамидите се сечат во точките , ,A B C  за кои без 
ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека 1 1 2 { }S A SA A , 

1 1 2 { }S B SB B  и 1 1 2 { }S C SC C . Од причини на симетрија триаголникот 
ABC  е рамностран триаголник и висината 1 2S S  минува низ центарот O  на 
триаголникот ABC .  

Со R  ќе ја означиме должината на радиусот на опишаната кружница околу 

триаголникот ABC . Од правоаголниот триаголник 1AOS  имаме 1 ctgOS
OA

, од 

каде добиваме  
  1 ctgOS R .          (1)  

Од исти причини  
  2 ctgOS R .          (2) 

Според тоа, за висината на пирамидите имаме  
sin( )

1 2 1 2 sin sinctg ctg =H S S S O OS R R R . 

Од пирамидата 1 1 1 1S A B C  кај која должината на бочниот раб е l  и со висината на 
пирамидата зафаќа агол , имаме cosH l , па од равенството  

sin( )
sin sin cosR l , 

добиваме  
sin sin cos

sin( )R l . 

Должината на страната на триаголникот ABC  е sin sin cos
sin( )3 3a R l , па 

според тоа  
3 2 22 2

2
3 cos sin 2 sin3 3 31

3 4 4 16sin ( )
RR R HV H . 

 
22. Во правилна четириаголна пирамида бочните рабови со должина b  

зафаќаат агол  со рамнината на основата. Низ дијагоналата на основата е 
повлечена рамнина паралелна со бочниот раб. Да се пресмета плоштината на 
пресекот на пирамидата со рамнината.  

Решение.Нека ABCDS  е четиристрана пирамида 
во која бочните рабови , , ,AS BS CS DS  со рамнината 
на четириаголникот ABCD  зафаќаат агол . Нека 
пресекот на рамнината, што минува низ дијагоналата 
на основата BD  и е паралелна со AS , со работ SC  е 
точката K . Триаголникот BKC  е рамнокрак а негова 
висина спуштена од точката K  кон основата BD  е 
точката O  која е пресек на дијагоналите на основата 
AC  и BD .Отсечката OK  е средна линија на A B

CD

S

O

H
K
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триаголникот ACS  која е паралелна со AS , и бидејќи AS b  добиваме 
1 1
2 2OK AS b .  

Триаголникот AOS  е правоаголен во кој едниот остар агол е  а хипотенузата 
е AS b . Според тоа 2 2 cos 2 cosBD AC AO AS b . Според тоа, плош-
тината на пресекот е  

21 1
2 2 22 cos cosbP b b . 

 
23. Бочните рабови на правилна четириаголна пирамида се еднакви на a  и со 

рамнината на основата зафаќаат агол . Определи ја бочната површина и 
волуменот на пирамидата.  

Решение. Нека ABCDS  е чеириаголна пирамида 
во која бочните рабови , , ,AB BS CS DS  имаат иста 
должина a  и со рамнината на основата зафаќаат агол 

. Нека пресекот на дијагоналите на основата AC  и 
BD  е точката O . Од правоаголниот триаголник 
AOS  во кој еден остар агол е SAOSAO , добиваме  

sin sinH OS AS a  

2 cos cosd AO AS a ,  

каде H  е должина на висината на пирамидата, а d  е должина на дијагоналата на 
основата на пирамидата ABCD .  

Ако x  е должина на страната на основата, тогаш според Питагорина теорема 
2 cosx a . Должината на апотемата на пирамидата е еднаква на  

22 2 22 cos 1 sin1
2 2 2( ) 1 cosa

xh a a a . 

Конечно,  
2 2 21 sin

2 24 2 2 cos 2 cos 1 sinxxhM a a a ,  
2 2 32 cos sin 1

3 3 3 sin 2 cosa aBHV a .  
 
24. Рамнината ги сече бочните рабови на правилна четириаголна пирамида во 

точки, чии растојанија до врвот на пирамидата се , ,a b c  и d . Докажи дека  
1 1 1 1
a c b d . 

 Решение. Да го означиме со  аголот што висината го 
зафаќа со бочните рабови на пирамидата и пресечните 
точки на рамнината со бочните рабови и висината на пи-
рамидата (види цртеж). Тогаш: 

SA a , SB b , SC c , SD d . 
Од ACSACS  имаме:  

ASC AOS OSCP P P ,  
1 1 1
2 2 2sin 2 sin sina a SO c SO , 

A
B

C
D

S

O

A B

CD

S

O

H

x

x
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2 sin cos ( ) sinac a c SO  
2cos 1 1

a cSO
.        (1) 

Аналогно, од BDSBDS , добиваме: 
 2cos 1 1

b dSO
.        (2) 

Од (1) и (2) следува дека 1 1 1 1
a c b d .  

 
25. Даден е тетраедар ABCD . Работ AB  има должина a , CD  има должина b , 

растојанието меѓу разминувачките прави AB  и CD  е d  и аголот меѓу нив е 
еднаков на . Нека рамнина , која е паралелна со правите AB  и CD , го дели 
тетраедарот на два дела. Пресметај го односот на нивните волумени ако се знае 
дека односот на растојанието од AB  до  и растојанието од CD  до  е еднаков 
на k . 

Решение. Нека растојанието меѓу  рамнината  и правата CD  е x . Тогаш 
нејзиниот пресек со тетраедарот е паралелограм ( || ||MN AB EN и || || )NL CD ME  
и неговата плоштина е  

( )sin sina x b d x
d dMN ME . 

Според тоа  

2 3

2

( )
1

0

2 3

sin

( )sin

x a t b d t
d d

ab x ab x
d d

V dt
.  

 Аналогно се добива 
2 3

22 2 3
( )sinaby aby

d d
V  

каде y  е растојание меѓу AB  и .  

Значи, односот на волумените е  
2 3

2
2 31

3 2
3 2

V dy y
V dx x

, и бидејќи 1 1,d dk
k kx y  

добиваме  2

1

2 3
3 1

V k
V kk . 

 
26. Од средината O  на висината SE  на правилна четиристрана пирамида, со 

врв S , повлечена е нормала OM  на бочниот раб и нормала OK  на бочниот ѕид 
на пирамидата. Ако должините на тие нормали се OM p  и  OK q , пресметај 
го волуменот на пирамидата (т.е. волуменот изрази го преку p  и q ). 

Решение. Нека основниот раб на пирамидата има должина a , дијагоналата на 

основата d  и нека h SE . Имаме ~MOS EASMOS EAS~  и затоа 2
2 2

2 2( )

h

d d

p

h
. Со 

средување на ова равенство, и земајќи предвид дека 2d a  добиваме           
 2 2 2

84 1
h a p

          (1) 
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Од друга страна ~KOS ELSKOS ELS~  ( L  е средина на основниот раб), па имаме 

2
2 2

2 2( )

h

a a

q

h
. Средувајќи го и ова равенство добиваме           

2 2 2
16 4 1
a h q

.       (2) 

Со одземање на (1) од (2) добиваме  
2 2

2 2 2 2 2
8 1 1 p q
a q p p q

 

и оттука 
2 2

2 2
82 p q
p q

a . Заменувајќи во (1) добиваме 

2 2

2 2
42

2
p q

q p
h . Сега да го пресметаме волуменот на 

пирамидата  
3 32

2 2 2 2

16
3 3 3( ) 2

p qB h a h
p q q p

V . 

 
27. Од средината на висината на правилна четириаголна пирамида  повлечени 

се нормали на еден бочен ѕид и на еден бочен раб, чии должини соодветно се 2  
и 3 . Пресметај ги плоштината и волуменот на пирамидата.  

Решение. Нека M е средина на висината SO  на пирамидата SABCD  (види 
цртеж) и нека MP SK , а MQ SA . Според условот на задачата важие: 

2MP , 3MQ .  
За да ги пресметаме плоштината P  и волуменот V  на пирамидата, треба да ги 

најдеме основниот раб AB a  и висината SO H . Ќе ги користиме ознаките:  

SA s , SK h , 2
2

aAO ,  

2
HSM , 2

aOK , SBKSBK .  

Очигледно, триаголниците SQM  и SOA  се слични, па имаме: : :SM MQ SA AO

, т.е. 2
2 2: 3 : aH s , од каде следува  

2 2
3 aHs     (1) 

Аналогно од сличноста на SPMSPM  и SOKSOK  
добиваме: : :SM MP SK KO , т.е.        

2 2: 2 : aH h , па затоа  

2 2
2 aHh .     (2) 

Од (1) и (2) следува 3 2S h , т.е. 3
2

h
s . 

Според тоа, 3
2sin , т.е. 60 , а тоа 

значи дека BCSBCS  е рамностран, т.е. a s . 

2
3

S

M

PQ

O K

A B

C
D
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Тогаш од (1) и (2) добиваме: 2 6H  и 3
2

ah . Применувајќи ја Питагоровата 
теорема за SOKSOK , наоѓаме: 

2 2 2 22 2 3
4 3 4 2

a a a aH h ,  2 22 2 24 48a H , 4 3a , 6h . 
Конечно: 

2 2 48(1 3 )P B M a ah ,  48 2 6
3 3 32 6BHV . 

 
28. Бочниот раб SA  е нормален на основата ABC  на пирамидата SABC , а 

страната BCS  зафаќа агол од 30  со основата. Една рамнина ги сече рабовите 
, ,AB AC SC  и SB  во точките , ,K L M  и N  соодветно, при што четириаголникот 

KLMN  е трапез, чија основа MN  е трипати помала од основата KL . Пресметај ја 
плоштината на тој трапез, ако неговата висина е 13 и 13AS BC . 

Решение. Од условот работ SA  да е нормален на основата ABC  на пира-
мидата SABC , следува дека и бочните ѕидови SAB  и SAC  се нормални на осно-
вата на пирамидата (види цртеж 1). 

 Ја проектираме пирамидата SABC  на рамнината нормална на работ BC , па го 
добиваме триаголникот ' ' 'A B S  (види цртеж 2), кај кој е  

30B 30B ,  ' 13SA SA ,  ' 90A ' 90A  
бидејќи SA BC . 

Од условот ||KL MN  и ||MN ABC  следува дека и ||MN BC , односно ||KL BC
, па затоа трапезот KLMN  ќе се проектира во отсечката ' 'K N , која е еднаква на 
неговата висина, т.е. ' ' 13K N . 

На крајот, отсечката DE , која е проекција на отсечката NM  врз рамнината ABC , се 
проектира во точката 'D . 

Да ги одредиме сега должините на основите KL  и NM  на трапезот KLMN . 
Да означиме ' 'A D x , па од сличноста на триаголниците AKL  и ADE , имајќи 

предвид дека при паралелна проекција односот се запазува, добиваме: 
' ' : ' ' : : : 3:1A K A D AK AD KL DE KL MN  

Оттука : 
' ' 3 3A K AD x , т.е. 2 .D K x  

A 'A
B

'B

C

D

E

L

M

N

O

13

13

K

S 'S

'O

'K'D

'N

13
13

x 2x 30

crte` 1 2crte`
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Од правоаголните триаголници ' ' ', ' ' ', ' ' 'S A B N D B N D K  имаме: 

' ' ' ' ctg30 13 3A B S A 313 , 
3 3

3 3' ' ' ' tg30 ( ' ' ) 13 xN D D B A B x((( ''(  

2 2 2
' ' ' ' ' 'K N N D D K  
2 2 23

313 (13 ) (2 )x x  

213 26 3x x , 2 3x  ( 0)x . 
Од сличноста на триаголниците AKL  и ABC  имаме: 

: : :KL BC AK AB A K A B  
3 2 33' '

' ' 13 3 3
13 6xA K

A B
KL BC , 

1
3 2MN KL . 

Конечно, плоштината P  на трапезот KLMN е: 
6 2

2 213 13 52KL MNP . 
Значи, плоштината на трапезот KLMN  е 52 кв. единици. 
 

29. Секоја страна на тетраедарот ABCD  е остроаголен триаголник. Ги 
разгледуваме затворените полигонални линии XYZTZX  определени на следниот 
начин: точката X  е на работ AB  и е различна од A  и B . Аналогно ,Y Z  и T  се 
на рабовите BC , CD  и AD , соодветно.  

Докажи дека:  
а) Ако DAB BCD ABC CDADAB BCD ABC CDABCD ABCBCD ABC , тогаш меѓу полигоналните линии 

нема најкратка.  
б) Ако DAB BCD ABC CDADAB BCD ABC CDABCD ABCB D AB , тогаш постојат бесконечно многу по-

лигонални линии со минимална должина и таа е еднаква на 22 sinAC , каде 
CAB DAC DABCAB DAC DABCAB DACDAC .  

Решение. ( )a  Да претпоставиме дека постои 
најкратка искршена линија XYZTX  (цртеж лево) . 
Триаголниците ABC  и BCD  ги поставуваме во 
една рамнина.  Со тоа добиваме четириаголник 
ABCD  (цртеж десно). За линијата да има мини-
мална должина, мора да е исполнето BYXBYX  

CYZCYZ , бидејќи во спротивен случај би добиле 
помала должина на линијата со поместување на 
точката Y . Аналогно се покажува дека мора да е 
исполнето  

CZY TZDCZY TZD , DTZ XTADTZ XTA  , AXT YXBAXT YXB . 
На тој начин добиваме 

180 180

180 180 .

DAB BCD AXT XTA CZY CYZ

YXB BYX DTZ TZD ABC ADC

DAB BCD AXT XTA CZY CYZ180 180BCDBCD 180 AXT XTA CZY CYZ180 CZYCZY180

180 .YXB BYX DTZ TZD ABC ADC180180180180
 

што противречи на претпоставката.  
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( )b Нека претпоставиме дека е исполнет условот 
DAB BCD ABC ADCDAB BCD ABC ADCBCD ABCBCD ABC       (1) 

Со , , ,  ги означуваме збировите на аглите помеѓу рабовите во темињата 
, , ,A B C D . Тогаш  

( ) ( ) 360 .

DAB CAB DAC BCA ACD BCD

ABC CAB BCA CDA DAC ACD .

DAB CAB DAC BCA ACD BCDDAB CAB DAC BCA ACDCAB DAC BCA ACD

) ( ) 360) () () ( )) () () (
 

т.е. 360 . Аналогно се докажува дека 

360 . Затоа, барем еден од аглите 
,  или од аглите ,  не може да биде 

поголем од 180 . Нека тоа се аглите  и . 
Обвивката на тетраедарот ABCD  ја расеку-
ваме по рабовите , ,AC CD DB . (овој избор 
на рабови зависи од изборот на аглите кои 
се помали или еднакви на 180 ). Во рам-
нина формираме фигура ' 'AC D BDC (цр-
теж десно.)  која се состои од триаголници 

' 'AC D , 'AD B , ABC  и BDC . Од равенството (1)  добиваме 
' 'C D A ABC CDA ABCC D A ABC CDA ABC' ' ABC CDA , 'D AB BCD DAB BCDD AB BCD DAB BCD' BCD DAB  

од каде што следува  
 ' 'C D A ABCC D A ABC' ' ABC 'D AB BCDD AB BCD'         (2) 

За да од отсечката ' 'C D  дојдеме до отсечката CD , 
прво треба отсечката ' 'C D  да ја ротираме за агол 

' 'C D AC D A' '  околу точката 'D  во негативна насока, 
потоа отсечката 'D A   да ја ротираме за 'D AB  
околу точката A  во позитивна насока, потоа 
отсечката AB  за ABCABC  околу точката B , и ко-
нечно отсечката BC  за агол DCB  околу точката 
C . Според (2)  исполнето е || ' 'CD C D  и отсечките 
CD  и ' 'C D  се еднакво ориентирани. Затоа 

' 'DCD C  е паралелограм. Од рамнокракиот 
триаголник 'ACC  добиваме  

2' 2 sin 'CC AC DD . 

Бидејќи аголот  не е поголем од 180 , целиот паралелограм ' 'DCC D  е содржан 
во ликот ' 'AC D BDC  и на секоја отсечка 'ZZ  која е паралелна со 'CC , и е 
придружена искршена линија XYZTX  која има минимална должина. 
 

30. Дадени се четири различни паралелни рамнини. Докажи дека постои пра-
вилен тетраедар кој има по едно теме во секоја од дадените рамнини.  

Решение. Лема. Нека во рамнина се дадени три паралелни прави. Тогаш 
постои единствен рамностран триаголник, таков што на секоја од правите се наоѓа 
по едно негово теме. При тоа должината на страната на рамностраниот 
триаголник зависи само од растојанието меѓу правите.  
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Доказ. Доволно е на една од правите да земеме произволна точка и една од 
другите две прави да ја ротираме за агол 060 . Во пресекот со третата права го 
наоѓаме второто теме на рамностраниот триаголник. Сега лесно се конструира 
третото теме и се докажува тврдењето за должината на страната.  

Нека 1 2, ,o  и 3  се дадени паралелни рамнини, при што  претпоставуваме 
дека 1 2,  и 3  се од иста страна на рамнината o , а нивните растојанија до o  
ги означуваме со 1 2,d d  и 3d ; ( 1 2 30 d d d ). Земаме произволна рамнина , 
таква што аголот меѓу нејзината нормала и нормалата на рамнината o  е .  

Нејзините пресеци со рамнините 1,o  и 2  се паралелните прави 1 2, ,ol l l .  Ја 

применуваме лемата. Да забележиме дека растојанието од ol  до 1l  и 2l  е 1
sin

d  и 

2
sin

d , соодветно. Нека A B C  е рамностран триаголник чии темиња лежат на ol ,

1l  и 2l , а должината на неговата страна со a . Со хомотетија во рамнината , со 
центар во точката A  и коефициент sink  триаголникот A B C  се преслику-
ва во рамностран триаголник со должина на страната sina  и со темиња на пара-
лелни прави, од кои две се на растојание 1d  и 2d , од третата права. Должината на 
страните на добиениот триаголник е еднозначно определена со големините 1d  и 2d  
и таа е константна ако е фиксирана положбата на разгледуваните рамнини. Таа 
должина ќе ја означиме со a .  

Значи, sina a  или sin
aa .  

Ќе го пресметаме растојанието на те-
жиштето O  на триаголникот A B C  до 
рамнината o . Нека E  е средина на стра-
ната B C . Ја разгледуваме рамнината 
која ја содржи правата B C  и е нормална 
на рамнината o . Растојанието меѓу точ-

ката E  и рамнината o  е 1 2
2

d d . Ако низ 

правата A E  поставиме рамнина која е нормална на o , и земеме во предвид 

дека 2
3A O A E , добиваме дека растојанието од O  до o  е 1 2 1 22

3 2 3
d d d d , 

т.е. тоа не зависи од . Тоа значи, дека тежиштата на сите можни рамнострани 
триаголници со темиња во рамнините 1,o  и 2  лежат во една рамнина  која 
е на константно растојание од o , што значи и од 3 . Нека растојанието од  до 

3  е h .  
Конструираме правилен тетраедар A B C D , чија основа е конструираниот 

триаголник A B C , при што од двете можности за D  ја бираме онаа за која 
D  е подалеку од o . Должината на висината D O  на конструираниот тет-

раедар е 2
3a . Разгледуваме рамнина низ правата D O  која е нормална на o . 
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Тогаш (види цртеж) 1 2 3, , ,op p p p  и s  се пресеците на таа рамнина со рамнините 

1 2, ,o , 3  и , од каде D  е растојанието од оддалечена од  за 
2 2
3 3cos actga . За да точката D  припаѓа на рамнината 3  потребно и 

доволно е најденото растојание да е еднакво на h , т.е. 3
2ctg h

a . Бидејќи 

таков агол  постои, доказот на тврдењето  е завршен. 
 
31. Дадена е рамнина , точка P  во таа рамнина и точка Q  надвор од неа. 

Најди ги сите точки R  од  за кои количникот PQ PR
QR

 е најголем.  

Решение. Нека R  е точка во рамнината , различна од P  и RPQRPQ , 
PQRPQR . Од триаголникот PQR   добиваме 

sin sin( ) sin
QR PQ PR , 

од каде што  

2 2 2

2

2cos sin( ) sin( )sin( ) sin
sin sin sin

PQ PR
QR

. 

За даден агол , овој количник е најголем ако 2sin( ) 1  т.е. 2 90 . 
Последното равенство е исполнето ако и само ако QRP  е рамнокрак , т.е. 

PR PQ .  

Бидејќи 0 180 ,,  т.е. 20 90 ,,  а функцијата sin е растечка на (0,90 ),),  
дадениот однос има најголема вредност кога  е најмал.  
Ако правата PQ  е нормална на рамнината , 
множеството точки кои ги задоволуваат условите 
на задачата е кружница со центар во P  и радиус 
PQ . Ако правата PQ  не е нормална на , тогаш 
постои само една точка која ги задоволува 
условите од задачата и тоа е точката која припаѓа 
на рамнината нормална на ,  што ја содржи 
правата PQ , при што растојанието меѓу точките 

R  и P  е еднакво на PQ , а RPQRPQ  е остар. Со овие услови точката R  е 
еднозначно определена. 

 
 
 
 

2.   ВАЛЧЕСТИ ТЕЛА   
 
1. Во сфера е впишана пирамида чија основа е правоаголник со дијагонала d. 

Бочните рабови на пирамидата се наклонети кон рамнината на основата под агол 
. Најди го радиусот на сферата. 
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Решение. Нека O е центарот на сферата 
опишана околу пирамидата SABCD со основа 
правоаголникот ABCD, нека R е радиусот на 
сферата, нека E е пресекот на дијагоналите на 
правоаголникот ABCD и нека M е средината на 
работ CS. Тогаш, триаголникот SEC е право-
аголен со остар агол SCESCE , а точката O 
лежи на правата SE и е еднакво оддалечена од 
точките S и C, па затоа OM CS . Бидејќи 

SOM SCESOM SCE , како агли со заемно нор-
мални краци, имаме  

. 

 
2. Плоштината на основата на цилиндарот и плоштината на неговиот оскин 

пресек се однесуваат како :m n . Определи го остриот агол меѓу дијагоналите на 
оскиниот пресек.  

Решение. Нека темињата на еден оскин пресек се 
, , ,A B C D , при што A  и B  припаѓаат на едната 

основа на цилиндерот а C и D  припаѓаат на другата 
основа на цилиндарот (види цртеж). Нека пресекот на 
неговите дијагонали AC  и BD  е точката M . Ако 
MO  е висина во триаголникот ABM , тогаш 2

hMO  

а AO r , каде r  и h  се радиус и висина на цилин-
дерот. Ако AMBAMB  е еден од аглите меѓу дијаго-
налите, тогаш  е другиот агол меѓу дијагона-
лите.  

Од правоаголниот триаголник AOM  имаме  
         

2
2tg h

r .            (1) 

 Од условот на задачата имаме 
2

2
r m

rh n , од каде добиваме  

         2
r n

mh .            (2) 
Ако од (2) замениме во (1), добиваме  

        1
2 2

4
2tg r n

m

mr
n .         (3) 

Според тоа, 42arctg m
n  а другиот агол е 42arctg m

n . Од (3) е јасно дека  е 

помалиот агол ако 4 1m
n . 

 
3. Во конус е впишана сфера, при што плоштината на сферата и плоштината на 

основата на конусот се еднакви. Пресметај го косинусот од аголот на оскиниот 
пресек на конусот во темето што е и врв на конусот.  

Решение. Оскиниот пресек на конусот и впишаната сфера е рамнокрак 
триаголник ABC , со должина на основата еднаква на 2R , каде R  е радиус на 

11 1
2 cos2 2

sin sin sin sin2 2sin2

CESC dSM dR OS

O

E C

M

S



Р. Малчески  

 110 

основата на конусот, во кој е впишана кружница k  со радиус r . При тоа r  е 
радиусот на впишаната сфера. Нека центар на k  е точката O , а допирните точки 
со страните ,AB BC  и CA  се точките ,K L  и M  соодветно (види цртеж).  

Од равенството 2 24r R  добиваме 2R r .  
Триаголниците AKC  и OMC  се слични. Ако 

воведеме стандардни ознаки  
AK R , OK OM r , CK H  и AC s  

добиваме: 
OM AK
OC CK

,  
2 2 2 2

2
4

r R R r
H r s H R H r

. 

Од равенството 
2 2
2

4
r r

H r H r
 добиваме 

8
3H r , па според тоа  

8
3

3
2 5sin r

r r
. 

Сега, користејќи го идентитетот 1 cos
2 2sin  не е тешко да се пресмета 

дека 7
25cos .  

 
4. Зададена е сфера со центар во O  и радиус 4 . Три паралелни прави ја 

допираат сферата во точките ,A B  и C . Најди го аголот BAC , ако се знае дека 
плоштината на триаголникот OBC  е 4, а плоштината на триаголникот ABC  е 16. 

Решение. Да го разгледаме пресекот на сферата со 
рамнината што минува низ центарот O  на сферата и е 
нормален на трите паралелни прави. Радиусите OA , 
OB  и OC  се нормални на тие прави, а точките ,A B  и 
C  лежат во таа рамнина (види цртеж)  

Ако BACBAC , тогаш 2BOC 2BOC 2 , па од раве-
нството 

1
2 4 4 sin 2 4BOCP  

добиваме 1
2sin 2 , од каде што 2 30  или 2 150 .  

Првата вредност не е можна, бидејќи тогаш 15  или 165 ,,  а оттука 
1 1 1
2 2 2sin 8 8 16ABCP AB AC . 

Значи, 2 150 , т.е. 75  (кога 1A A ) или 105 (кога 2A A ). Но и 
последното равенство не е можно, бидејќи тогаш  

1 1
2 2 8 4 16ABCP BC OA . 

Следствено, за големината на аголот  останува единствено вредноста 75 . 
 
5. Основата на кружен конус лежи во рамнината , а врвот S  во рамнината ||

. Аголот при врвот на конусот е 2 . Низ средината M  на неговата висина OS  е 

A B

C

k

K

LM

O

r

R

2
1A

iA

B

C

4

4
O
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повлечена права p , која со OS  зафаќа агол . Одреди ја должината на отсечката 
AB , од  правата p , која минува низ конусот, ако отсечката CD  од правата p , 
зафатена меѓу рамнините  и , има должина d . 

Решение. Според ознаките на 
цртежот имаме: 

, ,CD d OSA OMA,OSA OMA, . 
Нека CE , тогаш DCE , па 

 cosCE d .  

 1 1 1
2 2 2 cosSM SO CE d . 

Според синусната теорема за ASMASM  
наоѓаме: 

sin cos sin sin 2
2sin sin 4sin

SM ddAS  

Слично, од ABSABS  добиваме 

sin 2 sin
ASAB . 

Конечно sin 2 sin 2
4sin sin

dAB . 

 
6. Даден е правилен конус во кој е впишана топка. Околу топката е опишан 

цилиндар чија основа лежи во рамнината на основата на конусот. Нека 1V  е 
волуменот на конусот, а 2V  волуменот на цилиндарот.  

а) Докажи дека 1 2V V .  
б) Најди го најмалиот број k  за кој 1 2V kV , 

и за вака најденото k  конструирај го аголот при 
темето на оскиниот пресек на конусот.   

Решение. Го разгледуваме осниот пресек на 
конусот, цилиндарот и топката. Нека 2  е 
аголот при врвот на осниот пресек на конусот, а 
r  е радиусот на топката. Волуменот на конусот 

е 
2

1 3
haV , каде a BD  и h CD . Бидејќи  

(1 sin )
sin

rCD OC OD   и   
(1 sin )

sin
rBD tg  

добиваме  
3 2(1 sin )

1 3sin (1 sin )
rV . 

Волуменот на цилиндарот е 3
2 2V r  (висината на цилиндарот е 2r ). Нека 

1

2

V
Vk . Тогаш 

2(1 sin )
6sin (1 sin )k , па според тоа  

2(1 6 )sin 2(1 3 )sin 1 0k k . 

A

B

C

D

S

M

O
E
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Оваа равенка има решение (по sin ) само во случај кога нејзината дискри-
минанта 0D , т.е. кога 2(1 3 ) (1 6 ) 0k k . Од овде 4

3k . 

Според тоа, равенство 1 2V V  не е можно. За 4
3k , добиваме 1

3sin  и 

3OC r . Од претходно изнесеното непосредно следува конструкција. 
 
7. Плоштините на основите на правилна тристрана потсечена пирамида се 

однесуваат како 4 :1 , Најди го аголот меѓу бочната страна и основата, ако се знае 
дека во пресечената пирамида може да се впише топка.  

Решение. Нека 1 1 1ABCA B C  (види цр-
теж) е дадена пирамида. Бидејќи пирами-
дата е правилна, центарот на впишаната 
топка е средина на висината 1KK , и 
топката ги допира основите во точките 
K   и 1K , а бочните страни на апотемите 
на пирамидата.  

Рамнината 1 1ADD A  е нормална на 
работ BC  ( BC AD  и 1BC DD ), па 

1ADD1ADD11  е бараниот агол.  
Бидејќи 1 1 1~ABC A B C1 1 1ABC A B C1 1 11 1~ , следува дека 

нивните плоштини P  и 1P  се однесуваат 

како квадратите на радиусите KD r  и 

1 1 1K D r  на впишаните кружници во 

нив, т.е. 
2

2 11

4
1

r P
Pr

. Значи, 
1

2r
r , т.е. 12r r . Од  

1 1 1 1

1 11 1 1 1

2 1
3 3cos KD K D r r rFD r r

r r rDD DN ND DK D K
, 

следува дека 1
3arccos .  

 
8. Во правилна триаголна пирамида важи 3R r , каде што R  и r  се радиу-

сите на опишаната и впишаната сфера. Докажи! 
Решение. Нека SABC  е правилна триа-

голна пирамида и нека O  е центарот на опи-
шаната кружница околу основата ABC , D  е 
центарот на опишаната сфера, а E  ценатарот 
на впишаната сфера околу пирамидата (види 
цртеж), тогаш: 

DS DC R , EO r . 
Да го означиме со 2  аголот на диедарот об-
разуван од основата и бочниот ѕид на пира-
мидата, тогаш: 

OME EMSOME EMSEMS . 

1K

1B

A

B

C

D

1A
1C

S

1D

FK

O
N

E

N

O MA

B

C

S

R

RD
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Повлекуваме нормала DN  на бочниот раб SC , па имаме ~SND SOCSND SOC~ , од каде 

следува 1
2SN NC SC , : :SD SN SC SO и затоа 

2
2 SD SO SC , т.е. 

2 2
2SD SO SC OC , односно  

2 2
2R SO SO OC .        (1) 

Да ги изразиме SO  и OC  преку r EO  и OMEOME , имајќи предвид дека 
2OC OM . Од правоаголните триаголници EOM  и SOM  имаме: 

 ctg ctgOM OE r , 2 ctgOC r , tg2 ctg tg2SO OM r .  
Заменувајќи ги овие вредности во (1), добиваме: 

2 2 2 2 22 ctg tg2 ctg tg 2 4 ctgR r r r  
и ако ставиме tgt  последователно добиваме  

2

2 2 2
2 41 1

1 (1 )
2 4t t

t tt t
R r r ,  

2 2 2 2 2(1 ) (1 )Rt t rt r t  
2 4 2 4( ) ( )R t t r t t r  

2 4 2 21 1 1
4 2 4( )r

r R t t t .  
Оттука 4r R r , т.е. 3R r .  

 
9. Основата на пирамидата SABCD  е квадратот ABCD  со страна .a  Бочниот 

раб SA  е нормален на основата, а два бочни ѕида со основата зафаќаат агол . 
Пресметај го:  

а) радиусот на впишаната сфера во пирамидата,  
б) радиусот на кружницата што се добива како пресек на впишаната сфера и 

рамнината .SBD  

Решение. Од условот на задачата е SA AB  
и ,SA AD  па следува дека: ABS ADSADS  
(види цртеж). Затоа  

cos, .aSA atg SB  

а) Да забележиме дека ( )ACS  е рамнина на 
симетрија на пирамидата; значи ( ),K ACS  
каде што K  е центарот на впишаната сфера со 
радиус .r   

Конструираме ( )KE ABC  и PQ AC , при 

што .K PQ  Очигледно KE r  и 2 .PK r
Да го пресметаме волуменот на пирамидата 

  31 1
3 3 .ABCDV SA P a tg        (1) 

Од друга страна, волуменот на пирамидата е збир на волумените на петте пира-
миди, чија висина е ,r  т.е.     

A B

C

Q

P
K

N

D M

OE

S

C
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2
3
sin cos 12

3 cos 3 cos

2 2 (2 2 )

( ) .

r
KADS KBCS KABCD ADS BCS ABCD

a a rr

V V V V P P P

a atg a a
        (2) 

Од (1) и (2) го одредуваме радиусот r : 

  sin
1 sin cos

ar .             (3) 

б) Од сличноста на триаголниците SAO  и ,SPM каде што M  е пресекот на 

SO  и ,PQ  добиваме: : :SA AO SP PM . Притоа:  

2
, tg ,aAO SP a r  

sin sin
cos 1 sin cos2

sin
cos

( tg )

tg 2

aa a aAO SP
aSA

PM , 

т.е. (1 sin )
(1 sin cos ) .aPM  

 Конструираме ,KN SO  тогаш ( ).KN BDS  Од сличноста на триаголниците 

KNM  и SAO  имаме : :KN KM SA SO  , т.е. .KM SA
SO

KN Притоа:  

(1 sin ) 2 sin
1 sin cos2 (1 sin cos )

a aKM PM PK , т.е.  1 sin
1 sin cos2

aKM  

  
222 2 2 1 sin2 2

2 2
cos ,aaSO SA AO a tg SO  

па по средувањето добиваме: 

   
2

sin (1 sin )

(1 sin cos ) 1 sin

aKN .        (4) 

Нека со  го означеме радиусот на кружницата што 
се добива како пресек на впишана сфера, со радиус 

,r  и рамнината ,SBD  тогаш (види цртеж):  

                
22 2 .r KN       

Имајќи ги предвид (3) и (4) добиваме 

  
2 2 2 2 2

2 2 2
sin sin (1 sin )2

(1 sin cos ) (1 sin cos ) (1 sin )
a a  

или:                    

2
sin 2 sin

1 sin cos 1 sin
a .  

 
10. Нека ABCQ  е правилна тристрана пирамида со врв Q . Сфера S  минува 

низ A , ги допира рабовите BQ  и CQ  во нивните средини, и ги сече ,AB AC  и 
AQ  во внатрешните точки ,K L  и M , соодветно. Волуменот на пирамидата 

AKLM  е 1
3  од волуменот на пирамидата ABCQ . 

а) Пресметај го аголот меѓу работ и рамнината на основата на пирамидата 
ABCQ .  

б)  Ако 3AB , пресметај го радиусот R  на сферата S . 

K

N

r
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Решение. а) Нека ,D E  и T се средините на 

QB , QC  и BC , соодветно, и нека AB a , 

AQ b . Со H  да ја означиме ортогоналната 
проекција на врвот Q  на рамнината на основата, 
а со N  проекцијата на точката M  на основата. 
(цртеж 1). Сферата ја сече рамнината ABQ   во 
кружница низ , ,A K D  и M  (цртеж 2). Од сте-
пенот на Q  во однос на таа кружница имаме 

2
QD QM QA , т.е. 

2
4
b QM b  па 4

bQM . 

Според тоа, 3
4AM b . Аналогно од степенот на B  во однос на кружницата има-

ме 
2

BD BA BK , т.е. 
2

4
b BK a , па 

2

4
b

aBK . Имаме  

3
4

AM
AQ

 и 
2

24
1a KB bAK

aAB a
. 

На сличен начин добиваме 
2

24
1 bAL

AC a
. За волумените на 

двете пирамиди имаме  
sin1 1

3 3 2 sinAB AC
ABCQ ABCV P QH AQP QABC  и  

sin1 1
3 3 2 sinAK AL

AKLM AKLV P MN AMP MAKL    
па  затоа  

2

2
23

4 4
(1 )AKLM

ABCQ

V bAK AL AM
V AB AC AQ a

. 

Од условот на задачата имаме 1
3

AKLM

ABCD

V
V  па добиваме 

2

2
23 1

4 34
(1 )b

a
 и оттука 

2

2
2 4

94
(1 )b

a
. Значи 

2

2
2
34

|1 |b
a

. Но заради 
2

24
1 bAL

AC a
 имаме 

2

24
1 0b

a
, па 

2

2
2
34

1 b
a

 од каде добиваме 2
3
ab . Точката T  е средина на ,BC па AT  е 

тежишна линија во рамностраниот триаголник ABC  па 3
2

aAT . Пирамидата е 

правилна па H  е и тежиште на ABCABC . Според тоа 32
3 3

aAH AT . Аголот  
е бараниот агол и тој е аголот меѓу AQ  и AT . Сега  

3 3 31 1
3 3 2 2cos a aAH

b aAQ
. 

Значи 60 . 

б) Бидејќи 3a  добиваме дека 2
3

2 3ab  и 
2

24
(1 ) 2b

a
AK a . Претход-

но добивме дека и 
2

24
(1 ) 2b

a
AL a . Триаголникот ABC  е рамностран и

~AKL ABCAKL ABC~ . Значи и AKLAKL  е рамностран. Нека P  е ортогоналната проекција 
на центарот O  на сферата врз рамнината ABC , а V  е ортогоналната проекција 

B

T

C

A

Q

N

M

K

L D

E

H

crte` 1

A B

Q

D

K

M

crte` 2
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на O  врз правата AM  (цртеж 3). Отсечката 
AM  е тетива на кружницата низ ,A L  и M  

(кружницата е пресек на сферата со рамнината 
ALM ) па V е средина на AM . Натаму 
AOP KOPAOP KOP  (двата се правоаголни, имаат 

заедничка катета OP  и OA OK ), па затоа 
AP PK . Слично добиваме PK PL . Значи 
P  е центарот на опишаната кружница околу 
рамностраниот AKLAKL . Натаму  

3 33 3 21 1
2 2 4 8 43

aAV AM b . 

Бидејќи AP  е радиус на опишаната кружница околу рамностраниот триаголник 

AKL  со страна 2  имаме 2 22 2
3 3

2 1 .AP  Сега ќе ја пресметаме VP . Да ја 

примениме косинусната теорема за триаголникот AVP . Имаме  
2 2 2 2 23 3 3 3 732 2 1

4 4 2 483 3
2 cos60 ( ) ( ) 2VP AP AV AP AV ( )2( 2( )2 , 

па  затоа 73
4 3

VP . 

 Аглите AVO  и APO  се прави па четириаголникот APOV  е тетивен и AO  е 
дијаметар на кружницата опишана околу четриаголникот APOV . Нека r  е ради-
усот на таа кружница. Тогаш 2AO R r . Ако ја примениме синусната теорема 

за триаголникот AVP  добиваме 
sin 60

2VP r2r , па затоа  

73 73 731 2
64 3 3 4 3sin 60

2 .R OA r
34

 

 
 

V

B

T

C

A

Q

P

M

K

L D

E

H

O
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VII  НЕРАВЕНСТВА  
 

1.   ЕКСПОНЕНЦИЈАЛНИ И ЛОГАРИТАМСКИ  
  НЕРАВЕНСТВА  

 
1. Докажи дека за 0p  важи неравенството 

2 20031 2003 2 1 2003 2003 1 2003(2003 ) (2003 ) (2003 ) 2003
p p pp p p(2003(2003(2003 . 

Решение. Бидејќи 0p , за 0k  важи 0kp , па затоа 2003 1kp , односно 

1 2003 0kp , од каде 1 2003(2003 ) 1
kpkp . Со собирање на последните 

неравенства за 1, 2, , 2003k , 2003 , се добива  
2 20031 2003 2 1 2003 2003 1 2003(2003 ) (2003 ) (2003 ) 2003

p p pp p p(2003(2003(2003 , 
што требаше и да се докаже. Равенство важи акко 0p .  

 
2. Знаејќи дека 2 10 , докажи дека  

2 5

1 1
log log2 . 

 Решение. Прв начин. Ако го логаритмираме неравенството 2 10 , за основа 
1 , добиваме: 

2 5

1 1
log log2 log 10 log (2 5) log 2 log 5 . 

 Втор начин. Имаме  

2 5

21 1
log log log 2 log 5 log (2 5) log 10 log 2  

 
3. Докажи дека 7

17log 71 17 .  

Решение. Нека 17log 71 x , т.е. 17 71x . Од 3 217 4913 5041 71  следува 

дека 3 217 71 , 3 217 71 , т.е. 3
21,5x , односно  

  17log 71 1,5 .         (1) 

Од друга страна: 7 73 2187 2176 17 2 , т.е. 7 73 17 2 , па затоа 73
2( ) 17 , од-

носно  
  7 3

217 .            (2) 

Конечно, од (1) и (2) следува дека 7
17log 71 1,5 17 , т.е. 7

17log 71 17 .  
 
4. Докажи дека за секој позитивен реален број x  важи  

612 4
2 2 2 2x x x  

Решение. Ако , 0a b , тогаш 2a b ab , па затоа  
612

6 612 4 12
22 2 2 2 2 2 2 2 2

x xx x x x x  
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5. Нека 0 1x  и , 0a b . Докажи дека  
1x xa b a b .          (1) 

Решение. Нека препоставиме дека b a . Ако го поделиме неравенството (1) 
со a , добиваме 1( ) 1xb b

a a , односно  
1( ) (1 ( ) ) 1x xb b

a a .          (2) 

Бидејќи 0 1b
a  и 0 1 ( ) 1xb

a , неравенството (2) е точно, а со тоа и еквива-

лентното неравенство (1) во случај кога b a . Нека сега a b . Го делиме нера-
венството (1) со b  и добиваме ( ) 1xa a

b b . Нека 1y x . Тогаш 0 1y  и по-

следното неравенство го добива видот 1( ) 1ya a
b b , каде a b , за кое веќе дока-

жавме дека е точно.  
 

6. Определи ја најмалата вредност на изразот 
2

2
1

2 2
2 1

x

x , каде x .  

Решение. Изразот ќе го запишеме во облик  
2 2

2 2
1 1

2 2 2 2
2 1 2 2 3

x x

x x . 

Ќе воведеме смена 
2

2 2x t . Сега изразот го добива обликот 1 3tt . Да забе-

лежиме дека од 2 0x  имаме 
2

2 1x , па според тоа 
2

2 2 3xt . Од неравен-
ството меѓу аритметичка и геометриска средина, за 0t  имаме  

1 12 2t tt t . 

Равенство се достигнува за 1
tt , т.е. 1t .  

Нека 1 2, 3t t  и 1 2t t . Тогаш  

2 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1
2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )(1 ) 0t t t t t tt t t t t t . 

Значи, 
2 1

1 1
2 1t tt t , од каде што добиваме 1 1 1

3 33 3 3tt , за 3t . Спо-

ред тоа, 
2

2
1 1

32 2
2 1

x

x , и равенство се достигнува за 0x .  

 

7. Докажи, дека ако 0x , тогаш 
1

2 2 1xx .  
Решение. Ќе го користиме неравенството на Бернули: ако 1 0t , тогаш 

(1 ) 1rt rt , кога 1r  и (1 ) 1rt rt  кога 0 1r .  
Ставаме y x . Можеме да сметаме дека 1y . За 2y  неравенството ќе го 

запишеме во видот  
1
2(1 2 )x y .          (1) 

Од неравенството на Бернули следува дека (1 2 ) 1 2x y xy  и 12y y , т.е. 
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1
21 2xy , со што е докажано неравенството (1). Ако 1 2y , тогаш неравен-

ството го запишуваме во видот  
11

11

(1 (2 1)) 1 1

2 1
2

yy

y

yz  

и останува согласно неравенството на Бернули да забележиме дека 12yz y .  
 

8. Без користење на калкулатор, докажи дека важи неравенството  
5

2 4 2log log . 
Решение. Бидејќи  

2 2log 3log1 1
2 4 2 2 2log 4 2log 2 2 2log log log log log , 

доволно е да докажеме дека 23log 5 , т.е. 3 52 .  
Точноста на последното неравенство лесно се докажува со користење на три-

вијалното неравенство 3,15 . Имено, 3 2 53,15 3,15 10 3,2 2 . Со тоа за-
дачата е решенa.   

 
9. За кои цели броеви важи неравенството  

lg(2 71 1988) lg5x x x x ? 
Решение. Десната страна на неравенството ја трансформираме во видот  

10
5

lg5 lg10 lg5 lg lg 2
x

x
x x xx x , 

па неравенството lg(2 71 1988) lg 2x xx  е еквивалентно со неравенството  

0 2 71 1988 2x xx , 
од што следува дека 71 1988 0x , т.е. 28x . Бидејќи 102 1024 , за 10x  
добиваме  

102 71 1988 2 71 10 1988 254 0x x , 
а за 11x  добиваме  

112 71 1988 2 71 11 1988 841 0x x . 
Според тоа, бараните цели броеви се 11,12,13,14,15,....,25,26,27 .  
 
10. Докажи дека за секој 0a  важи неравенството  

2 3
3 3 3log 2log log 1aa a . 

Решение. Даденото неравенство е точно за 0a , бидејќи последователно е 
еквивалентно со неравенствата  

2
3 3 3

2
3 3

2
3 3

log 2log (1 log ) 1,

2log log 1,

log 2log 1 0,

a a a

a a

a a

 

2
3(log 1) 0,a  
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при што последното неравенство очигледно е точно.  
 

11. Ако 1a , 1b , 1c  докажи дека важи неравенството  
3 1

27log log logabc a aa b c . 

Решение. Имаме log 1a a , log 0a b , log 0a c . Оттука  
log log log 3

3 log log loga a aa b c
a a aa b c  

од каде што  3log 27log loga a aabc b c  т.е. 3 1
27log log logabc a aa b c . 

 
12. Докажи дека ако 1b a  и 0t , тогаш log log ( )a a tb b t . 

Решение. Лесно се проверува дека важи неравенството b b t
a a t . Сега, од свој-

ствата на логаритамската функција, следува  
log log log ,b b t b t

a a a ta a t a t  т.е. log 1 log ( ) 1a a tb b t . 
 

13. Нека a  е позитивен реален број и 1 2 3, ,x x x  се реачни броеви такви што 

1 2 3 0x x x . Докажи, дека  
31 22 2 2log (1 ) log (1 ) log (1 ) 3xx xa a a . 

Решение. Од својствата на логаритмите, неравеството меѓу аритметичката и 
геометриската средина и условот 1 2 3 0x x x  последователно добиваме  

3 31 2 1 2

31 2

1 2 3

2 2 2 2

2

3
2

2

log (1 ) log (1 ) log (1 ) log (1 )(1 )(1 )

log 2 2

log 2
3log 2 3.

x xx x x x

xx x

x x x

a a a a a a

a a a

a
 

 
14. Нека , ,a b c  се речлни броеви поголеми од 1. Докажи, дека  

2 2 2
log ( ) log ( ) log ( ) 1b c a

a b cac ab bcb ac c ab a bc . 
Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина сле-

дува  
2 2

2 2a a
bc bcbc bc a . 

Бидејќи 1c  и 
2a

bc a bc a , добиваме дека 
2

log ( ) loga
c cbc a bc a . Аналогно, 

од 1a  и 1b  следува  
2 2

log ( ) log , log ( ) logb c
a a b bac abb ac c ab c . 

Множејќи ги овие неравенства добиваме  
2 2 2

lg lg lg
lg lg lg

log ( ) log ( ) log ( ) log log log

1.

b c a
a b c a b cac ab bc

b c a
a b c

b ac c ab a bc b c a
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15. Дадени се реални броеви , ,a b c  кои се поголеми од 1 . Докажи дека  
log log log 4(log log log )a b c ab bc cabc ca ab c a b . 

Решение. За било кои реални броеви , 1m n  е исполнето равенството  

  log
loglog m

n nm .         (1)  

Воведуваме ознаки log , log , logx a y b z c . Бидејќи , , 1a b c  имаме , , 0x y z . 
Почетното неравенство, заради (1) може да се запише во еквивалентен облик  

  44 4y z x y yz x x z
x y z y z z x x y .      (2)  

 Доволно е да докажеме дека  
  4z z z

x y x y .             (3) 

Бидејќи , , 0x y x y , ако последното неравенство го помножиме со ( )xy x y  
добиваме  

( ) ( ) 4zy x y zx x y zxy  
( )( ) 4z x y x y zxy  

2( ) 0z x y .  
Последната низа од неравенства е еквивалентна, па според тоа неравенството (3) е 
точно. Од неравенството (3) непосредно следува неравенството (2), кое е пак 
еквивалентно со почетното неравенство.  

 
16. Нека , ,a b c  се реални броеви поголеми од 1. Докажи, дека за секој реален 

број r  важи  
(log ) (log ) (log ) 3 2r r r r

a b cbc ca ab . 
Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометрската средина 

последователно следува  

3

3

6

3(log ) (log ) (log ) 3 (log ) (log ) (log )

3[(log log )(log log )(log log )]

3 (2 log log 2 log log 2 log log )

3 2 (log log log log log log )

3 2 .

r

r

r

r r r r r r
a b c a b c

a a b b c c

a a b b c c

r
a b a c b c

r

bc ca ab bc ca ab

b c c a a b

b c c a a b

b a c a c b

 

  
17. Докажи дека 3lg 9 lg7 . 
Решение. Имаме  

3 33 3

2 3

lg 9 lg (10 0,9) lg10 lg0,9 1 lg0,9

1 3lg0,9 3lg 0,9 lg 0,9
 

Бидејќи 0,1 0,9 1 имаме дека 1 lg0,9 0  од каде следува дека 
2 3lg 0,9 lg 0,9 0  и уште повеќе 2 33lg 0,9 lg 0,9 0 . 
Сега имаме   
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3 2 3lg 9 1 3lg 0.9 3lg 0.9 lg 0.9
1 3lg 0.9 1 lg 0.729
lg10 lg 0.729
lg 7.29 lg 7.

. 

 
18. Докажи го неравенството  

6 7 8log 7 log 8 log 9 3,3 . 
Решение. Да ставиме 6log 7 x , 7log 8 y , 8log 9 z ; за да го докажеме не-

равенството  доволно е да докажеме дека 1,1; 1,1; 1,1x y z . Бидејќи  
11 106 362 797 056 282 475 249 7 ,  
11 107 1 997 326 743 1 073 741 824 8 ,  
11 108 8 589 934 592 3 486 784 401 9 ,  

следува дека , , 1,1x y z , т.е. 3,3x y z .  
 
19. Докажи дека  

4 5 6 7log 5 log 6 log 7 log 8 4,4 . 
Решение. Преминувајќи на заедничка основа, од неравенството меѓу аритме-

тичката и геометриската средина последователно добиваме  
log5 log 6 log 7 log8

4 5 6 7 log 4 log5 log 6 log 7

log5 log 6 log 7 log84
log 4 log5 log 6 log 7

3/244 4 4
1/43

2

log 5 log 6 log 7 log 8

4

4 log 8 4 log 4

4( ) 4 1,1 4,4

 

бидејќи 1/43
2( ) 1,1 .  

 
20. Докажи gо неравенсtвоtо  

4 5 6 7 8log 5 log 6 log 7 log 8 log 4 5 . 
Решение. Прв начин. Најпрво ќе докажеме дека 7 8log 8 log 4 . Навистина, ако 

7 8log 8 log 4 , тогаш 4 4

4 4

log 8 log 4
log 7 log 8 , односно 2

4 4(log (2 4)) log 7 . Оттука 
1
2 2

4 4 4(log 2 log 4) log 7 , односно 23
42( ) log 7 . Од последното равенство 

добиваме 
9
4 4log 74 4  т.е. 2 44 4 7  што не е можно бидејќи 4 4 1  и 24 7 .  

Аналогно се докажува дека сите броеви 4 5 6 7 8log 5,log 6,log 7,log 8,log 4  не 
се еднакви меѓу себе, па ако за нив го примениме неравенството меѓу аритме -
тичката и геометриската средина добиваме 

4 5 6 7 8log 5 log 6 log 7 log 8 log 4 5 4 5 6 7 85 log 5 log 6 log 7 log 8 log 4 . 
Според тоа 
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54 5 6 7 8 4 5 6 7 8

lg5 lg 6 lg 7 lg8 lg 45
lg 4 lg5 lg 6 lg 7 lg8

log 5 log 6 log 7 log 8 log 4 5 log 5 log 6 log 7 log 8 log 4

5 5,
 

 што и требаше да се докаже. 

Втор начин. Од 7 85 78125 65536 4  следува 
8
75 4 , односно 8

4 7log 5 . Ана-

логно докажуваме дека 10 13
5 69 12log 6 , log 7  и 16

7 15log 8 , додека 2
8 3log 4 . Спо-

ред тоа 
8 10 13 16 63892

4 5 6 7 8 7 9 12 15 3 1260log 5 log 6 log 7 log 8 log 4 5 . 
 
21. Дадени се броевите , , (0,1)a b c . Докажи дека    

4 4 4log log log log log loga b c a b cb c a b c a . 
Решение. За било кои реални броеви ,x y  и z  е исполнето неравенството  

  2 2 2x y z xy yz zx .       (1) 

Ако ставиме 2logax b , 2logby c  и 2logcz a , добиваме  
4 4 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

(1)

log log log log log log log log log

(log log ) (log log ) (log log )

log log log

log log log log log log
log log log

a b c a b b c c a

a b b c c a

a b c

a b b c c a

b c a

b c a b c c a a b

b c c a a b

c a b

c a a b b c
c a b

 

 
22. Докажи дека за секој 2n  важи  

log 2 log 4 ... log (2 2) 1n n n n . 
Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина и од 

својствата на логаритмите следува  
1
2
1
2

2 221 1
2 2 2

log log (2 ) [log log (2 )]

log (2 )

log [ ] log 1,

n n n n

n

k n k
n n

k n k k n k

k n k

n

 

за 1,2,...,k n . Според тоа, производите на паровите кои се еднакво оддалечени 
од краевите на изразот  

log 2 log 4 ... log (2 2)n n nA n  
не надминуваат единица, па значи 1A , за 2 1n k . Но, 1A  и за 2n k , би-
дејќи  

log (2 ) log 1n nn n n .  
 

23. Нека , , 1a b c  се реални броеви. Докажи, дека  
2 2 2

log ( ) log ( ) log ( ) 1.b c a
a b cac ab bcb ac c ab a bc  
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Решение. Со примена на неравенството меѓу аритметичката и геометриската 
средина добиваме  

2 2
2 2 .a a

bc bcbc bc a  

Значи, 
2

1a
bc a bc a  и како 1c , добиваме дека  

2
log ( ) log 0a

c cbc a bc a . 
Аналогно, се докажува дека  

2
log ( ) log 0b

a aac b ac b  и 
2

log log ( ) log 0.c
b c bab c ab c  

Конечно,  
2 2 2

lg lg lg
lg lg lg

log ( ) log ( ) log ( ) log log log

1.

b c a
a b c a b cac ab bc

b c a
a b c

b ac c ab a bc b c a
 

 
24. Нека , (0,1)a b . Докажи дека  

2 2log log 1ab ab
a ba b a b . 

Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина 
добиваме 22( )ab

a b ab . За , (0,1)a b  важи 1ab , па затоа 2 1ab
a b . Од својствата 

на логаритамска функција со основа помала од 1 следува  

2 2
22log log ( ) 2ab ab

a b a b

ab
a bab . 

Понатаму, повторно од неравеството межу аритметичката и геометриската 
средина следува  

2 2 2 2 2
2 21 1 1

2 2 21 ( log ) ( log log ) log logab ab ab ab ab
a b a b a b a b a b

ab a b a b , 

па затоа 2 2log log 1ab ab
a ba b a b .  

 
25. Ако , , 1a b c  или 0 , , 1a b c , тогаш  

2 2 2log log log 9b c aa b c
a b b c c a a b c . 

Докажи! 
Решение. Бидејќи , , 1a b c  или 0 , , 1a b c  важи log ,log ,log 0b c aa b c , па 

сите собироци во неравенството се позитивни. Ако два пати го примениме нера-
венството меѓу аритметичката и геометриската средина добиваме  

2 2 2

lg lg lg3
lg lg lg

3 3

log log log log log log log log log3

6
( )( )( ) ( )( )( )

3 9
( ) ( ) ( )

2( ) 2 3

6

6 .

b c a b c a b c a

a b c
b c a

a b c a b c a b c
a b b c c a a b b c c a a b b c c a

a b b c c a a b b c c a

a b b c c a a b c

 

 
26. Докажи го неравенството  
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log( 1)! log !
1

k k
k k , k ,          (1) 

Решение. Неравенството (1) е еквивалентно со низата неравенства  
log( 1)! log ! 1

1
1

log( 1)! ( 1) log ! log[( 1)!] log( !)

[( 1)!] ( !) ( 1) ( !) ( !) !

k k k k
k k

k k k k k

k k k k k k

k k k k k k
 

     ( 1) !.kk k              (2) 
Последното неравенство ќе го докажеме со помош на математичка индукција.  

i) За 1k  имаме 1(1 1) 1 1! , т.е. неравенството (2) важи.  
ii) Нека претпоставиме дека неравенството (2) важи за k m , т.е. дека  

( 1) !mm m . 
Ако последното неравенство го помножиме со 1m  и земеме предвид дека 

1 1( 2) ( 1)m mm m  добиваме  
1 1( 2) ( 1) ( 1) ! ( 1)!m mm m m m m , 

т.е. неравенството (2) важи и за 1k m . Од принципот на математичка индукци-
ја следува дека неравенството (2) важи за секој природен број k , што значи дека 
неравенството (1) важи за секој природен број n .  

 
27. Нека n  е природен број и k  е бројот на различните прости делители на n . 

Тогаш важи lg lg2n k . Докажи! 
Решение. Нека различните прости делители на n  се 1 2, ,..., kp p p . Тогаш 

1 2
1 2 ... k

kn p p p , каде i , 1,2,...,i k . Притоа 2ip  , 1,2,...,i k . Оттука  

1 2
1 1 2 21 2

1 2

lg lg( ... ) lg lg ... lg

1 lg 1 lg ... 1 lg lg 2 lg 2 ... lg 2 lg 2

k
k kk

k

n p p p p p p
p p p k

 

 
28. Докажи го неравенството  

log !1
2log nn

n , n ,         (1) 
Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина до-

биваме дека за секој 1,2,...,k n  важи  
( 1) 2 21

2 2( 1) [ ] ( )k n k nk n k . 

Ако во последното неравенство последователно ставиме 1,2,...,k n  добиваме  
21

2
21

2

21
2

21
2

1 ( )

2 ( 1) ( )

...........................

( 1) 2 ( )

1 ( )

n

n

n

n

n

n

n

n

 

и ако ги помножиме горните неравенства добиваме  
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2 21
2( !) ( ) nnn , т.е. 

1 1
2( !)n nn . 

Конечно, ако го логаритмираме последното неравенство го добиваме неравенст-
вото (1).  
 

29. Нека a  и b  се реални броеви поголеми од 1. Определи ја најголемата 
вредност на реалниот број c  за кој е точно неравенството  

1 1
3 log 3 loga bb a c . 

Решение. Нека 1 1
3 log 3 loga bb aA  и logax b . Тогаш 1logb xa , па затоа 

0x  и  
12 38 ( 3)(3 1)6 1 81 1 1

3 1 3 ( 3)(3 1) ( 3)(3 1) ( 3)(3 1) 3 3
x x xx x x x

x x x x x x x xA .  (1) 

Нека 0  е произволно мал број. Тогаш за 4 5 2 (2 4 )(2 )
3x  важи 

8
( 3)(3 1)

x
x x . Според тоа, за доволно голем x  изразот 8

( 3)(3 1)
x

x x може да се 

направи произволно мал број, па затоа најголемата можна вредност на c  е 1
3 .  

 
 
 

2.   НЕРАВЕНСТВА НА ШУР И МЈУРХЕД  
 

1. Нека ,a b  се позитивни реални броеви такви што 1abc . Докажи дека  
1 1 1( 1 )( 1 )( 1 ) 1b c aa b c .  

Решение. Заради условот 1abc  даденото неравенство може да се тран-

сформира така, што ќе се искористат смените , ,yx z
y z xa b c , каде , , 0x y z  и 

притоа ќе се добие неравенството  
( )( )( )x y z y z x z x y xyz .  

Добиеното неравенство е парцијален случај на неравенството на Шур при 1, 
кое за секои , , 0x y z  и секој реален број  гласи  

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0x y x z x y z y x y z x z y z . 
 
2. Нека ,a b  и c  се позитивни реални броеви. Докажи, дека  

3 6 3 6 3 6 3 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 3 3 33 ( ) ( )a b b c c a a b c abc a b b c c a a b c a b c . 

Решение. Со смената 2 2,x ab y bc  и 2z ca  бараното неравенство се 
сведува на неравенството на Шур 

3 3 3 2 2 2 2 2 23x y z xyz xy yz zx x y y z z x . 
 

3. Реалните броеви , , 1a b c  го задоволуваат условот a + b + c = 9 . Докажи 
дека важи  
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2 2 2ab ac bc a b c a b c . 
Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и квадратната средина имаме  

3 3 3a b c a b c  и 
2 2 2

3 33 a b c a b c . 

Според тоа  
2 2 2 3 3a b c a b c , 

и со тоа десното неравенство е докажано. За левото неравенство имаме  
1 1 1 1 1 1
a b c ab ac bc

ab bc ca a b c . 

Нека 2
1

m
a , 2

1
n

b  и 2
1
p

c , каде m , n  и p  се позитивни реални броеви. Би-

дејќи , , 1a b c  и  
81 1 4 4 4 1

92( ) 2(9 ) ca b a b a b c c
, 

следува дека m n p . Заради симетрија заклучуваме дека , ,m n p  се страни на 
триаголник. Значи постојат позитивни реални броеви , ,x y z  такви што 2m y z , 
2n x z , 2p x y  и  

2 2 2 2 2 2
91 1 1 1 1 1 1 1

4 4 4( ) ( ) ( )
( ) ( )

x y x z y z m n p
a b c .  (1) 

Ќе докажеме дека 1xy xz yz . За секои позитивни реални броеви , ,x y z  важи  

  2 2 2
91 1 1
4( ) ( ) ( )

( )( )
x y x z y z

xy xz yz .       (2) 

За да го докажеме (2) ќе ставиме  
A xy xz yz , 2 2 29( ) ( ) ( )C x y x z y z  

2 2 2 2 2 24( ) ( ) 4( ) ( ) 4( ) ( )B y z z x x y x z x y y z  
и да го развиеме изразот AB C . Добиваме  

2 2 2 2 2 2

cik cik cik
3 ( ) ( )( ) 2 ( )( )AB C xy x y xy x xy y x y xyz x x y x z  

Првите два собироци во последниот израз се ненегативни, а од неравенството на 
Шур добиваме дека и третиот собирок е ненегативен. Од (1) и (2) го добиваме 
неравенството 1xy xz yz . Во тоа неравенство да ставиме x n p m , 
y m p n  и z m n p . Тогаш добиваме  

2 2 2 2 2 22( ) 1 2mn mp np m n p m n p . 
Конечно, имаме 

2 2 2mn mp np m n p ab ac bc a b c . 
 Со тоа неравенствата се докажани.  
 

4. Докажи, дека за позитивни реални броеви , ,a b c  такви што 1a b c  
важи неравенството  

1 1 1
271 1 1
31

a b cbc a ca b ab c
. 
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Решение. После хомогенизацијата, сведување на заеднички именител и скра-
тувањето неравенството се сведува на симетричното неравенство, кое се докажува 
со помош на неравенството на Мјурхед:  

23 547
9,0,0 8,1,0 7,2,0 6,3,0 5,4,0 7,1,1 6,2,02 2

5,3,1 5,2,2 4,4,1 4,3,2 3,3,3

122 260 282 193 807

284 91 98 1669 557 0

T T T T T T T

T T T T T
 

каде  

, ,
a b c a b c a b c a b c a b c a b c

a b cT x y z y z x z x y x z y z y x y x z . 
 
5. Нека , ,x y z  се позитивни реални броеви такви што 1xyz . Докажи, дека  

5 25 2 5 2

5 2 2 5 2 2 5 2 2 0y yx x z z
x y z y z x z x y

.     (1) 

Решение. Прв начин. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц и ус-
ловот 1xyz  следува  

5 1
2 25 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )( ) ( ( ) ) ( )x y z yz y z x yz y z x y z , 

т.е.  
2 2 2 2 2

5 2 2 2 2 2
x y z yz y z
x y z x y z

. 

Ако го собереме ова неравенства со аналогните неравенства за  
2 2 2

5 2 2
x y z
y z x

 и 
2 2 2

5 2 2
x y z
z x y

, 

го добиваме неравенството  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

5 2 2 5 2 2 5 2 2 2 2 2
2( ) 3x y z x y z x y z x y z xy yz zx

x y z y z x z x y x y z
 

кое е еквивалентно со неравенство (1).  
Втор начин. При вообичаената ознака  

, ,
a b c a b c a b c a b c a b c a b c

a b cT x y z y z x z x y x z y z y x y x z , 
по сведувањето на заеднички именител неравенството (1) се сведува на неравен-
ството  

5,5,5 7,5,0 9,0,0 5,2,2 5,2,2 5,4,0 6,0,0 4,2,0 2,2,24 2 2T T T T T T T T T .  (2) 
Од неравенствата на Шур и Мјурхед и условот 1xyz  следуваат нераветвста  

9,0,0 5,2,2 7,2,0 7,1,1 6,0,0 6,0,0 4,2,0 7,5,0 5,5,2

7,5,0 6,5,1 5,4,0 7,5,0 6,4,2 4,2,2 5,5,5 2,2,2

2 2 2 ,

2 2 2 , , .

T T T T T T T T T

T T T T T T T T
 

Конечно, ако ги собереме горните неравенства го добиваме неравенството (2).   
 
 
 
3.   ТРИГОНОМЕТРИСКИ НЕРАВЕНСТВА  
 
1. Докажи го неравенството 1|cos||sin| xx  .  
Решение. Ако на основниот тригонометриски идентите додадеме од двете 

стани |cos||sin|2 xx  добиваме  
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2 2sin 2 | sin | | cos | cos 1 2 | sin | | cos |x x x x x x
2(| sin | | cos |) 1 2 | sin | | cos | 1x x x x  

Бидејќи 0|cos||sin| xx , од неравенството 1)|cos||sin|( 2xx , кое е испол-
нето за секој реален број x , добиваме 1|cos||sin| xx .  
 

2. Нека се a  и b  реални броеви такви што cos cos3 1a x b x , x R . До-
кажи дека  | | 1b . 

Решение. За 0x  и 2
3x  добиваме 1a b  и 2 1a b , од каде  

2( ) 2( ) 1 2 1aa b b , 

односно 1b . За x  и 3x  добиваме 1a b  и 2 1a b , односно 

2( ) 2( ) 1 2 1aa b b , па 1b , што требаше и да се докаже.  

 
3. Нека ,x y  и z  се реални броеви такви што 0x y z . Докажи дека  

| cos | | cos | | cos | 1x y z . 
Решение. Од 0x y z , добиваме cos( ) 1x y z . Од адиционите теоре-

ми, својствата на апсолутната вредност и неравенствата | cos | 1  и | sin | 1 , за 
секој , добиваме  

1 | cos( ) | | cos cos( ) sin sin( ) |
| cos || cos( ) | | sin || sin( ) |
| cos | | sin( ) | | cos | | sin cos cos sin |
| cos | | sin || cos | | cos || sin |
| cos | | cos | | cos | .

x y z x y z x y z
x y z x y z
x y z x y z y z
x y z y z
x y z

 

 
4. Нека n  е ненегативен цел број и x  е реален број. Докажи, дека  

| sin | | sin |nx n x . 
Дали неравенството е точно ако n  е позитивен реален број? 

Решение. Неравенството ќе го докажеме индукција по n . За 0n  и 1n  
очигледно е точно. Нека претпоставиме дека за природниот број 1n k  важи  

| sin( 1) | ( 1) | sin |k x k x .  
Тогаш за n k  имаме  

| sin | | sin(( 1) ) | | sin( 1) cos cos( 1) sin |
| sin( 1) | | cos | | cos( 1) | | sin |
( 1) | sin | 1 1 | sin | | sin |,

kx k x x k x x k x x
k x x k x x

k x x k x
 

па од принципот на математичка индукција следува дека важи за секој природен 
број n .  

Ако n  е позитивен реален број неравенството не мора да важи. На пример, не 
важи за x  и 1

3n .  
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5. Нака ,a b  и c  се позитивни реални броеви такви што 2a b c . Докажи, 
дека  

cos cos cos sin sin sina b c a b c . 
Решение. Од условот следува 2a b , 2b c , 2a c , односно  

2 20 a b , 2 20 b c , 2 20 c a . 
Од својствата на функцијата cos  имаме,  

2cos cos( ) sina b b , 2cos cos( ) sinb c c , 2cos cos( ) sinc a a . 
 Конечно, бараното неравенство го добиваме ако ги собереме неравенствата  

cos sin , cos sin , cos sina b b c c a . 
 
6. Нека 20 ,x y . Докажи дека  

cos cos cos cosx x y y x y y x .        (1) 
Решение. Неравенството (1) последователно е еквивалентно со неравенствата  

cos cos cos cos 0
(cos cos ) (cos cos ) 0

( )(cos cos ) 0.

x x y y x y y x
x x y y x y
x y x y

. 

Последното неравенство е симетрично, па затоа без ограничување на општоста 
можеме да претпоставиме дека x y . Но, на интервалот 2(0, )  функцијата cos  
монотоно опаѓа, па затоа cos cosy x . Според тоа, 0x y  и cos cos 0x y , 
што значи дека ( )(cos cos ) 0x y x y , т.е. точно е неравенството (1).  

 
7. Докажи, дека за секој x  важи  

5 5 4sin cos sin 2x x x . 
Кога важи знак за равенство?  

Решение. Имаме  
5 5 4 4 4 4 4 2 2

4 2 2 21 2
3 3

21 2
3 3

sin cos sin sin cos sin 2sin (1 sin )

3sin 2sin 1 3(sin )

3(1 ) 2.

x x x x x x x x

x x x  

За да важи знак за равенство потребно и доволно е да  
5 4 5 4sin sin , cos cosx x x x  и 2sin 1x . 

Од  
4sin (sin 1) 0x x  и 2sin 1x  

следува sin 1x . Значи, знак за равенство важи ако и само ако 2 2 ,x k k .  
 
8. Дали постои позитивен реален број a  таков, што за секој реален број x  е 

исполнето неравенството  
| cos | | cos | sin sinx ax x ax ? 
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Решение. Нека претпоставиме, дека 0 1a . Тогаш за 2x  левата страна на 

неравенството е еднаква на 2| cos |a , т.е. е помала од 1, а десната страна е 

21 sin 1a . Ако 1a , тогаш со смените ax t  и 1
ab , неравенството го до-

бива обликот  
| cos | | cos | sin sinbt t bt t , 

и како 0 1b , разгледувањата се сведуваат на претходниот случај.  
Значи, не постои позитивен реален број a  со саканото својство.  
 
9. Нека x  и y  се реални броеви такви што 1

3sin sinx y . Докажи, дека  
26
27sin3 sin3x y . 

Решение. Од познатиот идентитет 3sin3 3sin 4sinx x x , следува  
3 3sin3 sin3 3(sin sin ) 4(sin sin )x y x y x y . 

Воведуваме смени, sin , sinx a y b , при што важи 1
3b a . Според тоа, треба 

да го докажеме неравенството  
3 3 26

273( ) 4( )a b a b .  

Но, 1
3b a , па затоа треба да докажеме дека  

2 261 1
3 27 271 4( )a a . 

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството 2(6 1) 0a , кое очи-
гледно е точно, па затоа е точно и бараното неравенство.  

 
10. Докажи, дека за секои реални броеви 0x  и 0y  и за секој  важи: 

2 2sin cosx y y x  
Решение. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека x y

(зошто?). Тогаш  
2 2 2 2sin cos sin cosx y y y y x y  

 

11. Нека 2, (0, ) . Докажи го неравенството tg tg
2 2tg . 

Решение. Од 2, (0, )  следува  

0 2cos cos cos( ) cos( ) cos( ) 1 и sin( ) 0 , 
па затоа  

sinsin
cos cos 2 2

2
2

2sin costg tg sin( ) sin( )
2 2 2cos cos cos( ) 1 22cos

tg  

 
12. Без употреба на таблица или калкулатор, докажи дека tg11 0,20,2 .  
Решение. Ако  е остар агол и ако tg 0,2 , тогаш: 



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 132 

2
2 tg 5

121 tg
tg 2 , 2

2 tg 2 120
1191 tg 2

tg 4 . 

Бидејќи tg 45 11 , и од монотоноста на tg  следува tg 4 tg 45 , т.е. 4 45 , 

односно 11 . Тогаш tg11 tg 0,2tgtgtg .  
 
13. Ако 3 , 0  и 0 , докажи дека 1

3tg tg . Коgа важи знак за 
равенсtво? 

Решение. Прв начин. Имајќи предвид дека  
1

3 2cos( ) cos  и cos( ) 1  
за tg tg  добиваме:  

1 1
2 2
1 1 1 1
2 2 2 2

cos( )(cos( ) cos( ))sin sin 1 1 1
cos cos 3(cos( ) cos( )) cos( ) cos( ) 1

tg tg 1 1 .  

Притоа 3 3( , ) , па cos( ) 0 , односно 1
2cos( ) . Равенство ќе 

важи ако и само ако cos( ) 1 , осносно 2 ,k k . Но, 3 3( , ) , 

па 0 . Имајќи предвид дека 3  добиваме 6 . 

Втор начин. Од 3 , 0  и 0  следува 3, (0, )  па tg , tg 0 . 
Според тоа на броевите tg , tg  можеме да го примениме неравенството меѓу 
аритметичката и геометриската средина. Исто така ќе ја користиме и тригономет-

риската формула tg tg
1 tg tgtg( ) , односно  

tg tg (1 tg tg ) tg( ) 3 (1 tg tg ) . 

Притоа tg( ) 3 0, tg 0, tg 0  па 0 tg tg 1 . Според тоа имаме 
tg tg 3

2 2tg tg (1 tg tg ) . Да ставиме tg tgy . Значи важи нера-

венството 3
2 (1 )y y . Со квадрирање на двете страни и средување на добиениот 

израз го добиваме неравенството 23 10 3 0y y . Последниве две неравенства се 

еквивалентни заради 0 1y . Натаму 2 25 16
3 90 3 10 3 3(( ) )y y y , па 

5 4
4 5y  или 5 4

3 3y , односно 3y  или 1
3y . Но 3 3y tg tg tg tg 3 , 

па останува 1
3y tg tg . Равенство ќе важи ако и само ако важи равенство во 

tg tg
2tg tg , а тоа важи ако и само ако tg tg . Бидејќи 3, (0, )  

следува . Имајќи предвид дека 3  добиваме 6 . 

Трет начин. Заради 20  важи tg 0  па и 1 3 tg 0 . Сега 

3  па затоа  
2

3

3

tg tg( ) 3 tg 3 tg tg
1 tg tg( ) 1 3 tg 1 3 tg

tg tg tg tg . 
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Затоа даденото неравенство е еквивалентно со неравенството  
23 tg tg 1

31 3 tg
. 

Заради 1 3tg 0  го добиваме еквивалентното на него неравенство 
23( 3tg tg ) 1 3tg , односно 23tg 2 3tg 1 0 . Ова неравенство е 

секогаш точно бидејќи е еквивалентно со 2( 3tg 1) 0  па точно е и 
даденото неравенство. Знак за равенство ќе важи кога 3tg 1 0 , 
односно кога 1

3
tg . Оттука 6  и 6 . 

 
14. Нека аглите  и  во триаголник се остри. Тогаш третиот агол  е тап ако 

и само ако tg tg 1 . Докажи!  

Решение. Прв начин. Нека tg tg 1 . Заради 2, (0, )  важи tg , tg 0 , 

па имаме 1
tg 2tg ctg tg( ) . Функцијата tg  е растечка на  интервалот 

2(0, ) , па следува 2 , односно 2 . Оттука 2 . 

Обратно, нека 2 . Тогаш 2 , односно 2 . Функцијата tg  е 

растечка на  интервалот 2(0, ) , па 2tg tg ( ) , односно 1
tgtg ctg . Од 

последново неравенство добиваме tg tg 1 . 
Втор начин. Нека tg tg 1 . Тогаш 1 tg tg 0 . Аглите  и  се остри, 

па tg 0  и tg 0 . Според тоа и tg tg
1 tg tg 0 , односно tg( ) 0 . Оттука 

tg tg( ( )) tg( ) 0 . 

Бидејќи  е агол во триаголник следува дека 2( , ) , односно  е тап. 

Обратно, нека аголот  е тап. Тогаш tg 0 , па tg( ) tg( ) tg 0 . 

Значи tg tg
1 tg tg 0 . Важи tg 0  и tg 0 , па мора и 1 tg tg 0 , односно 

tg tg 1 . 

Трет начин. Нека tg tg 1 . Тогаш sin sin
cos cos 1 . Бидејќи аглите  и  се 

остри, важи cos ,cos 0 , па неравенството sin sin
cos cos 1  е еквивалентно со 

неравенството sin sin cos cos . Двете страни на неравенството ќе ги транс-
формираме според формулите  

1
2sin sin (cos( ) cos( ))  и 1

2cos cos (cos( ) cos( ))  
и добиваме  

cos( ) cos( ) , 
односно cos( ) 0 . Но  и  се агли во триаголник, па мора . Значи 

2 2( ) .  
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Обратно, ако 2 , тогаш , па cos( ) 0 . Оттука 

cos( ) cos( ) . 
Ако на ова неравенство додадеме од двете страни cos( )  и го помножиме со 
1
2  добиваме sin sin cos cos . Бидејќи cos ,cos 0  последното неравен-

ство е еквивалентно со sin sin
cos cos 1 , односно со tg tg 1 . 

 

15. Ако 5 3tg tg tg 2x x x , 2 2( , )x , докажи дека 63 tg 4x . 
Решение. На почеток ќе воведеме смена tg x y . Тогаш е доволно да пока-

жеме дека, ако 5 3 2,y y y  за y  реален број, тогаш важи 63 4y .  

Од 5 3 4 2 2 2 31
2 4( 1) (( ) ) 2y y y y y y y y  и од 2 2 3 31

2 4 4( )y , 
јасно е дека 0y . Исто така важи и 1y .  

Ќе го трансформираме изразот 6 1y  во облик  
6 2 4 2 4 2 5 31 1 11 ( 1)( 1) ( )( 1) ( )( ) 2( )y y yy y y y y y y y y y y y y  

Oд 0y , користејќи неравенство меѓу аритметичка и геометриска средина, 

добиваме 1 2yy , а од тоа што 1y , ќе важи строго неравенство 1 2yy . 

Сега, конечно 6 11 2( ) 4yy y , од каде 6 3y . Од друга страна, трансфор-

мирајќи го условот 5 3 2,y y y  во 5 3 2y y y , делејќи со 3 0y , 

добиваме 2 3
2 1 21

y y
y . Сега 2

2 1 2
y

y , па затоа 3 2
22 11 2

y y
y . 

Добиваме 3 2,y  односно 6 4y . Значи, 63 4y .  
 
16. Докажи дека од произволни четири броја од интервалот 2(0, )  може да се 

изберат два ( x  и y ) такви што  
2 28cos cos cos( ) 1 4(cos cos )x y x y x y . 

Решение. Даденото неравенство последователно е еквивалентно на неравен-
ствата  

2 2

2 2

1
2

8cos cos (cos cos sin sin ) 4cos 4cos 1 0

2(2cos 1)(2cos 1) 2sin 2 sin 2 1 0
2cos 2 cos 2 2sin 2 sin 2 1 0
2cos(2 2 ) 1

cos(2 2 ) .

x y x y x y y x

x y x y
x y x y
x y

x y

 

Сега интервалот 2(0, )  ќе го разделиме на три дела со еднаква должина, т.е. на 

интервалите 6 6 3 3 2(0, ], ( , ], ( , ) . Според Принципот на Дирихле, два од четирите 
броја припаѓаат на еден од овие интервали. Нека тие броеви се x  и y . Тогаш 
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6| |x y , т.е. 6 3| 2 2 | 2x y , па сега од парноста и монотоноста на функци-
јата cosy x , добиваме дека  

1
3 2cos(2 2 ) cosx y .  

 
17. Нека , ,  се позитивни реални броеви такви што . Докажи, 

дека  
2004cos 2005 2 1002(cos cos ) .     (1) 

Кога важи знак за равенство? 
Решение. Јасно,  

2 21
1002

(cos cos ) (sin sin ) 0       (2) 

и ова неравенство е последователно еквивалентно со неравенствата  
2 2 2 21 2

1002 1002
1 2

1002 1002
2005 2
1002 1002

cos cos 2cos cos (cos cos ) sin sin 2sin sin 0

2 2(cos cos sin sin ) (cos cos ) 0

2cos( ) (cos cos )

2005 2 1002(cos cos ) 2004cos( )

2005 2 1002(cos cos ) 2004cos ,

 

т.е. точно е неравенството (1). 
Во неравенството (1) знак за равенство важи ако и само ако важи знак за 

равенство во неравенството (2), што значи ако и само ако  
sin sin  и 1

1002
cos cos . 

Од , (0, )  и sin sin  следува дека  или .  
Ако , тогаш  

1
2 1002

arccos  и 2 . 

Ако, , тогаш  
1

1002
cos cos( )  т.е. 1

1002
cos cos , 

што не е можно.  
 
18. Докажи дека за секои , ,x y z  важи 

2 2 2 3
2sin cos sin cos sin cosx y y z z x . 

Решение. За секои реални броеви a  и b  важи  
 2 21

2 ( )ab a b ,         (1) 

при што знак за равенство важи ако и само ако a b .  
За секој t , од 2sin [0,1]t  следува 

 4 2sin sint t ,          (2) 
при што знак за равенство важи ако и само ако 2sin 0t  или 2sin 1t .  
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Од (1) и (2) следува  
2 2 2

4 2 4 2 4 21 1 1
2 2 2

4 2 4 2 4 21 1 1
2 2 2

2 2 2 2 2 2 31 1 1
2 2 2 2

sin cos sin cos sin cos

(sin cos ) (sin cos ) (sin cos )

(sin cos ) (sin cos ) (sin cos )

(sin cos ) (sin cos ) (sin cos )

x y y z z x

x y y z z x

x x y y z z

x x y y z z

  

Останува уште да докажеме дека во последното неравенство не важи знак 
равенство. Нека претпоставиме постојат реални броеви , ,x y z  за кои важи знак за 
равенство. Тоа значи дека во (1) и (2) важи знак за равенство, па затоа заради (1) 
имаме  

4 2 4 2 4 2sin cos ,  sin cos ,  sin cosx y y z z x   
и заради (2) имаме  

2sin 0t  или 2sin 1t , за , ,t x y z . 

Од 2sin 0x  следува 
2 2 4 2 2

4 2 2 4 2

sin 0 cos 1 sin 1 sin 1 cos 0

sin 0 sin 0 cos 1 sin 1 sin 1,

x x z z z

y y y x x
 

што е противречност. На потполно ист начи и случајот 2sin 1x  доведува до про-
тивречност, со што тврдењето е докажано.  

 
19. Ако 1 2 20 ... nx x x , докажи дека  

1 2

1 2

sin sin ... sin
1 cos cos ... costg tgn

n

x x x
nx x xx x . 

Решение. Од условот на задачата имаме  
1 20 sin sin ... sin nx x x  и 1 2cos cos ... cos 0nx x x , 

па затоа  
1 1 2sin sin sin ... sin sinn nn x x x x n x , и     (1) 

1 1 2cos cos cos ... cos cosn nn x x x x n x ,  
т.е.  

1 1 2

1 1 1
cos cos cos ... cos cosn nn x x x x n x .       (2) 

Конечно, од (1) и (2) следува  
1 21

1 1 2

sin sin ... sin sinsin
1 cos cos cos ... cos costg tgn n

n n

x x x n xn x
nn x x x x n xx x .  

 
20. Нека 1n  и [0, ]ix , 1,2,...,2 1i n . Докажи дека важи неравенството  

2 1 2 12 2

1 1
( cos ) ( sin ) 1

n n
k k

k k
x x . 

Решение. Еден од интервалите 2[0, ]  и 2[ , ]  содржи најмалку 1n  од бро-

евите , 1,2,...,2 1ix i n . Може да претпоставиме дека тоа е интервалот 2[0, ] , би-
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дејќи во спротивно со смената , 1,2,...,2 1i iy x i n , задачата ја сведуваме на 
претходниот случај.  

Нека претпоставиме дека 2[0, ]ix , 1,2,..., 1i n . Ако 
1

1
sin 1

n
k

k
x , тогаш 

важи  
2 1 2 1 2 1 12 2 2 2

1 1 1 1
( cos ) ( sin ) ( sin ) ( sin ) 1

n n n n
k k k k

k k k k
x x x x , 

и доказот е завршен. Во спротивно, од 
1

1
sin 1

n
k

k
x  следува  

1 1 1 12 2

1 1 1 1
cos sin cos sin 1

n n n n
k k k k

k k k k
x x x x n , 

па затоа 
1

1
cos

n
k

k
x n . Од последното неравенство следува  

2 1 2 1 1 12 2 2 2

1 1 1 1
( cos ) ( sin ) ( cos ) ( sin )

n n n n
k k k k

k k k k
x x x n x .   (1) 

Да означиме  
2 2

1 1
( cos 1) ( sin ) , 1,2,..., 1

m m
m k k

k k
A x m x m n . 

Според (1) важи  
2 1 2 12 2

1
1 1

( cos ) ( sin )
n n

k k n
k k

x x A  

и како 2 2
1 1 1cos sinx x A , доволно е да докажеме дека 1 1 1...n n nA A A A . 

За секој {1,2,..., }m n  имаме  
1 12 2 2 2

1
1 1 1 1

2
1 1

1

2
1 1

1

1 1
1 1

( cos ) ( sin ) ( cos 1) ( sin )

2(cos 1)( cos 1) (cos 1)

2sin sin sin

2(cos 1)( cos ) 2sin sin

2(cos

m m m m
m m k k k k

k k k k
m

m k m
k

m
m k m

k
m m

m k m k
k k

m

A A x m x x m x

x x m x

x x x

x x m x x

x 2 2
1 1 1

1 1
1 1

1) (cos 1) sin

2(1 cos )( cos ) 2sin sin 0

m m
m m

m k m k
k k

x x

x m x x x

 

т.е. 1 0m mA A , со што доказот е завршен.  
 
21. Докажи дека 4 4

1 1
sin cos

8
x x

, за секој 2, (2 1)x k k , k .  
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Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина сле-
дува  

4 4 2 2 2 2
8 81 1 2

sin cos sin cos (2sin cos ) sin 2
0

x x x x x x x
, 

при што знак за равенство важи ако и само ако 4 ,x k k .  
 
22. Нека 2(0, )x . Докажи дека  

1 1
sin cos(1 )(1 ) 3 2 2x x . 

Решение. Бидејќи sin 0x  и cos 0x , од неравенството меѓу аритметичката 
и геометриската средина добиваме  

1 1 1 1 1 2 1
sin cos sin cos sin cos sin cossin cos

2 2 221
sin cos sin 2

(1 )(1 ) 1 ( ) 1

(1 ) (1 ) (1 2) 3 2 2,

x x x x x x x xx x

x x x

 

што и требаше да се докаже.  
Обопштување. Докажи го неравенството  

2 21 1
sin cos

(1 )(1 ) (1 2 )n n
n , 

каде што  е остар агол, а n - природен број.  
Упатство. Исползувај го неравенството  

22( )n n na b ab . 
 
23. Докажи, дека ако n е произволен природен број и  е реален број таков 

што 0 n , тогаш  

2

1 1
sin

sin sin 2 ... sin n nn
n .        (1) 

Докажи! 
Решение. Ако искористиме дека за 0 n  важи  

( 1)
2 20 sin sin 1n n , 

формулата  
( 1)

2 2

2

sin sin

sin
sin sin 2 ... sin

n n

n  

и неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина, добиваме  

( 1)
2 2

2 2

sin sin 2 ... sin

sin sin 1 1
sin sin

sin sin 2 ... sin ( )

( )
n n

n n

nn
n

n
n n

n
,  

што и требаше да се докаже.  
 
24. Нека , ,x y z . Определи ја најголемата можна вредност  

sin sin sin cos cos cosx y z x y z .  
Решение. Од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  
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2 2 2 2 2(sin sin sin cos cos cos ) ((sin sin ) (cos cos ) )(sin cos )x y z x y z x y x y z z . 

Бидејќи 2 2sin cos 1z z  и  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

sin sin cos cos sin sin cos cos sin cos cos sin

(sin cos )(sin cos )

x y x y x y x y x y x y

x x y y
 

од горното неравенство следува дека  
2 2 2 2| sin sin sin cos cos cos | sin cos sin cos 1x y z x y z x x y y . 

Во добиените неравенства знак за равенство важи, на пример, за 0x y z , 
што значи дека најголемата можна вредност на разгледуваниот израз е 1.  

 
25. Докажи, дека за секој [0,1)x  важи 

21
tg x

x
x . 

Решение. Од познатото неравенство sin x x , за 0 1x  следува неравен-
ството costg x

xx . Затоа  
2 2 22

2 2
(sin cos )2 2 2 2

cos cos
tg tg ,x x xx

x x
x x x x  т.е. 2 2 2(1 ) tgx x x  

и оттука следува бараното неравенство. 
 

26. Нека 2(0, )  е таков што 
3

4sin . Докажи дека  
2 2 4

2 2 161 cos 1 .        (1) 

Решение. Ако 2(0, ) , тогаш 2 20 sin , односно 
22

2 4sin , па затоа  
22

2 4cos 1 2sin 1 ,  
т.е. точно е левото неравенство во (1).  

Понатаму, од 2(0, )  следува 2 2(0, ) , па од условот на задачата имаме 
3

2 2 32sin , односно 
3

2 2 32sin 0 . Затоа,  
3 2 4 6 2 42 2

2 2 32 2 16 648 2 162sin 2( ) , 
од каде добиваме  

2 42
2 2 16cos 1 2sin 1 ,  

т.е. точо е десното неравенство во (1).  
 
27. Нека 0 1 2 2, , ,..., (0, )na a a a  при што важи  

0 14 4 4tg( ) tg( ) ... tg( ) 1na a a n      (1) 

Докажи, дека 1
0 1tg tg ...tg n

na a a n . 

Решение. Нека 4tg( ), 0,1,2,...,k kb a k n , односно 1
1 tg 0k

k

b
kb a . Според 

тоа, 1 1,kb за секој 1,2,...,k n . Заменуваме во (1) и добиваме дека за секој 
0,1,2,...,k n  важи  
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0
1 (1 )k i

i k n
b b .  

Сега, од неравенството меѓу аритметичката и геометриска средина за позитивните 
броеви 1 , 0ib l k n  следува  

1

0 0
(1 ) ( (1 )) n

n
i i

i k n i k n
b n b , 

па затоа за секој 0,1,2,...,k n  важи  
1

0
1 ( (1 )) nk i

i k n
b n b . 

Ако ги помножиме последните неравенства добиваме  
11 1

0 0 0
(1 ) ( 1 ) (1 )n

n n nnn n
k k k

k k k
b n b n b , т.е. 1 1

1
0

k

k

n b n
b

k
n .  

Конечно,  
1 1
1

0 0
tg k

k

n n b n
k b

k k
a n ,  

што и требаше да се докаже. 
 
28. Нека 2n . Најди ја најголемата можна вредност на изразот  

1 2 2 3 1 1sin cos sin cos ... sin cos sin cosn n n nv x x x x x x x x , 
каде ix , за 1,2,...,i n .  

Решение. Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина и од 
основниот тригонометриски идентитет 2 2sin cos 1t t , за секој t  добиваме  

2 2 2 2 2 22 2
2 3 1 11 2 sin cos sin cos sin cossin cos

2 2 2 2 2... n n nx x x x x xx x n
nv . 

Знак за равенство се достигнува за 4ix , за 1,2,...,i n .  
 
29. Определи ја максималната вредност на изразот:  

sin sin
1 sin sin . 

Решение. Користејќи ги идентитетите  

2 2sin sin 2sin cos , ,a b  
1
2sin sin [cos( ) cos( )]  

2
2cos( ) 2cos 1 ; 2

2cos( ) 2cos 1, 
изразот можеме да го запишеме во облик  

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 21

2 2 2 2 2 2 2

2sin cos 2sin cos 2sin cossin sin
1 sin sin 1 [2cos 1 2cos 1] 1 cos cos sin cos

. 

Ако воведеме ознаки (смени) 2sin a , 2cos b , тогаш  

2 2
sin sin 2

1 sin sin
ab

a b
. 
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Ако 2 2 0a b , тогаш 2 2
2 1ab

a b
, од каде што добиваме дека  

sin sin
1 sin sin 1 .           (1) 

За sin 1 и sin 0  во неравенството (1) се достигнува знак за равенство.  
 
30. Докажи, дека за секој x  и за секој n  важи  

2
2 2

| cos | | cos2 | | cos2 | ... | cos2 |n nx x x x . 

Решение. Прво ќе докажеме дека за секој x  важи  
1
2

| cos | | cos2 |x x . 

Заради парноста на функцијата cos  доволно е тврдењето да го докажеме на 
интервалот [0, ] .  

За 3
4 4[0, ] [ , ]x  е исполнето 1

2
| cos |x , па значи тврдењето важи.  

За 4 2[ , ]x  имаме 1
2

| cos |x . Ставаме cost x  и добиваме  

2 2| cos | | cos2 | | | | 2 1| 2 1x x t t t t . 

Ќе докажеме дека 2 1
2

2 1t t  за 1
2

[0, ]t . Да ја разгледува квадратната 

функција 2( ) 2 1p t t t . Нулите на оваа функција се 1
1 2t  и 2 1t , па затоа 

на интервалот 1 1
22

[0, ] [ ,1]  важи  

1 1
2 2

( ) min{ (0), ( )}p t p p , 

што значи дека  
1
2

| cos | | cos2 |x x  за 4 2[ , ]x . 

Аналогно се докажува дека за 3
2 4[ , ]x важи 1

2
| cos | | cos2 |x x  .  

Од досега изнесеното следува дека  
1
2

| cos | | cos2 |z z .          (1) 

Ако во неравенството (1) ставиме 2, 4 , 16 , ..., 2 kz x z x z x z x  и ги собе-
реме добиените неравенства наоѓаме  

2 2 2 1 1
2

| cos | | cos2 | | cos2 | ... | cos2 | | cos2 |k k kx x x x x .   (2) 

Сега, ако 2 1n k , тогаш од (2) следува  
2 1 1

2 2 2 2
| cos | | cos2 | | cos2 | ... | cos2 | | cos2 |n n n nx x x x x ,  (3) 

а ако 2 2n k , тогаш од (3) следува  
2 1

2 1

( 1) 1
2 2 2 2

| cos | | cos 2 | | cos 2 | ... | cos 2 | | cos 2 |

| cos | | cos 2 | | cos 2 | ... | cos 2 |

.

n n

n

n n

x x x x x

x x x x  
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31. Нека 3n  и 1 2, ,..., na a a  се позитивни реални броеви за кои што важи 

4 4 4
1 2

1 1 1
1 1 1

... 1
na a a

. Докажи го неравенството 41 2 ... ( 1)
n

na a a n . 

Решение. Нека 2
2tg , [0, ), 1,2,..., .i i ia x x i n  Тогаш 2

1
cos 1

n
i

i
x . Од нера-

венството меѓу аритметичката и геометриската средина следува 
2

12 2

1,
sin 1 cos ( 1)( cos ) , 1,2,...,n

n
i i ј

j j i
x x n x i n . 

Множејќи ги горните n  неравенства, добиваме 

2 2

1 1
sin ( 1) cos .

n nn
i i

i i
x n x  

Последното неравенство е еквивалентно со неравенството  

2

1
tg ( 1)

nn
i

i
x n . 

Конечно, 
1
2 4

1 1
( tg ) ( 1)

nn n
i i

i i
a x n , што требаше и да се докаже.  

 
32. Нека ,  и  се агли на еден триаголник ABC . Да се докаже дека:  

а) 2 2 2sin sin sin 2  ако и само ако триаголникот ABC  е остроаголен,  

б) 2 2 2sin sin sin 2  ако и само ако триаголникот ABC  е тапоаголен,  

в) 2 2 2sin sin sin 2  ако и само ако триаголникот ABC  е 
правоаголен.   

Решение. За изразот 2 2 2sin sin sin  имаме:  
22 1 cos2 2 2 21 cos

2 1
cos 2 cos 2 2

2
2

sin sin sin sin ( )

1 1 cos ( )

2 cos( )cos( ) cos ( )
2 [cos( ) cos( )]cos( )
2 cos cos cos( ) 2 cos cos cos .

 

Според тоа 2 2 2sin sin sin 2  ако и само ако cos cos cos 0 , т.е. ако и 

само ако триаголникот ABC  е остроаголен; 2 2 2sin sin sin 2  ако и само 
ако cos cos cos 0 , т.е. ако и само ако триаголникот ABC  е тапоаголен; 

2 2 2sin sin sin 2  ако и само ако cos cos cos 0 , т.е. ако и само ако 
еден од аглите , ,  е прав.  

 
33. Да се докаже дека од произволни четири реални броја секогаш може да се 

одберат два броја x  и y  такви што  
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10 1x y
xy . 

Решение. Нека произволните четири броја се , , ,a b c d  подредени по големина. 
Тогаш постојат агли , , ,  така што tg a , tg b , tg c , tg d . Аглите 

, , ,  можеме да ги одбереме така што:  

2 2 . 
Значи, , ,  ја разделуваат отсечката [ , ] нма четири дела, од кои што 

барем еден не е поголем од 4 . Нека тоа е на пример интервалот [ , ] . Бидејќи 

40  имаме дека и 0 tg( ) 1 , т.е.  
tg tg

1 tg tg0 1 . 

 Ако ставиме tgx  и tgy  имаме 10 1x y
xy  што требаше да се докаже.  

 За 4 , дискусијата е иста бидејќи tg( ) tg( ) .    
 
 
 
4.   ГЕОМЕТРИСКИ НЕРАВЕНСТВА  

 
1. Нека , ,a b c  се должини на страни во триаголник. Докажи дека  

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2 3a bc b ca c ab

b c c a a b
. 

Решение. Од неравенството на триаголник имаме | |a b c , од каде со квад-

рирање добиваме 2 2( )a b c , t.e. 2 2 22a bc b c . Делејќи во последното не-

равенство со 2 2 0b c , добиваме 
2

2 2
2 1a bc

b c
. По аналогија, ако ги искористиме 

неравенствата | |b c a  и | |c a b  добиваме 
2

2 2
2 1b ca

c a
 и 

2 2 1c ab , соодветно.  

Сега јасно е дека даденото неравенство е точно. 
 
2. Нека ,A B  и C  се центрите на три кружници со радиуси ,a br r  и cr , соодвет-

но, кои две по две се допираат однадвор. Ако r  е радисуот на впишаната 
кружница во триаголникот ABC , докажи дека  

2 2 2 21
9 ( )a b cr r r r . 

Решение. Ќе ги користиме стандардните ознаки за страните на ABCABC . Јасно,  

2
a b c

a b cs r r r . 

Имаме P sr , , ,a b cs a r s b r s c r , па од Хероновата формула следува  
2

2 2
( )( )( )2 a b c

a b c

r r rs s a s b s cP
r r rs s

r . 

Конечно, од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина следува  
2 2 22

9
a b c a b c

a b c

r r r r r r
r r rr . 
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3. Кружници со радиуси 1 2 3, ,r r r  се допираат меѓу себе и ја допираат заеднич-
ката тангента во точките , ,A B C  соодветно, B  е меѓу A  и C . Докажи дека  

1 2 316( ) 9( )r r r AB BC CA . 
Решение. Нека , 1,2,3iO i  е центрите на кружниците со радиуси , 1,2,3ir i , 

соодветно. Нека 'A  е подножјето на нормалата повлечена од 2O  на 1AO  (направи 

цртеж). Четириаголникот 2'A O BA  е правоаголник, па затоа 2'A O AB . Освен 

тоа, 1 1 2' | |O A r r  и 1 2 1 2O O r r , па од Питагоровата теорема следува  
2 2 2

1 2 1 2 1 2( ) ( ) 4AB r r r r r r . 

Аналогно се докажува дека 
2

1 34AC r r  и 
2

2 34BC r r . Понатаму, од 

AB BC AC  следува 1 3 1 2 2 3r r r r r r . Ставаме 1a r  и 3b r , па од 
последното равенство добиваме  

1 3

1 3
2

r r ab
a br r

r . 

Според тоа, треба да докажеме дека  
2 2 ( )2 2 2 2 216( ( ) ) 9(2 ) 18( ) 36ab a bab a b ab

a b a b a b a ba b ab ab ab  
т.е.  

2 2 2 2 2 24(( )( ) ) 9 ( )a b a b a b ab a b . 
Понатаму, имаме  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2

4(( )( ) ) 9 ( ) 4( 2 )( ) (( ) 4

( ) (4( ) )

( ) (4 7 4 ) 0

a b a b a b ab a b a b ab a b ab a b ab

a b a b ab

a b a ab b

 

што и требаше да се докаже.  
 
4. Многуаголник кој е опишан околу круг со радиус r , е разложен на конечно 

многу триаголници. Докажи дека збирот на радиусите на впишаните кружници во 
овие триаголници е поголем од r . 

Решение. За секој тангентен многуаголник со периметар L , плоштина P  и 
радиус r  на впишаниот круг, важи 2P rL . Нека, , ,P L r  и , ,i i iP L r , за 1 i n , 
се плоштините, периметрите и радиусите на впишаните кругови во дадениот 
многуаголник, односно во дадените триаголници. Тогаш важи iL L , па затоа  

11 1

1

2 22 2 2
1 2n n n

n

P P P PP P P
n L L L L L Lr r rnPnnn

1 n
n L L L L L11 n

1 2 22 2 1n1 2P P121 2 1n21 21 2 1111 1n1 2rr 1 1 2 1nn1 2n L L L L L2 , 

што требаше да се докаже.  
 
5. Нека 3n  е природен број. Ако 1 2, ,..., nt t t  се позитивни реални броеви 

такви што  

1 2

2 1 1 1
1 21 ( ... )( ... )

n
n t t tn t t t , 

тогаш за секои , ,i j k  такви што 1 i j k n  броевите , ,i j kt t t  се должини на 
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страни на триаголник. Докажи!  
Решение. Заради симетрија доволно е да докажеме дека 1 2 3t t t . Бидејќи 

2ji

j i

tt
t t  за секои ,i j  добиваме   

3 31 2

3 1 3 2

2 2 21

1 1
( 2) 4 4ji

i j i

n n tt t tt t
i t t t t t t t

i i i j
S t n n n c . 

Нека претпоставиме дека 3 1 2 , 0t t t . Тогаш  
2 2

3 1 2 31 2 1 2 1 2 1 2

3 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2

( ) ( ) ( )1( ) 1 5t t t tt t t t t t t t
t t t t t t t t t t tc , 

па затоа 2 1S n , што е противречност. Конечно, од добиената противречност 
следува 1 2 3t t t .  

Забелешка. Тврдењето на задачата е точно ако 2 1n  се замени со 
2( 10 3)n . Ова е најдобрата можна апроксимација.  

 
6. Даден е триаголник ABC . Симетралата на CABCAB  ја сече страната BC  во 

точката D , а симетралата на ABCABC  ја сече страната AC  во точката E . Ако 

60ACB 6ACB , докажи дека AE BD AB .  
Решение. Ќе ги користиме вообичаените ознаки за должините на страните и 

аглите на триаголникот. Од својствата на симетралата следува  
bc

a cAE  и ac
b cBD , 

па затоа  
2 2( )
( )( )

a b ac bc cbc ac
a c b c a c b cAE BD . 

Неравенството кое сакаме да го дока-
жеме е еквивалентно со неравенството  

2 2( )
( )( )

a b ac bc c
a c b c c , 

т.е. последователно со неравенствата  

2 2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

1
2 2

( )( )

.a b c
ab

a b ac bc a c b c

a b ac bc ab ac bc c

a b c ab
 

Од друга страна, бидејќи 60ACB 6ACBACB  имаме 1
2cos , па затоа од косинусна-

та теорема следува  
2 2 21

2 2cos a b c
ab , 

што и требаше да се докаже.  
 
7. Нека , ,s s s  се должини на симетралите на аглите , ,  во ABCABC . До-

кажи, дека  
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s bc  .    (1) 

s ac ,    (2) 

s ab .    (3) 

s s s abc .   (4) 

s s s s s s ab bc ca . (5) 
2 2 2s s s ab ba ca

  
(6)  

Решение. Прв начин. Нека симетрала-
та на аголот  ја сече опишаната 
кружница k  на ABCABC  во точката E  
(види цртеж). Следува дека  

 ABC AECABC AEC ,  (7) 

како периферни агли над ист лак AC  на кружницата k . Понатаму,  

2BAE EAC 2BAE EACEAC , 
т.е.  

2BAD EAC 2BAD EACEAC .         (8) 

Од  (7) и (8) добиваме дека ~ABD AECABD AEC~ , а одовде sc
bAE

  т.е. bc s AE , 

односно заради s AE  следува   
2s s AE bc , т.е. s bc . 

Втор начин. Ќе ја користиме познатата формула за должината на симетралата 

s  на внатрешниот агол  на ABCABC : 2 bc
b cs b cs s a . Ако во послед-

ната формула замениме 2
a b cs , последователно добиваме  

2 2 22
2 2 ( ) (1 ( )bc bca b c b c a a

a b c b c b cs b c a bc bc . 

Неравенствата (2) и (3) се докажуваат аналогно.  
Ако ги помножиме неравенствата (1), (2) и (3), го добиваме неравенството (4).  
Од неравенствата (1), (2) и (3) и неравенството меѓу аритметичката и гео-

метриската средина добиваме  

2 2 2
a b b c a cs s s s s s c ab a bc b ac c a b ab bc ca  

т.е. точно е неравенството (5).  
Неравенството (6) се добива со квадрирање на неравенствата (1), (2) и (3), и 

собирање на добиените неравенства.  
 
8. Докажи го неравенството:  

2
s ss s

a b c r  

каде , ,a b c  се должините на страните, , ,s s s  се должините на симетралите на 

аглите , , , s  полупериметарот и r  радиусот на впишаната кружница во 
триаголникот.  
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Решение. Нека D  е пресекот на симетралата на аголот  со страната BC  и 
со 1P  и 2P  да ги означиме плоштините на триаголниците ADC  и ABD , 
соодветно. Имаме,  

1 2

2 2

2

2 sin

2 sin

2 ( ) sin

P cs

P bs

P b c s

 

па затоа   
2

2 2

2 2 2
2 2

2

2 cossin 1 cos 22
2( )sin ( )sin

1 ( )( )2 2 2
2 2

2 ( ) ( ).

b c a
bc

bcbc bcP
b c b cb c b c

s s ab c abc bc bc
b c bc b c b cbc

bc s s a
b c

s

s s a

 

Нека е 
s ss

a b cx . Тогаш,  

2 2 2

2 2 2

2

( ) ( ) ( ) 3 2 ,

s ss
a b c a b ca b cPx ah bh ch h s h s h s s s s

s s a s s b s s c s s s
 

т.е. 
2

2 2
s s
P rx , што и требаша да се докаже.  

 
9. Докажи, дека за аглите на остроаголен триаголник се точни неравенствата: 

1) 2 2 2
2 2 2tg tg tg 1,  

2) 2 2 2tg tg tg 3 .  

 Решение. Од теоремата на Бабилиер имаме 4a b cr r r R r  и уште важи 

2R r , 2tgar s , 2tgbr s , 2tgcr s  (Докажи!). Нека  

1 2 2 2tg tg tgS  и 2 2 2
2 2 2 2tg tg tgS . 

Од претходните равенства и неравенството, следува  
94

1 2 2 2tg tg tg a b c a b cr r r r r r sR r
s s s s s rS        (1) 

Знак за равенство важи ако и само ако триаголникот е рамностран и заради тоа  
3 3 32

6 6 3 9r a s s , 
па заради тоа, ако замениме во (1), добиваме: 

3
99

1 3
s

sS . 

Но, 1 2 2 2tg tg tgS , па ако квадрирање добиваме  

2
1 2 2 2 2 2 2 22(tg tg tg tg tg tg )S S , 

и заради точноста равенството  
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2 2 2 2 2 2tg tg tg tg tg tg 1
 

(Докажи!) добиваме 2
1 2 2S S . Според тоа,   

2 2
2 1 2 ( 3 ) 2 1S S . 

 
10. Во триаголникот ABC  важи равенството 2 3.b c R  Докажи дека 

sin 2 2
sin3 3 .  

Решение. Да забележиме дека M  бидејќи за b c  би имале sin sin ,  па 
равенството  

2 3b c R  
би го добило видот: 

2 sin 2 sin 2 3R R R  

  sin sin 3                      (*) 

или 3
2sin sin ,  од каде што следува дека 60 ,,  па тогаш и 60 ..  

Но тогаш односот  
sin 2 : sin3 sin120 : sin180: sin180  

нема смисла. 
Значи, SABC  и 60 ..  Според синусната теорема имаме (*): 

2 2

sin sin 3

2sin cos 3.
 

Бидејќи ,b c  следува , ,K L M  па имаме дека N  а тогаш  
3

2 2sin ;  3
2 2cos  и 3

2 2sin(90 ))2 )2 . 

Оттука 2 6 ,  т.е. 13AS BC  па 1
2 cos 1.  

Сега да докажеме дека sin 2 2
sin3 3 .

 
Имаме: 

2 2 2 2
sin 2 2sin cos 2cos 2cos 2cos
sin3 sin (3 4sin ) 3 4sin 3 4(1 cos ) 4cos 1

.y  

Да ставиме 2cos ,x  тогаш 2 1
x

x
y  и уште 1 2x  (заради 1

2 cos 1 ). Но 

функцијата 2 1
1

1 x

x
xx

y , за 1x  монотоно опаѓа, па затоа 1
2

1 2
32

.y  

Значи, sin 2 2
sin3 3 .   

 
11. Ако тежишните линии од темињата B  и C  на триаголникот ABC  се 

заемно нормални, тогаш 2
3ctg ctgB C .  Докажи! 

Решение. Бидејќи тежишните линии 1BB  и 1CC  во триаголникот ABC  се 
заемно нормални, следува дека тежиштето T  ќе припаѓа на кружницата 

1 1( , )k A A B  (види цртеж). Тогаш  
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12BC A T       (1) 
Ако AD  е висина на страната BC , тогаш 
од правоаголните триаголници ABD  и 

ACD  имаме ctg , ctg DCBD
AD AD

B C , од ка-

де што, имајќи предвид (1), добиваме  

1 1

1

2
3

ctg ctg

2 2 .

DC BCBD
AD AD AD

AT AT
AD A A

B C
 

 
12. Ако тежишните линии AM  и BN  на триаголникот ABC  се заемно нор-

мални, тогаш cos 0.8 . Докажи! 
Решение. Прв начин. Бидејќи, триаголникот 

ABT  е правоаголен (види цртеж): 
2 2 22 2

3 3( ) ( )a bc t t .     (*) 
Имајќи предвид дека  

2 2 22
2 4

b c a
at , 

2 2 22
2 4

a c b
bt  

од (*) добиваме: 

  
2 2 2 2 2 22 4

9 2 4 2 4( )b c a a c bc ,  
т.е.  
  2 2 25c a b .  
Од косинусна теорема за триаголникот ABC  има-
ме: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2
4 4 4

2 2 5
cos 0,8a b c c c c

ab ab a b c
.  

Притоа, знакот за еднаквост важи ако a b  (користевме 2 2 2a b ab ).  
Втор начин. Нека 2AT x , 2BT y , тогаш TM x , TN y  (види цртеж). 

Од правоаголните триаголници ,ATN BTM  и TMN  имаме: 
2 2 24AT x y ,  

2 2 24BM x y , 2 2MN x y . 
Според косинусната теорема за триаголникот MNC  имаме 

2 2 2
2 cosMN NC MC MC NC , 

па бидејќи NC AN  и MC BM , добиваме: 

  2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 2 4 4 cosx y x y x y x y x y  

  
2 2 2 2

2 2 2 22 2 2 2 4 4
2

2( ) 2( ) 4
54 4

cos 0.8
x y x y

x y x y

x y x y
.  

 
13. Во рамнокрак триаголник ABC , 1AC BC . За која вредност на 

ACBACB , изразот 
2 2
ABC

AB
Pg

ABCP   достигнува најмала вредност.  

DT
1A

A

B

C

T

A B

C

N M
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Решение. Од косинусната теорема имаме 
2

2 2cosAB , а за плоштината на 

триаголникот важи sin1
2 2sinABCP AC BCABCP ABC . Тогаш добиваме  

2(4 2cos ) 4(2 cos )
sin sin( )g . 

Ќе воведеме смена 2tgx , со помош на која 2
2

1
sin x

x
, 

2

2
1
1

cos x
x

, од каде  
22(1 3 )( ) x

xg g x . Имајќи предвид дека (0, ) , односно 2 2(0, ) , јасно е 
дека 0x  и истовремено и 0.g  

Ќе ја одредиме најмалата вредност која ја достигнува функцијата 
( ), (0, )g x x . Нека ming y . Ќе определиме за која вредност на x  истата се 

достигнува. Ја решаваме равенката 
22(1 3 )( ) x

xy g x , односно 26 2 0x yx . 
Равенката треба да има реални корени, па потребно е  дискриминантата 0D . 
Тогаш 2 48 0 4 3y y или 4 3y . Бидејќи 0g  го разгледуваме 

само случајот 4 3y , а тогаш најмалата вредност која функцијата може да ја 

достигне е 4 3y  и истата се достигнува кога 26 4 3 2 0x x , односно за 
3

3x . Тогаш соодветниот агол на триаголникот е 3 . Бидејќи триаголникот е 
рамнокрак, добиваме дека тој е и рамностран.  

 
14. Во паралелограмот ABCD  триаголникот ABD   е остроаголен. Нека 

AB a , 1AD  и DABDAB . Докажи дека кружниците , ,A B CK K K  и DK  со 
радиус 1  и центри во , ,A B C  и D  соодветно, го покриваат паралелограмот ако 

и само ако cos 3sina . 
Решение. Околу остроаголниот триаголник ABD  опишуваме кружница, со 

центар во точката O  која е во внатрешноста на триаголникот. 
Ако точката C  е внатре во кружницата, на спротивната страна на правата BD  

од точката A , тогаш 2BCDBCD , што противречи на претпоставката дека 

2DAB BCD 2DAB BCDBCD . Значи,  темето C  е надвор од кружницата. 

Сега ќе докажеме дека ако кружниците , ,A B CK K K  и DK  го покриваат целиот 
паралелограм, тогаш радиусот на опишаната кружница околу триаголникот ABD   
не е поголем од 1. Нека претпоставиме дека 1R OA OB OD . Тогаш, 
кружниците ,A BK K  и DK  не ја покриваат точката O . Кружницата CK  исто така 

не ја покрива точката O , бидејќи 1OC R . Затоа 1R . 
Нека 1R . Од точката O  спуштаме нормали на страните на ABD  кои го 

делат ABDABD  на шест правоаголни триаголници, со должини на хипотенузи R . 
Оддалеченоста на секоја точка од триаголникот до најблиското негово теме не е 
поголема од должината на хипотенузата на шесте правоаголни триаголници на кој е 
разбиен триаголникот. Значи, за секоја точка M ABDABD , постои теме на триагол-
никот кое е оддалечено од неа на растојание помало или еднакво на R . Затоа 
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кружницата со центар во тоа теме и радиус R  ја покрива точката M . Според тоа 
ABDABD  е покриен со кружниците ,A BK K  и DK . На ист начин се покажува дека 
BCD  е покриен со кружниците ,B CK K  и DK . 
Значи, кружниците , ,A B CK K K  и DK  го покриваат целиот триаголник ако и 

само ако 1R . 
Ќе докажеме дека потребен и доволен услов за 

да кружниците , ,A B CK K K  и DK  го покриваат 
паралелограмот е да é исполнето неравенството од 
условот на задачата. 

Од 1AD , AB a , DABDAB , со примена на 
косинусната теорема добиваме  

21 2 cosBD a a . 

Понатаму, од 4 2 sin
AB AD BD AB AD BD

P AB AD
R  и 1R  

добиваме 
21 2 cos
2sin 1a a . Решението на послед-

ната неравенка е  
cos 3sin cos 3sina . 

Левата страна на неравенството е исполнета бидејќи  
cos cosa AB AD , 

1AD  и ABDABD  е остроаголен. Според тоа, ABDABD  можеме да го покриеме со 
кружници , ,A B DK K K  ако и само ако  

cos 3sina . 
 
15. Даден е ABCABC , за кој ABC BCAABC BCA  и 30BCA 3BCA . Симетралите на 

ABCABC  и BCABCA  соодветно ги сечат спротивните страни во точките D  и E . 
Правата BD  ја сече правата CE  во точката P . Ако PD PE  и радиусот на 
впишаната кружница на ABCABC  има должина 1, определи ја најголемата можна 
должина на страната BC .  

Решение. Нека BDABDA  и AECAEC . Тогаш  

2 2, .     (1) 
Од  следува . Сега од синусната теорема за 

APDAPD  и APEAPE  имаме  

2 2
sin sinsin sin
AP PD PE AP , 

па затоа sin sin . Но, 0 , 180  и , по-

влекува 180 . Сега, од (1) имаме 120  и 

60 .  
Од синусната теорема за ABCABC  следува  

sin sinsin 60 sin sin sin 60
a b c b c a

sin i sin sin sin 60sin
b c b c a

sinsin sinsin
b cb c . 
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Ако F  е допирната точка на впишаната кружница со страната CA , добиваме 

2

1 1
3

tg b c aFAP bFAP , па затоа 2 3b c a . Од 120  наоѓаме  

sin sin sin(120 ) sin 3sin(60 )3sin(60 )3sin(60) sin) sin , 
па затоа  

3
2

6 6 6
3 32 3 cos(60 ) 3 2 3 3

a
)))

, 

и знак за равенство се достигнува за 30 .  
 

16. Нека , ,a b c  се страни во триаголник, а , ,  соодветните агли (изразени 

во радијани). Докажи дека 3 2
a b c

a b c . 
Решение. Прв начин. Да претпоставиме дека во триаголникот аглите , ,  

лежат спроти страните , ,a b c  соодветно. Бидејќи во триаголник спроти поголем 
агол лежи поголема страна и обратно, т.е. неравенството a b  е еквивалентно со 
неравенството , добиваме дека a b  и  се истовремено негативни или 
ненегативни па ( )( ) 0a b . На сличен начин добиваме дека ( )( ) 0b c  
и ( )( ) 0c a . Според тоа  

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0a b b c c a .                       (*) 
Последното неравенство да го трансформираме на следниов начин 

( ) ( ) ( ) 0a b c , 
т.е. 

(2 ) ( 2 ) ( 2 ) 0a b c . 
Заменувајќи во последново неравенство  добиваме 

(3 ) (3 ) (3 ) 0a b c , 
односно  

3( ) ( ) 0a b c a b c  

 и оттука 3
a b c

a b c . Да забележиме дека еднаквост важи само во случајот 

a b c . Останува уште да се докаже дека 2
a b c

a b c . Бидејќи збирот на две  
страни од триаголникот е поголем од третата имаме  

( ) ( ) ( ) 0b c a c a b a b c . 
Со трансформирање на ова неравенство добиваме 

( ) ( ) ( ) 0a b c . 
Заменувајќи  добиваме  

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 0a b c , 
т.е.  

2( ) ( ) 0a b c a b c  

кое е еквивалентно со неравенството 2
a b c

a b c . 
Втор начин. Без губење на општоста можеме да претпоставиме дека  . 

Бидејќи спроти поголема страна во триаголник лежи поголем агол добиваме 
a b c
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. Од неравенството на Чебишев 3n  и , добиваме 
1 1
3 3( )( ) ( )a b c a b c a b c  

од што следува 3
a b c

a b c . Со тоа едното неравенство од задачата е докажано. 
Натаму, во триаголник збирот на две страни е поголем од третата, па имаме 

,  и 2a b c c . Оттука имаме 1 1
2 2,a b

a b c a b c  и 
1
2

c
a b c . Користејќи го ова добиваме 

1 1 1 1
2 2 2 2 2( )a b c a b c

a b c a b c a b c a b c . 
Трет начин. Без губање на општоста да претпоставиме дека . Тогаш и 

. Бидејќи  е најголемиот агол во триаголникот следува 3 . Можни 
се два случаи:  

1. 3 . Тогаш 3( ) ( ) ( ) ( ) ( 2 )a c b c a c b c a b c . Со транс-

формирање на ова неравенство добиваме , 

односно 2
3 3 3( ) ( ) ( ( )) 0a b c . Оттука  

3 3 3( ) ( ) ( ) 0a b c . 
Со средување на последното неравенство го добиваме неравенството 

3
a b c

a b c .  

2. 3 . Тогаш , 

односно 3( ) ( ) ( 2 )a c b c a b c  па како во случајот 1. добиваме 

3
a b c

a b c .   
Со тоа првото неравенство во задачата е докажано. 

Сега неравенството 2
a b c

a b c  го трансформираме на следниов начин 

2 2 2a b c a b c           2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b c       

2 2 2( ) ( ) ( ) 0a b c   

2( ) ( ) ( )a b c a c b c                       (1) 
Сега ќе докажеме дека неравенството (1) важи. Навистина, имајќи го во предвид 
подредувањето на аглите  и соодветното на нив на страните a b c , 

важи 
2

 (во спротивно триаголникот би имал два тапи агли). Според тоа  

2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b c a c a b c b c b c . 
Значи важи (1) па и второто неравенство од задачата.  

 
17. Нека ABC  е остроаголен триаголник, O  е центар на неговата опишана 

кружница и P  е подножјето на висината повлечена од темето A  кон страната 
BC . Ако 30BCA ABC 30BCA ABCABC , докажи дека 90CAB COP 90CAB COPCOP .  

2a b c a 2a b c b

a b c

2
3 3 3( ) ( ) ( ) 0a b c

3 3 3( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( ) ( )a b c c b a b c c b a c a c
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Решение. Бидејќи 90OCP AOCP A9090 A , треба да се 
докаже дека OCP COPOCP COP , т.е. OP CP . Според 
неравенството на триаголник доволно е да се докаже 
дека 1 1

2 2CP CO R1
2P CO1
2 . Навистина,  

1
2

cos 2 sin cos 2 sin cos( 30 )

(sin(2 30 ) sin30 ) .

CP AC R R

R R

)
1) sin30 ) .1
2
1
2) sin30 )) sin30 )sin30 )

 

 
18. Нека  и  се остри агли во триаголник. Третиот агол  на триаголникот 

е тап ако и само ако tg tg 1 . Докажи! 

Решение. Нека tg tg 1 .  Од 2, (0, ) , следува tg , tg 0 . Затоа  
1

tg 2tg ctg tg( ) . 

Функцијата ( ) tgf x x  е растечка на интервалот 2(0, ) , па затоа 2 , 

односно 2 . Конечно, 2( ) , што и требаше да се докаже.  
Обратно, нека  е тап агол. Тогаш tg 0 . Имаме: 

tg( ) tg( ) tg 0 , 

односно tg tg
1 tg tg 0  и како tg , tg 0 , добиваме дека 1 tg tg 0 , т.е. 

tg tg 1 .  
 
19. Нека ABC  е правоаголен триаголник со остри агли  и , соодветни дол-

жини на катети a  и b  и должина на хипотенуза c . Докажи, дека 

2
2 2

2cos ab
c

.  

Решение. Бидејќи 2, (0, ) , важи sin ,sin 0 ), па затоа  
sin sin

2 sin sin . 
Според тоа, 

2 2sin cos sin sin  

и како 2
2 4 2sin sin ,sin a

c  и sin b
c , од последното неравенство доби-

ваме  

2cos 2 a b
c c , 

односно  

2
2 2

2cos ab
c

. 

 
20. Нека , ,  се аглите и , ,a b c  должините на страните на произволен три-

аголник ABC . Докажи, дека  
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3 3 3
cos coscos 3

2abca b c
. 

Решение. Од косинусната теорема и неравенството меѓу аритемтичката и гео-
метриската средина следува  

2 2 2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3
cos coscos

2 2 2
2 2 2 2 2 21

2
31

2 2

[(( ) ( ) ) (( ) ( ) ) (( ) ( ) ) 3]

(2 2 2 3) .

b c a a c b a b c
a b c a bc b ac c ab

a b b c c a
abc b a c b a c

abc abc

 

 
21. Ако се , ,a b c  страни, , ,a b ch h h  висини и , ,  агли во ABCABC , докажи дека  

2 2 2ctg ctg ctga b ca b c h h h  
Решение. Ќе докажеме дека  

2ctgca b c h  
Имаме,  

2 2 2 2( ) 2 2 cos 2 cos 2 (1 cos )a b a b ab ab ab c ab .  
Од  

1 1
2 2sin cP ab ch   и  1 cos 2

2 2cos  
имаме  

2 2 2 2 2
sin 2 2 2 2

2
2

2 2cos 2 ctg ( ctg ) ( ctg )

( ctg ) ,

cch
c c c

c

c c ch c h h

c h
 

т.е.  

2ctgca b c h           (1) 
Аналогно  

2ctgab c a h           (2) 

2ctgbc a b h           (3) 
Ако ги собереме неравенствата (1) , (2) и (3) го добиваме бараното неравенство.  
 

22. Нека S  е произволна точка во внатрешноста на ABC  чии страни се 
, ,a b c . Докажи дека  

2 2 2 2cos cos cosA B C a b cSA SB SC2 2 2 2
A B C a b c

2 222 22
A BB bb

2cos Ccoscoscoscos 222
BBBcoscoscos .  

Решение. Нека се ,D E  и F  подножјата  на нормалите спуштени од точката S  
на страните ,BC CA  и AB , соодветно. Ставаме SAF  , SBD  и 

SCE , направи цртеж.  
Да забележиме дека за произволни 0,  0  такви што  важи 

2 2 2cos cos 2cos cos 2cos  
при што знак за равенство важи ако и само ако . Според тоа, 
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2 2 2

( ) ( ) ( )

(cos cos( )) (cos cos( ))

(cos cos( ))

2 cos 2 cos 2 cosA B C

a b c AE AF BD BF CD CE

SB B SA A

SC C

SA SB SC2 2 2cosA B Ccos2 222 cos 22 222
A BB2 cos 22 cos 22 coscos2 22 cos2 cos2 cos

)) (cos cos( )))) (cos cos()) (cos cos()) (cos cos()) (cos

))
 

т.е.  

2 2 2 2cos cos cosA B C a b cSA SB SC2 2 2 2
A B C a b c

2 222 22
A BB bb

2cos Ccoscoscoscos 222
BBBcoscoscos .  

При тоа знак за равенство важи ако и само ако S  е центар на впишаната 
кружница. Зошто?  
 

23. Даден е ABC  со страни BC a , CA b  и AC c . Докажете дека за 
секоја точка M , во просторот е исполнето неравенството  

2 2 2
1 1 1abc bb cc aa  

каде 1 1 1, ,MA a MB b MC c . Кога важи зна за равенство равенството? 
Решение. Од очигледното неравенство 

2( ) 0aMA bMB cMC 2) 02)2  
добиваме 

2 2 22 2 2 2 2 2 0a MA b MB c MC abMAMB acMAMC bcMBMC
2 2 22 22

0MA b MB c MC abMAMB acMAMC bcMBMC
22 222 22

2 2 22 2b MB c MCb MB2 222 2 2 22 2       (1) 
Од косинусната теорема за AMBAMB , BMCBMC  и CMACMA  наоѓаме: 

2 2 21
1 12
2 2 21
1 12
2 2 21
1 12

( )

( )

( )

MAMB a b c

MBMC b c a

MAMC a c b

1MAMB 1 (1 (2
1

(MAMB 2 (

MBMC 1 (
2 (

1 (2
1

(MBMC 2 (

MAMC 1 (
2 (

1 (

 

Со замена во (1) и ако поделиме со 0a b c  го добиваме бараното 
неравенство.  
 

24. Точката P  се наоѓа во внатрешноста на рамностраниот ABC . Нека 
1AB BC CA , , ,a PA b PB c PC . Докажи дека  

2 2 23
4 2a b c . 

Решение. Нека , ,BPC CPA APBBPC , ,CPA APBCPA, , . Од косинусната теорема 
имаме  

2 2 2 2 2 21 2 cos , 1 2 cos , 1 2 cosb c bc a b ab a c ac .  (1) 
Да забележиме дека најмалку два од аглите , ,  се тапи, на пример  и . 

Јасно, 60 . Според тоа,  
1
2cos 0, cos 0, cos 1 1bc ac ab . 

Ако ги собереме овие неравенства добиваме  
1
2cos cos cosbc ac ab , 

од што заради (1) следува 2 2 2 2a b c .  
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Јасно, 1a b , па затоа од неравенството меѓу аритметичката и квадратната 
средина следува 2 2 21 1

2 2( )a b a b . Слични, 2 2 1
2a c  и 2 2 1

2b c . Ако 
ги собереме последните три неравенства го добиваме неравенството  

2 2 23
4 a b c . 

 
25. Нека , ,a b c  се должините на страните на триаголник со плоштина P . До-

кажи, дека  
2 2 21

6 ( )P a b c . 
Решение. Нека  е аголот на разгледуваниот триаголник наспроти страната 

со должина a . Од формулата 1
2 sinP bc  следува 1

2P bc , т.е. 2P bc . 

Аналогно, 2P ca  и 2P ab . Аго ги собереме последните три неравенства 
добиваме 6P ab bc ca . Понатаму, равенството 1

2P bc  е исполнето само ако 

аголот  е прав, па затоа не е можно истовремено да важи 1 1 1
2 2 2P bc ca ab . 

Значи,  
2 2 26P ab bc ca a b c , т.е. 2 2 21

6 ( )P a b c . 
 
26. Докажете дека за нетапоаголен триаголник ABCABC  со страни , ,a b c  радиус 

на впишаната кружница r  и на опишаната кружница R  важи неравенството  

 2 2 22( )R r a b c         (1) 
Кога важи знак за равенство?  
Решение. Да ги означиме со , ,  аглите на триаголникот. Според синусната 

теорема имаме  
2 sin , 2 sin , 2 sina R b R c R  

Од друга страна  

2

2 2

sin
2 2 sin sin

(ctg ctg )c r r .  

Значи,  

2 2

2

2 sin sin sin
2 2 2cos

4 sin sin sin
R

r R .  

Според тоа,  

2 2 2 2 2 2
2

2

(1 4sin sin sin ) [1 2(cos cos )cos ]

(1 2sin cos cos )

(cos cos cos ).

R r R R

R

R

      (2) 

Ако го искористиме равенството (2) тогаш неравенството (1) е еквивалентно на 
неравенството 

 2 2 2 2(cos cos cos ) (sin sin sin ) 0      (3) 
Ја трансформираме левата страна на неравенството (3) и добиваме 
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2 2 2 2

2 2

2

(cos cos cos ) (sin sin sin )

2cos cos 2cos (cos cos ) cos cos 2 2cos 1
cos( ) 1 cos( ) 2cos (cos cos )

2cos( )cos( ) 2cos
[cos( ) 1] cos (1 2cos 2cos 2cos( ) 2cos( ))
[cos( ) 1] cos (1 2cos 2cos 4cos cos )
[cos( ) 1] cos (1 2cos )(1 2cos ).

 

Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека и двата агли не се помали 
од 60  или и двата агли не се поголеми од 60 , и тогаш  

(1 2cos )(1 2cos ) 0  
Освен тоа, очигледно cos( ) 1 0 , cos 0 , т.е. добиениот израз е непозити-
вен, па значи неравенството (3) важи, т.е. важи неравенството (1).  

Равенството се добива ако и само ако триаголникот е рамностран или рамно-
крак правоаголен. Зошто?  

 
27. Нека се , ,  агли на триаголникот ABC .  
а) Докажи го равенството 

2 2 2 2 2 2tg tg tg tg tg tg 1 .  
б) Докажи го неравенството  

2 2 2 2 2 2tg tg 5 tg tg 5 tg tg 5 4 3 .  

Решение. а) Од 2 2 2 2  добиваме 

2

1
2 2 2 tg

tg( ) ctg ,  

т.е.  

2 2

2 2 2

tg tg 1
1 tg tg tg

,  

од што следува  

2 2 2 2 2 2tg tg tg tg tg tg 1  
б) Од докажното равенство и до неравенството меѓу аритметичката и геоме-

триската средина добиваме 
2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( tg tg 5 tg tg 5 tg tg 5)

tg tg tg tg tg tg 15 2 tg tg 5 tg tg 5

2 tg tg 5 tg tg 5 2 tg tg 5 tg tg 5

15 3(tg tg tg tg tg tg ) 30 48.

 

т.е.  
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2 2 2 2 2 2tg tg 5 tg tg 5 tg tg 5 4 3 .  

 
28. Ако r  е радиусот на впишаната кружница во ABCABC , P  е плоштината  и 
, ,s s s  се должините на симетралите на внатрешните агли на триаголникот, 

докажете дека  
2rs s s P  

Кога важи знак за равенство? 
Решение. Во претходната задача докажавме дека  

2

2

2

( )

( )

( )

s s s a

s s s b

s s s c

 

каде 2
a b cs . Според тоа, од P rs  и ( )( )( )P s s a s b s c  добиваме  

2( )( )( )rs s s rs s s a s b s c P P P  

Јасно, знак за равенство важи ако и само ако 2 1bc
b c , т.е. b c , 2 1ac

a c , т.е. 

a c  и 2 1ab
a b , т.е. a b , односно ако и само ако a b c .  

 
29. Даден е конвексен четириаголник со плоштина 232 cm  и збир на должините 

на две негови спротивни страни и една дијагонала, кој изнесува 16 cm . Најди ги 
сите вредности кои може да ги има должината на другата дијагонала. 

Решение. Нека во четириаголникот ABCD  
16AB AC CD .   (1)  

Неговата површина е еднаква на 
2 sin sinP AB AC AC CD , 

каде што CAB  и ACD . Понатаму, 
точна е оценката  

2 ( )P AB AC AC CD AC AB CD , 
па од (1)  имаме  

2 (16 )P AC AC , 
при што знак за равенство важи ако и само ако 

90 . Изразот (16 )x x  прима најголема 
вредност 64 (за 8x ), па затоа  

2 64P .        ( 2)  
Според условот од задачата во ( 2)  важи знак за 

равенство, па затоа 8AC  и 90 . Поната-

му, AC AB CD , а тоа е можно ако аголот меѓу 
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AC  и BD  е еднаков на 45 . Тогаш 8 8BD . 
 
30. Нека , ,a b c  и d  се должините на последователни страни на конвексен 

четириаголник со плоштина P . Докажи дека важи неравенството  
1
4 ( )( )P a c b d . 

Решение. Со , , ,  ги означиме аглите 
при темињата , , ,A B C D , соодветно на 
конвексниот четириаголникот ABCD  и нека 

, ,AB a BC b CD c  и DA d . Имаме  
1 1
2 2

1 1 1
2 2 2

sin sin

( ).

ABC ACDP P P ab cd

ab cd ab cd
 

Аналогно, 
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2sin sin ( )ABD BCDP P P ad bc ad bc ad bc . 

Ако ги собереме последните две неравенства, добиваме  
1 1
2 22 ( ) ( )( )P ab cd ad bc a c b d , 

од каде што следува бараното неравенство.  
 
31. Нека ,AD BE  и CF  се бисектриси на аглите во триаголникот .ABC  

Докажи дека 4 ,DFEP P  каде што P  е плоштината на триаголникот ,ABC  а 

DFEP  е плоштината на триаголникот .DFE  
Решение. Според ознаките на црте-

жот имаме:  
 ( ).DFE AFE BDF CEDP P P P P   (*) 

применувајќи го својството за бисек-
трисата на внатрешниот агол на три-
аголникот, наоѓаме: 

, .bc bc
a b a cAF AE  

Тогаш: 
2 2 sin1 1 1

2 2 ( )( ) 2 ( )( ) ( )( )sin sin .b c bc bcP
AFE a b a c a b a c a b a cP AF AE bc  

Аналогно наоѓаме дека:         

( )( ) ,acP
BDF b a b cP       ( )( ) .abP

CED c a c bP  

Заменувајќи ги овие вредности во (*), по средувањето добиваме: 
( ) ( ) ( ) 2

( )( )( ) ( )( )( )(1 ) .bc b c ca c a ab a b abcP
DFE a b b c c a a b b c c aP P  

Бидејќи ( )( )( ) 8 ,a b b c c a abc следува: 
2
8 4 ,abcP P

DFE abcP  т.е. 4 .DFEP P  
 
32. Ако T  е тежиштето на ABCABC , докажи дека важи  

1 1
sin sin 4TAC TBC

1 4TAC TBCsin
1

i TBCi . 

A B

C

D
E

F
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Решение. Нека P  е плоштината на триаголникот, , ,a b c  се должините на 
страните наспроти темињата , ,A B C  и , ,a b ct t t  се соодветните тежишни линии. 
Ако 1A  е средината на страната BC , тогаш 

1
2 sinA AC aP P bt TACTAC . Аналогно 

sinbP at TBCTBC .  
Понатаму, ако a b , тогаш b at t , па затоа ( )( ) 0b aa b t t , од каде доби-

ваме  

sin sin
1 1

sin sin

2 2 4

4

4,

b a a b
P P
TAC TBC

TAC TBC

at bt at bt P P P

P4P
C TBCsin Pi

P
TBCi

1 4,C TBCsin
1

i TBCi

 

што и требаше да се докаже.  
 
33. Нека , ,a b c  се должини на страни на триаголник. Докажи, дека  

2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( ) 4a b c b c a c a b abc a b c . 
Решение. Нека , ,  се аглите на триаголникот наспроти страните , .a b c , со-

одветно. Ако ја искористиме косинусната теорема, добиваме дека даденото нер-
авенство последователно е еквивалелнтно со неравенствата  

2 2 2 3 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

2
2 2 2 2

2

( ) ( ) ( ) 4 0

( ) ( ) ( ) 2 0
2 cos 2 cos 2 cos 2 0
cos cos cos 1 0

2cos cos 2sin

2cos( ) cos 2sin 0

2sin cos

a b c b c a c a b abc a b c

a b c a b c a b c a b c abc
abc abc abc abc

2
2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2sin 0

2sin (cos sin ) 0

2sin (cos sin( )) 0

2sin (cos cos ) 0

2sin ( 2)sin sin( ) 0

4sin sin sin 0.

 

Конечно, бидејќи , , (0, ) , важи 2 2 2sin ,sin ,sin 0 , т.е. точно е послед-
ното неравенство, од што следува дека е точно и даденото неравенство.  

 
34. Даден е правоаголен триаголник ABC  со прав агол во темето C . Нека точ-

ката M  е средина на натетата BC . Докажи, дека 1
3sin MAB 3MAB .  

Кога важи знак за равенство?  
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Решение. Бидејќи MAB CAB CAMMAB CAB CAMCABCAB  од адиционите формули следува  
sin sin cos cos sinMAB CAB CAM CAB CAMin inMAB CAB CAM CAB CAMsin cos cos sininsin cos coscos cossin cos cos  

Ако означиме  
, , ,BC a CA b AB c AM t ,  

од правоаголните триаголници 
ABC  и AMC  добиваме 

2
2sin

a
a b b ab
c t c t ctMAB aMAB a . 

Бидејќи MABMAB  е остар, неговиот 
синус е позитивен, па затоа доволно 
е да докажеме дека 

2 1
9(sin )MAB 2) , т.е. 

2 2

2 2
1
94

a b
c t

. 

Но, 2 2 2c a b  и 
22 2

4
at b , па затоа последното неравенство е еквивалентно 

со неравенството  
2 2 2 2 2 29 ( )( 4 )a b a b a b , 

т.е. со неравенството  
2 2 2( 2 ) 0a b , 

кое очигледно важи. Според тоа, неравенството важи во секој правоаголен триа-
голник, а знак за равенство важи ако и само ако 2 22a b , т.е. во правоаголен три-
аголник во кој важи 2BC AC .  

 
35. Во остроаголниот триаголник 

ABC , должината на најголемата виси-
на AH  е еднаква на должината на те-
жишната линија BM . Докажи дека 

60ABC 6ABC . Дали некогаш се достиг-
нува знак на равенство? 

Решение. Нека точката M  е сре-
дина на отсечката AC  и нека CG  е 
друга висина на триаголникот ABC . 
Од M  повлекуваме нормали кон дру-
гите две страни на триаголникот. Нека 
пресечните точки на нормалите со 
страните BC  и AB  се F  и L , соод-
ветно (цртеж десно). Тогаш, од три-
аголникот MBF  имаме  

sinMF BM MBFMBF , 
односно  

2 2 sinBM AH MF BM MBFMBF  
( MF  е средна линија за триаголникот AHC ). Добиваме дека 1

2sin MBFMBF , од 
каде следува  
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30MBF 3MBF            (1)  
Од триаголникот LBM  имаме 

2 2 sin ,BM AH CG ML BM ABM ,  
односно 1

2sin ABMABM , од каде следува дека  

30ABMABM           (2) 
Од (1) и (2) добиваме  

60ABC ABM MBC 60ABC ABM MBCABM MBCABM . 
Аголот 30ABMABM  ако и само ако AH CG . Тоа е возможно само кога три-
аголникот ABC  е рамнокрак, со агол при врвот од 60 , односно кога триагол-
никот ABC е рамностран.  

 
36. Нека се , , ,a b c d  страните, а P  плоштината на конвексен четириаголник. 

Докажи дека важи 
2 2 2 2

4
a b c dP . Кога важи знак за равенство? 

Решение. Нека  и  се аглите меѓу страните a AB  и b BC , односно 

c CD  и d DA  соодветно. Тогаш,  

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

1
2 2 2 4

sin sin ( )

( )

ABCD ABC ACD

a b c d a b c d

P P P ab cd ab cd
. 

Равенство во првото неравенство важи акко 90 , а во второто акко 
a b  и c d . Значи, равенство важи акко дадениот четириаголник е квадрат.  
 

37. Права ги сече страните AB  и BC  на триаголникот ABC  во точките M  и 
K , соодветно. Ако плоштината на MBKMBK  е еднаква на плоштината на 
четириаголникот AMKC , докажи дека  

1
3

MB BK
AM CA KC

.          (1) 

Решение. Да означиме , , ,BK y KC z CA b AM u  и MB x  (направи 
цртеж). Бидејќи BMK AMKCP P , важи BMK MKCP P , т.е. y z  и BMK AMKP P , 
т.е. x u . Нека го претпоставиме спротивното, т.е.  

1
3

MB BK
AM CA KC

. 

Од последното неравенство следува низата неравенства  
1
3 3 3

2 2
2 2

( ) ( )

,

x y
u b z x y u b z x y b

x y b
x u y z x y b

x u y z b

AB BC CA

 

што не е можно, па затоа точно е неравенството (1).  
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38. Даден е произволен триаголник ABC . На страните ,AB BC  и CA  се избра-
ни произволни точки 1 1,C A  и 1B . Нека со 1 2,P P  и 3P  се означени плоштините на 
триаголниците 1 1 1 1,AC B BC A  и 1 1CA B  соодветно, а со P  е означена плоштината 
на триаголникот ABC . Докажи, дека  

3
1 2 3 2P P P P . 

Решение. За плоштините на триаголниците 1 1AB C  и ABC  важи: 
1

1 1 12 sinP AB AC AA  и 1
2 sinP AB AC AA . 

Според тоа, 1 1 1P AB AC
P AC AB

. Слично се добива 2 1 1P BC BA
P AB BC

 и 3 1 1P CB CA
P AC CB

. Тогаш  

31 2 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1
2 2 2

31 1 1
2 2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

PP P AB AC BC BA CB CA
P P P AC AB AB BC AC CB

AB AC BC BA CB CA
AC AB AB BC AC CB
AB CB BC AC BA CA

AC AB BC

 

 
39. Над страните на ABCABC  со плоштина P  се конструирани ромбови ,ABDE  

BCGF  и CAIH  така што , ,ABE BAC BCG CBA CAI ACB, ,ABE BAC BCG CBA CAI ACB, ,BAC BCG CBA CAIBAC BCG CBA CAI . Дока-
жи, дека збирот на плоштините на трите ромба е поголем или еднаков на 6P  и 
дека знак за равенство важи ако и само ако ABCABC  е рамностран.  

Решение. Со , ,  да ги означиме аглите на триаголникот ABC , а со ,aP  bP  
и cP  плоштините на ромбовите ,BCGF CAIH  и ABED , соодветно. Тогаш  

2 2 2sin , sin , sina b cP a P b P c .  
Користејќи ја синусната теорема  

sin sin sin 2a b c R , 

каде R  е радиусот на опишаната круж-
ница околу ABCABC , добиваме  

2 2 2

2 2 2

2 2 2
2 2 21

2

sin sin sin

( ).

a b c

a b b c c a
R R R

R

P P P a b c

a b b c c a

 

Сега од неравенството меѓу аритметич-
ката и геометриската средина следува  

32 2 2 2 2 23 3a b b c c a a b b c c a abc , 
па ако го искористиме претходното равенство добиваме  

2 2 21 1
2 2( ) 3 6a b c R RP P P a b b c c a abc P . 

Јасно, во неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина знак за 
равенство важи ако и само ако 2 2 2a b b c c a . Ако 2 2 2a b b c c a , тогаш важи 

2a bc  и 2ab c , од каде добиваме 3 3a b bc , т.е. a c , па затоа a b c . 
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Обратно, ако a b c , тогаш 2 2 2a b b c c a , па затоа 6a b cP P P P .  
 
40. Нека 3n  е природен број. Во кружница е впишан n аголник 1 2... nA A A . 

Докажи, дека постојат три темиња 1 2, , { , ,..., }nA B C A A A  за кои важи  
2 2 2 2 2 2 2

1 2 2 3 1 1... ...i i nAB BC CA A A A A A A A A . 
Решение. Ако 3n , тогаш тврдењето е три-

вијално. Нека 4n . Секој конвексен n аголник 
има барем еден внатрешен агол кој не е помал од 
90 . Навистина, збирот на внатрешните агли на 
n аголникот е еднаков на ( 2) 180n , па затоа 
постои барем еден агол кој не е помал од  

2 2 1
2180 (1 ) 180 (1 ) 180 90n

n n
2 1(1 ) 180 (1 ) 180 902 1

2(1 ) 180 (1 ) 180(1 ) 180 (1 ) 1802 1
2 . 

Нека тоа е XYZXYZ . Тогаш дадениот n аголник со 
поврзување на темињата X  и Z , т.е. со отфрлање 
на XYZXYZ  можеме да го редуцираме на ( 1)n аголник. Тврдиме дека збирот на 
квадратите на страните на новодобиениот ( 1)n аголник не е помал од збирот 
на квадратите на страните на почетниот n аголник. Навистина, бидејќи аголот 

при темето Y  е поголем или еднаков од 90 , од косинусната теорема следува  
2 2 2 2 2

2 cosXZ XY YZ XY YZ XYZ XY YZXYZ XXYZ X . 
Се додека е можно, со новодобиениот многуаголник ја повторуваме постапката, 
притоа исфрлајќи едно теме со агол поголем или еднаков на 90 , се додека не до-
биеме триаголник ABC . Неговите темиња , ,A B C  го задоволуваат неравенството 
на задачата.  

 
41. Даден е  и точки  соодветно на неговите страни , 

различни од темињата на триаголникот. Докажи, ако четириаголникот  е 
тетивен, тогаш  

. 

Решение. Последователно имаме  

 

при што искористивме дека  и , бидејќи четири-
аголникот  е тетивен. Од друга страна , па затоа 

 и затоа  

. 

Според тоа,  

ABCABC , ,D E F , ,BC CA AB
AFDE

2

2
4 DEF

ABC

P EF
P AD

sin sin
sin sin

( ) 2 ,

ABC ABD ACD ACDABD

DEF DEF DEF DEF

P P P PP AB AD FAD AC AD EAD
P P P P ED EF DEF DF EF DFE

AC AD AC ACAB AD AD AB AD AB
ED EF DF EF EF DE DF EF DE DF

iAC AD EADsin
sin DFEsin

FAD DEFFAD DEF EAD DFEEAD DFE
AFDE 180BAC EDF 180BAC EDFEDF

sin sinBAC EDFsinBAC EDFsin
sin
sin

ABC

DEF

P AB AC BAC AB AC
P DE DF EDF DE DF

BAC
EDFEDF
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и со квадрирање на последното неравенство го доби-
ваме бараното неравенство. Јасно, знак за равенство 
важи ако и само ако точката  е средина на .  

 
42. Нека , ,M N P  се подножјата на нормалите 

повлечени од тежиштето G  на остроаголниот ABCABC  
соодветно на страните , ,AB BC CA . Докажи дека 
важи  

4 1
27 4

MNP

ABC

P
P . 

Решение. Ќе ги користиме стандардните ознаки , ,a b c  за страните на триагол-
никот соодветно наспроти темињата , ,A B C , , ,  за соодветните агли и , ,a bh h

ch  за висините. Од 1 1 1 1
3 3 3 3cos , cosc aGM h a GN h c  и 180MGNMGN  

следува  
3 21 1 1

18 18 9sin sin sinGMN c a ABCP h h ac P . 

Слично, 21
9 sinGNP ABCP P  и 21

9 sinGPM ABCP P . Според тоа, имаме  
2 2 21

9 (sin sin sin )MNP GMN GNP GPM ABCP P P P P .  (2) 
Но,  

cos2 cos22 2 2 2 2
2sin sin sin sin 1 1 sin cos cos( )K , 

па како cos cos( ) 1 следува  
2 2 2 2 9

42 1 sin cos 1 sin cos 2 cos cosK .   (3) 
Конечно, неравенствата (1) следуваат од равенството (2) и неравенствата (3).  
 

43. Даден е триаголник ABC . Нека ', ', 'A B C  се пресечните точки на симетра-
лите на аглите CAB , ABC  и ,BCA  со страните BC , CA  и ,AB  соодветно, а I  е 
центар на впишаната кружница во ABC . Докажи дека  

81
4 27' ' '

.AI BI CI
AA BB CC

 

Решение. Нека  е радиусот 
на впишаната кружница, а P  
плоштина на триаголникот ABC . 
Отсечката 'AA  го дели триагол-
никот на два триаголника 'ABA  и 

'ACA . Добиваме: 
2

' '

2 2 2

2 2
sin sin ( )sin

( ) .

P
a b c ABA ACAP P

a b c

b c AA
a b c

AI
 

Аналогно се докажува дека 

2 ,ABC ABC

DEF DEF

P PAD
P PEF

D BC
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' '
,c a CI a bBI

a b c a b cBB CC
. 

Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина следува  

3
( )( )( )1 3

3 ( )
( ) a b b c c ab c c a a b

a b c a b c a b c a b c
 

од каде следува точноста на десната страна на неравенството.  
Нека s a b c . Тогаш  

3
( )( )( ) 1

8

1 1
8 4

(1 )(1 )(1 )

(1 ) ,

b c c a a b b c a c a b a b c
s s ss

b c a c a b a b c
s s s

 

па важи и левата страна од неравенството. 
 
44. Нека , ,M K L  се точки од страните , ,AB BC CA  од ABCABC , соодветно, такви 

што ниту една од нив не е негово теме. Докажи дека плоштината на барем еден од 
триаголниците , ,AML BKM CLK  не е поголема од 1

4  од плоштината на ABCABC . 

Решение. Нека :AM AB x , :BK BC y , :CL CA z . Тогаш,  

    

2 2 21
8

2 2 23 31 1
8 4 4

(1 ) (1 ) (1 )sin sin sin

( ) sin sin sin ( )

AML BKM CLK

P

P P P AB AC BC x x y y z z

AB AC BC
 

Значи,  
4 4 4 1AML BKM AMLP P P

P P P  
па затоа барем еден од множителите од левата 
страна не е поголем од 1 .  

Во доказот е користено неравенството  
1
4(1 )  за 0 1. 

 
45. Нека се ,a b  и c  должините на страните на ABCABC , кој има плоштина P . 

Докажи,  
2 2 2 4 3a b c P  

Кога важи знак за равенство?   
Решение. Со  да го означиме аголот меѓу страните b  и c . Тогаш  

sin
2 ,bcP  2 2 2 2 cosa b c bc        (1) 

Од неравенството  
2( ) 2 [1 cos( 60 )] 0b c bc )] 0)]  

и од (1) добиваме 
2 2

2 2

2 2 3 1
2 2

2 2

2 cos( 60 )

2 [sin cos60 cos cos60 ]

2 [ sin cos ]

[ 3 sin cos ]

b c bc

b c bc

b c bc

b c bc

)

cos cos60 ]coscos
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2 2 2 2 sin
2

2 2 2

2 cos 4 3

4 3.

bcb c bc b c

b c a P
 

Знак за равенство важи ако и само ако 2( ) 0b c  и 1 cos( 60 ) 0) 0) , т.е. ако и 

само ако b c  и cos( 60 ) 1) 1)  и бидејќи 0 180  добиваме 60 , па 
значи ABCABC  е рамностран.  
 

46. Низ тежиштето на ABCABC  повлечена е произволна права која ги сече 
страните BC  и AC  во точки M  и N , соодветно. Докажи дека  

4
9AMN BMN ABCP P P9AMN BMN ABC9P P P4

AMN BMN 9PP BMNBMN  

 Решение. Од темињата , ,A B C  повлекуваме нормали  1 1, ,AA BB  1CC  на 
правата l  која минува низ тежиштето G , направи цртеж. Тогаш  

1
12

1
12

AMN

BMN

P MN AA

P MN BB

AMNP AMN

BMNP BMN
 

и  
1

1 12 ( )AMN BMNP P MN AA BB2AMN BMNP P M1
2AMN BMNP MP 1
2BMN  

Нека CP  е тежишната линија повлечена кон AB  и 1PP l . Тогаш 1PP  е средна 
линија во трапезот 1 1ABB A  и  

1
1 1 12 ( )PP AA BB . 

Но, 1 1~PGP CGC1 1PGP CGC1 1~  и затоа  

1

1

2
1

CC CG
PP GP

, 

т.е.  

1 1 1 12CC PP AA BB . 
Значи, 

1
12AMN BMN CMNP P MN CC P2AMN BMN CMN12P P MN CC P1

AMN BMN 12P MN CCP MN CC1
BMN 12  

Останува да ги споредиме CMNP CMNP  и ABCP ABCP : 
sin
sin

( 1)( 1)ABC

CMN

P AC BC ACB AC BC AN NC BM MC AN BM
P NC MC ABC NC MC NC MC NC MC

ABCP
P CMNP

ACBACB
ABC

. 

Бидејќи 1 1~ANA CNC1 1ANA CNC1 11 ~   и  1 1~BMB CMC1 1BMB CMC1 1~ , добиваме  

1

1

AAAN
NC CC

 и 1

1

BBBM
MC CC

, 

па затоа  
1 1

1
1AA BBAN BM

NC MC CC
 

Тогаш од равенството меѓу аритметичката и геометриската средина следува  
2 91 1

4 4 4( 1 1) 3ABC

CMN

P AN BM
P NC MC

ABCP
P CMNP ,  

т.е. 4
9CMN ABCP P9CMN ABC9P P4

CMN 9  и значи  
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4
9AMN BMN CMN ABCP P P P9AMN BMN CMN ABC9P P P P4

AMN BMN CMN 9P PP PBMN CMNBMNBMN CM .  

Знак за равенството се достигнува ако и само ако AN BM
NC MC

.  

 
47. Да се докаже дека за секој триаголник важи неравенството 

2 2 2 2 4a b cr r r r P , 
каде r  е радиусот на кружницата впишана во триаголникот, а ar , br , cr  се 
радиусите на припишаните кружници на триаголникот. 

Решение. Нека  
a BC , b AC , c AB   и 

2
a b cs . Тогаш  

3 3 3

1 1 1
2 2 2 ( )

AO B AO C BO C

a a a a

P P P P

cr br ar s a r
3 3 3AO B AO C BO C3 3 33

P P PP PAO B AO C
 

па, затоа P
a s ar . Аналогно се до-

бива дека P
b s br  и P

c s cr . Од 
неравенството меѓу квадратна и 
геометриска средина имаме дека  

    

22 2 2 2 4
( )( )( )

4 4P
a b c a b c s s a s b s c

r r r r rr r r P . 

 
48. Докажи дека за страните , ,a b c  и аголот  

во триаголникот ABC  важи неравенството 

2( )sinc a b . 
Решение. Прв начин. Нека E  и F  се подножја 

на нормалите повлечени од темињата A  и B  на 
триаголникот ABC  на симетралата на аголот C  
(цртеж 1), тогаш  

2sinAE b , 2sinBF a . 
Понатаму имаме: 

2 2

2

sin sin

( )sin .

c AB AE BF b a

a b
 

Втор начин. Да ја продолжиме страната 
,BC  преку ,C  за ,CD CA b  тогаш ADC  

е рамнокрак, со основа AD  и агли при осно-

вата 2 (цртеж 2). Во ABDABD  имаме: 

BD a b ,   2AA ,   2D 2D  
па од синусна теорема добиваме:  

A B

C
a

b

c

ar

3O

A B

C

E

F

ab
2 2

crte` 1

A B

C

D

c

ab

2

2
b

crte` 2



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 170 

2 2sin sin( )
c a b  

и оттука поради 20 sin( ) 1 , следува  

2( )sinc a b . 
Трет начин. Од синусната теорема за ABCABC  имаме:  

 sin
sina c ,    sin

sinb c         (*)  

Користејќи ги идентитетите 2 2sin 2sin cosx xx  и 2 2sin sin 2sin cos  по 

собирање на равенствата (*), заради 2 2sin cos  добиваме: 

2 2
sin 2 22sin cos

(sin sin ) 2sin cosc ca b  

2 2( )sin cosa b c     

и бидејќи 2cos 1  каде што наоѓаме  

2( )sinc a b . 
 
49. Докажи дека во секој триаголник ABC  важи неравенството  

4 6ctgab bc ca
P , 

каде , ,a b c  се должини на страните на триаголникот, а P  е неговата плоштина. 
 Решение. Прв начин. Прво ќе го докажеме неравенството  

  2 2 2 3
4cos cos cos .                          (1) 

Нека 2 2 2cos cos cosA . Имаме  

2 2 2 2
2 2

1 cos 2 1 cos 2 cos 2 cos 22 2
2 2 2

2cos cos2 2
2

2 2

cos 1 cos

1 cos 1 cos cos( )cos( )

1 cos cos( )cos( ) 1 cos cos cos( ).

A

 

Значи  
2cos cos cos( ) 1 0A ,    т.е.    

2cos( ) cos ( )2
2 4(cos ) 1A . 

Левата страна е ненегетивен број па затоа 
2cos ( )
4 1 0A  односно 

2cos ( ) 31
4 4 41 1A , со што неравенството (1) е докажано. Сега нека R  е 

радиус на опишаната кружница околу триаголникот ABC . Тогаш важи 4
abc

PR . 

Од синусната теорема sin sin sin 2a b c R  добиваме 2 sin , 2 sina R b R  и 

2 sinc R . Така почетното неравенство го трансформираме на следниов начин 

4
ab bc ca

P
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 2 sin 2 sin 2 sin 2 sin sin sin( ) ( ) ( )abc
P a b c R R RR . 



Неравенства  

  171 

Значи добиваме еквивалентно на почетното неравенство  
  1 1 1

sin sin sin 2 3 .         (2) 

Бидејќи sin ,sin ,sin 0  можеме да  го примениме неравенството меѓу квад-
ратната и хармониската средина за броевите sin ,sin ,sin  и добиваме 

2 2 2

1
sin

sin sin sin 3
3 1 1

sin sin

. 

Оттука 

2 2 2 2 2 2 3
4

(1)
3 3 31 1 1

sin sin sin 3sin sin sin 3 (cos cos cos )
3 3 3 2 3  

со што неравенството (2) е докажано. 
Втор начин. Прво ќе ги докажеме следниве 

својства: 
 Својство 1. Во секој триаголник ABC  важи 

2 2 2 227
4a b ct t t R , 

каде ,a bt t  и ct  се тежишните линии, а R  е 
радиусот на опишаната кружница околу триагол-
никот ABC . 
 Доказ. Прво имаме  

2 2 1 1 1
1 1 13 3 2 2 2

2 1
3 2

( ) ( )

( ) 0

AT BT CT AА BB CC AB BC BA AC CA AB

AB BC CA 0
 

Нека O  е центарот на опишаната кружница околу триаголникот ABC . Тогаш 
AO BO CO R . Користејќи ги својствата на скаларниот производ имаме  

 

2 2 22

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3 ( )

3

R AO BO CO AO AO BO BO CO CO

AT TO AT TO BT TO AB TO CT TO CT TO

AT BT CT TO AT TO BT TO CT TO

AT BT CT TO AT BT CT TO

AT BT CT TO AT BT
2 2 2 24 4 4

9 9 9a b cCT t t t

    

Оттука 2 2 2 2 29 27
4 43a b ct t t R R  со што својството е докажано. ■ 

Својство 2. Во секој триаголник важи 2 2 2 2 2 23
4 ( )a b ct t t a b c . 

Доказ. Со примена на косинусната теорема за 1ABA1ABA11  и ABCABC  добиваме  
2 2 2

2 2( ) 2 cosa a
at c c  и 2 2 2 2 cosb a c ac , 

па од овие две равенства имаме 
2 2 2 22 2 2 2 21

4 2 4 (2 2 )a b a c
at c c b a . 

A

B

C

O

1A1B

1C

T

a
b

c

at
bt

ct
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На сличен начин 2 2 2 21
4 (2 2 )bt a c b  и 2 2 2 21

4 (2 2 )ct a b c . Со собирање на 

овие три равенства добиваме 2 2 2 2 2 23
4 ( )a b ct t t a b c . ■ 

Својство 3. Во секој триаголник важи 3 3
2

RS , каде S  е полупериметарот на 
триаголникот. 
 Доказ. Од својствата 1 и 2 имаме 

2 2 2 2 2 2 2 2274 4
3 3 4( ) 9a b ca b c t t t R R , 

па затоа од неравенството меѓу аритметичката и квадратната средина следува  
2 2 2 22 2 4

3 3 93 ( )a b c a b c SR , 

т.е. 
22 27

4
RS , од каде добиваме 3 3

2
RS . ■ 

 Својство 4. Во секој триаголник важи 33
2sin sin sin . 

 Доказ. Од својството 3, синусната теорема и неравенството меѓу аритметич-
ката и геометриската средина имаме 

sin sin sin 31 13
3 3 2 2 2 3 2 3 2sin sin sin ( )a b c a b c S

R R R R R . ■ 
Сега да преминеме на доказ на тврдењето на задачата. Од синусната теорема 

следува  
1 1 1 1

4 2 sin sin sin( )abc
R

ab bc ca ab bc ca R R R
P a b c . 

Броевите sin ,sin  и sin  се позитивни, па можеме да го примениме нера-
венството меѓу аритметичката и геометриската средина и добиваме  

3
31 1 1 1 1

2 sin sin sin 2 sin sin sin
( ) . 

Конечно, од својството (4) и последниоте две неравенства следува  

3
31 1 2

4 2 2 6sin sin sin 3
3 3 ctgab bc ca

P . 

Трет начин. За плоштината P   на триаголникот важи  
sin sinsin
2 2 2

ab cabcP , 

и како броевите 1 1 1
sin sin sin, ,  од претходните равенства и неравенството меѓу 

аритметичката и хармониската средина добиваме:  
91 1 1 1 1 1

4 2 2 2 2 2 sin sin sin 2 sin sin sin( ) ( )ab bc ca ab bc ca
P P P P . 

Понатаму важи 
4 2

3 2 2 6 6
4

2 6
4 4 4 4 4 4

12 12 3

sin sin sin sin 2sin cos 2sin cos

2(sin 2sin )

2 2sin cos 4sin ,

 т.е.  
sin sin sin

3 3sin . 
Според тоа,  
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sin sin sin 3
3 3 2sin sin 60 3

2 . 
Конечно,  

9 3 3 31 2
4 2 sin sin sin 2 sin sin sin 2 63

3 ctgab bc ca
P . 

 
50. Нека ABCDEF  е конвексен шестаголник таков што AB  е паралелна со 

DE , BC  е паралелна со FE  и CD  е паралелна со AF . Нека AR , BR  и CR  се 
радиусите на кружниците опишани околу триаголниците ABF , BCD  и DEF  
соодветно и p  е периметар на шестаголникот. Докажи дека 

2
p

A B CR R R . 

Решение. Нека AB x , BC y , CD z , 

DE t , EF u  и FA v . Забележуваме дека 
A DA D , B EB E  и C FC F .  
Нека точките , ,P Q R  и S  се такви што P  и 

Q  лежат на правата определена со B  и C , S  и 
R  лежат на правата определена со F  и E  и 
при тоа  

90ASF APB AQC DRE 90ASF APB AQC DREAPB AQC DREAPB AQC . 
Тогаш  

sinAP x B , sinAS v C , sinDQ z C , sinDR t B . 
Од овде добиваме  

2 sin sin sin sinBF AP AS DQ DR x B v C z C t B  
Аналогно се докажуваат и следните две неравенства: 

2 sin sin sin sin

2 sin sin sin sin

DB z A y B u B v A

FD u C t A x A y C
 

За радиусите ,A CR R  и ER  на опишаните кружници околу триаголниците 

,FAB BCD  и DEF  важи 2sin
BF

A AR , 2sin
DB

C CR  и 2sin
FD

E BR , односно   
sin sin sin sin1 1

4 sin sin 4 sin sin
2 ...2 2

4 4 4 2 2

( ) ( ) ...

... .

B A B C
A C E A B C B

y x y v px v

R R R x y
. 

 
51. Нека 1 2, ,..., , ( 3)nk k k n  се кружници со радиуси еднакви на 1 и центри 

1 2, ,..., nO O O , соодветно. Докажете, дека ако ниту една права нема заеднички 
точки со повеќе од две од дадените кружници, тогаш  

( 1)1
4

1 i j

n
O Oi j n

. 

Решение. Јасно, 2 sin
i j

ij ijO O
, каде 2 ij  е аголот меѓу внатрешните 

заеднички тангенти на кружниците ik  и jk . Затоа доволно е да се докаже дека  
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( 1)ij
i j

n . 

За произволни 1 , , ( )i j n i j  да 
го разгледаме множеството ijk  од сите 

точки на кружницата ik  во кои 
тангентата на ik  ја сече или ја допира 
кружницата jk . Множеството ijk  се 
состои од два лака со централен агол 

ij . Според условот на задачата 

множествата ijk  (1 ,i j n )сезаемно дисјунктни, па затоа важи 2 2ij
i j

n .  

Нека  е конвексната обвивка на кружниците 1 2, ,..., nk k k . Нејзината граница 
се состои од неколку отсечки и од лаци на кружници со вкупен збир на должини 
2 . Овие лаци се дисјунктни со сите множества ijk , па така всушност важи 

2 2( 1)ij
i j

n , со што доказот е завршен.  

 
52. Во тетраедарот ABCD , со врв A  важи  60BAC CAD DAB 60BAC CAD DABCAD DABCAD . 

Докажи дека важи неравенството  
AB AC AD BC CD BD . 

Решение. Нека AE  е симетрала на аголот А, на страната ABC. Со примена на 
синусната теорема, на триаголниците ABE и ACE, добиваме  

sinsin(180 ) sin30 sin30
; AC CEAB BE

sin) sin30 sin30sin;; C CB BE ; CBE . 

Оттука следува дека sin sin2 ; 2 ACABBE CE . Со собирање на последните две 
еднаквости, добиваме  

  sin2( ) 2 AB ACBE CE BC AB AC . 
Значи  

  2BC AB AC     (1) 
Аналогно се докажува дека  

  2BD AB AD     (2)  
и  

  2CD AC AD     (3) 
Со собирање на неравенствата (1), (2) и (3), се 
добива бараното неравенство.         

 
53. Бочните рабови на тетраедарот се меѓу себе нормални. Докажи дека  

29
1 2 3 2S S S H  

каде што 1 2 3, ,S S S  се плоштините на бочните страни на тетраедарот, а H  е не-
говата висина.  

30
30

A

B

C

E
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Решение. Да ги означиме со , ,a b c  должините 
на бочните рабови , ,SA SB SC  на тетраедарот 
VABC  (види цртеж), тогаш: 

1
1 2S ab , 1

2 2S bc , 1
3 2S ca . 

Од неравенството меѓу аритметичката и геоме-
триската средина добиваме  

3 2 2 23
1 2 3 2 2

ab bc caS S S a b c .  (1) 
Од друга страна, правата низ трирабниот агол кај 
V  образува агли , ,  за кои важи равенството: 

2 2 2cos cos cos 1 

Во нашиот случај добиваме: 
2 2 2

2 2 2 1H H H
a b c

, или: 

3 2 2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3 4 4 4
2

33
a b ca b c a b c

a b b c c a a b c
H , 

т.е.  

  3 2 2 2 23a b c H            (2) 
Конечно, од (1) и (2) добиваме  

3 2 2 2 23 9
1 2 3 2 2S S S a b c H . 

 
54. Нека R  и r  се радиусите на опишаната, односно впишаната свера околу 

правилна четириаголна пирамида. Докажи дека 1 2R
r .  

Решение. Нека SABCD  е правилна четириаголна пирамида и нека AB a , 
SM H , а  е аголот меѓу бочниот ѕид и основата (види цртеж), тогаш: 

OA OS R , OM H R , 1O M r , 2
aMN , 2 2

d aAM . 

Од правоаголните триаголници SMN , 1O MN  и 
AMD  имаме: 

2 tgaH , 2 2tgar ,  
2 2 2

2
( ) ( )aR H R ,  

22 2

2

2 tg2
4 4 tg

a H a
HR  

За односот, :R r  наоѓаме 

  
2 2

2 2

2 tg 2 tg2
4 tg tg 2tg tg
aR

r a
.  

Ако tg  го изразиме преку 2tg x , добиваме: 
22

421
2 2 2

21

2 ( )
1

2 2 (1 )

x
x
x
x

xR
r x x x

. 

A

B

C

V

H

A B

C
D 1O

M

O

a

H

N

S
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Но, 0 1x , бидејќи 20 45 , па доволно е да го докажеме неравенството  
21

2 (1 ) 1 2t
t t ,            (*) 

односно неравенството 2(2 2 3) 2(1 2) 1 0t t . Но последното неравенство 

е еквивалентно со неравенството 2[(1 2) 1] 0t , кое очигледно е точно за секе 
0 1t , па следува дека и неравенството (*) е точно.  
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VIII  ПОЛИНОМИ  
 

1.   ДЕЛИВОСТ НА ПОЛИНОМИ, НУЛИ НА ПОЛИНОМ  
 

1. Определи го збирот на коефициентите на полиномот 
2 19 2 90( ) (1 3 2 ) (1 3 2 )p x x x x x . 

Решение. Вредноста на полиномот  
2

1 2( ) ... n
nf x a a x a x a x1111 , 

за 1x , всушност, претставува збир на неговите коефициенти, т.е.  
1 2(1) ... nf a a a a1111 . 

Во конкретниот случај добиваме  
19 90(1) (1 3 2) (1 3 2) 0p . 

 
2. Определи го збирот на коефициентите пред непарните степени на поли-

номот  
2 19 2 90( ) ( 2 2) ( 3 3)p x x x x x . 

Решение. За полиномот 2
1 2( ) ... n

nf x a a x a x a x1111  наоѓаме (1)f  и 
( 1)f : 

0 1 2

0 1 2 3

(1) ...

( 1) ... ( 1)
n

n
n

f a a a a

f a a a a a
 

Ако од првото равенство го одземеме второто, добиваме  
1 3 5(1) ( 1) 2( ...)f f a a a  

(1) ( 1) 2f f S , 
каде што S  е збирот на коефициентите пред непарните степени на полиномот 

( )f x . Оттука 
(1) ( 1)

2
f fS . 

Во конкретниот случај имаме  
101 101 101 101

101 101 101 101

1
2

(1) (1 2 2) (1 3 3) 5 ( 5) 0

( 1) (1 2 2) (1 3 3) 1 1 2

(0 2) 1.

p

p

S

 

Следствено, бараниот збир е 1.  
 
3. Определи го збирот на коефициентите при непарните степени на x  на поли-

номот 
2 1982 2 1982( ) ( 2 2) ( 3 3)p x x x x x . 

Решение. Ако  
2

1 2( ) ... n
nf x a a x a x a x1111  

е полином од n -ти степен, тогаш  
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1 2(1) ... nf a a a a1111  

1 2( 1) ... ( 1)n
nf a a a a1111 , 

па, значи 1
2 ( (1) ( 1))f f  е збирот на коефициентите пред парните степени на x , 

а 1
2 ( (1) ( 1))f f  е збирот на коефициентите пред непарните степени на x .  

Според тоа, збирот на непарните степени на x  на полиномот ( )p x  ќе биде:  
1982 1982 19821 1

2 2[ (1) ( 1)] (5 5 1 1) 5 1p p . 
  

4. Нека 0 1, ,..., na a a  се реални броеви такви што  
3 3 3

0 1 ... ( 1) ( 2) ...( 672)n
na a x a x x x x . 

Определи го збирот 2 4 2016...a a a . 

Решение. Нека 3 3 3
0 1( ) ... ( 1) ( 2) ...( 672)n

nP x a a x a x x x x . Тогаш 
deg 3 672 2016P , па затоа 2016n . Понатаму,  

0 1 2 3 2014 2015 2016

0 1 2 3 2014 2015 2016

(1) ...
( 1) ..

P a a a a a a a
P a a a a a a a

 

Ако ги собереме последните две равенства добиваме  
0 2 4 2016(1) ( 1) 2( ... )P P a a a a  

и како 0 (0)a P  добиваме дека  
1

2 4 2016 2... ( (1) ( 1)) (0)a a a P P P . 
Сега бидејќи  

3 3 3 3 3 3 3 3(0) 1 2 ... 672 (672!) , (1) 2 3 ... 673 (673!) , ( 1) 0P P P  
добиваме дека  

3 31
2 4 2016 2... (673!) (672!)a a a . 

 
5. Нека ( )p x  е полином дефиниран со равенството  

2 2 2 3 2
0 1 2 2( ) ... (1 2 3 ... )n n

nP x a a x a x a x x x x nx . 
Докажи, дека  

2( 1)(5 5 2)
1 2 2 24... n n n n

n n na a a . 
Решение. Ќе ги искористиме познатите равенства  

( 1)
1 2

1

n n n

k
S k , ( 1)(2 1)2

2 6
1

n n n n

k
S k  и 

2 2( 1)3
3 4

1

n n n

k
S k . 

Тогаш 
2 2

1
0

(1)
n

i
i

P a S . Од друга страна, од принципот на споредување на 

коефициентите, следува дека за секој фиксиран {0,1,2,..., }k n  важи  
2 3( 1) ( 1)(2 1)2

2 6 6
0 0

( )
k k k k k k k k k k

k
i o i i

a i k i k i i . 

Според тоа,  
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23 1 1
0 1 6 6

0
...

n S Sk k
n

k
a a a  

и за бараниот збир добиваме  
2 2 2
1 1 1 15 ( 1)(5 5 2)2

1 2 2 1 6 6 24
0

... (1)
n S S S S n n n n

n n n k
k

a a a P a S . 

 
6. Дали постои полином 3 2( )f x ax bx cx d  со целобројни коефициенти  

таков што (3) 7f  и (7) 9f .  
Решение. Ако ги одземеме равенствата  

3 2(7) 7 7 7f a b c d  и 3 2(3) 3 3 3f a b c d  
добиваме: 

3 3 2 2(7) (3) (7 3 ) (7 3 ) (7 3)
9 7 316 40 4 .
f f a b c

a b c
 

За , ,a b c  последното равенство очигледно не е можно. Значи, таков полином 
од трет степен со целобројни коефициенти не постои.  

 
7. Докажи дека не постои полином ( )f x  со цели коефициенти таков што 

(1) 2f  и (3) 5f . 

Решение. Нека 1
1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a  каде што , 0,...,ia i n  се 
цели броеви, така што (1) 2f  и (3) 5f , односно 1 1 0... 2n na a a a  и 

1
1 1 03 3 ... 3 5n n

n na a a a . Од (3) (1) 5 2 3f f  добиваме 
1

1 1(3 1) (3 1) ... (3 1) 3n n
n na a a , 

односно 
1 2 2 3

1 12[ (3 3 ... 3 1) (3 3 ... 3 1) ... ] 3n n n n
n na a a . 

т.е. 2 | 3 , што е противречност, па затоа не постои таков полином.  
 

8. Докажи дека не постои полином P  со целобројни коефициенти за кој е 
исполнето (2) 1P  и (5) 6P . 

Решение. Нека P  е полиномот  
1

1 1 0...n n
n na x a x a x a  

каде што , 0,...,ia i n  се цели броеви, така што (2) 1P  и (5) 6P , односно  
1

1 1 02 2 ... 2 1n n
n na a a a  и 1

1 1 05 5 ... 5 6n n
n na a a a . 

Од (5) (2) 6 1P P  добиваме 
1 1

1 1(5 2 ) (5 2 ) ... (5 2) 5n n n n
n na a a , 

односно 
1 2 1 2 3 2

1 13( (5 5 2 ... 2 ) (5 5 2 ... 2 ) ... ) 5n n n n n n
n na a a  

Добиваме контрадикција, па не постои таков полином.  
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9. Докажи дека не постои полином ( )p x  со целобројни коефициенти, таков 
што (7) 5p  и (15) 9p . 

Решение. Нека таков полином постои и нека тој е  
1

0 1 1( ) ...n n
n np x a x a x a x a , 

каде ia  е цел број, за секој {0,..., }i n . Тогаш 1
0 1(15) 15 15 ... 9n n

np a a a  

и 1
0 1(7) 7 7 ... 5n n

np a a a . Со одземање добиваме  
1 1

0 1 14 (15 7 ) (15 7 ) ... 8n n n n
na a a . 

Тоа е контрадикција, бидејќи десната страна е делива со 8, а левата не.  
 

10. Не постои полином ( )P x  со целобројни коефициенти таков што (7) 11P  
и (11) 13P . Докажи!   

Решение. Нека претпоставиме дека полиномот  
1

1 1( ) ...n n
n nP x a x a x a x aa  

ги испонува условите од задачата. Ако ставиме 7x  и 11x  соодветно, од 
условите на задачата се добива  

1
1 111 11 11 ... 11n n

n na a a aa   
1

1 113 13 13 ... 13n n
n na a a aa .  

Ако од второто равенство го извадиме првото равенство, се добива  
1 1

1 12 (13 7 ) (13 7 ) ... (13 7)n n n n
n na a a . 

Бидејќи за секој 1n , 11 7n n  е делив со 4, изразот од десната страна на 
последното равенство е делив со 4. Бидејќи изразот од левата страна на истото 
равенство не е делив со 4 добиваме противречност.    
  

11. Нека ( )p x  е полином со целобројни коеифициенти. Ако (2)p  и (3)p  се 
деливи со 6, тогаш и (5)p  е делив со 6. Докажи! 

Решение. Нека полиномот ( )p x  при делење со 2x  дава количник 1( )q x  и 
остаток 1 (2)r p , односно  

1( ) ( 2) (2)p x x q x p , 
или  

1( ) (2) ( 2) ( )p x p x q x . 
Ааналогно добиваме  

1( ) (3) ( 3) ( )p x p x q x . 
Притоа 1( )q x  и 2( )q x  се полиноми со целобројни коефициенти и со степен 
( 1)n , ако ( )p x  е со степен n . Ако 5x , тогаш од горните равенства имаме  

1(5) (2) 3 (5)p p q  
од каде, поради условот 6 | (2)p , ќе следува дека 3 | (5)p . Слично, од  

2(5) (2) 2 (5)p p q , 
следува дека 2 | (5)p . Според тоа 6 | (5)p .  
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12. Нека ( )P x  е полином од четврти степен со целобројни коефициенти. 
Познато е дека за секој цел број ,x ( )P x  е делив со 7. Докажи дека сите коефи-
циенти на ( )P x  се деливи со 7. 

Решение. Нека 4 3 2
4 3 2 1 oP x a x a x a x a x a . Од 0(0)P a  следува дека 

0 07a t .  
Од  1 3 1(1) ( 1) 2 2 7P P a a t  следува   

  1 3 27a a t            (1) 
Од  2 4 2 4(1) ( 1) 2 2 2 2( ) 2 7o oP P a a a a a t  следува  

  2 4 37a a t            (2) 
Од  1 3 1 3 42 2 4 16 4 4 7P P a a a a t  следува  

  1 3 54 7a a t           (3) 
Од  2 4 2 42 2 2 8 4 8 4 2 7o oP P a a a a a t  следува  

  2 4 64 7a a t           (4) 
Од (1) , (2), (3), (4) имаме  

  1 3 2

1 3 5

7
4 7

a a t
a a t

          (5) 

  2 4 3

2 4 6

7
4 7

a a t
a a t

          (6) 

Од (5) следува дека 1a  и 3a  се делат со 7, а од (6) дека 2a  и 4a  се деливи со 7.  
 

13. Нека ( )P x  е полином со целобројни коефициенти така што постои цел број 
n  за кој ( ) 0P n . Докажи дека не постои природен број m  така што 

(1995) (2000) 7mP P .  
Решение.  Ќе го користиме фактот што ако a и b  се цели броеви, тогаш a b  

е делител на ( ) ( )P a P b .  

Да претпоставиме дека постои m  така што (1995) (2000) 7mP P . Тогаш 
(1995)P  и (2000)P  се степени на 7 (или на 7 ).  
Користејќи го споменатитот факт, добиваме дека 1995 n  е делител на 

(1995)P  и 2000 n  е делител на (2000)P . Значи, и 1995 n  и 2000 n  се степе-
ни на 7 (или на 7 ). Ако 1995 n  е 1  или 1 , тогаш n  е 1994  или 1996 , па 
затоа 2000 n  е 6 или 4 и не е степен на 7. Ако 2000 n  е 1 или 1 , тогаш n  е 
1999 или 2001, па 1995 n  е 4  или 6 , па не е степен на 7. Ако 1995 n  и 
2000 n  се деливи со 7, тогаш и нивната разлика е делива со 7, но нивната 
разлика е 3 и не е делива со 7.  

Значи, не постои природен број m  така што (1995) (2000) 7mP P .  
 
14. Нека ( )P x  е полином со целобројни коефициенти  
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1 2
1 2 1( ) ...n n

n nP x a x a x a x a x aa . 
Ако ( ) 1991P a , ( ) 1992P b  и ( ) 1993P c  и , ,a b c , тогаш , ,a b c  се 
последователни броеви. Докажи!  

Решение. Имаме  

1 1 2 2
1 2 1

1 1992 1991 ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n
n n

P b P a

a b a a b a a b a a b a
. 

Десната страна е делива со b a , па според тоа и левата страна е делива со b a , 
т.е. b a  е делив со 1 . Понатаму  

1 1 2 2
1 2 1

1 1993 1992 ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n
n n

P c P b

a c b a c b a c b a c b
. 

Десната страна е делива со c b , па, значи, и левата страна е делива со c b , т.е. 
c b  е делител на 1 ; следствено можни се следниве четири случаи:  
 1 1b a , 1c b ;    2 1b a , 1c b  

 3 1b a , 1c b ;   4 1b a , 1c b .  
Во првиот случај добиваме 1a b , 1c b , а во вториот случај 1, 1a b c b . 
Во Во третиот и четвртиот случај добиваме a c  што не е можно, зошто 

( ) ( )P a P c .  
Од сето тоа следува дека , ,a b c (или , ,c b a ) се последователни цели броеви.   

  
15. Определи го остатокот при делење на полиномот  

100 99( ) 100 99 ... 2f x x x x x  

со полиномот 2( ) 1p x x .  

Решение. При делење на ( )f x  со 2 1x , ќе добиеме количник ( )g x (со степен 
98 ) и остаток ( )q x (со степен помал од 2 ), односно  

2( ) ( 1) ( )f x x q x ax b . 
Равенството (1) треба да важи за секој x , затоа: 

- ако 1x , тогаш (1)f a b ,  
- ако 1x , тогаш (1)f a b .  

Од друга страна имаме  
(1) 100 99 98 ... 2 1 50f ,  
( 1) 100 99 98 ... 2 1 5050f .  

На крајот, од системот равенки  
50

5050
a b

a b
, 

наоѓаме дека 2500a , 2550b , па за бараниот остаток добиваме  
( ) 2500 2550 50(51 50 )r x x x . 

16. Определи го остатокот при делењеtо на pолиномоt 100 512 1x x  со 2 1x . 
Решение. Прв начин. Остатокот е полином со степен најмногу 1, па нека  
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100 51 22 1 ( )( 1) ,x x P x x ax b  
каде ( )P x  е количникот (тој е полином со степен 50 ), а ax b  е остатокот при 
делењето. Ако во горното равенство ставиме 1x , добиваме 0 a b , а ако 

1x  добиваме 4 a b . Решавајќи го овој систем равенки добиваме 
2, 2a b . Значи остатокот е 2 2x . 

Втор начин.  
2 25 2 5050 2 50100 51

2 2 2

2 2 50 50

2

50

50

25 2

(( ) 1) 2 ( 1)( 1) 2 ( 1)2 1
1 1 1

( 1) ( ) 2 ( 1) 2 2
11

2 1 1
1

2 1 1
1 1

( ) 12 2
1 1

2

( 1) ( )

( 1) ( ) 2

( 1) ( ) 2 2

( 1) ( ) 2

( 1) ( )

x x xx x xx x
x x x

x A x x x x
xx

x
x

x
x x

x
x x

x A x

x A x

x A x

x A x

x A x 2
2 2

1
2 ( ) .x

x
B x

 

Значи бараниот остаток е 2 2.x  
 

17. Остатоците при делење на полиномот ( )f x  со степен n  ( 2n ) со бино-
мите 2x  и 3x  се 5 и 7 соодветно. Најди го остатокот при делење на полино-
мот ( )f x  со производот ( 2)( 3)x x .  

Решение. Нека ( )f x  е полином со степен n  ( 2n ), тогаш при делење на 
( )f x  со производот ( 2)( 3)x x  ќе се добие остаток-полином со степен помал од 

2, т.е. линеарен бином. Значи,  
  ( ) ( 2)( 3) ( )f x x x q x ax b ,     (1)  

каде што остатокот ( )r x ax b . 
 Бидејќи (1) е идентитет, тогаш за 2x , односно 3x  добиваме: 

  
(2) 0 (2) 2
(3) 0 (3) 3

f q a b
f q a b

         (2) 

Според Безуовата теорема (остатокот што се добива при делење на полиномот 
( )p x  со биномот x a  е еднаков на ( )p a ) добиваме: 

  (2) 5f , (3) 7f .         (3) 
Имајќи ги предвид (2) и (3) добиваме  

2 5
3 7

a b
a b

    
2
1

a
b

. 

 Следствено, бараниот остаток е ( ) 2 1r x x .  
 
18. Еден полином ( )p x  при делењето со полиномот 1x  дава остаток 2, а при 

делењето со полиномот 2x  дава остаток 1. Да се најде остатокот што се добива 
при делењето на полиномот ( )p x  со ( 1)( 2)x x .  
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Решение. Според условите на задачата имаме 1( ) ( )( 1) 2p x q x x  и 

2( ) ( )( 2) 1p x q x x , од каде што следува дека (1) 2p  и (2) 1p .  
Нека ( )q x  е количникот, а rx s  остатокот што се добива при  

( ) ( )( 1)( 2)p x q x x x rx s  , 
од каде што следува дека (1)p r s , (2) 2p r s . Бидејќи (1) 2p , (2) 1p , 
добиваме 2r s , 2 1r s , т.е. 1r , 3s .  

Значи, остатокот што се добива при делење на ( )p x  со ( 1)( 2)x x  е 3x .  
  

19. Нека a  и b  се реални броеви. Одреди ја најмалата вредност на  
( ) ( )( )( )( )P x x a b x a b x a b x a b . 

Решение. Изразот ( )( )( )( )x a b x a b x a b x a b , можеме да го запи-
шеме во облик 

2 2 2 2

4 2 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( )( )( )( ) [ ( )][ ( )][ ( )][ ( )]

[ ( ) ][ ( ) ]

[( ) ( ) ] ( )

2( ) ( )

[ ( )] 4

x a b x a b x a b x a b x a b x a b x a b x a b

x a b x a b

x a b a b x a b

x a b x a b

x a b a b

 

Сега, јасно е дека најмала вредност е 2 24a b  а таа се достигнува за 2 2 2x a b , 

т.е. за 2 2x a b  и 2 2x a b .  
 

20. Без степенување или разложување пресметај го изразот  
3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( )a b c a b c a b c a b c .  

Решение. Вредноста на дадениот израз е еднаква на нула за 0, 0a b  и 
0c , па затоа изразот се дели со abc . Бидејќи овој израз е симетричен и хомоген 

полином од трет степен добиваме дека  
3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( )a b c a b c a b c a b c Mabc ,  (1) 

за секои ,a b  и c . Во (1) ставаме 1a b c  и добиваме 24M , што значи дека  
3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 24a b c a b c a b c a b c abc . 

 
21. Дадени се полиномите  

3 2( ) 9 9P x x x x  и 2 2( ) ( 2) ( 4)Q x x x . 

a) Упрости го изразот ( )
( )

P x
Q x . 

б) Испитај го знакот на функцијата ( )
( )( ) P x

Q xf x .  

в) Најди ги сите природни броеви n  за кои ( )f n  е природен број.  
Решение. а) Имаме  

2 23 2

2 2
( ) ( 1) 9( 1) ( 1)( 9) ( 1)( 3)( 3) ( 1)( 3)9 9
( ) ( 2 4)( 2 4) 4( 3) 4( 3) 4( 2) ( 4)

.P x x x x x x x x x x xx x x
Q x x x x x x xx x
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б) Од својствата на квадратната функција следува ( ) 0f x , ако 3x  или 
1x ; ( ) 0f x , ако 3x  или 1x ; и ( ) 0f x , ако 3 1x .  

в) Имаме, ( 1)( 3)
4( ) .n nf n Јасно, ако 2n k , тогаш (2 1)(2 3)

4( ) k kf n  не е 

природен број, а ако 2 1n k , тогаш (2 2)(2 4)
4( ) ( 1)( 2)k kf n k k .  

 
22. Одреди го k  така што полиномот 6 5 2x x x k  да биде делив со 3 1x .  
Решение. Прв начин. Полиномот ( )f x  е делив со полиномот ( )g x  само ако 

остатокот ( ) 0r x . Го вршиме делењето  

  6 5 2 3 3( ) : ( 1) 1x x x k x x x  

  6 3x x  

   5 3 2x x x k  
   5 2x x  

    3x k  
    3 1x3 1x  
     1k  

Бидејќи остатокот треба да е еднаков на нула, следува дека 1k .  
Втор начин. Од 3 21 ( 1)( 1)x x x x  следува дека една нула на биномот 

3 1x  е бројот 1 . Потребен услов полиномот 6 5 2x x x k  да биде делив со 
биномот 3 1x  е бројот 1  да биде една негова нула, т.е. да важи  

6 5( 1) ( 1) ( 1) 0k , 
од каде што 1k .   
 

23. Определи ги коефициентите a  и b  такви што полиномот 5 4 1ax bx  е 
делив со полиномот 2 1x x . 

Решение. Не е тешко да се провери дека е исполнето равенството  
5 4 2 3 21 ( 1)[ ( ) (2 ) 3 2 ]

(5 3 ) 3 2 1.
ax bx x x ax a b x a b x a b

a b x a b
 

Според тоа 2 5 41| 1x x ax bx  ако и само ако  
(5 3 ) 3 2 1 0a b x a b  

Последното равенство е можно ако и само ако  
5 3 0
3 2 1.
a b
a b

. 

Решение на последниот систем е 3, 5a b .  

Значи, 5 4( ) 3 5 1P x x x .  
 
24. Докажи дека полиномот  
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2000 1999( ) 1P x x x  
 е делив со полиномот  

2( ) 1.f x x x  
Решение. Прв начин. За полиномот ( )P x  да е делив со полиномот ( ) ,f x  до-

волно е разликата ( ) ( )P x f x  да е делива со ( ).f x  Имаме: 
2000 1999 2

1999 1998

999 3 333

999 3 3 332 3

2 2 999 996 3

( ) ( ) 1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( 1) (( ) 1)

( 1) ( 1) ( 1) (( ) 1)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1).

P x f x x x x x

x x x x x x x

x x x x

x x x x x x

x x x x x x x

3 133

3 133

 

Значи, ( ) ( )P x f x  е делив со 2 1,x x  од што следува дека и ( )P x  е делив со 
2 1.x x  
Втор начин. Полиномот ( )P x  е деллив со полиномот ( ) ,f x  ако секоја нула на 

полиномот ( )f x  е нула и на полиномот ( ).P x  Нулите на полиномот ( )f x  се:  
1 3

2
i  и 2 1 3

2
i  

и притоа 3 1.  Бидејќи: 
2000 1999 3 666 2 3 666 2( ) 1 ( ) ( ) 1 1 0,P  

2 4000 3998 3 1333 3 1332 2 2( ) 1 ( ) ( ) 1 1 0,P  
заклучуваме дека ( )P x  е делив со ( ).f x  

 
25. Докажи дека полиномот 95 94 93 2... 1x x x x x  е делив со полино-

мот 31 30 29 2... 1x x x x x . 
Решение. Прв начин. Од тоа што: 

9695 94 93 2 1
1... 1 x

xA x x x x x  
3231 30 29 2 1

1... 1 x
xB x x x x x , 

следува дека  
32 64 3296

32 32
( 1)( 1) 64 321

1 1
1x x xxA

B x x
x x . 

Втор начин. Со непосредно групирање на членовите на полиномот  
95 94 93 2... 1x x x x x  

 добиваме  
95 94 93 31 30 32 31 30

64 31 30 29

31 30 29 64 32

... 1 ( ... 1) ( ... 1)

( ... 1)

( ... 1)( 1).

x x x x x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x
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26. Нека ( )p x  е полином. Да означиме  

( ) ( (... ( )...))n

n

p x p p p x( (... ( )..
n

p p p( (... (( (... ( . 

Докажи дека полиномот 2003 2002 2001( ) 2 ( ) ( )p x p x p x  е делив со полиномот 
( )p x x .  

Решение. Познато е дека 1( ) | ( ) ( ) ( )n n
np x x k x p x p x , за секој 0n 0 . 

Навистина, ако запишеме 
0

( )
mn i

i
i

p x a x , тогаш  

0
( ) ( ( )) ( ) ( ( ) )

mn n i i
n i

i
k x p p x p x a p x x , 

при што важи ( ) | ( )i ip x x p x x , за секој i . Затоа полиномот  
2003 2002 2001

2002 2001( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )p x p x p x k x k x  
е делив со ( )p x x .  

 
27. Низата полиноми е определена со условите  

3
0( ) 4P x x x  и 1( ) (1 ) (1 ) 1n n nP x P x P x . 

Докажи, дека полиномот 2016x  е делител на полиномот 2016( )P x .   
Решение. Од рекурентната врска следува дека за 1n  полиномот nP  е парен. 

Затоа  
2

2

( ) ( (2 ) ( ) 1)( (2 ) ( ) 1) 1

(2 ) (2 ) ( ) ( (2 ) (2 )) ( ),
n n n n n

n n n n n n

P x P x P x P x P x

P x P x P x P x P x P x
 

од каде следува дека 2|n nP P . Притоа ако 2 | ( )nx P x , тогаш полиномот 

(2 ) (2 )n nP x P x  е делив со x  (а со тоа и со 2x , бидејќи е парен). Според тоа, 

ако ( 2) | ( )k
nx x P x , тогаш 2

2( 2) | ( )k
nx x P x .  

Понатаму, полиномот 3
0( ) 4P x x x  е непарен и  

2
2 0 0 0 0 0 0( ) (2 ) (2 ) ( ) ( (2 ) (2 )) ( ),P x P x P x P x P x P x P x  

од каде следува дека 2
2( 2) | ( )x x P x . Сега, со едноставна индукција добиваме 

дека ( 2) | ( )n
nx x P x  за 2 | ,n n .  

 
28. За полиномот 4 3 2( ) 6 11 6P x x x x x  да се определи најмалата негова 

вредност и точките во кои таа се достигнува.  
Решение. Алгебарскиот израз 4 3 26 11 6x x x x  можеме да го запишеме во 

облик  
4 3 2 3 2 3 2 2

2 2

6 11 6 ( 6 11 6) [( ) (5 5 ) (6 6)]

[ ( 1) 5 ( 1) 6( 1)] ( 1)( 5 6)

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x
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2 2 2 2 2

2 2

( 1)( 2)( 3) [ ( 3)][( 1)( 2)]

( 3 )( 3 2) ( 3 ) 2( 3 ) 1 1

( 3 1) 1.

x x x x x x x x

x x x x x x x x

x x

 

Значи, 2 2( ) ( 3 1) 1P x x x . За било кој реален број x , 2 2( 3 1) 0x x , па 

според тоа 2 2( 3 1) 1 1x x . Значи, ( ) 1P x  и равенство се достигнува само 

ако 2 3 1 0x x . Решенја на последната квадратна равенка, во кои P  ја достиг-

нува најмалата вредност се 3 5
1 2x  и 3 5

1 2x . 
 

29. Нека ( )Q x  е квадратен полином, за кој функцијата 2( ) ( )P x x Q x  моното-
но расте во интервалот (0, ) . Докажи, дека ако 0x y z  и 0xyz , тогаш 

( ) ( ) ( ) 0P x P y P z .  
Решение. Ако , , 0x y z , тогаш неравенството е очигледно, бидејќи 

( ) (0) 0P t P , кога 0t . Без ограничување на општоста можеме да претпоста-
виме дека , 0x y  и 0z . Тогаш ( ) ( )P z P x y  и доволно е да докажеме дека 

( ) ( ) ( ) 0P x y P x P y , за произволни , 0x y . Нека 2( )Q x ax bx c . 
Бидејќи ( )P x  е растечка функција во интервалот (0, ) , лесно се покажува дека 

0a  и 0c  (докажи!). Од друга страна  
4 4 2 2 2 2

2

( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )

(4 ( ) 3 ( ) 2 )

P x y P x P y a x y x y c x y

xy a x y b x y c
 

и бидејќи 4 4 2 2 0x y x y , 2 2 0x y  и 0xy , доволно е да докажеме дека 
24 ( ) 3 ( ) 2 0a x y b x y c , кога , 0x y . Последното неравенство следува од 

тоа што функцијата ( )P x  е растечка, бидејќи 0x y  и за растечка функција 
важи  

4 3 2 3 2'( ) ( ( ) ( ) ( ) ) ' 4 ( ) 3 ( ) 2( ) 0P x y a x y b x y c x y a x y b x y x y . 
 

30. Нека ( )p x  е квадратен полином, за кој | ( ) | 1p x  за { 1,0,1}x . Докажи, 

дека 5
4| ( ) |p x  за секој [ 1,1]x .  

Решение. Да забележиме дека  
( 1) ( 1)2

2 2( ) (1) (1 ) (0) ( 1)x x x xp x p x p p  
(бидејќи квадратните полиноми од двете страни на равенството имаат еднаки 
вредности во три точки). За 0 1x  имаме дека  

( 1) ( 1)2 25 51
2 2 4 2 4| ( ) | 1 ( )x x x xp x x x , 

а за 1 0x  важи   
( 1) ( 1)2 25 51

2 2 4 2 4| ( ) | 1 ( )x x x xp x x x . 

Конечно, 5
4| ( ) |p x  за секој [ 1,1]x .  
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31. Полиномот 3 2( )p x ax bx cx d  прима целобројни вредности за 1x , 
0x , 1x  и 2x . Докажи дека полиномот прима целобројни вредности за се-

кој цел број x . 
Решение. Полиномот ќе го запишеме во обликот   

( 1)( 1) ( 1)
6 2( ) 6 2 ( )x x x x xp x a b a b c x d  

Бидејќи ( 1), (0), (1), (2)p p p p , добиваме: 
(0)d p  

(1) (0)a b c p p  
2 ( 1) ( ) ( 1) (1) 2 (0)b p a b c d p p p  
6 (2) 2 2( )a p b a b c d  

Од друга страна ако x , тогаш ( 1)( 1) ( 1)
6 2,x x x x x , па според тоа ( )p x , 

за секој x . 
 

32. Даден е полиномот  
5 3 2( ) 3 4p x x x ax bx . 

Определи го коефициентите a  и b  така да една  негова нула е 1z i .  
Решение. Бидејќи 1z i  е нула на полиномот, кој е со реални коефициенти, 

негова нула е и бројот 1 1z i i . Според тоа  
5 3 2

5 3 2

(1 ) 3(1 ) (1 ) (1 ) 4 0

(1 ) 3(1 ) (1 ) (1 ) 4 0.

i i a i b i

i i a i b i
 

Ако ги извршиме алгебарските операции го добиваме системот равенки: 
2 10 2 0
2 10 2 0

i b ai bi
i b ai bi

 

Со собирање на двете равенки од системот, ја добиваме равенката 2 4 0b , т.е. 
2b . Ако во една равенка од системот замениме 2b , ја добиваме равенката 

8 2 0i ai , од каде добиваме 4a . Според тоа бараниот полином е  
5 3 2( ) 3 4 2 4p x x x x x . 

 
33. Нека , ,a b a b, a b, a,  и a b  е парен број. Докажи, дека корените на равен-

ката  
2 2 2 2 2( 1)( 1) ( 1) 0x a a x b b  

се природни броеви, но ниту еден од нив не е точен квадрат.  
Решение. Корените на равенката се 2

1 1x b  и 2 2
2x a b a . Јасно, тие се 

природни броеви и 1x  не е точен квадрат. Да претпоставиме дека постојат 
природни броеви a b , за кои a b  е парен број и 2x  е точен квадрат, на пример 

2c . Тогаш 2
a bm  и 2

a bn  се природни броеви и важи  
2 2 2 2(4 1)(4 1) 4(4 ) 1 4( ) 1 (2 ) 1m n mn m n a b a c . 
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Според тоа, бројот 2(2 ) 1c  има прост делител од видот 4 1k . Од малата теоре-
ма на Ферма следува дека тој делител треба да е делител на 2c  и 1, што е 
противречност.  
 

34. Даден е полином 1 2 9( ) ( )( )...( )f x x d x d x d , каде 1 2 9, ,...,d d d  се раз-
лични цели броеви. Докажи, дека постои природен број N  таков што за секој 
природен број x N  бројот ( )f x  има прост делител поголем од 22.  

Решение. Нека P  е производот на осумте прости броеви помали од 20 и 
2 max{| |, 1,2,...,9}iN P d i . Да претпоставиме дека за некој природен број 

x N  сите прости делители на бројот ( )f x  се помали од 20. Нека ip  е прост 
број со максимален степен во каноничното разложување на ix d . Јасно, тој 
степен е барем s . Освен тоа, два од броевите , 1,2,...,ip i p  се совпаѓаат. Според 

тоа, |s
i i jp d d  за некои i  и j , што е противречност при доволно големо s .   

 
35. Најди полином со целобројни коефициенти чиј еден корен е бројот 

32 3 . 
 Решение. Ако 32 3x , тогаш 32 3x , од каде што добиваме: 

3 3 23 ( 2) 3 2 6 2 2x x x x  

Според тоа, 2 32(3 2) 6 3x x x . Конечно,  
6 4 3 2( ) 6 6 12 36 1P x x x x x x  

е полином за кој 3( 2 3) 0P . 
 

36. Најди полином со целобројни коефициенти, таков што 3 32 3a  да биде 
негова нула. 

Решение. Имаме  
3 32 3  3/( )  

3 33 33 2 3 6( 3 2 )  
3 35 3 6  3/( )  
9 6 315 87 125 0  

Значи, бараниот полином е 
9 6 3( ) 15 87 125P x x x x  

и притоа ( ) 0P . 
 

37. Ако  е корен на полином со целобројни коефициенти, тогаш за секој при-
роден број m  бројот m  исто така е корен на полином со целобројни коефи-
циенти.  

Решение. Нека  е корен на полиномот  
1

1 1 0( ) ...n n
n nP x a x a x a x a  



Полиноми  

  191 

Тогаш m  ќе биде корен на полиномот  
( 1)

1 1 0( ) ...mn m n m
n nQ x a x a x a x a . 

 
38. Нека ( )f x  е полином со целобројни коефициенти и  

( 2 3 ) 0f .  

Докажи дека ( 2 3 ) 0f . 

Решение. Нека 2 3x . Тогаш 2 5 2 6x , т.е. 2 5 2 6x . Ако по-
следното равенство го квадрираме, добиваме 4 210 25 24x x . Полином со нај-
низок степен и со целобројни коефициенти за кој што 3 2  е негова нула е 

4 2( ) 10 1g x x x . Ако полиномот со целобројни коефициенти го запишеме во 
облик   

4 2 3 2( ) ( 10 1) ( )f x x x p x ax bx cx d , 

каде , , ,a b c d  се цели броеви, тогаш  од равенството ( 2 3 ) 0f , добиваме  
3 2( 2 3) ( 2 3) ( 2 3) 0a b c d . 

Последното равенство можеме да го запишеме во обликот  
(9 ) 3 (11 ) 2 2 6 5 0a c a c b b d , 

од каде што добиваме дека  
9 0a c , 11 0a c , 2 0b  и 5 0b d , 

т.е. 0a b c d .  
 Според тоа, 4 2( ) ( 10 1) ( )f x x x p x , каде ( )p p x  е со целобројни коефи-
циенти. Конечно, од  

4 210 1 ( 3 2 )( 3 2 )( 3 2 )( 3 2 )x x x x x x . 

следува ( 3 2 ) 0f  
 

39. Нека 1
1 1 0( ) n n

n np x a x a x a x a  е неконстантен полином со цело-

бројни коефициенти, за кој важи ( 1) 0p  и ( 2)p  е цел број. Докажи дека 
постои природен број k , таков што ( ) kp k a  е парен број. 

Решение. Од ( 1) 0p , следува 0 2 1 3r sa a a a a a , каде r  и s  се 
најголемиот парен и најголемиот непарен број не поголем од n  , соодветно. Но,  

12
22 2

0 2 4 1 3 5( 2) ( 2 2 2 ) ( 2 2 2 ) 2
r

s

r sp a a a a a a a a  

е цел број, па мора  
1

22
1 3 52 2 2 0

s

sa a a a , односно 1a е парен број. 
Од друга страна,  

0 1 2 0 2(1) 2( )n rp a a a a a a a  
е исто така парен број. Јасно, тогаш и 1(1)p a  е парен број, па за 1k е ис-
полнето барањето на задачата.  
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40. Нека P  е полином со целобројни коефициенти. Растојанието меѓу две точ-
ки од неговиот график кои имаат целобројни координати е цел број. Докажи дека 
отсечката која што ги поврзува тие две точки е паралелна со x -оската.  

Решение. Нека 1
1 1 0( ) ....n n

n nP x a x a x a x a , каде 1 1 0, ,..., ,n na a a a  
и 1 2,x x , 1 2x x  се такви што растијанието меѓу 1 1( , ( ))x P x  и 2 2( , ( ))x P x  е 
цел број.  

Да забележиме дека  
1 2

1 2

1 2 2 1
1 1 2 1 2 2...

k kx x k k k k
x x x x x x x x , ако 1 2,x x , 1 2x x . 

Значи, 1 2

1 2

k kx x
k k x xb a , за 1,2,3,....,k n . Од претходната дискусија, добиваме  

1 1 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( )
1 2 1 1 2 1... ...

n n n nP x P x x x x x x x
n n n nx x x x x x x xa a a a b b b b m .  

Сега,  

1 2

1 2

2 2
1 1 2 2 1 2 1 2

( ) ( ) 2 2
1 2 1 2

[( , ( )), ( , ( ))] ( ) ( ( ) ( ))

| | 1 ( ) | | 1P x P x
x x

d x P x x P x x x P x P x

x x x x m
 

Од условот на задачата 2
1 2| | 1x x m . Значи, 21 m , па според тоа 

21 m  е точен квадрат. Но, ако 0m , тогаш  
2 2 2| | 1 | | (| | 1)m m m , 

па  21 m  не е точен квадрат. Значи, 21 m  е точен квадрат ако и само ако 0m . 

Тогаш 1 2

1 2

( ) ( ) 0P x P x
x x , т.е. 1 2( ) ( ) 0P x P x , па затоа 1 2( ) ( )P x P x . Заради 

последното равенство, отсечката што ги сврзува точките 1 1( , ( ))x P x  и 2 2( , ( ))x P x  
е паралелна со x -оската.  
 

41. Докажи дека не постои полином ( )P x  со позитивен степен и со целобројни 
коефициенти, таков што за секој природен број n , ( )P n  е прост број. 

Решение. Нека  
1

1 1 0( ) ...n n
n nP x a x a x a x a  

е полином со позитивен степен, со целобројни коефициенти 0 1, ,..., na a a  и нека 

0( )P x p  е прост број а 0x  е природен број. Тогаш за секој цел број y  бројот 
1

0 0 1 0 1 0 0

0

( ) ( ) ( ) ... ( )
( ) ( ) (1 ( ))

n n
n nP x py a x py a x py a x py a

P x pg y p g y
, 

каде што ( )g y  е полином по y  со цели коефициенти од n ти степен, е делив со 
p . Равенките ( ) 0g y  и ( ) 2 0g y  имаат најмногу n  цели корени, па затоа 
постојат бесконечно многу цели броеви y  за кои ( ) 0g y  и ( ) 2 0g y , односно 
1 ( ) 1g y  и затоа за бесконечно многу цели броеви y , бројот 0( )P x py  ќе 
биде сложен број         
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42. Докажи, дека полиномот 4 3 2( ) 1994 (1993 ) 11P x x x m x x m , каде 
m  е цел број, има најмногу еден целоброен корен.  
Решение. Нека претпоставиме дека полиномот има барем два целобројни 

корени. Тогаш  
4 3 2 2 21994 (1993 ) 11 ( )( )x x m x x m x ax b x cx d  

каде a  и b  се цели броеви. Со споредување на коефициентите добиваме  
1994a c             (1) 

1993ac b d m         (2)  
11ad bc            (3)  

bd m .              (4)  
Од (1) следува дека c  е цел број, а тогаш од (2) следува дека и d  е цел број. 
Повторно од (1) следува дека a  и c  се со иса парност, а од (3) добиваме дека тие 
не може да се истовремено парни. Според тоа, a  и c  се непарни, па од (3) заклу-
чувамењ дека b  и d  се со различна парност. Сега од (4) следува дека m  е парен 
број. Но, тоа значи дека левата страна на (2) е парна, а десната страна е непарна 
што е противречност.  

Конечно, од добиената противречност следува дека полиномот има најмногу 
еден целоброен корен.  

 
43. Дали постои полином ( )P P x  со реални коеифициенти, таков што  

(cos ) sinP x x ? 
 Решение. Прв начин. Нека претпоставиме дека таков полином ( )P P t  

постои.Тогаш, за 2x  добиваме 2 2(cos ) sin 1P , односно (0) 1P . Од друга 

страна, за 3
2x , добиваме 3 3

2 2(cos ) sin 1P , односно (0) 1P .  
 Бидејќи секој полином е функција определена на множеството реални броеви, 
т.е. на секој реален број му е придружен еден единствен реален број, заради 
добиената контрадикција таков полином не постои.   
 Втор начин. Нека претпоставиме дека таков полином ( )P P t  за кој што 

(cos ) sinP x x  постои. Тогаш, ако го квадрираме последното равенство добиваме  
2 2 2 2(cos ) (sin ) sin 1 cosP x x x x . 

Значи, полиномот ( )P P t  го исполнува равенството 2 2( ) 1P t t . Значи, P  е 
полином од прв степен, т.е. ( )P t at b , каде ,a b . За секој полином од тој 
облик важи  

2 2 2 2 2( ) ( ) 2P t at b a t abt b . 

Од еднаквоста на полиномите 2 2 2 22 1a t abt b t , добиваме 2 1a , што е 
противречност.  
 Според тоа, не постои полином со саканите својства.   
 

44. Природните броеви , , , ,a b c d e  и f  се такви што нивниот збир S  е делител 
на броевите abc def  и ab bc ca de ef fd . Докажи дека S  е сложен број.  

Решение. Ќе го разгледаме полиномот  
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( ) ( )( )( ) ( )( )( )f x x a x b x c x d x e x f , 
кој е полином со целобројни коефициенти. Јасно е дека f  може да се запише во 
вид  

2( ) ( )f x Sx ab bc ca de ef fd x abc def , 
каде S a b c d e f . Но | ( )S abc def  и | ( )S ab bc ca de ef fd , па 
добиваме дека | ( )S f k , за секој k . Според тоа,  

| ( ) ( )( )( )S f d d a d b d c . 
Јасно е дека S  не може да е прост број, тогаш тој е делител на некој од броевите 

, ,d a d b d c , па според тоа S d a  или S d b  или S d c . Но тоа не е 
можно, бидејќи , ,S d a S d b S d c . Според тоа, S  е сложен број.   

 
45. Низата  од реални броеви е зададена со  

,  и , . 

Докажи дека за  полиномот  е делив со полиномот .  

Решение. З а  имаме , па според тоа . 
Нека претпоставиме дека   

.         (1) 
Користејќи го равенството , добиваме  

 

Користејќи ја индуктивната претпоставка  (1) и (2), добиваме  
. 

Според принципот на математичка индукција, добиваме дека  
, . 

 
46. За кои вредности на k  полиномот 2 4 21 ... kx x x  е делител на поли-

номот 4 8 41 ... kx x x .  
Решение. Ако воведеме смена 2x t , тогаш полиномот 2 4 21 ... kx x x  за 

1x  можеме да го запишеме во видот   
1 2 2

2
2 4 2 2 1 1

1 1
1 ... 1 ...

k kk k t x
t x

x x x t t t , 

а ако воведеме смена 4x z , тогаш полиномот 4 8 41 ... kx x x  за 1,x i  
можеме да го запишеме во облик  

4 4 2 2 2 21

4 2 2
4 8 4 2 1 1 11

1 1 1 1
1 ... 1 ...

k k kkk k x x xz
z x x x

x x x z z z . 

Според тоа, при делење  на 4 8 41 ... kx x x  со 2 4 21 ... kx x x  добиваме 
2 2

2
1

1

kx
x

.  

1( )n na

1 1a 2a p 1 1n n na pa a 1n

1n 1
n

n nx a x a 2 1x px

2n 2
2( ) 1P x x px 2

21| ( )x px P x

2
11| ( ) n

n n nx px P x x a x a

1 1n n na a pa
1 1 2 2

1 1 1 1 1
2

1

( )

( ) ( 1)

n n
n n n n n n n n n

n
n n n

P x x a x a x a x a x a x a x a x a

x x a x a a x px

2
1 11| ( ) n

n n nx px P x x a x a

2
11| n

n nx px x a x a n
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Доволно е да ги определиме вредностите на k  за кои 2 2 1kx  е делив со 
2 1x .  
Ќе разгледаме два случаи.  
а) 2k s . Во овој случај имаме  

  2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 21 ( ) 1 ( ) 1 ( 1)( ... 1)k k s k kx x x x x x x ,  
па заради тоа  

2 2

2
2 2 2 21

1
... 1

k k kx
x

x x x . 

Во овој случај полиномот 2 4 21 ... kx x x  е делител на полиномот 
4 8 41 ... kx x x   а количникот е 2 2 2 2... 1k kx x x .  
б) 2 1k s . Во овој случај 2 2 4 41 1k sx x  и 2 2 1kx  не е делив со 

2 1x  (нулите на 2 1x  не се нули на 4 4 1sx ), па според тоа и полиномот 
4 8 41 ... kx x x  не е делив со полиномот 2 4 21 ... kx x x .  

Конечно, вредности на k  за кои полиномот 2 4 21 ... kx x x  е делител на 
4 8 41 ... kx x x  се сите парни броеви.  

 
47. а) Определи ја најмалата вредност која ја прима полиномот  

2 4 4 2 2 2( , ) 4 3p x y x y x y x y      (1) 
 б) Докажи дека полиномот (1) не може да се претстави како збир на квадрати 
на полиноми од x  и y .  
 Решение. а) За секои ,x y  важи  

2 4 4 2 2 2 2 4 4 2 2 2

2 4 4 2 2 23

( , ) 4 3 3 1 3

3 3 1 3 3

p x y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y
 

Значи, најмалата вредност која p  ја достигнува е 3  и таа се достигнува за 
1x y .  

б) Нека 1 2( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )np x y g x y g x y g x y . Бидејќи (0, ) 4p y  и 
( ,0) 4p x , полиномите ( , )ig x y , 1, 2,...,i n  не можат да содржат собирци од 

облик kax  и lby  за било кои ,a b  и ,k l . Затоа коефициентот пред 2 2x y  е 
позитивен, што не е можно. Значи, полиномот (1) не може да се запише во 
бараниот облик.  

 
48. Одреди ја најголемата вредност на полиномот 

. 
Решение. Полиномот можеме да го запишеме во видот  

 

2 2( , ) 2 4 2 10 3f x y x xy y x y

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( , ) ( 2 4 2 10 3)

[ 2( 1) ( 1) ( 1) 4 10 3]

[( 1) 3 12 2] [( 1) 3( 2) 10]

10 ( 1) 3( 2)

f x y x xy y x y

x y x y y y y

x y y y x y y

x y y
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Според тоа, максималната вредност на полиномот е  и се достигнува за 
 односно за . 

 
49. Нека  е природен број и , каде  и  се 

позитивни реални броеви. Определи ја најголемата вредност на  
, 

каде  се ненегативни реални броеви чиј збир е еднаков на 1.  
Решение. Бидејќи  

 

добиваме  

 

Во користените неравенства знаци за равенства важат ако и само ако 
, па затоа најголемата вредност на  е .  

 
50. Нека  е полином со цели коефициенти, за кои важи  

, , 
за некои различни . Најдете ја максималната вредност на . 

Решение. Дефинираме . Ако , тогаш  е нула 

на , па затоа  за некој полином  со цели коефи-

циенти, каде е максималниот број на . Ставајќи  во  добиваме 

. 

10
1 0, 2 0x y y 2, 3x y

2n ( ) ( )( )f x x a x b a b

1
min{ ( ), ( )}i j

i j n
F f x f x

1 2, ,..., nx x x

1
2

1
2

min{ ( ), ( )} min{( )( ), ( )( )}

( )( )( )( )

(( )( ) ( )( ))

( )( ) ,

i j i i j j

i i j j

i j j i

i j i j

f x f x x a x b x a x b

x a x b x a x b

x a x b x a x b

x x x x a b ab

22
1 1

2 21
22 2

1 1 1

21
22 2

1

21 1
22 2

1
( 1)11 1

2 2 2
1 1

2

( ) ( )

[( ) ] ( 1) ( )

(1 ) ( 1) ( )

(1 ( ) ) ( 1) ( )

(1 ) ( )

(

na b
i j i j

i j n i j n
n n n na b

i i i
i i i

n na b
i

i
n na b

in
i

n nn
n

n
n

F x x x x ab

x x n x ab

x n ab

x n ab

a b ab

a b n ).ab

1
1 2 ... n nx x x F 1 1

2 ( )n
n a b nab

( )f x
(0) 23f 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 2014nf x f x f x f xnf (( n((((
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Бидејќи  и  се прости броеви, следува дека  може да се запише како 
производ на најмногу  различни множители, односно бидејќи  

, добиваме дека . Останува да дадеме пример кога 
. Нека  

, . 
Тогаш полиномот  

 
 ги задоволува условите на задачата.   
 

51. Ако 0a b c , тогаш 
5 5 5 3 3 3 2 2 2

5 3 2
a b c a b c a b c . Докажи! 

Решение. Формулите за степените суми за 2 3,s s  и 5s , изразени преку елемен-
тарните симетрични полиноми 1 a b c , 2 ab bc ca  и 3 abc  се: 

5 3 2 2
5 1 1 2 1 2 1 3 2 35 5 5 5s  

3
3 1 1 2 33 3s ,  

2
2 1 22s .  

Бидејќи 1 0a b c , степените суми го добиваат обликот  

5 2 35 5( )s ab bc ca abc  

3 33 3s abc ,  

2 22 2( )s ab bc ca ,  

односно 5
5 ( )s abc ab bc ca , 3

3
s abc , 2

2 ( )s ab bc ca . Според тоа  
5 5 5 3 3 3 2 2 25 3 2

5 5 3 2 3 2( )s s sa b c a b c a b cabc ab bc ca  
 

52. Нека 1 2, ,..., na a a , 1 2, ,..., nb b b  се реални броеви при што броевите 1 2, ,...,a a

na  се по парови различни.  
Ако изразите 1 2 3( )( )( )...( )i i i i na b a b a b a b , 1,2,...,i n  имаат иста вред-

ност, тогаш и изразите 1 2 3( )( )( )...( )j j j n ja b a b a b a b , 1,2,...,j n  имаат ис-
та вредност.  

Решение. Ќе го разгледаме полиномот 1 2 3( ) ( )( )( )...( )nP x x b x b x b x b . 
Од условот на задачата имаме  1 2( ) ( ) ... ( )nP a P a P a d , каде d  е некој реа-
лен број. Но, тогаш 1 2, ,..., na a a  се корени на полиномната равенка ( ) 0P x d . 
Ако го разгледаме полиномот ( ) ( )Q x P x d  добиваме  дека 1 2, ,..., na a a  се нули 
на ( )Q x . Според тоа, 1 2( ) ( )( )...( )nQ x c x a x a x a . Од друга страна n -титите 
степени на ( )P x  и ( ) ( )P x d Q x  се еднакви, па според тоа 1c . Да забележиме 
дека ( ) 0jP b  за секој 1,2,...,j n , од каде што следува  

1 2 1 2( ) ( )( )...( ) ( 1) ( )( )...( )n
j j j j n j j j nP b d b a b a b a b a b a b a  

1
1 2( )( )...( ) ( 1)n

j j j nb a b a b a d .  
Тврдењето следува од произволноста на j .   

11 181 1991
4

1991 1 1 11 181 4n
4n

( ) ( 1)( 1)( 11)( 181)g x x x x x ( ) 1q x

( ) ( 1)( 1)( 11)( 181) 2014f x x x x x
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53. Даден е полином ( )P x  со позитивни реални коефициенти. Докажи дека   

(1) ( ) ( ) ( )P P xy P x P y  
за 1x , 1y .  

Решение. Ќе го примениме тежинското неравенство на Чебишев:  
Ако 1 2, ,..., 0na a a , 1 2 ... nx x x  и 1 2 ... ny y y , тогаш  

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2

( ... )( ... )
1 1 1 2 2 2... ...n n n n

n

a x a x a x a y a y a y
n n na a a a x y a x y a x y .   (1) 

Сега ќе го разгледаме полиномот  
2 1

1 2 3( ) ... n
nP x a a x a x a x . 

Во неравенството (1) ќе замениме  
1 1

1 21, ,..., ,...,i n
i nx x x x x x x , 1 1

1 21, ,..., ,...,i n
i ny y y y y y y , 

со што се добива ( ) ( ) (1) ( )P x P y P P xy .  
 

54. Нека ( )P x  е полином со целобројни коефициенти. За кој постои природен 
број k  и последователни k  цели броеви , 1, 2,..., 1n n n n k  такви што ниту 
еден од броевите ( ), ( 1), ... , ( 1)P n P n P n k  не е делив со k . Докажи дека 
корените на ( )P x  не се цели броеви. 

Решение. Нека 1 2
0 2 1( ) ...d d d

d dP x a x a x a x a x a  е полином кој ги 
исполнува условите од задачата и нека m  е целобројна нула на P . Тогаш 

( ) ( ) ( )P x x m Q x  каде ( )Q x  е полином од ( 1d )-ви степен. Ако  
1 2 3

0 1 2 2 1( ) ...d d d
d dQ x b x b x b x b x b , 

тогаш од својствата на полиноми имаме 0 0a b  и 1k k ka b mb , 1 1k d . 
Бидејќи 0b  е цел број, со помош на принципот на математичка индукција 
добиваме дека kb . Бидејќи ( )P j , , 1,..., 1j n n n k  не се деливи со k , до-
биваме дека j m , , 1,..., 1j n n n k  не се деливи со k . Но тоа не е можно, 
бидејќи од k  последователни цели броеви барем еден е делив со k . Заради 
добиената контрадикција, полиномот P  нема целобројни нули.  
 

55. Нека a  е реален број и ( )P x  е неконстантен полином со реални коефи-

циенти таков што 2 2( ) ( ( ))P x a P x  за секој x . Докажи дека 0a .  

Решение. Од 2 2 2 2( ( )) (( ) ) ( ) ( ( ))P x P x a P x a P x  следува дека P  е 
или парна или непарна функција.  

Ако P  е парна функција, тогаш 2( ) ( )P x Q x . Тогаш 2 2 2 2(( ) ) ( )Q x a Q x , 

па затоа 2 2(( ) ) ( )Q x a Q x , за секој x . Оттука 2 2( ) ( )Q x Q x a , т.е. полиномот 
( )Q x a  исто така го задоволува дадениот услов и притоа важи deg 2degP Q . 

Продолжувајќи на истиот начин ќе стигнеме до полином со непарен степен, кој го 
задоволува дадениот услов. Овој полином не може да е парна функција.  

Од претходно изнесеното следува дека доволно е да го разгледаме случајот 
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кога P  е непарна функција. Тогаш 2( ) ( )P x xR x  и затоа  
2 2 2 2 2 2( ) (( ) ) ( )x a R x a x R x . 

Оттука следува  
2 2( ) (( ) ) ( )x a R x a xR x , т.е. 2( ) ( ) ( )P x x a R x a  

за секој x . Нека ( ) ( )kR x a x S x , каде (0) 0S . Лесно се гледа дека  
2 2 1 2( ) ( ) ( ) (0)k kx a R x a x T x aS x , 

Бидејќи P  е непарна функција следува дека 0a .  
 
56. Докажи, дека секој полином од трет степен со реални коефициенти може да 

се претстави како збир од кубови на три неконстантни полиноми со реални кое-
фициенти.  

Решение. Секој полином P  од трети степен има барем еден реален корен. Ако 
тој корен е трикратен, тогаш тврдењето е очигледно. Во спротивно полиномот P  
има еднократен корен . Тогаш 3 2( ) ( 3 )P x a x bx cx , каде 0ac  и тврде-
њето треба да го докажеме за полиномот во заградите (зошто?). Доволно е да 
определиме реални броеви 1 2 1 2 3, , , ,  такви што  

3 2 3 3 3
1 1 2 2 33 ( ) ( )x bx cx x x x . 

Имаме, 3 1 21 , каде 1  и 2  се решенија на преопределениот систем 
линеарни равенки  

1 1 2 2
2 2
1 1 2 2
3 3
1 1 3 2 0.

b

c  

За 1 20 0  системот составен од првите две равенки има единствено 
решение. Ако првата равенка ја помножиме со 1 2  и до неа ја одземеме втората 
равенка помножена со 1 2 , ќе ја добиеме третата равенка при услов дека 

1 2 1 2( )b c . Бидејќи 0c  можеме да определиме различни ненулти 

реални броеви 1  и 2  такви, што 1 2
b
c . Останува да ставиме 

1

1
1  и 

2

1
2 .  

 
57. Ја разгледуваме низата полиноми 1 2 3, , ,...f f f  таква што 3

1( ) 3f x x x  и 

1( )nf x  1( ( ))nf f x , за секој 1n . Определи го бројот на реалните корени на 
равенката  

а) 2013( ) 2f x ,  
б) 2013( ) 3f x .  
Решение. Ако [ 2,2]x , тогаш x  еднозначно може да се запише во облик 
2cosx , за некој [0, ] . Ако ( , 2) (2, )x , тогаш постои единствен 

реален број 1t  или 1t , таков што 1
tx t . Со индукција лесно се покажува 
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дека во првиот случај ( ) 2cos3n
nf x , а во вториот случај 

3

3 1( )
n

nn
t

f x t .  

а) Јасно, корените се во интервалот [ 2,2] . Имаме  

2013

2013

2013

2
3

2cos3 2

3 2

.k

k  

Од условот [0, ]  следува 
20133 1

20,1,2,...,k , што значи дека равенката 

2013( ) 2f x  има 
20133 1

2  реални корени.  

б) Јасно, (2, )x . За 1 , 1tx t t  имаме 
2013

20133

3 1 3
t

t . Равенката 

1 3yy  има единствен корен кој е поголем од 1 и тој корен е 3 5
2 . Според тоа, 

равенката 2013( ) 3f x  има единствен корен 3 5 3 52013 2013
2 2x .  

 
58. Докажи дека нулите на полиномот  

8 6 4 2( ) 92 134 28 1P x x x x x  

се 15tg rx , 1 15r  и NZD( ,15) 1r . 
Решение. Доволно е да провериме дека единствениот полином чии нули се 

осумте броеви дадени во условот е 8 6 4 292 134 28 1x x x x . Да забележиме 
дека ако 15

r  за некој 1 15r  и NZD( ,15) 1r , тогаш  
2tg 5 3  и 2tg 3               (*) 

Вредностите на 15tg r  за 1,2,4,7,8,11,13,14r  се сите различни и го задоволу-
ваат условот (*). Затоа, доволно е да најдеме равенка чии корени се tgx , при 
што важи (*). Ако tgx , тогаш  

5 4 2

5 4 2
Im(1 ) ( 10 5)
Im(1 ) 5 10 1

tg5 ix x x x
ix x x

, т.е. 
2 4 2 2

4 2 2
( 10 5)2

(5 10 1)
tg 5 3x x x

x x
, 

од каде добиваме 
2 8 6 4 2 8 6 4 2( 20 110 100 25) 3(25 100 110 20 1)x x x x x x x x x , 

односно  
10 8 6 4 295 410 430 85 3 0x x x x x . 

Со делење на последната равенка со 2 3x  добиваме дека  
8 6 4 2( ) 92 134 28 1P x x x x x  

е  полиномот чии нули се 15tg rx  за  1 15r  и NZD( ,15) 1r .  
 

59. Нека ( ), deg 1P x P n  е полином со целобројни коефициенти и нека 
k . Докажи дека за полиномот  
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пати

( ) ( (... ( ( ))...))
k

Q x P P P P x
пати

( (... ( ( ))..
k

( (... ( (( (... ( ( . 

постојат најмногу n  цели броеви t  такви што ( )Q t t .  
Решение. Ќе докажеме дека ако ( )Q t t , тогаш ( ( ))P P t t . Нека 0x t  и 

1 ( )i ix P x  за 0i , така што 0kx x . Да означиме 1i i id x x . Бидејќи  

1 2 1 1| ( ) ( )i i i i i id P x P x x x d  
за секој i , од 0kd d  следува дека 0 1| | | ...| | |kd d d . Нека препоставиме дека 

1 0 0d d d . Тогаш 2d d  (во спротивно ќе важи 3 1x x , па во низата 
никогаш нема да се појави 0x ); слично 3d d  итн, па затоа 0 0kx x kd x , за 
секој k , што е противречност. Според тоа, 1 0d d , па затоа 2 0x x , т.е. 

( ( ))P P t t .  
Ако секој t  таков што ( )Q t t  го задоволува условот ( )P t t , тогаш 

бројот на решенијата е помал или еднаков на deg P n . Да претпоставиме дека за 
некој 1t  важи 1 2 1( )P t t t  2 1( )P t t  и да разгледаме произволен 3 1 2{ },t t t  
и 3 4( )P t t  со 4 3( )P t t . Тогаш 1 3 2 4 1 3| |t t t t t t , т.е. 1 3 2 4| || |t t t t , а 
аналогно 1 4 2 3| || |t t t t . Ако 1 3 2 4 0t t t t k , другото равенство го 
добива обликот 1 2 2 1| || |t t k t t k , што не е можно. Затоа мора да важи 

1 3 4 2t t t t , т.е. 1 1 3 3( ) ( )P t t P t t c  за некој c . Според тоа, сите 
целобројни решенија на равенката ( ( ))P P t t  се нули на полиномот ( )P x x c , 
а нив ги има најмногу n .  

 
60. Полиномите ( )P x  и ( )Q x  се од десетти степен и имаат водечки 

коефициенти еднакви на 1. Равенката ( ) ( )P x Q x  нема реални решенија. Докажи 
дека равенката ( 1) ( 1)P x Q x  има барем едно реално решение.  

Решение. Нека 10 9
9 0( ) ...P x x p x p  и 10 9

9 0( ) ...Q x x q x q . Тогаш 

полиномот 9
9 9 0 0( ) ( ) ( ) ... ( )P x Q x p q x p q  нема реални корени. Ако 

9 9p q , тогаш степенот на ( ) ( )P x Q x  е непарен, па затоа тој има барем еден 
реален корен, што е противречност. Значи, 9 9p q . Понатаму,  

10 9
9( 1) ( 10) ...P x x p x  и 10 9

9( 1) ( 10) ...Q x x q x , 

па затоа полиномот 9( 1) ( 1) 20 ...P x Q x x  е од деветти степен, што значи 
дека има барем еден реален корен.  

 
61. Определи ги сите природни броеви n , за кои постојат полиноми со цело-

бројни коефициенти 1 2( ), ( ),..., ( ), ( )nf x f x f x g x , не задолжително различни, такви 

што 2013x n  е делител на ( )g x  и  

2 2

1
( ( )) 1) ( ) 1

n
i

i
f x g x .       (1) 
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Решение. Од 2013 (mod3)x x  следува дека постои a  таков што 20133 | a n , 
што значи дека 3 | ( )g a . Ако во (1) ставиме x a , добиваме дека по модул 3 тоа е 

можно само ако 3 | ( )if a , за 1,2,...,i n . Според тоа, ( 1) 1(mod3)n , од што 
следува дека n  мора да е непарен број.  

Ќе докажеме дека за секој непарен број n  постојат полиноми кои го 
задоволуваат условот на задачата. Дефинираме низа 1 2( ), ( ),...g x g x  со  

2013
1( )g x x n  и 3

1( ) 4 ( ) 3 ( )i i ig x g x g x , за 1i . 

Јасно, 2013x n  е делител на секој од полиномите во низата 1 2( ), ( ),...g x g x  и 
освен тоа  

2 2 2 2
1( ) 1 (4 ( ) 1) ( ( ) 1)i i ig x g x g x . 

Според тоа,  
2 2 2 2

1 1
2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 1
2 1 2

1

( ) 1 (4 ( ) 1) ( ( ) 1) ...

(4 ( ) 1) (4 ( ) 1) ...(4 ( ) 1) ( ( ) 1)

( ( ) 1)

t t t

t t
t

i
i

g x g x g x

g x g x g x g x

f x

 

каде 2
1 1( ) ( ) 1f x g x  и 2

2 2 1( ) ( ) 4 ( ) 1i i if x f x g x , за 1,2,..., 1i t .  
 

62. Определи ги сите природни броеви n  за кои постојат полином f  од n ти 
степен со целобројни коефициенти и позитивен водечки коефициент и полином g  
со целобројни коефициенти такви што  

2 3 2( ) ( ) ( ) ( )xf x f x x x g x .       (1) 
Решение. Равенката (1) е еквивалентна со равенката  

2 2 2[2 ( ) 1] ( 1)[2 ( )] 1xf x x xg x . 
Ќе ги опишеме сите парови полиноми ( , )p q  со целобројни коефициенти такви што  

  2 2 2( ) ( 1) ( ) 1p x x q x .          (2) 
Нека ( , )p q  е еден таков пар, во кој степенот на q  е 1k . Без ограничување 

на општоста можеме да сметаме дека p  и q  имаат позитивни водечки коефици-
енти. Да ставиме 0P p  и 0Q q  и да ги формираме полиномите  

2
1( ) ( ) ( 1) ( )P x xp x x q x  и 1( ) ( ) ( )Q x p x xq x . 

Лесно се проверува дека полиномите 1P  и 1Q  исто така ја задоволуваат равенката 
(2), при што 1 0deg degQ Q *).   

Продолжувајќи ја постапката ќе добиеме решение ( , )s sP Q , во кое степенот на 

sQ  е еднаков на нула. Лесно се добива дека равенката има две решенија од овој 
вид и тоа ( ,1)x  и (1,0) . Бидејќи примената на операцијата врз првото од овие 
решенија го дава второто, без ограничување на општоста можеме да сметаме дека 
( , ) (1,0)s sP Q .  

Од досега изнесеното следува, дека сите такви парови ( , )p q  се зададени со 
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рекурзија определена со почетен услов 0 0( , ) (1,0)p q  и рекурентна врска обратна 
на горната постапка 

2
1 1( , ) ( ( ) ( 1) ( ), ( ) ( ))i i i i i ip q xp x x q x p x xq x . 

Поточно, оваа рекурзија ги дава оние решенија во кои водечките коефициенти на 
p  и q  се позитивни.  
Еден член на оваа низа ќе соодветствува на решение на (1) тогаш, кога ( )p x  

дава остаток 1 при делење со 2x  и ( )q x  е делив со 2x . Бидејќи првите пет 
членови на низата се  

2 3 2(1,0), ( ,1), (2 1,2 ), (4 3 ,4 1)x x x x x x  и 4 2 3(8 8 1,8 4 )x x x x  
и 4 4( ( ), ( )) (1,0) (mod2 )p x q x x  следува дека низата е периодична со период 4 по 
модул 2x  и до решенија на (1) водат точно оние парови ( , )i ip q  за кои 4 | i . 
Конечно, бараните вредности на n  се броевите од видот 4 3, 0k k .  

Забелешка. Еден начин да се досетиме на конструкцијата *) е следниот. Равен-
ката (2) можеме да ја запишеме во видот  

2 21 ( ( ) ( ) 1)( ( ) ( ) 1)p x q x x p x q x x . 
Во исто време едно нејзино решение е ( , ) ( ,1)p q x , па затоа  

2 21 ( 1)( 1)x x x x . 
Ако ги помножиме последните две равенства и ги групираме множителите на 
соодветен начин точно го добиваме равенството  

2 2
1 1 1 11 ( ( ) ( ) 1)( ( ) ( ) 1)P x Q x x P x Q x x . 

 
63. Даден е полином ( )P x  и броеви 1 2 3 1 2 3, , , , ,a a a b b b  за кои 1 2 3 0a a a . Ако 

за секој реален број x  е исполнето равенството  
1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )P a x b P a x b P a x b  

докажи, дека ( )P x  има барем еден реален корен.  
Решение. Нека претпоставиме дека ( )P x  нема реален корен. Тогаш степенот 

на ( )P x е парен и е најмалку 2. Навистина, секој полином со непарен степен има 
реален корен, а ако ( ) constP x , тогаш од условот следува дека ( ) 0P x .  

Бидејќи ( )P x  нема реален корен, следува дека вредностите на ( )P x  се со 
еднакви знаци. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека ( )P x
прима само позитивни вредности, т.е. за секој x  важи ( ) 0P x . Но, степенот на 

( )P x  е парен, па затоа ќе постои точка 0t  во која ( )P x  достигнува глобален 
минимум, т.е. за секој x  е исполнето неравенството 0( ) ( )P x P t A . Да 
избереме 0x  за кој 0 3 0 3t a x b . Тогаш  

1 0 1 2 0 2 0 3 0 3( ) ( ) 2 ( ) ( )P a x b P a x b A A P t P a x b , 
што е противречност. Според тоа, ( )P x  има барем еден реален корен.  
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64. Полиномот ( ), deg 3P x P n  има n  реални корени 1 2 ... nx x x  такви 
што 2 1 3 2 1... n nx x x x x x . Докажи, дека максимумот на функцијата 

| ( ) |y P x  во интервалот 1[ , ]nx x  се достигнува во точка од интервалот 1[ , ]n nx x .  
Решение. Јасно, од | ( ) | 0iP x  следува дека максимумот на | ( ) |P x  не може да 

се достигне во точките , 1,2,...,ix i n . Да разгледаме произволна точка 

1( , )i ia x x , за 1i n  и да ставиме ,it a x  nb x t . Од  

1 1 1( ) ( )n n i i n n n nx b x x x x x x x  
следува 1( , )n nb x x . Ќе докажеме, дека | ( ) | | ( ) |P b P a , од што следува 
тврдењето на задачата.  

Од условот на задачата следува k m k l m lx x x x , за 1 k l n m . 
Имаме 1 2( ) ( )( )...( )nP x c x x x x x x , каде c  е водечкиот коефициент на ( )P x . 
Понатаму, важи | | | |s n s i n s i i n sb x x x t x x t x a , за 1 1i s n . 
Освен тоа, важи 1| | | |r r n r r rb x b x x x a x a x , за 1 1r i . Ако ги 
помножиме последните неравенства со равенството  

| | | | ( ) | | | |n i n i i nc b x b x ct x x t c a x a x  
добиваме  

1 2

1 2

| ( ) | | | | | ... | |
| | | | ... | | | ( ) |

n

n

P b c b x b x b x
c a x a x a x P a

. 

 
65. Даден е полином ( )f x  со следниве својства:  
1) коефициентите на ( )f x  се природни броеви,  
2) равенката ( ) 0f x  има барем еден рационален корен,  
3) ако k  е степен на ( )f x , тогаш вредностите на ( )f x  за некои 1k  

различни природни броеви се прости броеви.  
Докажи, дека ( )f x ax b  за некои два заемно прости природни броја a  и b .  
Решение. Бидејќи коефициентите на ( )f x  се природни броеви, корените на 

равенката ( ) 0f x  се негативни. Од условот 2) следува дека  
( ) ( ) ( )f x qx p R x , 

каде без ограничување на општоста можеме да земеме дека 0p  и 0q , а ( )R x  
е полином со целобројни коефциеинти и deg 1R k  (горното разложување 
следува од Хорнеровата шема). Нека , 1,2,..., 1ix i k  се такви природни броеви 
што ( )i if x r  и ir  се прости броеви. Бидејќи 1iqx p  е делител на ( )i if x r , 
заклучуваме дека i iqx p r . Значи, ( ) ( ) 0i if x qx p , за 1,2,..., 1i k . 
Според тоа, ( ) ( )f x qx p  е полином од k ти степен со најмалку 1k  корен 
(нула), па затоа ( )f x qx p . Броевите q  и p  се заемно прости, бидејќи во 
спротивно ( )if x  не е прост број.  

 
66. Даден е природен број 3n . Определи го најмалиот природен број k  за 

кој е точно следново тврдење: за произволни n  точки ( , )i i iA x y , меѓу кои не 
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постојат три кои се колинеарни, и произволни реални броеви ,1ic i n , постои 
полином ( , ), degP x y P k  таков што ( , )i i iP x y c , за 1,2,...,i n .  

Решение. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  
Лема. За произволни точки ( , )i i iA x y , 1 i n  во рамнината, меѓу кои не 

постојат три кои се колинеарни, постои полином 2( , ), deg [ ]nP x y P  таков што 

( , ) 1n nP x y  и ( , ) 0i iP x y , за 1,2,..., 1i n .  

Доказ. Да забележиме дека постојат 2[ ]nd  прави, такви што точката nA  не 

лежи на ниту една од нив, а секоја од точките 1 1,..., nA A  лежи барем на една од 
тие прави (за непарен n  тоа се правите 1 2 3 4 2 1, ,..., n nA A A A A A , а за n  парен тоа 
се правите 1 2 3 4, ,...,A A A A 3 2 2 1,n n n nA A A A . Нека 0i i ik x l y m  е равенката 
на i тата права ( 1,2,...,i d ). Тогаш полиномот  

1 1 1

1 1 1

( )...( )
( )...( )( , ) d d d

n n d n d n d

k x l y m k x l y m
k x l y m k x l y mQ x y , 

го има саканото својство, со што лемата е докажана. ■ 
Ќе докажеме дека тврдењето од условот на задачата е исполнето за 2[ ]nk . 

Според лемата за секој 1,2,...,i n  да постои полином ( , )iP x y , 2deg [ ]n
iP   кој се 

анулира во сите точки 1,..., nA A , освен во точката iA , при што важи ( , ) 1i i iP x y . 

Тогаш за полиномот 
1

( , ) ( , )
n

i i
i

P x y c P x y  важи 2deg [ ]nP  и ( , )i i iP x y c , за 

1,2,...,i n .  
Останува да докажеме дека тврдењето не е точно за 2[ ]nk . Да ги разгледаме 

точките 2( , )iA i i , 1,2,...,i n  кои лежат на параболата 2y x  и да ставиме 

1 2 1... 0nc c c , 1nc . Бидејќи секоја права ја сече параболата во најмногу 
две точки, точките iA  го задоволуваат условот на задачата. Нека претпоставиме 
дека постои полином ( , )P x y , deg P k  таков што ( , )i i iP x y c , за 1,2,...,i n . 

Тогаш степенот на полиномот 2( ) ( , )Q x P x x  е помал или еднаков на 2k . Притоа 
важи (1) (2) ... ( 1) 0Q Q Q n  и ( ) 1Q n . Според тоа, немултиот полином 

( )Q x  има 1n  корени, па затоа 2 1k n  и 2[ ]nk .  

67. Нека ( ), ( )P x Q x  и ( )R x  се полиноми со реални коефициенти такви што за 
секој x  важи ( ( )) ( ( ))P Q x P R x const . Докажи дека барем еден од поли-
номите ( )P x  и ( ) ( )Q x R x  е од нулти степен.  

Решение. Без ограничување на општоста можеме да сметаме дека коефициен-
тот пред ( )P x  е еднаков на 1. Нека 1

1 1( ) ... , 1n n
n nP x x a x a x a n . Тогаш 

од ( ( )) ( ( ))P Q x P R x const  следува  
1 1

1 1 1 1... ...n n n n
n nQ a Q a Q R a R a R c const .  (1) 

Ако deg degQ R  и на пример deg degQ R , тогаш  
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11
1

1
1 11 ... ( ) ( ) ...n

n n
aa n n cR R R

nQ Q Q QQ Q
a a . 

Сега ако во последното равенство земеме x , десната страна тежи кон 1, а 
левата тежи кон 0 што не е можно. Затоа deg degQ R  и треба да важи 

lim (1 ( ) ) 0nb
an

, каде a  и b  се водечките коефициенти на R  и Q , соодветно. 

Оттука следува дека n  е непарен број и b a . Сега можеме да запишеме 

1( ) ( )lQ x ax Q x  и 1( ) ( )lR x ax R x , каде deg degQ R l  и 1 1deg ,degQ R l
. Сега равенството (1) може да се запише во видот  

1 2 1 1 1
1 1( )( ... ) ( ) ... ( ) 0n n n n n

nQ R Q Q R R a Q R a Q R c  
т.е.  

1 2 1 1 1
1 1 1 1( )( ... ) ( ) ... ( ) 0n n n n n

nQ R Q Q R R a Q R a Q R c . 

За собирокот 1( 1)k n k kQ R  од вторите загради во последното равенство  

водечкиот член е еднаков на 1 1 ( )( 1) ( )k n k k l n la a x , а водечкиот член на
1 1

1( )n na Q R  е еднаков на 1 ( )
12 n l n la a x . Затоа последното равенство можеме 

да го запишеме во видот  
1 ( ) 1 ( )

1 1 1( )( ...) 2 ... ... 0n l n l n l n lQ R na x a a x c .  

Последното равенство не е можно ако 1 1
1 1 1( ) 2 0n nna Q R a a . Така 

заклучуваме дека 12
1 1

a
nQ R  и затоа  

12
1 1( ) ( ) ( ) ( ) al l

nQ x R x ax Q x ax R x , 
што и требаше да се докаже.  
 

68. Полиномот P  од три променливи го нарекуваме цикличен ако и само ако 
( , , ) ( , , )P x y z P y z x . Докажи, дека постојат циклични полиноми од три промен-

ливи 1 2 3 4, , ,P P P P  такви што за секој цикличен полином од три променливи P  
постои полином Q  од четири променливи за кој  

1 2 3 4( , , ) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ))P x y z Q P x y z P x y z P x y z P x y z . 
Решение. Нека  

( , , ) ( , , ) ( , , )S x y z P x y z P y x z  и ( , , ) ( , , ) ( , , )T x y z P x y z P y x z . 
Лесно се проверува дека полиномот S  е симетричен, а полиномот T  е анти-

симетричен. Од ( , , ) 0T x x z  следува дека полиномот T  е делив со x y . Ана-
логно се докажува дека полиномот T  е делив со y z  и z x , т.е.  

( , , ) ( )( )( ) ( , , )T x y z x y y z z x R x y z . 
Од последното равенство и од антисиметричноста на T  следува дека R  е 
симетричен полином.  

Добивме  
( , , ) ( )( )( ) ( , , )

2 2 2
S x y z x y y z z x R x y zS TP . 

Бидејќи секој симетричен полином од три променливи може да се претстави како 
полином на елементарните симетрични полиноми (кои се и циклични)  
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1 2,P x y z P xy yz zx  и 3P xyz , 
доволно е да земеме 4 ( )( )( )P x y y z z x , кој исто такае цикличен.  

 
69. Нека ( )P x  е полином од n ти степен со корени 1, 2,...,i i i n  и нека 

( )R x  и ( )S X  се полиноми со реално коефициенти такви што ( ) ( ) ( )P x R x iS x . 
Докажи, дека полиномот ( )R x  има n  реални нули. ( i  е имагинарната единица.) 

Решение. Да означиме  
( ) ( ) ( ) ( )n n nP x P x R x iS x . 

Со индукција по n  ќе докажеме дека сите нули на ( )nR x  се реални и уште повеќе, 
ако 1 2 ... nx x x  се нулите на nR  и 1 2 1... ny y y  се нулите на 1nR , 
тогаш важи  

1 1 2 2 1 1... n n nx y x y x y x . 
Тврдењето е тривијално за 1n . Нека претпоставиме дека тврдењето важи за 
1n . Бидејќи  

1 1( )( )n n n nR iS x i n R iS  
за полиномите важат рекурентните врски  

1 1( )n n nR x n R S  и 1 1( )n n nS x n S S . 
Оттука следува  

2
1 2(2 2 1) [( 1) 1] 0n n nR x n R x n R . 

Ако 1 2 2... nz z z  се реални нули на полиномот 2nR , од индуктивната 
претпоставка следува дека 1i i iz y z . Бидејќи вредноста на полиномот 2nR  
наизменично е позитивна и негативна на интервалите 1( , )z , 2 1( , )z z  итн. Сле-

дува дека 1
2sgn ( ) ( 1)i

n iR y . Сега, ако земеме предвид дека 1( ) 0n iR y , то-
гаш од релацијата  

2
2( ) [( 1) 1] ( )n i n iR y x n R y  

следува дека 1sgn ( ) ( 1)i
n iR y , што значи дека полиномот nR  има нули на секој 

од интервалите 1( , )y , 2 1( , )y y , ..., 1( , )ny , а тоа значи дека има n  реални 
нули.  

 
70. Нека ( )P x  е полином со реални коефициенти, deg 2012P  и таков што за 

секои реални броеви , ,a b c  за кои 0a b c  важи  
3 3 3( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( )P a P b P c P a P b P c . 

Дали може полиномот ( )P x  да има точно 2012 различни реални нули?  
Решение. Бидејќи  

3 3 3

2 2 21
2

( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) )

P a P b P c P a P b P c

P a P b P c P a P b P b P c P c P a
 

условот на задачата е еквивалентен со ( ) ( ) ( ) 0P a P b P c  кога 0a b c .  
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Ќе конструираме полином ( )P x  кој го задоволува овој услов и има 2012 различни 
реални нули. Земаме  

2011

4022
0

( ) ( 1 )k

k
P x x . 

За 1x  или 3
2x  важи ( ) 0P x  и уште повеќе за 0x  имаме ( ) 1P x . За 

3
21 x  секој множител 40221 kx  по апсолутна вредност е помал од 1

2 , па 

затоа 2012
1

2
( )P x . Ако 0a b c , тогаш барем еден од броевите , ,a b c  не е 

поголем од нула. Нека тоа е бројот a . Тогаш ( ) 1P a  и 2012
1

2
( ), ( )P b P c , па 

затоа ( ) ( ) ( ) 0P a P b P c .  
 

71. Определи ги сите парови природни броеви ( , )m n , , 3m n  такви што  

2
1
1

m

n
a a
a a

 

е природен број за бесконечно многу природни броеви a .  
Решение. Нека ( )R x  е остатокот при делењето на полиномот ( ) 1mF x x x  

со полиномот 2( ) 1nG x x x . Тогаш за бесконечно многу x , ( )R x  е делив со 
( )G x  и како deg degR G , за секој доволно голем | |x  ќе важи | ( ) | | ( ) |R x G x , па 

затоа мора да важи ( ) 0R x . Значи, 0R , т.е. полиномот ( )F x  е делив со 
полиномот ( )G x .   

Полиномот 2( ) ( ) ( ) 1m n m n m nH x x G x F x x x x  е делив со ( )G x  и 

очигледно ( )
( )

H x
G x  не е константа, па затоа deg deg 1H G , т.е. 2 1m n .  

Од друга страна, бидејќи (0) 1G  и (1) 1G  добиваме дека полиномот ( )G x  

има барем една нула (0,1) . Тогаш исто ( ) 0F , т.е. 1m n . Ако 
2m n , тогаш  

2 2 21 ( ) (1 )m n , 

што е еквивалентно со 2(1 )( 1) 0 , но тоа не е можно бидејќи  
2 1 1 0m . 

Значи, 2 1m n .  
Според тоа, за некој a  имаме  

1 3 2( ) ( ) ( ) n nH x x a G x x ax x ax x a . 
Сега лесно се добива дека 1a  и ( , ) (3,5)n m .  
 

72. Нека A  е бесконечно подмножество од множеството природни броеви. 
Определи ги сите природни броеви n  такви што за секој a A  важи  

1 1 ! ( 1)! 1!... 1| ... 1n n n na a a a a a . 
Решение. Да означиме  
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1( ) ... 1n nP x x x x  и ! ( 1)! 1!( ) ... 1n nQ x x x x . 
Нека  

( ) ( ) ( ) ( )Q x C x P x R x , 
каде ( )C x  и ( )R x  се полиноми со целобројни коефициенти и deg degR P . Од 
условот на задачата следува ( ) | ( )P a Q a , па затоа ( ) | ( )P a R a , за бесконечно многу 
цели броеви a . Бидејќи за доволно голем број a  важи | ( ) | | ( ) |R a P a , 
заклучуваме дека ( ) 0R a . Значи, ( )R x  има бесконечно многу нули, па затоа 

( ) 0R x  и ( ) | ( )P x Q x .  
Лема. Нека 0 1 0, ,..., nk k k 0 . Полиномот  

1( ) ... 1n nP x x x x  
е делител на полиномот  

01( ) ...nk kkQ x x x x  
ако и само ако 0 1{ , ,..., }nk k k  е потполн систем на остатоци по модул 1n .  

Доказ. Нека ir  е остатокот при делење на ik  со 1n . Бидејќи 1 1nx  е 

делител на i ik rx x  за секој i , следува дека 
1 1
1( )

nx
xP x  е делител на 

1( ) ( )Q x Q x , каде 011( ) ...nr rrQ x x x x  и приота важи 1degQ n . Ако 
( ) | ( )P x Q x , тогаш 1( ) | ( )P x Q x , т.е. 1( ) ( )Q x cP x  за некоја константа c , а тоа 

важи ако и само ако 1c  и 0 1{ , ,..., } {0,1,2,..., }nr r r n . ■  
Од лемата следува дека бараните броеви се оние броеви за кои {0,1!,2!,..., !}n  е 

потполн систем на остатоци по модул 1n .  
Ако 3n  и 1n  е сложен број, тогаш ! 0(mod 1)n n , па условот не е 

задоволен. Ако 1 3n p  е прост број, тогаш според теоремата на Вилсон 
( 1)! 1(mod )p p , од каде следува ( 2)! 1 1!(mod )p p  и повторно условот 
не е исполнет. Остануваат случаите 3n . Со непосредна проверка се добива дека 

1n  и 2n  ги задоволуваат условите на задачата.  
 
 
 

2.  ФАКТОРИЗАЦИЈА НА ПОЛИНОМИ  
 

1. Полиномот 8 2( ) 4 4p x x x  запиши го како производ на два полиноми од 
четврт степен. 

Решение. Имаме   
8 2 8 2 6 4 2 6 4 2

8 6 4 2 2 4 2

4 2 2 2 2

4 3 2 4 3 2

( ) 4 4 ( 4 4) (4 8 4 ) (4 8 4 )

( 4 8 8 4) 4 ( 2 1)

( 2 2) [2 ( 1)]

( 2 2 2 2)( 2 2 2 2)

p x x x x x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x

x x x x x x x x
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2. Нека ( )p x  е полином со целобројни коефициенти. Ако  
( ) ( ) ( ) 1p a p b p c , 

каде , ,a b c  се цели броеви, тогаш ( )p x  нема целобројни корени. Докажи! 
Решение. Полиномот ( ) ( ) 1q x p x  е со целобројни коефициенти и има три 

целобројни корени, т.е. ( ) ( ) ( ) 0q a q b q c . Според тоа,  
( ) 1 ( )( )( ) ( )p x x a x c x b g x  

каде што ( )g x  е полином со целобројни коефициенти. Ако m  и ( ) 0g m , 
тогаш  

( )( )( ) ( ) 1m a m c m b g m  
Значи, бројот 1 има три целобројни делители, кои се меѓу себе различни, што е 
противречност.  
 

3. Полиномот 4 2( ) 7 1p x x x  запиши го како производ на два полиноми со 
степен не помал од 1 .  

Решение. Имаме  
4 2 4 2 2 2 2 2

2 2

( ) 7 1 2 1 9 ( 1) (3 )

( 3 1)( 3 1).

p x x x x x x x x

x x x x
 

 
4. Полиномот 8 6 4 2( ) 1p x x x x x , запиши го како производ на полино-

ми со степени поголеми од 1 . 
Решение. Ставаме 2x t  и добиваме  

5 5 5

2 4 2 3 2 2 2 4 3 2

4 3 2 4 3 21 1 1
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) 1 1

( 1)( 1).t x x
t x x

p x x x x x t t t t

x x x x x x x x
 

 
5. Полиномот 8 1x x  претстави го како производ на два неразложливи поли-

номи над .  
Решение. Нека 8( ) 1P x x x  и 2 3( ) ( 1)( 1) 1Q x x x x  . Тогаш  

8 2 2 2 6 2

2 3 3 2

2 2 3 2

2

( ) 1 ( 1) 1

( 1)( 1) 1

( 1)( 1)( 1) 1

( 1) ( ).

P x x x x x x x x x

x x x x x

x x x x x x x

x x Q x

 

Очигледно, полиномот 2 1x x  е неразложлив над . Нека претпоставиме дека 
полиномот Q  е разложлив над . Бидејќи P  нема реални корени (зошто?), 

полином од видот 2 1x ax  е делител на Q  (зошто?). Значи, за некој комплексен 

корен  на Q  имаме дека 1  или 1  е корен на Q . Во првиот случај добиваме  
6 310 ( ) ( ) ( 1)( 1)Q Q , 
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па затоа 3 1 0 , т.е. ( ) 1Q , што е противречност. Во вториот случај имаме  
6 2 210 ( ) ( ) (1 )( 1)Q Q , 

од каде следува 2 1 0 . Тогаш  
4 3 2 20 ( ) ( 2)( 1) 4 3 3 4Q , 

што повторно е противречност. Според тоа, полиномот Q  е неразложлив над , 
со што задачата е решена.  

 
6. Нека ( )p x  е полином со целобројни коефициенти кој прима вредност 5 во 

пет различни цели броеви. Докажи дека ( )p x  нема целобројни корени. 
Решение. Од условот, следува 1 2 5( ) 5 ( )( )...( ) ( )p x x x x x x x q x , каде 

1 5,...,x x  се различни цели броеви, а ( )q x  е полином со целобројни коефициенти. 
Ако постои цел број 0x  кој е корен на ( )p x , тогаш 0 1 0 5 05 ( )...( ) ( )x x x x q x . 
Значи 0 1 0 5,...,x x x x  се различни делители на 5 . Но тоа не е можно, бидејќи 

5  има 4 различни делители.  
 

7. Во тетратките на Петар и Киро се запишани по два броја: на почетокот 1 и 2 
кај Петар, и 3 и 4 кај Киро. Во секоја минута Петар формира квадратен трином 

( )f x  чии корени се броевите запишани во неговата тетратка, а Киро квадратен 
трином ( )g x  чии корени се запишани во неговата тетратка. Ако равенката 

( ) ( )f x g x  има два различни реални корени, тогаш едно од момчињата го 
заменува својот пар броеви со тие корени (во спротивно ништо не се случува). 
Ако во некој момент се појави бројот 5 во тетратката на Петар, кој е другиот број?  

Решение. Во секоја тетратка ќе го допишеме квадратниот трином чии корени 
се соодветните броеви. Нека во некој момент се запишани триномите ( )p x  и ( )q x
Тогаш равенката која се решава е од видот ( ) ( )p x q x , каде  и  се ненулти 
реални корени. Значи, добиените броеви се корени на полиномот ( ) ( )p x q x . 
Ако некое од момчињата ги замени броевите, тогаш можеме да сметаме дека 
заедно со нив го запишал полиномот ( ) ( )p x q x .  

Нека 0( ) ( 1)( 2)p x x x  и 0( ) ( 3)( 4)q x x x . Од претходно изнесеното 
следува дека во секој чекор во секоја од тетртаките е запишан број трином од 
видот 0 0( ) ( )p x q x .  

Според тоа, ако бројот 5 се појави во некоја од тетратките, тогаш во неа е 
запишан и триномот 2( 5)( ) ( 1)( 2) ( 3)( 4)a x x x x x x x . За 5x  
добиваме 12 2 0 , од каде наоѓаме  

2( 1)( 2) ( 3)( 4) ( 5 39 70) ( 5)(5 14)x x x x x x x x . 

Според тоа, вториот број е 14
2 5x .  

 
8. Нека ( )f x  е полином со цели коефициенти, за кои важи  

(0) 23f , 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) 2014nf x f x f x f xnf (( n(((( , 
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за некои различни 1 2, , , nx x x, nx, n . Определи ја максималната вредност на n . 
Решение. Дефинираме ( ) ( ) 2014g x f x . Ако ( ) 2014if x , тогаш ix  е нула 

на ( )g x , па затоа 
1

( ) ( ) ( )
n

i
i

g x x x q x  за некој полином ( )q x  со цели коефи-

циенти, каде n е максималниот број на ix . Ставајќи 0x  во ( )g x  добиваме 

1
(0) 1991 11 181 ( ) (0)

n
i

i
g x q . 

Бидејќи 11 и 181 се прости броеви, следува дека 1991  може да се запише како 
производ на најмногу 4 различни множители, односно бидејќи  

1991 1 1 11 181 , добиваме дека 4n . Останува да дадеме пример кога 4n . 
Нека  

( ) ( 1)( 1)( 11)( 181)g x x x x x , ( ) 1q x . 
Тогаш полиномот  

( ) ( 1)( 1)( 11)( 181) 2014f x x x x x  
 ги задоволува условите на задачата.  
 

9. Нека 4k  е цел број. Ако ( )F x  е полином со целобројни коефициенти 
таков да 0 ( )F c k , за 0,1,2,..., 1c k  докажи дека  

(0) (1) (2) ... ( 1).F F F F k  
Решение. Доволно е да докажеме дека броевите 1,2,..., 1k  се нули на поли-

номот ( ) (0)F x F . Од теоремата на Безу следува дека ( 1) (0)F k F  се дели со 
1k  и како | ( 1) (0) |F k F k  заклучуваме дека ( 1) (0)F k F . Според тоа,  

( ) (0) ( 1) ( )F x F x x k G x , 
за некој полином ( )G x  со целобројни коефициенти. Затоа  

| ( ) (0) | ( 1 ) | ( ) |k F c F c k c G c , за 1,2,...,c k . 
Бидејќи за 1 c k , важи ( 1)( ) 0c k c  добиваме дека ( 1 )c k c k  и 

( ) 0G c . Според тоа, 2,3,..., 1k  се корени на полиномот ( )G x , и  
( ) (0) ( 2)( 3)...( 1)( 1) ( )F x F x x x x k x k H x  

за некој полином ( )H x  со целобројни коефициенти. За 1c  и c k  имаме  
| ( ) (0) | | ( ) | ( 2)!| ( ) |k F c F k G c k k H c . 

Бидејќи ( 2)! 1k  за 4k , мора да важи ( ) 0H c . Конечно,  
( ) (0) 0F c F , за 1,2,3,..., 1c k .  

 
10. Да се докаже дека, ако p  е прост број и a , тогаш ( ) pP x x a  е 

разложлив над  ако и само ако a  е p -ти степен на некој цел број.  

Решение. Ако pa b  за некоj b , тогаш  
1

1

0
( ) ( )

p
p p p i p i

i
P x x a x b x b x b . 

Значи, P  може да се разложи над .  
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Нека претпоставиме дека P  може да се претстави во облик ( ) ( ) ( )P x Q x R x , 
каде , [ ]Q R x][ . Нека NZD(2, ) 1p  е p -ти примитивен корен на единицата. 
Тогаш  

2
2 2cos sin

i
p

p pe i . 

Ако  е корен на Q , тогаш сите корени на Q  се некои од броевите 
2 1, , ,..., p  и нека тие се на пример 1 2, ,..., pjj j . При тоа 

0 deg degr Q p P . За слободниот член c  на полиномот Q , според 

Виетовите правила имаме 1 2 ...( 1) rj j jr rc , од каде што добиваме  
1 2 1 2

1 2

( ... ) ...

...

( 1) ( 1) ( ) ( )

( 1) 1 ( 1) .

r r

r

p j j j j j jp pr pr pr p r p

j j jpr r pr r

c

a a
 

Бидејќи p  е прост број и 1r , добиваме дека NZD( , ) 1p r . Затоа постојат 
,u v  такви што 1ur vp . Од последното равенство имаме 

1 ( ) ( ) (( 1) ) ( ) (( 1) )ur vp r u v p pr p u v p r u v p pa a a a a c a c a b . 
 

11. Да се докаже дека, ако n  и p  е прост број, тогаш ( )
np nP x x x p  

не е разложлив над .  
Решение. На почеток  ќе докажеме дека ако z  е комплексен корен на 

полиномот kx x k , 2k , тогаш 
1

1| | kz k . Ќе претпоставиме спротивно, т.е. 
дека z  е комплексен корен таков што 

 
1

1| | kz k .            (2) 
Тогаш  

1
11 1| | | | | | | | | | ( ) | | | |kk k kz k z k z z z k z k z , 

од каде добиваме 1| | k
kz . Од 

1
1| | kz k , добиваме  

1
1 1 1 1 11

1 1( ) | | ( ) (1 ) 3k k k k kk
k kk k z e , 

и бидејќи k , добиваме 2k . Полиномот го добива видот 2( ) 2P x x x , а 

негови корени се 1 7
1/2 2

ix , при што  
1

2 11 7
1/2 2| | | | 2 2ix , 

Добивме контрадикција со (1), значи, таков полином не постои, односно за 

корените на полином од облик (1) е сиполнето неравенството 
1

1| | kz k .  
Нека претпоставиме дека P QR , каде што , [ ]Q R x[ ][  се неконстантни по-

линоми. Јасно е дека нивните најтари коефициенти се еднакви на 1 . Нека  
0 1( ) ...Q x q q x  и 0 1( ) ...R x r r x . 

Ќе разгледаме два случаи: 
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а) 0
nq p  или 0

nr p . Без ограничување на општоста ќе претпоставиме дека 

0
nq p . За производот на корени на Q  според Виетовите правила и оценката за 

корените на P  добиваме  
deg1

1 1deg
0

1
(( ) )

n Q
n np p

q
n n Q

i
i

p q p p . 

Според тоа deg
1n

n Q
p

n , deg 1nQ p . Бидејќи R  е неконстантен полином, не-

равенството deg degnQ p P  не е можно.  

б) 0
nq p  и 0

nr p . Бидејќи 0 0
nq r p , имаме 0|p r  и 0|p q . Коефициентот 

пред x  во P , т.е. 0 1 0 1 1q r r q  е делив со p . Бидејќи 1p  тоа не е можно.  
Значи, такво разложување не е можно.  

 
12. Докажи дека ако p  е прост број, m , | | 2p m  и n , тогаш полино-

мот ( ) nP x x mx p  не може да се разложи над . 
Решение. Ќе докажеме дека ако z  е корен на P , тогаш | | 1z (без разлика 

дали е реален или комплексен корен). Нека z  е корен на P  таков што | | 1z . 
Тогаш  

1 1 1 1| | | || | | | | | | | | | | | 1 | | 2 | |n n n n np z mz z z m z m z m z m m m . 
што е во спротивност со претпоставката од задачата.  

Нека претпоставиме дека P  може да се разложи над , т.е. P  може да се 
претстави во облик P Q R , каде ( )Q Q x  и ( )R R x  се полиноми со цело-
бројни коефициенти. Јасно е дека најстарите коефициенти на Q  и R  се еднакви 
на 1 . Бидејќи (0) (0) (0)p P Q R  е прост број имаме | (0) | 1P  или | (0) | 1Q . 
Без ограничување на општоста ќе претпоставиме дека | (0) | 1Q . Корените 

1 2, ,..., kz z z  на полиномот Q  се нули и на полиномот P , па според тоа | | 1iz  за 
1,2,...,i k . Според виетовите правила  

1 2 1 21 | (0) | | ... | | || | ... | | 1k kQ z z z z z z . 
Заради добиената контрадикција разложувањето не е можно.  
 

13. Множеството M  е добиено од множеството  со бришење на конечен 
број реални броеви. Докажи, дека за секој природен број n  постои полином ( )f x  
таков што deg f n , коефициентите на f  припаѓаат на множеството M  и сите 
n  корени на f  припаѓаат на множеството M .  
Решение. Од условот на задачата следува дека множеството  

{| | , }T x x M, },,,  
е конечно и нека max

x T
x . За секој реален број max{| |,1}k  важи k T , па 

затоа k M . Ќе докажеме, дека полиномот ( ) ( )nf x k x k  ги има саканите 

својства. Од 1k  следува дека deg f n  и коефициентот пред mx  е еднаков на  
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( )n n m
mk k k . 

Оттука следува, дека сите коефициенти на ( )f x  не припаѓаат на T , па затоа тие 
припаѓаат на множеството M . Од друга страна корените на полиномот ( )f x  се 

k  со кратност n , па затоа и тие припаѓаат на множеството M .  
 

14. Разложи го полиномот  
5 5 4 4( , )P x y x y x y xy  

на производ од еден линеарен и два квадратни множители, а потоа испитај го 
знакот на полиномот имајќи ја предвид претпоставката | | | |x y . 

Решение. Имаме:  
4 4 4 4 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( , ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

  ( )( )( )( ) ( ) ( )( ).

P x y x x y y x y x y x y x y x y x y

x y x y x y x y x y x y x y
 

Бидејќи множителите 2( )x y  и 2 2x y  се позитивни за секој ,x y  (и x y ), тоа 
значи дека знакот на полиномот ( , )P x y  ќе зависи од знакот на линеарниот множител 
x y . Од условот | | | |x y  заклучуваме дека y  припаѓа на интервалот ( , )x x  па то-
гаш: 

- ако 0x , следува 0x y , т.е. ( , ) 0P x y  
- ако 0x , следува 0x y , т.е. ( , ) 0P x y . 
 
15. Разложи го на множители полиномот 5 5 5( ) ( ) ( )y z z x x y .  
Решение. Ќе ги примениме резултатите од симетричните полиноми од три 

реално независни променливи. Изразот за степената сума 5 5 5
5s a b c  

изразена преку елементарните симетрични полиноми 1 a b c , 

2 ab bc ca  и 3 abc  е  
5 3 2 2

5 1 1 2 1 2 1 3 2 35 5 5 5s . 
Ако воведеме смена a y z , b z x , c x y , тогаш дадениот израз 

5 5 5( ) ( ) ( )A y z z x x y  
 го добива обликот  

5 5 5 5 5 5( ) ( ) ( )A y z z x x y a b c , 
при што 0a b c y z z x x y . Значи 5A s , при што исполнет е 
условот 1 0 . Според тоа  

5 2 35 5 ( )A s abc ab bc ca . 
Ако се вратиме на старите променливи, добиваме  

5 5 5( ) ( ) ( ) ( )( )( )
[( )( ) ( )( ) ( )( )]

y z z x x y x y y z z x
x y y z y z z x z x x y

. 

Ако во средните загради од десната страна на последното равенство се 
ослободиме од мали загради, равенството го добива обликот:  

5 5 5 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )( )( )[ ]y z z x x y x y y z z x xy yz zx x y z .  (1) 
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Бидејќи  
2 2 2 2 2 21

2[( ) ( ) ( ) ]xy yz zx x y z x y y z z x , 

полиномот 2 2 2xy yz zx x y z  не можеме да го разложиме на множители. 
Според тоа разложувањето (1) е конечно.  

 
16. За секој природен број n  означуваме  

{ |1 , NZD( , ) 1}nA j j n j n . 
Определи ги сите n  за кои полиномот  

1( )
n

j
n

j A
P x x  

не може да се претстави како производ на два неконстантни полиноми со цело-
бројни коефициенти.  

Решение. Имаме  
2 4

1 3 4 6( ) ( ) 1, ( ) 1, ( ) 1, ( ) 1P x P x P x x P x x P x x . 
Според тоа, 1,2,3,4,6n  се меѓу бараните броеви. Ќе докажеме дека нема други 
броеви со саканото својство. За таа цел ќе докажеме дека за 3n  полиномот 

( )nP x  има делител од видот 1 , 1rx r  кој не се совпаѓа со него за 5n  и 7n .  
Ако 3n  е прост број, тогаш тврдењето следува од разложувањењто  

2 4 3( ) (1 )(1 ... )n
nP x x x x x . 

За 4n  имаме 2
4( ) 1P x x .  

Понатаму, ќе користиме индукција по n . Нека претпоставиме дека тврдењето 
важи за секој 3m  кој е помал од n . Ако 6n  е сложен број, тогаш n mp , 
каде p  е прост број и 3m . Можни се два случаја.  

Прв случај. p  е делител на m . Тогаш 
1

0
( )

p
n m

i
A A im , па затоа  

1

0
( ) ( )

p
im

n m
i

P x P x x . 

Останува да забележиме дека согласно индуктивната претпоставка ( )mP x  има 

делител од видот 1 , 1rx r .  

Втор случај. p  не е делител на m . Тогаш 
1

0
( ( )) \ ( )

p
n m m

i
A A im pA  и ако 

искористиме дека 1 1 1( )kp p p kx x x , добиваме  
1

1

0
( ) ( ) ( )

p
im p p

n m m
i

P x P x x x P x . 

Од индуктивната претпоставка следува дека ( )mP x  има делител од видот 

1 , 1rx r , па затоа 1 , 1prx r  е делител на ( )p
mP x . Ќе разгледаме два 

подслучаи.  
а) Ако 3p , тогаш p  е непарен и 1 rx  е делител на 1 prx , па затоа 1 rx  е 
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делител на ( )nP x .  
б) Ако 2p , тогаш можеме да сметаме дека m  е прост број (во спротивно ќе 

го замениме p  со прост делител на m  и ќе го добиеме првиот случај). Тогаш  
1 2 4 3( ) (1 )(1 ... )m m

nP x x x x x . 

Останува да забележиме дека ( ) 1 r
nP x x  само за 3,4,6n , со што задачата 

е решена.  
 
17. Нека  

1
1 1 0 1 1 0... 10 10 ... 10n n

n n n na a a a a a a a  
е декадниот запис на прост број, каде 1n  и 1na . Докажи дека полиномот  

1
1 1 0( ) ...n n

n nP x a x a x a x a  
е неразложлив, т.е. не може да се претстави како производ на два полиноми со 
позитивни степени и целобројни коефициенти.  

Решение. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  
Лема. Ако a  е комплексен корен на полином со реални коефициенти  

1
0 1 1( ) ...n n

n nf x a x a x a x a , 
тогаш | | 1a m , каде  

max{| | : 0 1}k

n

a
am k n . 

Доказ. Ако | | 1a m , тогаш последователно добиваме   
1 2 0 1 2 0

2 2

2 2

1
1

1 1 1
1 ( 1) ( 1)

1
1

0 | ( ) | | | |1 ... | | | (1 | | | | ... | |)

| | (1 | | | | ... | |) | | [1 ( ... )

| | [1 ( 1 )] 0,

n n n n
n nn nn n n n

n n

m

a a a a a an n
n na a a aa a a a a a a a

n nm m m
n na ma a m m

n
n

f a a a a a

a a a a m

a a m

 

што е противречност. Според тоа, | | 1a m . ■ 
Нека претпоставиме дека ( ) ( ) ( )P x f x g x , каде ( )f x  и ( )g x  се полиноми со 

позитивни степени и целобројни коефициенти. Нека корените на ( )f x  се 

1, ,..., kx x x . Тогаш 1, ,..., kx x x  се корени на ( )P x  и согласно со докажаната лема 

модулите им се помали од 9
21 9 . Според тоа, ако b  е коефицинтот пред нај-

високиот степен на ( )f x , тогаш  

1 1
| (10) | | | | (10 ) | | | (10 | |) 1

k k
i i

i i
f b x b x  

и аналогно | (10) | 1g . Според тоа, (10) (10) (10)P f g  не е прост број, што про-
тивречи на условот на задачата.  
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3.  ПОЛИНОМНИ РАВЕНКИ И ВИЕТОВИ ФОРМУЛИ  
 

1. Ако  и  се непарни броеви, да се докаже дека равенката  

 
нема рационални корени.    

Решение.Една квадратна равенка да има рационални корени, треба нејзината 
дискриминанта да биде квадрат на некој цел број, па ако претпоставиме дека 
дадената квадратна равенка има рационални корени, треба  за некој 

цел број . Бидејќи  и  се непарни броеви и бројот  е непарен(како 

разлика од непарен и парен број), следува дека и  е непарен број, па и  е 
непарен број. Значи, треба да провериме дали равенката  може 
да важи за ,  и  цел број. Притоа  

 

 
 

Бројот  е парен како производ на два последователни цели броеви, 
бројот  е непарен како разлика на еден парен и еден непарен 
број, па добиваме дека последната равенка не може да важи, односно дека даде-
ната квадратна равенка нема рационални корени.  
  

2. Нека ( )p x  е полином од трет степен со корени 1 2 3, ,r r r  и  
1 1
2 2( ) ( )

(0) 1000
p p

p  

Пресметај 
1 2 2 3 1 3

1 1 1
r r r r r r . 

Решение. Ако 3 2
3 2 1 0( )p x a x a x a x a , тогаш  

0(0)p a , 1 1 1 1
3 2 1 02 8 4 2( )p a a a a , 1 1 1 1

3 2 1 02 8 4 2( )p a a a a  

Според тоа 
1

2 04

0

2 2
1000

a a
a , т.е. 2

0
1996a

a .  

Од друга страна  
2

1 2 3 3 2
01 2 2 3 1 3 1 2 3 0
3

1 1 1 1996
a
a
a
a

r r r a
r r r r r r r r r a  

 
3. Дадени се полиномите 3( )f x x ax b  и 3 2 2 2( )g x x a x b , каде a  и 

b  се реални параметри. Определи ги сите вредности на a  и b  за кои точно еден 
од броевите 2, 1  и 1 е заеднички корен на ( )f x  и ( )g x .  

Решение. Од 2 2(1) 1 0g a b  следува дека заедничкиот корен не може да 
биде 1. Нека претпоставиме дека 2  е заеднички корен на ( )f x  и ( )g x . Тогаш 

p q
2 0x px q

2 24p q a

a p q 2 4p q
2a a

2 24 (2 1)p q k
2 1p m 2 1q n k

2 2(2 1) 4(2 1) (2 1)m n k
2 24 4 1 8 4 4 4 1m m n k k

( 1) (2 1) ( 1)m m n k k
( 1)k k

( 1) (2 1)m m n
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( 2) 8 2 0f a b  и 2 2( 2) 8 4 0g a b , од каде добиваме 2( 4)b a , 
2 24 4( 4) 8a a , т.е. 2 4 7 0a a . Последната равенка нема реални решенија, 

па затоа 2  не може да биде заеднички корен на ( )f x  и ( )g x .  
Ако 1  е заеднички корен, тогаш  

( 1) 1 0f a b  и 2 2( 1) 1 0g a b , 

па затоа 1b a  и 2 2( 1) 1a a , т.е. 22 2 0a a , од каде добиваме 0a  или 
1a  и соодветно 1b  или 0b .  

 
4. Нека a  и b  се реални броеви такви што сите нули на полиномот  

3 2( ) 8P x x ax bx  

се реални броеви. Докажи, дека важи 2 2 12a b .  
Решение. Нека 1 2 3, ,x x x  се нулите на полиномот ( )P x . Од Виетовите фор-

мули следува  
1 2 3

1 2 3 2 3 1

1 2 3 8

x x x a
x x x x x x b
x x x

 

Затоа важи  
2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 2 3 1( ) 2( ) 2x x x x x x x x x x x x a b . 

Од неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина следува  
2 2 2 2 2 2 2 33

1 2 3 1 2 32 3 3 64 12a b x x x x x x . 

5. Нека 2a  е реален број, 1x  и 2x  се корени на равенката 2 1 0x ax  и 

1 2 , 1,2,...n n
nS x x n .  

а) Докажи, дека 1

2 1
, 1,2,...n n

n n

S S
S S n .  

б) За кои вредности на a  неравенството  
1 2

2 3 1
... 1n

n

SS S
S S S n  

е исполнето за секој 1,2,...n .  

Решение. За 2a  корените 1x  и 2x  на равенката 2 1 0x ax  се позитивни 
и важи 1 2 1x x . Во случајов имаме 0, 1,2,...nS n .  

а) Имаме  
1

1

n n

n n

S S
S S    1 1 1 1 2

1 2 1 2 1 2( )( ) ( )n n n n n nx x x x x x   

  1 1 1 1
1 2 1 2 1 22n n n n n nx x x x x x  

   1 2
1 2 1 2( ) ( ) 0nx x x x  

кое очигледно е исполнето.  
б) Нека 2a  го има саканото својство. Тогаш од а) следува дека  

1 1 2

2 2 3 1
... 1n

n

SS S S
S S S Sn n , 
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т.е. 1

2

11S
S n . Последното неравенство важи за секој n , па затоа заклучуваме 

дека 1

2
1S

S . Од Виетовите формули имаме 1S a , 2
2 2S a . Според тоа, 

2 2
1a

a
, од каде добиваме 2

( 1)( 2)
2

0a a
a

 и како 2a  следува дека дека 2a . 

Обратно, ако 2a , тогаш 1 2 1x x  и 2nS , за секој 1,2,...n . Според тоа,  
1 2

2 3 1
... 1n

n

SS S
S S S n n . 

 
6. Докажи дека равенката 1 2

1 2 1... 0n n n
n nx a x a x a x a , каде што 

0ka  ,1 k n , нема две различни позитивни решенија. 

Решение. Равенката за 0x  е еквивалентна со равенката 1 2
21 ... n

n
aa a

x x x
. 

Ќе воведеме ознака 1 2
2( ) ... n

n
aa a

x x x
f x  за  (0, )x . Не е тешко да се види 

дека за 1 20 x x , 1 2( ) ( )f x f x . Според тоа не може да постојат две различни 

вредности за x  за кои  ( ) 1f x . Значи, равенката 1 2
21 ... n

n
aa a

x x x
 нема две 

различни позитивни решенија. Според тоа, и почетната равенка нема две 
позитивни различни решенија.  

 
7. Определи ги сите вредности на параметарот a  за кои равенката  

2 2( 9) 6 0a a x x a  
има две различни позитивни решенија.  

Решение. Од условот на задачата следува дека треба да се исполнети 
неравенствата  

2

2

3 2

6
1 2 9

1 2 9

9 9 0

0

0
a a
a

a a

D a a a

x x

x x

 

Првото неравенство е исполнето за секој ( 3,1) (3, )a , второто неравенство 

е исполнето за секој 1 37 1 37
2 2( , ) ( , )a , а третото за секој 

1 37 1 37
2 2( , ) (0, )a . Конечно бараните вредности за a  се наоѓаат во 

пресекот на овие три множества, т.е. тоа се сите броеви од интервалот 1 37
2( 3, ) . 

 
8. Определи ги сите вредности на реалниот параметар a  за кои што равенката  

2 2
2( 1) ( 3)2 1

1( 1) 2 1
0a x aa a

xx x x
 

има два реални корени 1x  и 2x  такви што 2 2
2 1 1x ax a a .  
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Решение. Дадената равенка ја запишуваме во видот  
2

2 2
2( (1 2 ) (1 ))

( 1) 2 1
0ax a x a

x x x
 

каде 1
21, ,1x . Корените на оваа равенка се корени на равенката  

2 (1 2 ) (1 ) 0ax a x a . 
Од друга страна 

2 2
2 1
2 2
2 2 1 2
2 21 2
2 2

2 2
2 2

1

( ) 1 0

1 0

2 0.

a
a

x ax a a

x ax a x x a a

x ax a a a

x ax a a

 

Решавајќи го системот  
2 2
2 2

2
2 2

2 0

(1 2 ) 1 0

x ax a a

ax a x a
 

добиваме  
2 3 2 2

2( 2 1) 3 1 ( 2 1)( 1)a a x a a a a a a . 

Коефициентот пред x  се анулира за 1 2a .  
Ако 1 2a , тогаш втората равенка на системот го прима видот  

2
2 2( 1 2) (3 2 2) (2 2) 0x x , 

чија дискриминанта е 33 24 2 0 , што значи дека за 1 2a  равенката 
нема рални решенија. За 1 2a  ја добиваме равенката  

2
2 2( 1 2) (3 2 2) (2 2) 0x x  

која има два реални корена кои се различни од 1
21,  и 1.  

Нека 1 2a . Тогаш 2 1x a  и заменувајќи во равенката добиваме  
2

2

( 1) (1 2 )( 1) (1 ) 0

( 1) 2 ( 1) 0
( 1)( 3) 0.

a a a a a

a a a a
a a a

 

За 0a  равенката има едно решение, за 1a  таа има два реални корени 0 и 1, 
едниот од кои не е во множеството допустливи вредности за почетната равенка. За 

3a  таа има два корени 1
1 3x  и 2 2x  кои се во множеството допустливи 

вредности и го задоволуваат условот 2 2
2 1 1x ax a a .  

Конечно, бараните вредности за a  се 3a  и 1 2a  
 

9. Ако е познато дека равенката 20 1920 ... 1 0x x  има само позитивни 
реални решенија, решете ја равенката. 



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 222 

Решение. Нека 1 2 20, ,...,x x x  се сите корени на равенката. Од Виетовите врски 
имаме дека 1 20... 20x x  и 1 2 20... 1x x x , од каде што следува дека аритметич-
ката средина на сите броеви е еднаква на геометриската. Затоа сите корени се 
еднакви и 1 2 20... 1x x x  е бараното решение. 

 
10. Комплексните броеви ,a b  и c  се решенија на равенката 3 2 2 0x x . 

Пресметај ја вредноста на изразот  
1 1 1
1 1 1

a b c
a b c . 

Решение. Бидејќи ,a b  и c  се решенија на равенката 3 2 2 0x x  од Вието-
вите формули следува  

0, 2, 2a b c ab bc ca abc . 
Според тоа,  

1 1 1 2 2 2
1 1 1 1 1 1

( 1)( 1) ( 1)( 1) ( 1)( 1)
( 1)( 1)( 1)

( ) 2( ) 3
( ) ( ) 1

2 0 3
2 ( 2) 0 1

1 1 1

3 2

3 2

3 2 1.

a b c
a b c a b c

b c a c a b
a b c

ab bc ca a b c
abc ab bc ca a b c

 

 
11. Определи ги комплексните броеви 1 2 3, ,z z z  кои се еднакви по модул и за 

кои важи  
1 2 3 1 2 3 1z z z z z z . 

Решение. Од условот на задачата имаме 1 2 3| | | | | | 0z z z a , па затоа од ра-

венството  1 2 3 1z z z  следува 3
1 2 3| | 1a z z z , односно 1a . Понатаму, од равен-

ството 1 2 3 1z z z  следува 1 2 3 1z z z  и ако последното равенство го по-
множиме со 1 2 3z z z  добиваме  

1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3 1 2 3
2 2 2

1 2 3 2 1 3 3 1 2

2 3 1 3 1 2

| | | | | | 1
1.

z z z z z z z z z z z z z z z

z z z z z z z z z
z z z z z z

 

Сега од Виетовите правила следува дека 1 2 3, ,z z z  се трите корени на равенката  
3 2 1 0z z z .     (1) 

Конечно, со решавање на равенката (1) добиваме дека 1 2 31, ,z z i z i .  
 
12. Графиците на фукциите 2y x a  и 2x y b  се сечат во четири точки 

кои имаат апсциси  1 2 3, ,x x x  и 4x . Докажи дека    

1 2 1 3 1 4( )( )( ) 1x x x x x x . 
Решение. Ако ( , )i ix y  е пресечна точка на графиците на разгледуваните функ-

ции, тогаш  
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2

2
i i

i i

y x a

x y b
 , 1,2,3,4i  

Според тоа 2 2( )i ix x a b , т.е. 4 2 22 0i i ix ax x a b . Значи 1 2 3, ,x x x  и 4x   
се решенија на равенката  

4 2 22 0x ax x a b . 
Според Виетовите правила, имаме  

1 2 3 4 0x x x x   и 1 2 3 2 3 4 3 4 1 4 1 2 1x x x x x x x x x x x x . 
Но, тогаш     

1 2 1 3 1 4 1 2 1 3 2 3
2
1 1 2 1 3 2 3 2 3
2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 3 2 1 2 3 1 3 1 3 1 2 3 2 3

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 3 1 3 2 3 2 3 1 2 3

1 2 1 2 2 3

( )( )( ) ( )( )( )

( )( )

( )

[( ) ( ) ( ) 2 ]
[ ( ) (

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x
x x x x x x x2 3 3 1 3 1 1 2 3

1 2 3 4 2 3 1 4 3 1 2 4 1 2 3

1 2 3 1 2 4 1 2 3 1 3 4 1 2 3 2 3 4 1 2 3

1 2 3 2 3 4 3 4 1 4 1 2

) ( ) 2 ]
[ ( ) ( ) ( ) 2 ]

2
1,

x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x x
x x x x x x x x x x x x

 

што требаше да се докаже.  
 
13. Даден е полином со реални коефициенти  

2013 2012
2012 1 0( ) ...p x x a x a x a . 

Нека сите корени на ( )p x  се  

1006 1005 1 1 1005 1006, ,..., ,0, ,..., ,b b b b b b , 
каде 1 1005 1006,..., ,b b b  се позитивни реални броеви чиј производ е еднаков на 1.  

Докажи дека 3 2011 1012036a a .  
Решение. Од условот на задачата следува дека  

2 2 2 2 2 2
1 2 1006( ) ( )( )...( )p x x x b x b x b  

од каде што добиваме  
2012 2011 2 2 2 2 2 2

2012 1 1 2 1006... ( )( )...( )x a x a x b x b x b . 

Полиномот на десната страна на горното равенство е полином од 2x , што значи 
дека 2 4 2012... 0a a a , т.е.  

2012 2010 2 2 2 2 2 2 2
2011 3 1 1 2 1006... ( )( )...( )x a x a x a x b x b x b . 

Од Виетовите формули следува 
1006 2

2011
1

i
i

b a  и  

1 1005
1 1005

2 2 1005
3 3

1 ... 1006
... ( 1)i i

i i
b b a a . 

Од последните две равенства, условот на задачата и неравенството на Коши-
Буњаковски-Шварц следува  
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21 1005
1 1005

2

10061006 1006 10062 2 2 2 2 1
3 2011

1 1 ... 1006 1 11

1006 10062 21

1 1

( )( ... ) ( )( )( )
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14. Определи го полиномот Q  со реални коефициенти, таков што секој негов 

корен (нула) е квадрат на корен (нула) на полиномот 3 2( ) 9 9 9P x x x x .  
 Решение. Нека , ,u v w  се нули (реални или комплексни) на полиномот ( )P x . 
Според теоремата на Виет, имаме  

9
9

9

u v w
uv vw wu
uvw

 

Сега полиномот можеме да го определиме на два начини.  
Прв начин. Тогаш  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) 2( ) 81 2 9 81 18 63

( ) 2 ( ) ( 9) 2( 9)( 9) 81

( ) ( 9) 81

u v w u v w uv vw wu

u v v w w u uv vw wu uvw u v w

u v w uvw

 

Сега бараниот полином е  
2 2 2 3 2( ) ( )( )( ) 63 81 81Q x x u x v x w x x x . 

Втор начин. За полиномот 2 2 2( ) ( )( )( )Q x x u x v x w  имаме  
2 2 2 2 2 2 2

3 2 3 2

3 2 3 2

3 2 2 2

( ) ( )( )( ) ( )( )( )( )( )( )
[( )( )( )][ ( )( )( )] ( )[ ( )]

( 9 9 9)[ ( 9 9 9)]

[( 9 ) (9 9 )][( 9 ) (9 9)]

( 9 ) 81( 1)

Q x x u x v x w x u x v x w x u x v x w
x u x v x w x u x v x w P x P x

x x x x x x

x x x x x x x

x x x 6 4 2

2 3 2 2 2

63 81 81

( ) 63( ) 81 81 .

x x x

x x x

 

Сега е јасно дека 3 2( ) 63 81 81Q x x x x .   
 

15. Определи ги сите полиноми f  од видот  
2 2 1 1 1

1 1 1 1( ) ... ... 1n n n n n
n n nf x x a x a x a x a x a x , 

за кои | | 2na  и кои имаат 2n  реални корени.  
Решение. Бидејќи полиномот е реципрочен, добиваме f gh  за некои 

полиноми  

1 2( ) ( )( )...( )ng x x x x x x x  и 
1 2

1 1 1( ) ( )( )...( )
nx x xh x x x x . 

Тогаш, од Виетовите правиле следува дека  
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1
1( ) ...n n

ng x x b x b  и 1 1 1( ) ...n

n n

bn n
b bg x x x . 

Според тоа, 
2 2 2
1 2 1...1| | | | 2n

n n

b b b
n n b ba b , па затоа 1 1... 0nb b  и 1nb .  

Нека 1nb . Од полиномите од облик 2( 1)nx  само 2( 1)x  и 2 2( 1)x  имаат 

2n  реални нули, бидејќи 1nx  ја менува монотоноста најмногу во една точка и 
ја сече апцисата најмногу двапати. Аналогно за 1nb  единствено решение е 

2( 1)x .  
 

16. Реалните броеви , ,a b c  и d  се такви што 5b d  и полиномот  
4 3 2( )P x x ax bx cx d  

има четири реални корени 1 2 3, ,x x x  и 4x . Определи ја најмалата можна вредност 
на производот  

2 2 2 2
1 2 3 4( 1)( 1)( 1)( 1)x x x x . 

Решение. Прв начин. Со помоиш на Виетовите формули неравенството 
5b d  го запишуваме во обликот  

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4 1 2 3 4 5x x x x x x x x x x x x x x x x . 
Според тоа,  

1 2 3 4 2 3 4 2 3 2 4 3 4( ) 1( 1) 4x x x x x x x x x x x x x  
од каде следува  

2 2
1 2 3 4 2 3 4 2 3 2 4 3 4[ ( )] [1( 1)] 16x x x x x x x x x x x x x . 

Сега од неравенството на Коши-Буњаковски-Шварц следува  
2 2 2
1 2 3 4 2 3 4 2 3 2 4 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4

16 ( 1)[( ) ( 1) ]

( 1)( 1)( 1)( 1).

x x x x x x x x x x x x x

x x x x
 

Знак за равенство важи ако и само ако е исполнето равенството  
1 2 3 4 2 3 4 2 3 2 4 3 4( ) 1x x x x x x x x x x x x x  

кое е еквивалентно со равенството  
1 2 3 4 1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4x x x x x x x x x x x x x x x x , 

што според Виетовите формули значи a c . Ако 1 2 3 4 1x x x x  имаме 
5b d  и минималната вредност на разгледуваниот израз е 16.  

Втор начин. Последователно добиваме  
2 2 2 2
1 2 3 4

2 2

( 1)( 1)( 1)( 1) ( ) ( )
[1 ( )][1 ( )]

( 1) ( )
16.

x x x x P i P i
b d i c a b d i c a

b d c a
 

Знак за равенство важи ако и само ако 5b d  и 0a c , што се постигнува 
кога 1 2 3 4 1x x x x .  

 
17. Сите нули на полиномот  
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1 2 3
3( ) 5 10 ...n n n n

nP x x x x a x a  

се цели броеви. Докажи дека 5n  и 5 5( ) ( 1) nP x x x .  
Решение. Нека 1 2, ,...., nx x x  се нули на полиномот P . Тогаш според 

Виетовите формули имаме  

1
5

n
i

i
x  и 

, 1
10

n
i j

i j
i j

x x . 

Од идентитетот  
2 2

1 1 , 1,
( ) 2

n n n
i i i j

i i i j i j
x x x x  

добиваме 2

1
5

n
i

i
x . Според тоа,  

2

1
( ) 0

n
i i

i
x x , 

Бидејќи ix Z  имаме 2 0i ix x , 1,2,3,....,i n  и од последното равенство, доби-
ваме  

2 0i ix x , 1,2,3,....,i n . 

Значи, 0ix  или 1ix . Од равенството 
1

5
n

i
i

x , добиваме дека 5n , и без 

ограничување на општоста можеме да сметаме дека  
1 2 3 4 5 1x x x x x  и 6 7 ... 0nx x x . 

Сега, јасно е дека  
5 5( ) ( 1) nP x x x . 

 
18. Дадени се полиномите 4 3 2( ) 2 4F x x x x Ax B  и 2( )f x x px q . 

Најди ги броевите A  и B  така што за секој x  да важи ( ) ( ( ))F x f f x , а 
потоа за најдените вредности на A  и B  реши ја неравенката ( ) 0F x .  

Решение. Имаме  
2 2 2

4 3 2 2 2 2

( ( )) ( ) ( )

2 ( 2 ) ( 2 )

f f x x px q p x px q q

x px p p q x p pq x q pq q
. 

Имајќи го предвид равенството ( ) ( ( ))F x f f x  ги изедначуваме коефициентите 
пред соодветните членови и го добиваме системот равенки 

2

2

2

2 2

2 4

2

p

p p q

p pq A

q pq q B
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од каде што: 1p , 2q , 5A , 4B . Тогаш 2( ) 2f x x x  и  
2 2 2( ) ( ) ( ) 2 ( ( ) 1)( ( ) 2) ( 1)( 4) ( ) ( )F x f x f x f x f x x x x x h x g x . 

Корените на равенките ( ) 0g x  и ( ) 0h x  се корени и на равенката ( ) 0F x  и 
тие се:  

1 17
1 2x , 1 5

2 2x , 

1 5
3 2x , 1 17

4 2x , 
па решението на неравенката 
(види цртеж) ( ) 0F x  е мно-
жеството 1 2 3 4( , ) ( , )M x x x x .  

 
19. Дали постои прост број 5p  за кој равенката  

3 22( 1) 2( 1) ( 3) 3 1 0p x p x p x p  
има рационален корен.  

Решение. Нека m
n  е рационален корен на  

3 2( ) 2( 1) 2( 1) ( 3) 3 1 0f x p x p x p x p , 
каде NZD( , ) 1, 0, 0m n m n  и m  е делител на 3 1p . Тогаш  

( ) ( ) ( )f x mx n g x , 
каде ( )g x  е полином со целобројни коефициенти. Бидејќи (1) 2f p  и ( 1) 2f , 
заклучуваме дека m n  е делител на 2 p  и m n  е делител на 2. Според тоа, 

1, 2, , 2m n p p  и 1, 2m n , при што m n  и m n  се со иста парност.  

Ако m n x  и m n y , тогаш 2 2,x y y xm n , за 1, 2, , 2x p p  и 
1, 2y . Од , 0m n  следува дека 1, 2x . Останува да ги разгледаме 

случаите , 1x p y  и 2 , 2x p y . Понатаму, од 0m  следува дека 

, 1x p y  или 2 , 2x p y . Можните вредности за m  се 1
2

pm  и 1m p , 

при што во сите случаи 1
2

p  е делител на 3 1p . Од 1 1
2 23 1 6 2 6 4p pp , 

добиваме дека 1
2

p  е делител на 2 (што не е можно за 5p ) или 1
2

p  е делител на 
4, што е можно само за 7p . Непосредно се пороверува дека за 7p  
соодветните вредности на m  и n  не даваат корени на равенката.  

Според тоа, не постои прост број 5p  за кој дадената равенка има рациона-
лен корен.  

 
20. Дадена е равенката 3 0x px q , 0q , која има три реални решенија. 
a) Докажи дека 0p . 
b) Ако и 0q , докажи дека за најмалиот по апсолутна вредност корен  на 

равенката, важи 3
3 2| | min( , )p q . 

1x 2x 3x 4x
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Решение. Ако 0p , тогаш функцијата 3( )f x x px q  е строго растечка, 
па дадената равенка не може да има три реални решенија. До овој заклучок може 
да се дојде и со помош на Виетовите формули, имено од 1 2 3 0x x x , 

1 2 2 3 3 1x x x x x x p , 1 2 3x x x q , каде 1 2 3, ,x x x  се корени на дадената равенка, 
се добива  

2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 3 10 ( ) 2( ) 2x x x x x x x x x x x x p , 

па 0p . Ако и 0q , имаме 1 2 3 0x x x q , и од 1 2 3 0x x x , следи дека 
меѓу броевите 1 2 3, ,x x x  два се позитивни и еден е негативен. Нека 1 0x r , 

2 0x s , r s . Тогаш, 3 ( )x r s , па  
2 2 2( ) ( ) 3p rs r r s s r s r rs s r , 

односно 3
pr . Но, исто така и  

3( ( )) ( ) 2q rs r s rs r s r , 

односно 3
2
qr . Следи дека 3

3 2min( , )p qr , од каде следи тврдењето на 

задачата.  
 

21. Реши ја  равенката .  
Решение. Равенката е определена за секој . Ако воведеме смена 

, таа го добива обликот  

 

. 
Очигледно е дека едно решение на равенката е . Ќе покажеме дека други 
решенија равенката нема. Од формулите за скратено множење имаме 

 

. 

Од последната равенка имаме  или . Според тоа, 
 е едно решение, од каде добиваме дека решение на почетната равенка е  

.    (1) 
Бидејќи  

, 

равенката  нема решение. Конечно, единствено решение е (1).  
 

22. Определи ги сите вредности на реалниот параметар a  за кои равенката  
2 2 2ax ax ax  

има единствено решение.  
Решение. Ако 2 0ax , тогаш равенката нема решебние, а ако 2 0ax , 

тогаш таа е еквивалентна на равенката  

3 3x a a x
x

3x a y
3 3 33 ( )a y a a a y

3 3y y a a
y a

3 3 0y a y a
2 2( )( 1) 0y a y ay y

0y a 2 2 1 0y ay y
y a

3x a a

2 2 22 2 2 23 3
2 4 4 2 41 2 1 ( ) 1 1a a a a ay ay y y y y

2 2 1 0y ay y
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2 2( ) 3 2 0a a x ax . 
За да има оваа равенка единствено решение можни се следниве случаи:  
1) Коефициентот пред 2x  е еднаков на 0 и соодветната линеарна равенка има 

корен за кој важи 2 0ax . За 0a  добиваме 2 0 , што не е можно. За 
1a  добиваме 2

3x  и како 2
32 2 0ax , заклучуваме дека 1a  е 

решение на задачата.  
2) Коефициентот пред 2x  не е нула, ( 0,1a ) и соодветната квадратна 

равенка има единствено решение кое го задоволува условот 2 0ax . 
Тогаш 2 2 29 8( ) 8D a a a a a , од каде добиваме 0a  или 8a . 

Но, 0a , па останува 8a , при што добиваме 1
6x  и 

1
62 8 2 0ax , што значи дека 8a  е решение на задачата.  

3) Коефициентот пред 2x  не е нула ( 0,1a ), а соодветната квадратна равенка 
има два корена 1x  и 2x  такви што 1 2 0ax  и 2 2 0ax . Последното 

значи дека бројот 2
a  се наоѓа меѓу корените на равенката, при што може 

да се совпадне со поголемиот корен. Ако 2
2a x , добиваме 

2 22 2( )( ) 3 ( ) 2 0a aa a a , од каде следува 0a , што е противречност. 

Значи, 2
a  не се совпаѓа со ниту еден од корените. Оттука следува дека е 

исполнето неравенството  
2 2 22 2( )(( )( ) 3 ( ) 2) 0a aa a a a a ,  

кое гарантира постоење на два корена. По упростување на последното 
неравенство добиваме 1a .  

Конечно, решение на задачата е 8a  и 1a .  
 

23. Равенката  има точно три реални (различни) корени. Кол-
ку корени има равенката .  

Решение. Јасно е дека  бидејќи во спротивен случај равенката би била 
линеарна равенка која има најмногу еден корен. Исто така, ниту еден од корените 
на дадената равенка не е нула. Навистина, ако претпоставиме дека  е 
решение на дадената равенка, тогаш  и равенката го добива обликот  

, 
.     (1) 

Бидејќи , равенката (1) нема повеќе од два реални различни корени. Ако 
, равенката има еден корен. Ако , равенката има два реални различни 

корени. Секој од овие случаи е спротивен на почетната претпоставка.  
Од претходната дискусија добивме дека  и .  
Нека  е корен на дадената равенка. Тогаш  

,  

5 4 0ax bx c
5 0cx bx a

0a

0x
0c

5 4 0ax bx
4( ) 0x ax b

0a
0b 0b

0a 0c
0t

5 4 0at bt c
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, 

.  

Значи,  е корен на равенката . Според тоа, бројот на корени 

на  не е помал од бројот на корени на равенката .  
Со потполно аналогна дискусија, се докажува дека бројот на корени на 

равенката  не е помал од бројот на корени на . 
Значи, и двете равенки имаат ист број на корени.   

 
24. Во множеството реални броеви, реши ја равенката:  

4 2 4 2| 6 | | 4 | | 2 |x x x x . 
Решение. Левата страна на равенката можеме да ја запишеме во облик  

4 2 4 2 2 2 2

2 2 2 2

| 6 | | 4 ( 2) | | ( 2)( 2) ( 2) |

( 2) | 2 1| ( 2) | 3 |

x x x x x x x

x x x x
  (*) 

а десната можеме да ја запишеме во облик   
4 2 2 2 2 2 2| 4 | | 2 | | ( 2)( 2) | | 2 | ( 2)(| 2 | 1)x x x x x x x  (**) 

Во (*) и (**) ја искористивме точноста на неравенството 2 2 0x , за секој x
Почетната равенка ја запишуваме во облик  

2 2 2 2( 2) | 3 | ( 2)(| 2 | 1)x x x x , 

и ако поделиме со 2 2x  истата го добива обликот  
  2 2| 3 | (| 2 | 1)x x .    (1) 

Сега ќе разгледаме три случаи.  
а) Ако | | 3x  равенката преминува во идентитетот 2 2 23 2 1 3x x x  

б) Ако 2 3x  равенката преминува во равенката 2 23 2 1x x  чие 
решение е 3x  кое не припаѓа во интервалот 2 3x .   

в) Ако | | 2x  равенката преминува во 2 23 2 1x x  што не е можно.  

Значи, решение на равенката е секој x , | | 3x .  
 
25. Реши ја равенката  

1996 19951996 .... 1 0x x  
(коефициентите пред 2 1994, ,...,x x x  не се познати), ако се знае дека нејзините 
корени се позитивни реални броеви.  

Решение. Нека 1 2 1996, ,...,x x x  се решенија на дадената равенка. Од Виетовите 
формули е: 

1 2 1996... 1996x x x ,   1 2 1996... 1x x x . 
Значи,  

1 2 1996... 1996 1 2 19961996 1 ...x x x x x x , 
т.е. аритметичката средина е еднаква на геометриската средина, па следува дека  

5 51 1( ( ) ) 0t tt a b c
51 1( ) 0t ta b c

1
t

5 0cx bx a
5 0cx bx a 5 4 0ax bx c

5 4 0ax bx c 5 0cx bx a
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1 2 1996... 1x x x . 
 

26. Најди ги корените на равенката 3 0x ax b , ако се знае дека има еден 
двоен корен. 

Решение. Ако 1 2 3, ,x x x  се корени на дадената равенка, тогаш според 
Виетовите формули имаме 1 2 3 0x x x , 1 2 1 3 2 3x x x x x x a  и 1 2 3x x x b . 

Од условот на задачата нека 1 2x x . Тогаш имаме 1 32 0x x , 2
1 1 32x x x a  и 

2
1 3x x b . Од првата равенка 3 12x x . Заменувајќи во втората и третата равенка 

добиваме 2
1 14x x a  и 3

12x b . Значи 2
1 3

ax , односно 3
1 2

bx . Одовде 

бидејќи 2
1 1 2

bx x , добиваме 1 3 2( )a bx , односно 3
1 2

b
ax . Ha кpajoт, бидејки 

3 12x x , имаме 3
3

b
ax .  

 
27. Koj услов треба да го исполнат коефициентите p , q  и r  на равенката 

3 2 0x px qx r , така што за нејзините корени да важи релацијата 1 2 3x x x ? 
Решение. Од Виетовата теорема имаме  

1 2 3x x x p , 1 2 1 3 2 3x x x x x x q  и  1 2 3x x x r . 
Од првата равенка 1 2 3( )x x x p , додска во втората и третата равенка ако го 
примениме условот на задачата ќе добиеме  

3 3 1 2( )x x x x q    (1) 
2
3x r      (2) 

Значи, од (1) и (2) ќе имаме  

3 3 3( ( ))x x x p q 2
3 3 3x x x p q  

3 3x r x p q 3 1x q rp 3 1
q r

px . 

Додека од (2) ќе имаме 3x r . Од споредбата на последните два резултата ја 
добиваме бараната врска меѓу коефициентите p , q  и r  на дадената равенка  

(1 )p r q r . 
 

28. Одреди ги коефициентите a  и b , така што равенката од четврт степен 
4 3 1 0ax bx , да има двоен корен 1x . 
Решение. Нека 1 2 3 4, , ,x x x x  се корени на дадената равенка, тогаш според 

Виетовата теорема имаме  

1 2 3 4
b
ax x x x ,  

1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4 0x x x x x x x x x x x x ,  

1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4 0x x x x x x x x x x x x  и  
1

1 2 3 4 ax x x x . 
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Од условот на задачата нека 3 4 1x x , тогаш во горните равенства имаме 

1 2 2 b
ax x , 1 2 1 22 2 1 0x x x x , 1 2 1 22 1 0x x x x  и 1

1 2 ax x . 

Од втората и третата равенка наоѓаме дека 1
1 2 3x x , додека 2

1 2 3x x . 
Заменувајќи ги овие резултати во четвртата, односно првата равенка, ќе добиеме 
дека 3a  и 4b .  

 
29. Реши ја равенката ( ) ( )f x g x , ако ( )g x  е инверзна функција на функци-

јата 3 2( ) 1,5f x x x .  
Решение. Бидејќи g  е инверзна функција на функцијата f , нивниот пресек е 

на правата y x  (т.е. на симетралата на првиот и третиот квадрант).  

Значи, треба да ја решиме равенката 3 23
2x x x , или  

2(2 3 2) 0x x x , 

од каде што наоѓаме: 1 0x , 2 2x , 1
3 2x .  

 
30. Дали постојат 2000 реални броеви (не задолжително различни), кои не се 

сите еднакви на 0, со следново својство: ако било кои од нив се корени на поли-
ном со степен 1000 и водечки коефициент еднаков на 1, тогаш неговите коефици-
енти (освен тој пред ) се некоја пермутација на останатите 1000 броеви?  

Решение. Нека претпоставиме дека такви броеви постојат. Ако точно  од 
тие броеви се еднакви на 0, тогаш за  полиномот  покажува дека 
сите 2000 броеви се еднакви на 0, што е противречност. Ако , тогаш 
полиномот со корени тие  нули и  од останатите броеви има слободен 
член еднаков на 0, т.е. има уште еден корен еднаков на 0, што е противречност. 
Според тоа, сите 2000 броеви се различни од 0.  

Ако 1000 од тие броеви се негативни, тогаш останатите 1000 броеви се коефи-
циенти на полином со степен 1000 со негативни корени, па затоа се позитивни. 
Според тоа, со сигурност имаме 1000 позитивни броеви. Ако останатите 1000 се 
корени, добиениот полином има само пзоитивни коефициенти и тогаш неговите 
корени се негативни. Значи, имаме 1000 позитивни и 1000 негативни броеви. 
Повторно имаме противречност, бидејќи од Виетовите формули следува дека 
знаците на коефициентите на полином со 1000 позитивни корени наизменично се 
менуваат.  

Конечно, од претходно изнесеното следува дека не постојат реални броеви кои 
го задоволуваат условот на задачата.  

 
31. Реши го системот равенки  

2

3

x y z a

xy yz xz a

xyz a

 

1000x
0k

1000k 1000x
1000k

k 1000 k
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Решение. Прв начин. Да го замениме збирот x y  од првата равенка во 

втората, ќе добиеме 2( )xy z a z a . Cera xy  од оваа равенка да го замениме во 

третата равенка. Добиваме 3 2 2 3 0z az a z a . Левата страна од ова равенство 
можеме да ја разложиме на множители ( )( )( ) 0z a z ai z ai . Од овде имаме 

1z a , 2z ai  и 3z ai . 
Ако го замениме 1z a  во првата и втората равенка ќе го добиемс системот 

0x y , 2xy a . Одовде x ia , y iaia . Притоа лесно може да се провери 
дека тројките броеви ( , , )x y z : ( , , )ia ia a , ( , , )ia ia a , го задоволуваат почетниот 
систем равенки. Аналогно наоѓаме уште два пара решенија, од 2z ai  и од 

3z ai . Тоа се: 
( , , )a ia ia , ( , , )ia a ia  и ( , , )ia a ia , ( , , )a ia ia . 

На тој начин шесте горедобиени решенија го задоволуваат системот.  
Втор начин. До овој резултат можеме да дојдеме и на поелегантен начин, ако 

воочиме дека дадениот систем равенки се сведува на решавање на кубната 
равенка: 

3 2 3 0t at a t a    (1) 
Навистина, ако , ,x y z  се решенија на равенката (1), тогаш од Виетовите формули 
добиваме дека за , ,x y z  важат релациите од почетниот систем.  

Бидејќи  
3 2 2 3 2 2( ) ( ) ( )( )( )t at a t a t t a a t a t a t ai t ai , 

трите корени на равенката (1) се: 1 2 3, ,t a t ia t ia . 
Ако ги индексираме на сите можни начини (ги има 3!), ќе ги добиеме сите 

решенија на разгледуваниот систем. На таков начин ние иовторно ги имаме шесте 
решенија, најдени и во погоре наведеното решение.  

Овде ќе докажеме дека тие шест решенија се сите можни решенија на дадениот 
систем равенки. Навистина, да земеме тројката 1 1 1( , , )x y z , да е некое решение на 
системот равенки и да ја разгледаме равенката од трет степен  

1 2 3( )( )( ) 0t x t x t x , 
чии корени се броевите 1x , 1y  и 1z . Ако се ослободиме од заградите во равенката 
и ако ги искористиме равенствата  

1 1 1x y z a , 2xy yz xz a  и 3xyz a  
ќе забележиме дека равенките (1) и  

1 2 3( )( )( ) 0t x t x t x  
се еквивалентни. Значи 1x , 1y  и 1z  ce јавуваат како корени и на равенката (1), 
што требаше и да се докаже.  
 

32. При кои вредности на параметарот a  системот  
3 3 21

2
3 2 2

( 1)

1

x ay a

x ax y xy
    (1) 
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има барем едно решение ( , )x y  што го задоволува условот 0x y ?  
Решение. Да претпоставиме дека системот (1) има решение ( , )x y  кое го задо-

волува условот 0x y ; значи, y x , па, заменувајќи во двете равенки, ги 
добиваме равенките 

3 21
2(1 ) ( 1)a x a      (2) 

3(2 ) 1a x .       (3) 

Од равенката (2)  добиваме 1a  или 1
2 ( 1)x a , при 1a . Ставајќи 1a  

во (3) добиваме 
3 9
3x , а ставајќи 1

2 ( 1)x a  при 1a  добиваме 
1 1
2 2( 1) aa , т.е. 0a  и 1a . Според тоа, при 0, 1a a  и 1a  системот 

(1) може да има решение од обликот ( , )x x .  
Да видиме, сега, дали за овие вредности на a  системот (1) има решение од тој 

облик.  

За 0a , од првата равенка на (1) добиваме 
3 4
2x , а за ова вредност на x , од 

втората равенка на (1) добиваме 
3 4
2y . Значи, во овој случај решение на 

системот е парот 
3 34 4
2 2( , ) .  

За 1a  го добиваме системот  
3 3

3 2 2

2

1

x y

x x y xy
 

чие едно решение е парот (1, 1) .  
За 1a  го добиваме системот  

3 3

3 2 2

0

1

x y

x x y xy
 

чие(едно) решение е 
3 39 9
3 3( , ) .  

Следствено, системот (1) има решение од обликот ( , )x x  само за 0; 1;1a .  
 
33. Определи ги сите вредности на реалниот параметар a  за кои системот 

равенки  

1 1
2 2 ( 2)

ax y ay x
y x a

ax ay a xy x
 

има единствено решение.  
Решение. За 1, 1x y  се ослободуваме од именителите во првата равенка 

и ако ја земеме предвид втората равенка добиваме y a . Сега заменуваме во 

втората равенка и добиваме 2 2 3( 2 1) 0ax a a x a . За 0a  системот има 
единствено решение (0,0) . Ако 0a , тогаш треба дискриминантата на послед-
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ната равенка да е 0 и соодветното решение да е во дефиниционата област или 
точно едно од двете решенија на квадратната равенка да не е во дефиниционата 
област и 1y a .  

Во првиот случај имаме 2 2 4( 2 1) 4 0a a a , т.е. 2 22 1 2a a a , од каде 

добиваме 1, 1a a  или 1
3a . Во првите два случаја добиваме соодветно 

1y  и 1x , што значи декасистемот нема решение. За 1
3a  имаме 

единствено решение 1 1
3 3( , ) ( , )x y .  

Во вториот случај, т.е ако 1x  или 1y , соодветно добиваме 1a  или 
1a  и системот нема решение.  

Конечно, решеника на задачата се 1
3a  и 0a .  

 
34. Во множеството реални броеви реши го системот равенки 

1
1 2 100 100

1
1 2 100 100

1 1 1 100 1

1 1 1 100 1

x x x

x x x

1111

111
 

Решение. Заради дефинираност на коренот, мора [ 1,1]ix , за 1, ,100i ,100 . 
Нека  

( 1 , 1 )i i ia x x( 1a ( 1( 1 , 1 1
100 100(100 1 ,100 1 )b (100 1b (100 1 , 

па системот се сведува на 100
1 ii a ba b . Бидејќи,  

2 21 1
100 100| | (100 1 ) (100 1 ) 100 2b | (100(100  

и  
2 2| | ( 1 ) ( 1 ) 2i i ia x x| (| (( , за 1, ,100i ,100 , 

добиваме дека 100 100
1 1| | | |i ii ia a100| |100||| , односно дека важи равенство во неравенст-

вото на триаголник за векторите 1 100, ,a aa 100a1a , па тие се истонасочени (имаат иста 

насока како со bb ). Ако важи ( 1 , 1 ) ( 1 , 1 )k x x y y , 0k , добиваме 

дека 2(1 ) 1k x y  и 2(1 ) 1k x y , односно 1k , па овие вектори се 

истонасочени ако и само ако се еднакви (на векторот 1
100 bb ). Значи, равенството 

важи ако и само ако 1 100a aa 100a1a , односно ако 1
1 100 100x x100x1100x1 , па ова е и 

единственото решение на системот.  
 

35. Во зависност од параметарот a  реши го системот равенки 
6 1

6 6
6 1

ax y z
x ay z
x y az
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Решение. Бидејќи, детерминантата на системот е 26( 1) ( 2)D a a , додека 
пак 6( 1)( 6)xD a a , 2( 1)(3 2)yD a a  и 6( 1)( 6)zD a a , тоа значи дека 
за 1a  и 2a  системот има единствено решение  

6 3 2 6
( 1)( 2) 3( 1)( 2) ( 1)( 2)( , , ) ( , , )a a a
a a a a a ax y z , 

за 2a , 0D , 0xD , па системот нема решение, а за 1a , со одземање на 
првите две равенки добиваме 0 5 , па ни во овој случај системот нема решение.  

 
36. Реши го системот равенки  

                        xy yz xza b c
x y y z x z

. 

Решение. Ќе разгледаме два случаја: 
1) 0abc . Тогаш и 0xyz , па системот го трансформираме во видот: 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

x y a

z y b

x z c

. 

Ако од збирот на било кои две од овие равенки ја одземеме третата, го добиваме 
системот 

2 1 1 1

2 1 1 1

2 1 1 1

x c a b

y b a c

z c b a

 

а оттука, при 0ab bc ca , 0cb ba ba , 0ac ba cb  го добиваме 
решението  

2 2 2( , , )abc abc abc
ab bc ca cb ba ba ac ba cb .    (1) 

2) 0abc . Во овој случај ќе разгледаме неколку можности.  
)i  Ако 0a b c , тогаш системот го добива видот  

0xy yz xz
x y y z x z . 

Лесно се гледа дека последниот систем нема решение.  
)ii  Ако 0a b , 0c , (другите две можности 0a c , 0b  и 0c b ,

0a  се разгледуваат аналогно), тогаш системот го добива обликот 

0, 0,xy yz xz
x y y z x z c . 

Оттука 0y , 0, 0x z , бидејќи 0c . Ставаме x p , {0, }p c  и добиваме 
pc

p cz . Конечно, во овој случај решението на системот е секоја подредена тројка  

  ( ,0, ), \{0, }pc
p cp p c\{0, }\{0,     (2) 

Аналогно се добиваат решенијата  
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  (0, , ), \{0, }pb
p bp p b\{0, }\{0,     (2’) 

  ( , ,0), \{0, }pa
p ap p a\{0, }\{0,          (2”) 

)iii  Ако 0, 0, 0a b c , тогаш од системот  

0, ,xy yz xz
x y y z x zb c  

заклучуваме дека 0c  или 0b , што противречи на претпоставката. Значи, во 
овој случај системот нема решение.  

Следствено, дадениот систем има едно решение, дадено со (1), ако 0abc , 
нема решение ако 0a b c , и има бесконечно многу решенија дадени со (2), 
(2’) и (2”), ако 0a b , 0c  или 0a c , 0b  или 0c b , 0a , соод-
ветно.  

 
37. Реши ја неравенката 2 x x .  
Решение. Неравенката има смисла за 0x , т.е. [0, )D . За да можеме 

неравенката да ја квадрираме, треба да ги знаеме знаците на двете страни. Но, 
десната страна на неравенката секогаш е ненегативна. Затоа неравенката ќе биде 
задоволена за оние вредности на x , за кои левата страна е негативна, т.е. за 
2 0x , 2x .  

Ако 2 0x , т.е. 2x , тогаш со квадрирање ја добиваме неравенката  
2(2 )x x , т.е. 2 5 4 0x x , 

чие решение е интервалот (1,4) . Според 
тоа, имајќи предвид дека 0x , 2x , 
следува дека решение на неравенката е 
интервалот (1, 2] .  

Следствено, решение на дадената 
неравенка е унијата на интервалите (1,2]  и 
(2, ) , т.е. интервалот (1, ) .  

Задачата можеме едноставно да ја ре-
шиме графички. Од цртежот јасно е дека 
решение на неравенката е интервалот (1, ) .  
 

 
 
4.  ФУНКЦИОНАЛНИ РАВЕНКИ ЗА ПОЛИНОМИ  

 
1. Определи ги сите полиноми ( )p x  за кои ( 1) ( 3) ( )xp x x p x .  
Решение. Прв начин. Од условот на задачата  

   ( 1) ( 3) ( )xp x x p x     (*) 
следува дека полиномот ( )p x  е делив со x , бидејќи ( 3) ( )x p x  е делив со x , а 

3x  не е делив со x (за секој x ). Значи,  
( ) ( )p x xq x  и ( 1) ( 1) ( 1)p x x q x , 

y x

2y x

4

1

O

P
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па тогаш:  
( 1) ( 1) ( 3) ( )x x q x x xq x , 

т.е.   
( 1) ( 1) ( 3) ( )x q x x q x .   (1) 

Аналогно, од (1) добиваме дека ( 1) | ( )x q x , па  
( ) ( 1) ( )q x x r x   и  ( 1) ( 1) ( 1)q x x r x . 

Тогаш (1) го добива видот  
( 2) ( 1) ( 3) ( )x r x x r x .   (2) 

Од (2), повторно следува ( 2) | ( )x r x , па  
( ) ( 2) ( )r x x s x   и  ( 1) ( 3) ( 1)r x x s x . 

Тогаш (2) го добива видот  
  ( 2)( 3) ( 1) ( 3)( 2) ( )x x s x x x s x ,  
т.е.   

( ) ( 1)s x s x .     (3) 
Равенството (3) е можно само за ( ) consts x c . Конечно, бараниот полином е: 

( ) ( ) [( 1) ( )] ( 1)( 2)p x xq x x x r x cx x x  
т.е.   

3 2( ) ( 3 2 )p x c x x x , c . 

Втор начин. Нека 1
1( ) ...n n

n np x a x a x aa , тогаш  
1

1( 1) ( 1) ( 1) ...n n
n np x a x a x aa . 

Од условот на задачата следува дека  
1 1

1 1[ ( 1) ( 1) ... ] ( 3)[ ... ]n n n n
n n n nx a x a x a x a x a x a1 ... ]1

1n n ......1
1] ( 3)[] ( 3)[ ...33 ...1] ( 3)[3)[  

или после средувањето 
1 1

1 1( ) .... ( 3 ) ... 3n n n n
n n n n n na x a na x a x a x a a x a) ... 3( 3 )1

n n n1 31 a) ... 331( 3 )( 3 )1 ( 3 ) ...1( 3 )( 3 )( 3 )31 . 

Ако ги изедначиме коефициентите пред nx , добиваме  
1 1 3n n n na na a a , 

од каде што добиваме 3n . Значи, бараниот полином е од трет степен, т.е.  
3 2

3 2 1( )p x a x a x a x aa .   (1) 
За полиномот (1) условот на задачата (*) го добива видот: 

4 3 2
3 2 3 3 2 1 0 1 2 3

4 3 2
3 2 3 1 2 1 0

( 3 ) (3 2 ) ( )

( 3 ) ( 3 ) ( 3 ) 3

a x a a x a a a x a a a a x

a x a a x a a x a a x a111113 )3 )3 )3 )111

 

Оттука го добиваме системот равенки  
3 2 1 1 2

0 1 2 3 0 1

0

3 2 3
3

0 3

a a a a a
a a a a a a

a
  

2 3

1 2 3

0

3
2

0

a a
a a a

a
 

Овој систем е неопределен, бидејќи има четири променливи, а три равенки (не-
противречни), па ако ставиме 3a m , ќе следува 2 3a m , 1 2a m , 0a 0a .  

Следствено, бараниот полином е  



Полиноми  

  239 

3 2( ) ( 3 2 )p x m x x x , m . 
 
2. Да се најде полином ( )P x  за кој важи  

( 1) ( 1990) ( )xP x x P x . 
Решение. Полиномот ( )( 1990)P x x  е делив со x , па мора ( )P x  да се дели со 

x , т.е.  постои полином 1( )P x  така што 1( ) ( )P x xP x . Заменувајќи го тоа во 
даденото равенство добиваме  

1 1( 1) ( 1) ( 1990) ( )x x P x x xP x  

1 1( 1) ( 1) ( 1990) ( )x P x x P x .  
Аналогно како пред малку, ќе постои полином 2( )P x  така што  

1 2( ) ( 1) ( )P x x P x  
и ако тоа се замени се добива  

2 2( 1)( 2) ( 1) ( 1990)( 1) ( )x x P x x x P x  

2 2( 2) ( 1) ( 1990) ( )x P x x P x .  
 Ако ова постапка се продолжи, се добиваат полиноми 

3 4 1990( ), ( ),..., ( )P x P x P x , и за овој полином ќе важи  

1990 1990( 1990) ( 1) ( 1990) ( )x P x x P x  

1990 1990( 1) ( )P x P x .  
Од овде следува дека полиномот 1990 1990( ) (0)P x P  прима вредност 0  за секој цел 
број, а тоа е можно само ако 1990 1990( ) (0)P x P  е нулти полином. Нека 

1990(0)P C , тогаш  

1 2 1990( ) ( ) ( 1) ( ) .... ( 1)( 2)...( 1989) ( )
( 1)( 2)...( 1989)

P x xP x x x P x x x x x P x
Cx x x x

 

  
3. Определи ги сите полиноми ( )P x  такви што важи  

100) ( )( ( 1) 1x P x xP x  
за секој реален број x. 

Решение. Воведуваме замена 1
100( ) ( )P x Q x  и добиваме  

100) ) )(( 1(x Q x xQ x .   (1) 
За 0x  и 100x  добиваме (0) 9 )( 9 0Q Q . Понатаму, за 1x  и 99x  
добиваме  

( )99 1 0 0Q Q  и ( )0 99 99 98( )Q Q , 
па затоа ( ) (1 )98 0Q Q . Слично, ако земеме 2x  и 98x  добиваме 

( ) (2 )97 0Q Q  итн. После 50 итерации имаме  
(0) 1 2 .( ) ( ) (. 9 ). 9 0Q Q Q Q , 

така што  
1) 2( ) ( ( () 99) ( )Q x x x xx R x . 

Со замена во (1) наоѓаме ( ( )) 1R R xx , па затоа ( )R x c . Значи,  



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 240 

1
100( ) 1) 2( ( () 99)P x cx x x x . 

 
4. Да се најдат сите полиноми со реални коефициенти така што  

( 8) (2 ) 8( 1) ( )x p x x p x , 
за секој x . 

Решение. Ако замениме 1x  во равенката добиваме 7 (2) 0p  па затоа 

(2) 0p . Ако во равенката ставиме 2x  добиваме 6 (4) 0p , т.е. (4) 0p . 

Ако замениме 4x  во функционалната равенка добиваме 4 (8) 0p , т.е. 

(8) 0p . Значи, бараниот полином може да се запише во облик  

( ) ( 2)( 4)( 8) ( )p x x x x q x  

Ако овој облик на ( )p x  го запишеме во почетната функционална равенка 

добиваме (2 ) ( )q x q x .  

Ако 0 0x  е корен на ( )q x  тогаш 0 0 0 02 ,4 ,8 ,16 ,...x x x x  се корени на 

полиномот q  а тоа е можно ако и само ( ) 0q x .  

Ако 0 0x  е корен на ( )q x , тогаш ( ) nq x ax , за некој a  и n . Ако 

употребиме (2 ) ( )q x q x  добиваме 2n n nax a x  за секој x , кое е можно за 

0a , односно ( ) 0q x  т.е. ( ) 0p x . Значи, ( )q x  нема реални корени, односно 

( )q x c , x . Според тоа сите решенија на функционалната равенка се  

( ) ( 2)( 4)( 8)p x c x x x . 
 
 5. Да се најдaт сите полиноми полином со реални коефициенти, така да за секој 
реален број x  да важи  

1000(1 2 ) (2 ) (1 2 ) ( )x P x x P x . 

Решение. Нека 1
0 1 1( ) ...n n

n nP x a x a x a x a . Од условот на задачата, за 

водечкиот коефициент имаме 1000
0 02 2 2n a a . Па степенот на полиномот е 

999n . Јасно е дека 1
2x  е нула на полиномот. Тогаш, за 2

1
2

x  имаме  

2 2 2
10001 1 1 1

22 2 2
(1 2 ) ( ) (1 2 ( )) ( )P P ,  

односно 2
998 1

2
(1 2 ) ( ) 0P , од каде следува дека 2

1
2

x  е нула на полиномот 

( )P x . Продолжувајќи понатаму, се добива дека 1
2kx , 1 999k  се нулите на 

полиномот ( )P x . Па, бараниот полином е  

2 999
1 1 1

0 2 2 2
( ) ( )( ) ... ( )P x a x x x , 

0a  е бараниот полином.  
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6. Нека , ,a b c  се три различни цели броеви. Најди полином ( )p x  со цело-
бројни коефициенти, таков што  ( )p a b , ( )p b c  и ( )p c a .  

Решение. Нека 1
0 1( ) ....n n

np x a x a x a . Тогаш од равенствата  

  1
0 1 1( ) ....n n

n np a a a a a a a a  

  1
0 1 1( ) ....n n

n np b a b a b a b a  
имаме дека  
 1 1

0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) .... ( ) ( )n n n n
np a p b a a b a a b a a b a b A .  

Аналогно важи  
( ) ( ) ( )p b p c b c B , 
( ) ( ) ( )p c p a c a C . 

Ако важат условите ( )p a b , ( )p b c , ( )p c a , ќе имаме  
( ) ( ) ( )p a p b a b A b c , 
( ) ( ) ( )p b p c b c B c a , 
( ) ( ) ( )p c p a c a C a b , 

или  
( )( )( ) ( )( )( )a b b c c a A B C b c c a a b , 

од каде што следува дека 1ABC , односно  
| | | | | | 1A B C , или | | | | | |a b b c c a , 

што противречи на претпоставката a b c a . Значи, не постои полином кој ги 
исполнува дадените услови.  
 

7. Дали постои квадратен трином 2( )p x ax bx c  каде што a , b , c  се цели 
броеви, 0a , така што за секој природен број n  кој во својот десетичен запис 
има само единици, бројот ( )p n  во својот десетичен запис има само единици? 

Решение. Нека 11...1
k

n , k . Тогаш 
1

9 2 100...01
k

n , 
2

(9 2) 11...1
k

n n . Според 

тоа, триномот 2( ) 9 2p x x x  го има бараното својство. 
 

8. Определи ги сите полиноми ( )P x  со целобројни коефициенти, за кои ( )P n  

е делител на 2557 213 2015n  за секој природен број n .  
Решение. Јасно, полиномите ( ) 1P x  и ( ) 1P x  се решенија на задачата. 

Ако 1, 1P P  и 0P , тогаш постои цел број 0n , таков што 0| ( ) | 1P n . 
Понатаму, ако q  е прост делител на 0( )P n , тогаш q  е делител на 

2557 213 2015n , од каде следува дека q  е непарен број и како 2557 е прост број 
добиваме дека 2557q .  

Од 0 0( ) ( ) 0(mod )P n q P n q  и фактот дека 0( )P n q  е делител на 
02557 213 2015n q  следува дека  

0 02557 213 2015 2557 213 2015(mod )n q n q , 
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т.е. 0 02557 2557 (mod )n q n q . Но, NZD( ,2557) 1q , па затоа 2557 1q  (mod )q . 
Сега од теоремата на Ферма добиваме  

1 2557 2557(mod )q q , 

т.е. q  е делител на 2 22556 2 3 71 . Според тоа, 3q  или 71q , па затоа q  е 

делител на 213 2014 . Но, тоа значи дека q  е делител на 02557n , од каде 
заклучуваме 2557q , што е противречност.  

Конечно, бараните полиноми се ( ) 1P x  и ( ) 1P x .  
 
9. Определи ги сите полиноми ( )P x  со реални коефициенти такви што за секој 

x  важи  
2 2( ) 2 ( ) ( ( )) 2P x P x P x . 

Решение. Дадената равенка е еквивалентна на равенката  
2 2( ) 1 ( ( )) 2 ( ) 1P x P x P x  , т.е. 2 2( ) 1 ( ( ) 1)P x P x . 

Воведуваме смена ( ) ( ) 1Q x P x  и ја добиваме равенката  
2 2( ) ( )Q x Q x .      (1) 

Ако ( )Q x  е константен полином, тогаш од (1) следува дека ( ) 0Q x  или ( ) 1Q x . 

Понатаму, ако deg 0Q n , тогаш ( ) ( )n
nQ x a x R x , каде ( )R x  е полином 

таков што deg R r n . Со замена во (1) добиваме  
2 2 2 2 2( ) 2 ( ) ( )n n n

n n na x R x a x a x R x R x . 

Од последното равенство следува дека 1na  и  
2 2( ) 2 ( ) ( )nR x x R x R x .   (2) 

Во (2) степенот на полиномот на левата страна е 2r , а на десната страна е n r . 
Но, 2r n r , па затоа равенството (2) е можно ако и само ако ( ) 0R x . Според 

тоа, ( ) nQ x x  и решенија на почетната равенка се полиномите ( ) 1, ( ) 2P x P x  

и ( ) 1nP x x , n .  
 

10. Определи ги сите полиноми со реални коефициенти такви, што за секој 

реален број x  важи 2 2( 1) ( ) 1P x P x .   

Решение. Од 2 2 2( ) ( ) ( 1) 1P x P x P x  следува дека полиномот ( )P x  е 

идентино еднаков на ( )P x  или ( )P x .  

Ако ( ) ( )P x P x  за секој x , со замена на 0x  добиваме (0) 0P . 

Дефинираме низа 2
0 10, 1n nx x x . Со индукција лесно се покажува дека 
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( )n nP x x  за секој n . Но, низата { }nx  строго расте, па затоа ( )P x x  за 

бесконечно многу броеви x , од каде следува дека ( )P x x , што очигледно е 
решение на задачата.  

Нека претпоставиме дека ( ) ( )P x P x . Нека 2
0 1 2( ) ... n

nP x a a x a x a x . 
Тогаш полиномот  

3
1 30 ( ) ( ) 2( ...)P x P x a x a x , 

па затоа 1 3 5 ... 0a a a , т.е. ( )P x  е полином по 2x . Според тоа, постои 

полином Q  таков што 2( ) ( 1)P x Q x . Тогаш  
2 2 2 2 2 2(( 1) 1) ( 1) ( ) 1 ( 1) 1Q x P x P x Q x . 

Воведуваме смена 2 1x y  и добиваме 2 2( 1) ( ) 1Q y Q y , т.е. полиномот Q  
ја задоволува истата равенка како и полиномот P , но има помал степен. 
Продолжувајќи ја постапката заклучуваме, дека во овој случај сите решенија се 

полиномите ( ), ( ( )), ( ( ( ))),...T x T T x T T T x , каде 2( ) 1T x x .  
 
11. Определи ги ги сите полиноми ( )p x  такви што за секои ,x y  важи  

2 2( ( )) ( ( )) ( ) ( )p x p y p x y p x y . 

Решение. За 2
tx y  се добива (0) ( ) 0p p t , од каде мора (0) 0p . Изби-

рајќи во почетното равенство y x T  се добива  
2 2( ) ( ) (2 ) ( )p x p x T p x T p T . 

Значи, ако T  е корен на полиномот p , тогаш 2 2( ) ( )p x p x T , односно 2p  е 
периодична функција со период T . Но неконстантан полином не може да има 
ненулти период, па затоа или p  е константен полином (тогаш заради (0) 0p  

добиваме 0p ) или единствени корени на p  се нули. Во тој случај ( ) np x ax . 

Тогаш имаме 2 2 ( ) ( )n n n nx y x y x y . Специјално за 2, 1x y  се добива 

4 1 3n n . Оттука 1n . Значи, решенија на функционалната равенка можат да 
бидат само полиномите од облик ( )p x ax . Се проверува дека полиномите од тој 
облик се решенија на функционалната равенка.  
 

12. Определи ги сите полиноми со реални коефициенти такви што  
( ) ( ) ( ) 2 ( )P a b P b c P c a P a b c   (1) 

за секои реални броеви , ,a b c  такви што 0ab bc ca .  

Решение. Нека 2
0 1 2( ) ... n

nP x a a x a x a x . За секој x  подредената 

тројка ( , , ) (6 3 ,2 )a b c x x x  го задоволува условот 0ab bc ca . Со замена во 
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(1) добиваме  
(3 ) (5 ) ( 8 ) 2 (7 )P x P x P x P x , за секој x . 

Оттука со споредување на коефициентите следува дека  

( ) 3 5 ( 8) 2 7 0i i i iK i  за секој 0ia . 

Понатаму, (2) (4) 0K K  и ( ) 0K i  за непарен i , а ( ) 0K i  за парен {2,4}i .  

Затоа 0ia , за 2,4i . Според тоа, 2 4
2 4( )P x a x a x , за некои реални броеви 

2a  и 4a .  

Лесно се проверува дека полиномите од видот 2 4( ) , ,P x ax bx a b  го за-
доволуваат условот на задачата.  

 

13. Определи ги сите полиноми 1
1 1 0( ) n n

n nP x a x a x a x a1a x11a xa x111 , 2n , со 

реални и ненулти коефициенти така што 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )nP x P x P x P x1(1n (((1  е констан-
тен полином, каде  

1 1 0( )P x a x a , 2
2 2 1 0( )P x a x a x a , , 1

1 1 1 0( ) n
n nP x a x a x a1a x11a xa x11 . 

Решение. Бидејќи полиномот 1 2 1( ) ( ) ( ) ( )nP x P x P x P x1(1n (((1  е константен и 

0ka , 1, 1k n , имаме дека  

1 2 1 1 2 1
( 1)

2

deg deg( ) deg deg deg

1 2 ( 1)

n n
n n

P P P P P P P

n

1 1 2 1) d d dn n1 1 21 1 21 1 21 2 P) d d deg1 1 21 2) deg deg) d d) d d1 1 21 1 2

( 1)( 1)(
 

Добиваме дека ( 1)
2

n nn , па затоа {0,3}n . Бидејќи 2n , заклучуваме 3n

Според тоа 3 2
3 2 1 0( )P x a x a x a x a , и 1 2( ) ( ) ( )P x P x P x k , k  ако и само 

ако: 

3 1 2
2

2 1 0 2

1 0 1
2

0 0

2

a a a

a a a a
a a a

a a k

     (1) 

Од (1) имаме 1 0(1 2 ) 0a a , бидејќи 1 0a  следува 1
0 2a  и 1

4k . Нека

1 \{0}a a \{0} . Тогаш 2
2 2a a  и 3

3 2a a . Според тоа,  бараните полиноми се од 

облик 3 3 2 2 1
2( ) 2 2P x a x a x ax , каде \{0}a \{0}.    

 
14. Определи го полиномот P  со најмал можен степен таков што  
а) коефициентите на P  се цели броеви 
б) сите нули на P  се цели броеви 
в) (0) 1P  



Полиноми  

  245 

г) (3) 128P .  

Решение. Нека P  е полином со степен n  и нека 1 2, ,..., mb b b  се неговите нули. 
Тогаш  

1 21 2( ) ( ) ( ) ...( ) mrr r
mP x a x b x b x b , 

каде 1 2, ,..., 1mr r r  се природни бреови и a  е цел број. Од условот (0) 1P  

добиваме дека 1 21 2( 1) ... 1mrr rn
ma b b b . Последното равенство е можно ако и 

само ако  | | 1a  и | | 1jb  за 1,2,...,j m . Според тоа,  

( ) ( 1) ( 1)p n pP x a x x , 

за  некој природен број 0p  и n  природен број. Но, од условот (3) 128P доби-
ваме  

2 2 72 2 2p n pa . 
Тогаш 2 7n p . Најмала вредност за n  за кој имаме решение на последната 
равенка е 4n , а во тој случај 1p  и 1a . Полиномот  

3( ) ( 1)( 1)P x x x  
ги исполнува условите од задачата.  
 

15. Одреди ги сите полиноми  
1

1 1 0( ) ...n n
n np x a x a x a x a  

за кои 1 1 0{ , ,..., , } { 1,1}n na a a a , такви што сите решенија на равенката ( ) 0p x  
се реални. 

Решение. Ако ги знаеме сите такви нормирани полиноми ( 1na ), останатите 
ќе ги добиеме со множење со 1 , затоа ќе се ограничиме на одредување на 
нормираните полиноми кои ги задоволуваат условите на задачата. 

Нека 1na  и нека 1 2, ,..., nx x x  се сите корени на таквиот полином p . Од 
Виетовите формули следува 

1 2 1 1 2 1 2 1 2 0... , ... , ... ( 1)n
n n n n n nx x x a x x x x a x x x a  

па важи 
2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1... ( ... ) 2( ... ) 1 2n n n nx x x x x x x x x x . 

Но, корените се реални, па затоа последното е можно единствено ако  
2 2 2
1 2 ... 1 2 3nx x x . 

Неравенството меѓу аритметичката и геометриската средина на ненегативните 

броеви 2 2 2
1 2, ,..., nx x x  (кое очигледно важи и кога некој од тие броеви е еднакон на 

0) ни дава: 
2 2 2
1 2 ... 2 2 23

1 2 ... 1nx x x n
nn n x x x  
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од каде што следува дека 3n .  
Случајот 3n  (поради еднаквоста која тогаш настапува) е можен само ако 

2 2 2
1 2 3 1x x x , односно 1 2 3| | | | | | 1x x x . Затоа (во случајот 3n ), имајќи во 

предвид   1 2 1 1... , ( 1)n n nx x x a a , ги имаме можностите  
2 3 2( 1) ( 1) 1x x x x x  и 2 3 2( 1)( 1) 1x x x x x . 

За случајот 1n , односно 2n , со непосредна проверка на корените се 

утврдува дека 2 21, 1, 1, 1x x x x x x  се преостанатите такви нормирани 
полиноми.     
 

16. Определи ги сите полиноми ( )p x  со водечки коефициент 1, такви што  

1) ( )p x  не е константен полином и сите нули му се реални и различни,  

2) ако a  и b  се нули на ( )p x , тогаш и a b ab  е нула на ( )p x .  

Решение. Ако a  е нула на ( )p x , тогаш од 2) следува дека бројот 2 2a a  исто 

така е нула на ( )p x .  

i) Ако 0a , тогаш 2 2 2 20 2 ( 2 ) 2( 2 ) ...a a a a a a a , што значи 

дека ( )p x  има бесконечна монотона растечка низа од нули.  

ii) Ако 1 0a , тогаш 20 2 1a a a . Бидејќи 2( ) 2f x x x  строго 

расте во интервалот ( 1,0) , повторно добиваме бесконечна низа нули на 

( )p x , која сега е монотоно опаѓачка и кои се во интервалот ( 1,0) .  

iii) Ако 2 1a , тогаш 1 ( ) 0f a , па од ii) следува дека полиномот 

( )p x  има бесконечно многу нули.  

iv) Ако 2a , тогаш ( ) 0f a , па од i) следува дека ( )p x  има бесконечно 
многу нули.  

Од претходните разгледувања следува, дека ако { 2, 1,0}a , тогаш поли-

номот ( )p x  има бесконечно многу нули, што не е можно. Со непосредна 

проверка се добива дека за { 2, 1,0}a  можно полиноми се  

, 1, ( 1), ( 2), ( 1)( 2)x x x x x x x x x . 
 

17. Нека ( )P x  е полином со целобројни коефициенти таков што ( )P n n , за 
секој природен број n . Нека за секој природен број m  постои член во низата 

(1), ( (1)), ( ( (1))),...P P P P P P . 

кој е делив со m . Докажи дека ( ) 1P x x . 

Решение. Да означиме со 1 1x  и 1( )k kx P x , за 1k . Фиксираме приро-

ден број n и нека –1nN x . Тогаш имаме  
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1 1 2 1( ( ) ( )(mod ) (mo od m) d )n n nx x N NP P x x xNx  . 
Користејќи индукција добиваме  

1(mod )k n kx Nx , за секој 2k .                          (1) 

Според условот на задачата , постои природен број m  таков што 0(mod )mx N . 

Од (1) следува дека постои j  таков што 1 –  1j n  и (m )0 odjx N . Всушност, 

не е тешко да се воочи дека (mod 1)j m n . Бидејќи ( )P n n  за секој природен 

број, имаме 1 2 1,  ... n nx x x x . Значи, 1 –1n nx x  и –1j nx x . Бидејќи 

–1nN x  и N  е делител на сите jx , заклучуваме дека jx N . Ако –1j n , 

тогаш 1j nx x  и затоа 1–1 –1n j n nx N x x x , што не можно. Тогаш 

–1j n  иi 1–1n nx x  и 1 1( ) 1n n nP x x x . Но, ова важи за секој рприоден 

број n  и затоа ( ) 1P x x .  
 

18. Определи ги сите полиноми p со реални коефициенти за кои важи 0(0)p  
и 

( ( )) )4 (f f nn f n   

За секој природен број n, каде [ ( )) ](f n p n . 

 Решение. Нека 1
1 1 0( ) m m

m mp a x a x ax x a . Тогаш  

( ) ( ) ,0 1n nf n p n k t k , 

( ) ,0 1,
( ( )) 4
( ( )

( )
)

0
n nf f p t l l

f n n n
n

f f
 . 

Следува дека  
1 1

1 1 0 1-- 1 04 ...( ) ( ) 0m m m m
m m n m m na t a t a t a l a n a n a n a k n   

( ), 1n nq n k l  за секој природен број n, па мора степенот на n во q  да биде 0, во 
спротивно полиномот не може да биде ограничен со 1. 

Затоа мора степенот на n во p мора де биде најмногу 1 (ако е барем 2 степенот 
на n во q ќе биде поголем од 1). Ако 0m , тогаш  

( ) , ( ) [ ],  [ ] 4[ ] 0p x a f x a a a n  

 за секое n што не е можно. За 1m , ( )p x ax , бидејќи 0(0)p . Сега  

(( ( )) 4 ) 4) ( )) 0n n nf f n f n n a an k l an k n , 

следува дека 2 4 1 0a a , 1 2 3a  или 2 2 3a . За 1a   имаме  

1 1 1 1 1 1
2

1 1 1 1

[ ) )] ( ) [ ( ) ( )( ( )) 4 ( ) 4 4 ]

4 1[) ( ) ] [ 0() ) ]4 4
n n n n

n n

f f n f n n a a n k a n k n a a n k a n k n

a a n a k a k
  

 
За 2a  и 3n , имаме  
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) ) 0, ( ( )) 0, ( ( )) 4 ( ) 3 0f n f f n f f n f n n n  

Единствено решение е: ( ) (2 3)p x x .  
 

19. Определи ги сите полиноми ( )f x  со целобројни коефициенти кои го имаат 
следново својство: постои константа 0c , таква што за секој цел број n c  
бројот ( )f n  е различен од нула и е делител на !n .  

Решение. Јасно, целите ненулти константи се решенија на задачата.  
Нека полиномот ( )f x  е од облик  

1 21 2( ) ( ) ( ) ...( ) ( )kkf x x a x a x a g x , 

каде 1 20 ... ka a a  се ненегативни цели броеви, i  се природни броеви, а 

полиномот ( )g x  нема ненегативни целобројни корени. Нека претпоставиме дека 

( )g x  не е константен полином. Бидејќи простите делители на вредностите на 

( )g x  во множеството цели броеви се бесконечно многу (лема на Шур), можеме да 

избереме доволно голем прост број p  за кој постои N  таков што | ( )p g N  и нека 
r  е остатокот на N  при делењето со p . Можеме да сметаме дека 

, 1,2,...,ir a i k  и r c .  

Јасно, p  е делител на ( )g r , од каде следува дека p  и на ( )f r , и како ( )f r  е 
делител на !r  , добиваме дека p  е делител на !r , што  противречи на 0 r p . 

Според тоа, ( )g x  е константен полином, т.е.  

1 21 2( ) ( ) ( ) ...( ) kkf x K x a x a x a , 

каде K  е константа. Нека претпоставиме дека 2i  за некој i . Тогаш ако 

ставиме ix p a  за некој доволно голем прост број p , добиваме дека 2p  е 

делител на ( )!ip a , што за ia p  не е можно. Според тоа,  

1 2( ) ( )( )...( )kf x K x a x a x a .    (1) 
Лесно се проверува дека полиномите (1) ги задоволуваат условите на задачата.  
 

20. Определи ги сите полиноми f  од видот  
2 2 1 1 1

1 1 1 1( ) ... ... 1n n n n n
n n nf x x a x a x a x a x a x , 

за кои | | 2na  и кои имаат 2n  реални корени.  
Решение. Бидејќи полиномот е реципрочен, добиваме f gh  за некои поли-

номи  

1 2( ) ( )( )...( )ng x x x x x x x  и 
1 2

1 1 1( ) ( )( )...( )
nx x xh x x x x . 

Тогаш, од Виетовите правиле следува дека  
1

1( ) ...n n
ng x x b x b  и 1 1 1( ) ...n

n n

bn n
b bg x x x . 
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Според тоа, 
2 2 2
1 2 1...1| | | | 2n

n n

b b b
n n b ba b , па затоа 1 1... 0nb b  и 1nb .  

Нека 1nb . Од полиномите од облик 2( 1)nx  само 2( 1)x  и 2 2( 1)x  имаат 

2n  реални нули, бидејќи 1nx  ја менува монотоноста најмногу во една точка и ја 
сече апцисата најмногу двапати. Аналогно за 1nb  единствено решение е 

2( 1)x .  
 

21. Нека n . Определи ги сите полиноми ( )f x  со комплексни коефициенти 
такви што  

2 3( 1) | ( 1)f x x f x . 
Решение. Нека  е нулата со најголем модул на полиномот ( )f x  и нека 1  и 

2  се решенија на равенката 2 1x x . Тогаш  
3 21 ( 1)( 1) ( 1)i i i i i ,    (1) 

за {1,2}i , а од Виетовите правила следува  

1 2 1.     (2) 

Ако 2 3( 1) | ( 1)f x x f x , тогаш постои полином ( )g x  со комплексни кое-

фициенти таков што 3 2( 1) ( ) ( 1)f x g x f x x , за секој x , па со замена 
, {1,2}i i , од (1) следува 0 ( ) ( ) (( 1) )i ig f f , за {1,2}i , па затоа 

1( 1)  и 2( 1)  се нли на полиномот ( )f x . Тогаш од изборот на  следува 
дека 1| ( 1) | | |  и 2| ( 1) | | | , па од (2) следува  

1 2 1 2 1 23 | | | ( 2) | | ( 1) ( 1) | | ( 1) | | ( 1) | 2 | | , 
што е можно само за 0 .  

Од друга страна, јасно е дека полиномот , \{0}ncx c \{0} е полином од n ти 
степен кој ги задоволува условите на задачата.  

 
22. Определи ги сите полиноми ( , )P x y  со реални коефициенти такви, што  

2 2 2( , 1) ( , 1) ( , 1) 0P ab c P bc a P ca b , за секои , ,a b c . 

Решение. Треба да ги определиме сите полиноми ( , ) ( , 1)Q x y P x y , за кои 
важи  

2 2 2( , ) ( , ) ( , ) 0Q ab c Q bc a Q ca b .   (1) 
Да претпоставиме, дека постои таков ненулти полином Q . Можеме да сметаме дека 

неговиот степен е минимален. За 0a b c  од (1) следува дека (0,0) 0Q . Сега 

за 0a b , повторно од (1) следува дека 2(0, ) 0Q c , за секој c , па затоа 

(0, ) 0Q y , за секој y . Сега, за 0a , повторно од (1) и од претходните 
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разгледувања следува ( ,0) 0Q bc , т.е. ( ,0) 0Q x , за секој x . Според тоа, 

( , ) ( , )Q x y xyR x y , каде R  е полином. Сега за R  добиваме  
2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) 0abc R ab c bca R bc a cab R ca b , 

т.е.  
2 2 2( , ) ( , ) ( , ) 0cR ab c aR bc a bR ca b .    (2) 

За 0a b  добиваме 2(0, ) 0R c , за секој c , па затоа (0, ) 0R y , за секој y . 

Според тоа, 1( , ) ( , )R x y xQ x y , каде 1Q  е полином. Од (2) следува дека  
2 2 2

1 1 1( , ) ( , ) ( , ) 0abcQ ab c abcQ bc a abcQ ca b , 
т.е.  

2 2 2
1 1 1( , ) ( , ) ( , ) 0Q ab c Q bc a Q ca b . 

Добивме, дека полиномот 1Q  е од понизок степен и за него важи истото равенство 
како и за полиномот Q , што противречи на изборот на Q . Од добиената 

противречност следува дека ( , ) 0Q x y , т.е. ( , ) 0P x y .  
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IX  КОМБИНАТОРИКА 
 

1.  БИНОМНИ КОЕФИЦИЕНТИ, БИНОМНА ФОРМУЛА  
 
 1. Да се покаже дека производот  

2 2 2 2
1 2 3(4 )(4 )(4 )...(4 )n         (1)  

е цел број.  
 Решение. k тиот множител во (1) , за произволно 1 k n  можеме да го за-
пишеме во облик  

2(2 1) 2 (2 1)4 224 k k kk
k k k k k  

па според тоа вкупниот производ ќе биде  
2 (2 1) (2 )! 22

! !
1 1
(4 ) ( )

n n k k n n
nk k k n n

k k
 

кое е цел број.  
 

2. Најди ги сите природни броеви n  и k  за кои ( ) 3003n
k .  

Решение. Равенството  
( ) ( )nn
k n k  

е точно за секои броеви n  и k , доволно е да ги разгледаме паровите n  и k  за кои 
2n k . Од тоа што 1( ) ( )n n

k k  и 1
1( ) ( )n n

k k , за секои n  и k , и од тоа што 
14
7( ) 3493 3003 , следува дека доволно е да ги разгледаме паровите n  и k  за 

1,2,3,4,5,6k . Со проверка се докажува дека единствени парови n  и k  од таков 

облик за кои ( ) 3003n
k  се: 3003n , 1k ; 78n , 76k ; 15n , 10k  и 

14n , 8k .  
 

3. Пресметај го збирот   
1005 2010

2
0

( 3) ( )k
k

k
. 

Решение. Од Њутновата биномна формула следува  
2010 1005 10042010 2010 2010 2010

2 2 1
0 0 0

(1 3) ( 3) ( ) ( 3) ( ) 3 ( 3) ( )k k k
k k k

k k k
z i i i . 

Според тоа, бараниот збир е еднаков на реалниот дел на бројот 2010(1 3)z i . 

Но, 3 31 3 2(cos sin )i i , па од Моавровата формула следува дека  
2010 2010 20102010 2010

3 32 (cos sin ) 2 (1 0) 2z i i . 
Според тоа, z  е реален број, т.е. е еднаков на бараниот збир, што значи дека  

1005 2010 2010
2

0
( 3) ( ) 2k

k
k

. 
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4. Определи го членот со најголем коефициент во развојот на биномот  

50( 2)x . 

Решение. Нека 50 50
1 ( ) ( 2)k k

k kT x , и 50 50
1 ( )( 2) k

k kA  е коефициентот 

пред kx , за 0,1,2,...,50k .  Од 
50 50

1
50 50 1

1

( )( 2) 51
( )( 2)

2
k

kk
kk k

A k
A k , добиваме дека  

1 511 2 1 51(2 2) 29,88k

k

A k
A k k , 

т.е. 30k . Значи, за 30k  важи 1k kA A , а за 30k  важи 1k kA A . Според 

тоа најголем коефициент има членот 50 29 21
30 29( ) ( 2)T x .    

 
5. Да се најде најголемиот член во развојот на 50(1 2) .   

Решение. Според биномната формула, n -тиот член на развојот на 50(1 2)  е  
50

1 ( ) 2n
n nT . 

Така, имаме 1 1T , 2 50 2T , 3 255T , што значи дека 1 2 3T T T . Исто така, 
25

50 2T , 24
49 50 2 2T , 24

48 1225 2T , што значи 50 49 48T T T . Според 
тоа, низата 1 2 3 50, , ,...,T T T T  донекаде расте, а потоа опаѓа. За да го најдеме 
најголемиот член на таа низа, ќе го испитаме односот 1 :n nT T . Имаме:  

5050 1 51
1 1: ( ) 2 : ( ) 2 2n n n

n n n n nT T . 

За да биде 1n nT T , треба да е  
51 2 1n

n , 

т.е. 51(2 2)n . Најмалиот природен број што е поголем од 51(2 2)  е 30 , 
што значи дека 30 31 32 50...T T T T  и 1 2 3 30...T T T T . Според тоа, најго-

лемиот член во развивањето на 50(1 2)  е членот 50 29
1 29( ) 2nT .  

 
 6. Да се најде природниот број n  ако десеттиот член во развојот на биномот 

1 2
5 5( ) nx  има најголем коефициент. 

 Решение. k тиот член е 2 1 2
5 5 5

( )( ) ( ) .
k

n k n
k n k n

k ka  Бидејќи десеттиот член 

има најголем коефициент, следува дека 8 9a a  и 10 9 .a a  Следува: 
8 92 2

8 95 5
( ) ( )n n
n n  и 

10 92 2
910 5 5

( ) ( )n n
n n  

а оттука добиваме дека 12,5n  и 14.n  Значи, бараниот природен број е 13.n  
 

7. Најди го членот што не содржи x  во развојот на 1( 3 )n
x x , ако коефици-

ентот пред степенот на x  во десеттиот по ред собирок е најголем.  
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 Решение. За 1k -от член во развојот добиваме  
21

1 ( )( ) (3 ) ( )3n n k k n k k n
k k kxT x x , 

па коефициентот пред x  е 1 ( )3n k
k kA . Според условот на задачата имаме 

10 9A A  и 10 11A A . Од 10 9A A  имаме 9 8
9 8( )3 ( )3n n , па затоа 3 1

9 8n . Оттука 

3 24 9n , т.е. 11n . Од 10 11A A  добиваме 9 10
9 10( )3 ( )3nn  и постапувајќи на 

сличен начин како претходно 1
312n . 

Според тоа 12n .  

Сега 2 12 0kx x , па 2 12 0k , односно 6k . Значи бараниот член е 
седмиот и тој изнесува 12 6

6 6( )3 673596T .  
 

8. Одреди го членот од развојот на биномот 2
4 2 1315( )

ax
a x кој не содржи x . 

Решение. Нека бараниот член е k тиот го означuvaме со kT . Тогаш имаме  
13 1 1 13 1 2 2

2 5 2 5
2

13 1 1 78 13
2 5 20

413 132 13 1 1151 1

13
1

( )( ) ( ) ( )

( ) .

k k k k

k k k

k k
k k kax

k

T a x a x

a x
 

За k тиот член да не содржи x  потребно е и доволно 78 13
20 0k . Оттука 6k . 

Значи бараниот член е шестиот и тој е еднаков на 13 4 1 3
6 5( ) 1287T a a .  

 
9. На колку нули завршува бројот 10011 1 ? 
Решение. Бројот 10011  можеме да го запишеме во облик  

96100 100 100 100 100 3 100 2 100
97 98 99

0
964 100 96 4 3 3

0
964 100 96 3

0
964 100 96

0

11 (10 1) ( )10 ( )10 ( )10 ( )10 1

10 ( )10 33 49 10 495 10 10 1

10 ( ( )10 33 49) 496 10 1

10 ( ( )10 33 49) 496000 1.

k
k

k

k
k

k

k
k

k

k
k

k

 

Значи, последните четири цифри на 10011  се 6001 редоследно. Според тоа, бројот 
10011 1  завршува на три нули.  

 
10. Провери ја точноста на равенството: 

1( 1) 1 1 1
2 3

1
( ) 1 ...

kn n
kk n

k
, 

каде n .   
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Решение. Равенството ќе го докажеме со принципот на математичка индукци-
ја. Ќе воведеме ознака  

1( 1)

1
( )

kn n
n kk

k
x  

Јасно е дека 
11 ( 1) 1

1
1

( )
kn n

n kk
k

x . Тврдењето е точно за 1n . Навистина  

11 ( 1) 1 1 1 1
1 1

1
( ) ( 1) ( ) 1

k

kk
k

x  . 

Нека тврдењето е точно за 1n , т.е. нека е точно равенството  
11 ( 1) 1 1 1

1 2 1
1

( ) 1 ...
kn n

n kk n
k

x . 

Од равенството 1 1
1( ) ( ) ( )n n n

k k k , за 1,2,..., 1k n , за природниот број n , заради  
индуктивната претпоставка имаме  

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1 1
1

1 1 1
1 1 1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)1 1

1 1
1 1 1

( ) ( ) ( ) [( ) ( )] ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k n k n

k k n k n

n n nn n n n n n
n k k n k k nk k n k n

k k k
n n nn n n n n

k k n n k nk k n n n
k k k

n

x

x

x
1( 1) ( 1)1 1 1

1 1 1
1 0

1 1 1 1
1 2 3

( ) ( ( ) 1) [1 (1 1) ]

1 ... .

k kn nn n n
k n k nn n n n n

k k

n n n

x x

x

 

Сега, според принципот на математичка индукција добиваме дека равенството  
1( 1) 1 1 1

2 3
1

( ) 1 ...
kn n

kk n
k

 

е точно за секој природен број n .  
 

11. Пресметај го збирот 

2
2

2

[ ]
[ ]

0 2 42 2[ ]0
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( )

n
n

n
n nk n n n
k

k
. 

Решение. Имаме  
2

2

[ ]
0 2 4 1 3 52[ ]

(1 ) ( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( ) (( ) ( ) ( ) ...)
n

n
nn n n n n n ni i  , 

па затоа  
2

2

2 2

[ ]
0 2 4 4 42[ ]

4 4 4

( ) ( ) ( ) ... ( 1) ( ) Re(1 ) Re( 2(cos sin ))

Re(2 (cos sin )) 2 cos .

n

n

n n

nn n n n n

n n n

i i

i
 

 
12. Нека n  и 1 2, ,..., kn n n  се такви што 1 2 ... 1kn n n n . Докажи, 

дека  
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1 2 1 1 1, ,..., ,..., , 1, ,...,
1

1

k i i i k
kn n n n n n n n

nn
i

P P . 

Решение. Имаме 1 2 ... 1kn n n n , па затоа  

1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 1 1

1 1 1

( 1)!, ,..., ! !
1 ! !... ! ! !... ! ! !... !

1

! !
! !... ! !... !( 1)! !... !

1 1

,..., , 1, ,...,

1

( 1)

.

k

k k k

k i i i k

i i i k

knn n n n n
in n n n n n n n n n

i
k k

n n
in n n n n n n n

i i
k n n n n n

n
i

P n n

n

P

 

 
13. Докажи, дека за секои 1 2, ,..., ka a a  и секој 0n 0  точна е формулата  

1 21 2

1 2
1 2

, ,...,
1 2 1 2

, ,..., 0
...

( ... ) ... .kk

k
k

nn nn n nn
k n k

n n n
n n n n

a a a P a a a     (1) 

Формулата (1) во литературата е позната како обопштена биномна формула или 
обопштена Њутнова биномна формула 
Решение. Формулата ќе ја докажеме со индукција по n . За 0n  имаме  

1 2

0 0 0 00!
1 2 1 20!0!...0!

... 0
( ... ) 1 ... ,

k

k k
n n n

a a a a a a  

т.е. точна е формулата (1). Нека претпоставиме дека формулата (1) важи за некој 
0n . Тогаш од индуктивната претпоставка и од претходната задача следува  

1 21 2

1 2
1 2

1 11 21 2

1 2
1 2

1
1 2 1 2 1 2

, ,...,
1 2

, ,..., 0 1
...

1, ,...,
1 2 1 1

, ,..., 0
...

( ... ) ( ... ) ( ... )

( ... )

... ...

kk

k
k

i i i kk

k
k

n n
k k k

knn nn n n
n ik

n n n i
n n n n

n n n nn nn n n
n ii i k

i n n n
n n n n

a a a a a a a a a

P a a a a

P a a a a a a

1 21 2 1 1

1 2
1 2

1 21 2 1 1

1 2
1 2

1 2

1

, ,..., , 1, ,...,
1 2

1 , ,..., 0
... 1

, ,..., , 1, ,...,
1 2

, ,..., 0 1
... 1

, ,...,
1

... ...

( ) ...

i ki i i k

k
k

ki i i k

k
k

k

k

k n nn nn n n n n n
n i k

i n n n
n n n n

k nn nn n n n n n
n k

n n n i
n n n n

n n n
n

P a a a a

P a a a

P 1 2

1 2
1 2

1 2
, ,..., 0

... 1

... ,k

k
k

nn n
k

n n n
n n n n

a a a

 

т.е. формулата (1) важи и за 1n , па од принципот на математичка индукција 
следува дека важи за секој 0n 0 .  
 

14. Пресметај го збирот  



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 256 

1 2

0
( 1) ( )

n k n
k

k
. 

Решение. Имаме 
2 2

0
( 1) ( ) 0

n k n
k

k
, па затоа  

1 22 2 2

0 1
1 2 22 2 2

2
0 1
1 12 2 2

0 0

0 ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ),

n nk n n n k n
k n k

k k n
n n nk n n n n k

k n n k
k k n
n nk n n n k n

k n k
k k

 

од каде наоѓаме  
11 ( 1)2 2

2
0

( 1) ( ) ( )
nn k n n

k n
k

. 

 
15. Пресметај го збирот  

1
1

0
( 1) ( )

n k n
kk

k
. 

Решение. Ако го искористиме идентитетот 1 1
1 1( ) ( )n nn

k kk , добиваме    

11 1
1 1 1

0 0

11
11

0
1 1 11

1
1

11 11
01

0
1 1

1 1

( 1) ( ) ( 1) ( )

( 1) ( )

( 1) ( )

[( ) ( 1) ( )]

(1 0) .

n nk n k nn
k kk n k

k k
n k n

kn
k
n k n

kn
k

nn k n
kn

k

n n

 

 
16. Докажи, дека  

2

1 ( 1) 1 1
( 1)0 1

( )
in nn

i iii i
n . 

Решение. Од равенството 1
1 1( ) ( )n nn

ii i  и од задача 15 непосредно добиваме  
1

2

1 1( 1) ( 1) ( 1)1 1
11( 1)0 0 1 1

( ) ( ) ( )
i i in n n nnn n

i iii i iii i i i
n  

 
17. Нека n k . Пресметај го збирот  
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1 2
1 2( )( ) ( )( ) ( )( ) ... ( 1) ( )( )n nn k k k n k n n

k k k k n kk k . 
Решение. Имаме  

( )!!
( )!( )! ! !

0 0

( )!!
!( )! ( )! !

0

0

( 1) ( )( ) ( 1)

( 1)

( ) ( 1) ( )

( )(1 1) 0.

n k n k k ini k i i n
kk i k i n k i k i

i i
n k n kin

k n k n k i i
i

n kn i n k
k i

i
n n k
k

 

 
18. Докажи дека  

2

2
2 11

1
0

k
m

m
m

mCk
, 

каде m .  

Решение. Јасно е дека 2
k
mC  можеме да го запишеме во вид (2 )!

2 !(2 )!
mk

m k m kC . 

Според тоа равенството можеме да го запишеме на следниот начин:  

(2 )!
!(2 )!

2 ( 1) 2 1
1

0

k

m
k m k

m
m

m
k

,  

2

0
( 1) ( 1) !(2 )! (2 1)!

m k

k
m k m k m , 

2
1
2

0
( 1) (2 2) !(2 )! (2 1)!

m k

k
m k m k m .      (1) 

Последното равенство е еквивалентно со даденото равенство.  
Од друга страна, за 0,1,2,...,2k m  имаме  

(2 1)(2 )! ! [(2 1) ( 1)](2 )! !
(2 1)(2 )! ( 1)(2 )! !
(2 1)! ! (2 )!( 1)!

m m k k m k k m k k
m k m k k m k k
k k k m k k

 

Сега за левата страна на равенството (1) имаме  
2

1 1
2 2

0

1
2

( 1) (2 2) !(2 )! [(2 1)!0! (2 )!1! (2 )!1! (2 1)!2!

(2 1)!2! 2 2)!3! .... (2 1)!2!
(2 )!1! (2 )!1! (2 1)!0!]

[(2 1)! (2 1)!] (2 1)!

m k

k
m k m k m m m m

m m m
m m m

m m m

 

што и требаше да се докаже.  
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2.  ПРЕБРОЈУВАЊА  
 

1. Колку решенија има равенката xy ab ya .  
Решение. Дадената равенка ја запишуваме во облик 10 9( )x b y a . Бидејќи 
0, 0x a  следува дека разликата y a  може да прима вредности од 2 до 8, т.е. 

2 8y a .  
За секоја вредност од y a  наоѓаме соодветни вредности за x  и b . За 1a  

имаме 7  вредности на y ; за 2a  има 6 такви вредности итн. Конечно, 
вкупниот број решенија на равенката е: 7 6 4 3 2 1 28 .  

 
2. За природниот број n  ќе велиме дека е обичен, ако бројот на различните 

начини на претставување на n  како збир на два или повеќе последователни 
природни броја е непарен број. Определи го бројот на обичните броеви помали од 
2012?  
Решение. За секој непарен делител q  на n  добиваме различно претставување 

на n  како збир на еден или повеќе последователни природни броеви на следниов 
начин. Нека n

qd . Земаме q  последователни цели броеви такви што средниот од 

нив е еднаков на d . Ако сите овие броеви се природни имаме претставување на 
n  како збир на непарен број природни броеви. Ако меѓу овие броеви има 
непозитивни, тогаш нивните спротивни броеви исто така припаѓаат на збирот (0 е 
спротивна сама на себе). Во овој случај ги отфрламе спротивните броеви и 
добиваме претставување на n  како збир од парен број природни броеви.  

Обратно, ако n  е збир на непарен број q  природни броеви и средниот од нив 
е d , тогаш n dq . Ако n  е збир на парен број природни броеви, тогаш кон зби-
рот да ги додадеме сите помали природни броеви, нулата и нивните спротивни. 
Ако средниот од нив е еднаков на d , тогаш n dq . Добиените на тој начин 
делители q  на n  за секое претставување на n  како збир на еден или повеќе 
последователни се различни.  

Од досега изнесеното следува дека бројот на различните начини за претставу-
вање на n  како збир на еден или повеќе последователни природни броеви е 
еднаков на бројот на непарните делители на n . Ако го исклучиме преставувањето 
на n  како збир на еден број, добиваме дека бараните броеви во задачата се оние 
со парен број непарни делители. Полесно е да ги преброиме останатите броеви – 
тие имаат непарен број непарни делители, што е случај кога најголемиот нивен 
непарен делител r  е точен квадрат (делителите се групираат по парови со 
производ r , а бројот им е непарен точно кога некој од нив е пар сам со себе). 

Така, броевите кои не се обични се точните квадрати: 2 2 2 21 ,2 ,3 ,...,44  и удвоените 

точни квадрати: 2 2 2 22 1 ,2 2 ,2 3 ,...,2 31 . Според тоа, бројот на обичните броеви 
помали од 2012 е еднаков на 2011 31 44 1936 .  
 

3. Определи го бројот на квадратните функции со коефициенти од множест-
вото {1,2,4,8,16,32}S  и такви што немаат реални нули. .  
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Решение. Функцијата 2( )f x ax bx c  нема реални нули ако и само ако 
2 4 0b ac . За , ,a b c S  можеме да ставиме 2 , 2 , 2k s la b c , каде , ,k s l  

{0,1,2,3,4,5} . Тогаш 2 2 24 2 2s k lb ac , па условот 2 4 0b ac  е еквивален-
тен на условот 2 2s k l , односно 1 2k l s . Ќе го определиме бројот на 
можните избори на броевите , , {0,1,2,3,4,5}k s l  такви што важи 1 2k l s , во 
зависност од збирот k l . Имаме  

 
k l  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Број на избори на ( , )k l  1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1 
Број на избори на s  1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 

 
Конечно, вкупниот број на функции со саканото својство е еднаков на  

1 1 2 2 3 2 4 3 5 3 6 4 5 4 4 5 3 5 2 6 1 6 135 .  
 

4. За даден број ќе велиме дека е шарен ако е запишан со еднаков број парни и 
непарни цифри. Oпредели го бројот на сите четирицифрени шарени броеви 
запишани со различни цифри? 
Решение. Имаме 5 парни цифри: 0, 2, 4, 6, 8  и 5 непарни цифри: 1, 3, 5, 7, 9. 

Два парни броја од 5 можеме да избереме на 2
5 10C  начини, т.е. ги имаме след-

ниве можности {{0,2},{0,4},{0,6},{0,8},{2,4},{2,6},{2,8},{4,6},{4,8},{6,8}} . На 
исто толку начини може да се изберат два од 5 -те непарни цифри. За секои два 
пара (еден пар парни и еден пар непарни броеви) постојат вкупно 4! 24  начини 
за формирање на низа од четири цифри.Па вкупно имаме 10 10 24 2400  
четирицифрени низи, кои се состојат од две парни и две непарни цифри. 

Останува да ги преброиме оние каде на прво место се наоѓа 0 . Ако во некој 
пар составен од парни броеви се наоѓа 0  тогаш бројот на четирицифрени броеви 
кои започнуваат со 0 е 3! 6 . Бидејќи имаме четири парни пара, во кои се наоѓа 0, 
следува дека бројот на сите “шарени” четирицифрени низи кои започнуваат со 0 е 
4 10 6 240 .  

Според тоа бројот на сите четирицифрени “шарени” броеви запишани со раз-
лични цифри е 2400 240 2160 . 

 
5. Какви шестцифрени броеви има повеќе: оние што можат да се претстават 

како производ на два трицифрени броеви или оние што неможат да се претстават 
во тој вид? 
Решение. Трицифрени броеви, од 100 до 999 има вкупно 900. Од нив различни 

парови може да формираме на 900 899
2 404550  начини, а еднакви парови има 

900, т.е. вкупно 405450. Значи, шестцифрени броеви, кои можат да се престават 
како производ на два трицифрени броја нема повеќе од 405450. 

Бидејќи шестцифрени броеви има вкупно 900000 следува дека повеќе од 
половината од нив не можат да се престават како производ на два трицифрени 
броја. 

Следствено, има повеќе шестцифрени броеви кои неможат да се престават 
како производ на два трцифрени броја. 
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6. Од петте непарни цифри се запишуваат сите четирицифрени броеви. Колку 
од нив завршуваат на цифра која е делива со 3? 
Решение. Бараните броеви го имаат видот  

***3    или   ***9 , 
каде што на местото на трите ѕвезди може да стои кој било трицифрен број запи-
шан со цифрите 1,3,5,7  и 9 . Такви броеви има колку и варијации со повторување 
од трета класа од петте елементи, т.е.  

3 3 3 3
5 5 52 2 5 250V V V . 

Значи, постојат 250  такви броеви.  
 

7. Колку петцифрени броеви, запишани само со цифрите 1, 2 и 3 се деливи со 
9? 
Решение. Ќе го користиме признакот за делливост со 9, т.е. треба збирот на 

цифрите на овие броеви да биде деллив со 9. Постојат само три можности за избор 
на цифрите: 

1) Бројот да биде запишан со цифрите 1, 2, 2, 2, 2. Во овој случај постојат 5 
броеви.  

2) Бројот да биде запишан со цифрите 1, 1, 2, 2, 3. Во овој случај имаме 
5!

2! 2! 30  броеви-тоа се сите пермутации со повторување од цифрите 1, 1, 2, 2, 3.  
3) Бројот да биде запишан со цифрите 1, 1, 1, 3, 3. Во овој случај имаме вкупно 

5!
2!3! 10  броеви.  
Следствено со цифрите 1, 2 и 3 можат да се запишат вкупно 5 30 10 45  

петцифрени броеви деливи со 9.  
 
8. Колку има стоцифрени природни броеви во чиј декаден запис се појавуваат 

само непарни цифри такви што разликата на секои две соседни цифри е еднаква 
на 2?  
Решение. Со ( )kx n  да го означиме бројот на n цифрените броеви чија прва 

цифра е k  и секои две соседни цифри се разликуваат за 2. Секој таков број се 
добива со додавање од лево на цифрата k  на ( 1)n цифрен број со прва цифра 

2k  или 2k  (ако тоа навистина се цифри), па имаме  
2 2( ) ( 1) ( 1)k k kx n x n x n , 

при што дефинираме  
1 11( ) ( ) 0x n x n  и 1 3 5 7 9(1) (1) (1) (1) (1) 1x x x x x . 

Со индукција лесно се докажува дека 1 9( ) ( )x n x n  и 3 7( ) ( )x n x n , за секој n . Да 
означиме 1 3 5( ), ( ), ( )n n na x n b x n c x n . Од претходно изнесеното следува  

1 1 1 1a b c  и 1 1 1, , 2n n n n n n na b b a c c b . 
Оттука следува  

1 1 2 12 3n n n n na b a b a  
и слично 1 13n nb b  и 1 13n nc c . Сега од 2 1a  и 2 2 2b c  следува 

49
100 3a  и 49

100 100 2 3b c .  
Конечно, стоцифрени броеви со саканото својство има  
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49
100 100 1002 2 8 3a b c . 

 
9. За природниот број чиј десетичен запис е  

1
1 1 010 10 ... 10 , {0,1,2,...,9}N N

N N ia a a a a  
ќе велиме дека е монотон ако 1 1 0...N Na a a a . Определи го бројот на сите 
монотони броеви со најмногу 1993 цифри.  
Решение. Нека A  е множеството од сите монотони броеви со најмногу 1993 

цифри. Нека B  е множеството од сите низи со должина 1993 од видот  
00...011...122...2...99...9  

со барем еден ненулти елемент (не е задолжително сите цифри да се појавуваат). 
Тогаш меѓу множествата A  и B  постои биекција, т.е. | | | |A B . Низите во B  
заедно со низата од 1993 нули можат да бидат преброени на слениот начин: тие се 
еднакви на бројот на начините на кои можеме да поставиме девет прегради меѓу 
различните цифри, при што ако две прегради се соседни, тогаш соодветната 
цифра отсуствува. Овој број е еднаков на 1993 10 1

10 1( ) , што значи дека  
2002

9| | | | ( ) 1A B . 
 

10. Канаста и игра со карти која ја играат пет играчи. Во една населба 25 лица 
сакаат да играат канаста, но имаат само еден комплет карти. После секоја игра 
петте играчи се караат и секој играч решава дека повеќе нема да игра со ниту еден 
од останатите четири играчи. Колку игри најмногу може да се одиграат?  
Решение. Вкупниот број на парови играчи е 25 24

2 300  и после секоја игра 

губиме по 5 4
2 10  парови играчи. Според тоа, најмногу може да се одиграат 

300 :10 30  игри.  
Ќе докажеме дека 30 игри се можни. Играчите ги нумерираме со парови 

природни броеви ( , ), , 5m n m n , т.е. ги претставуваме во 5 5  табела.  
Во играта со број i , 1 5i  играат петтемина за кои m i  (од редот со број i  

во табелата). Во играта со број 6 5 , 0 4, 0 4k i i k  играат играчите ( , )m n  
за кои mk n  дава остаток i  при делење со 5. Јасно, за секои конкретни , ,k i m  
имаме единствен n  со саканиот остаток. Така од секој ред од табелата има по 
еден играч, т.е. имаме 5 играчи и тие не играле меѓу себе во првите 5 игри.  

За секои два играчи ( , )m n  и ( ', ')m n , 'm m , броевите ( ')k m m , 
0,1,2,3,4k  даваат различни остатоци при делење со 5. Според тоа, постои 

единствен k  за кој ( ') '(mod5)k m m n n . Тоа значи, дека km n  и ' 'km n  
даваат ист остаок при делње со 5 и добиените k  и i  определуваат единствена 
игра во која учествувале играчите ( , )m n  и ( ', ')m n .  

Конечно, од претходноизнесеното следува дека со аквата организација ќе се 
одиграат точно 30 игри.  
 

11. На колку начини m n p  предмети може да се распоредат во три групи 
така што во едната има m , во другата n  а во третата p  предмети? 
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Решение. Да означиме k m n p . Oд k предмети може да се изберат m  

предмети на ( )k
m  начини. Од останатите n p  предмети на ( )n p

n  начини може да 
се изберат n  предмети. Останатите p  предмети ги ставаме во последната група. 

Според тоа бараниот број е ( )( )n p m n p
n m . 

 
12. На еден универзитет има 10001 студент. Некои студенти формирале 

клубови (еден студент може да биде член во повеќе клубови). Некои клубови се 
групирале во здруженија (еден клуб може да биде во повеќе здруженија). Вкупно 
има k  здруженија. Притоа се исполнети следниве услови:  

i) Секој пар студенти припаѓа на точно еден клуб.  
ii) За секој студент и секое здружение важи дека тој студент членува во точно 

еден клуб од тоа здружение.  
iii)  Секој клуб има непарен број студенти. Клуб со 2 1m  студент се наоѓа во 

точно m  здруженија.  
Определи ги сите можни вредности на k .  
Решение. За подредената тројка ( , , )a K Z  ќе велиме дека прифатлива, ако a е 

студент, K е клуб и Z е здружение, при што ,a K K Z .  
Од една страна, за секој студент a и секое здружение Z според условот ii) 

постои точно еден клуб K таков што тројката ( , , )a K Z  е прифатлива. Затоа имаме 
10001k прифатливи тројки.  

Од друга страна, за секој клуб K нека со | |K  го означиме бројот на членовите 

на тој клуб. Според условот iii) K се наоѓа во точно | | 1
2

K  здруженија. Значи, 

постојат точно | |(| | 1)
2

K K  прифатливи тројки со K  како втора координата. Нека G е 

множеството од сите клубови. Тоа значи дека имаме | |(| | 1)
2

K K

K G
 прифатливи 

тројки. Според условот i) овој број е еднаков на бројот парови од студенти, т.е. е 
еднаков на 10001 5000 . Затоа имаме  

| |(| | 1)
210001 10001 5000K K

K G
k , 

што значи дека 5000k .  
 

13. Нека n  е природен број. Жирито на ММО е составено од 15n  членови и 
комуницира на 5 јазици. На ММО 2021 година е забележано дека на секој пар раз-
лични јазици може да разговара точно 6n  членови на жирито и дека ма секоја 
тројка различни јазици може да разговара точно 3n  членови на жирито. Докажи 
дека секои два члена на жирито може да разговараат на некој од овие два јазика и 
дека постои јазик на кој може да разговараат најмалку 10n  членови на жирито.  
Решение. Нека ia  е бројот на членовите на жирито кои знаат точно i  од воо-

чените пет јазици ( {0,1,2,3,4,5}i ), а ib  бројот на членовите на жирито кои го 
знаат i тиот јазик ( {1,2,3,4,5}i ). Тогаш  

0 1 2 3 4 5 15a a a a a a n .       (1) 
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Бидејќи луѓето кои знаат i , 2i  јазици знаат 2( )i  парови јазици следува дека  
2 3 4 5 5
2 2 2 3 2 4 2 5 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )6a a a a n , 

т.е.  
2 3 4 53 6 10 60a a a a n .        (2) 

Аналогно, разгледувајќи тројки јазици, се добива  
3 4 54 10 30a a a n .          (3) 

Сега ако (1) ја помножиме со 2, потоа ја одземеме (2) и ја додадеме (3) 
добиваме 0 1 2 52 2 2 0a a a a . Но, броевите , {1,2,3,4,5}ia i  се 
ненегативни, па од последното равенство следува 0 1 2 5 0a a a a , а потоа 

3 410 , 5a n a n . Според тоа, секој член на жирито зборува најмалку три 
јазици, па заоа било кои два члена имаат заеднички јазик. Исто така  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 53 3 4 5 3 10 4 5 50b b b b b a a a a a n n n , 
па затоа 50

5 10n
ib n  за некој {1,2,3,4,5}i .  

 
14. Во купето на еден воз има две клупи, свртени една наспроти друга. Секоја 

клупа има пет седишта. Од десет патника, четири сакаат да седат свртени во 
насока на движењето на возот, тројца во спротивна насока, а на останатите им е 
сеедно. На колку начини патниците може да се распоредат на седиштата во тоа 
купе? 
Решение. Прв начин. Првите патници 

можат да седнат на 5 4 3 2 120  начи-
ни, вторите на 5 4 3 60 , а преостана-
тие на 3 2 1 6  начини. Следствено, 
вкупниот број на начини е: 

120 60 6 43200n . 
Втор начин. Ако патниците 6 9  ми-

руваат, а се преместуваат само патни-
ците 1 5 , имаме вкупно 5! 120  начини 

Исто толку ќе се добијат ако 5 и 9 ги променат своите места, односно ако 5 и 
10 ги променат своите места или 9  и 10  ги променат своите места. Тоа се вкупно 
360  начини.  

На секоја од овие 360  промени во редот A  ќе одговараат по 120  промени во 
редот B , па вкупниот број е 120 360 43200k . 

Трет начин. На четворицата патници, четири од пет седишта им одбираме на 
5
4( )  начини, и на нив ги распоредуваме на 4!  начини. На ист начин, за вторите 

тројца одбираме 5
3( )  начини, а ги седнуваме на 3!  начини и третите тројца ги 

седнуваме на 3!  начини. Значи, вкупниот број начини е: 
5 5
4 3( ) 4! ( ) 3! 3! 5 24 10 6 6 43200 . 

 
15. Еден зад друг во круг се застанати n  ученици, чии висини се 

1 2 ... nh h h . Ако ученикот со висина kh  е веднаш зад ученикот со висина 

2kh  или помала, тогаш двата ученика можат да ги заменат местата. Докажи, дека 

1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

A

B
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се можни најмногу 3( )n  такви замени, т.е. дека после најмногу 3( )n  замени ќе се 
добие распоред после кој повеќе не се можни замени.  
Решение. Со ih  да го означиме ученикот со висина ih . Со индукција по j  ќе 

докажеме дека за 1 i j n  ученикот jh  може да го замени местото со ученик 

ih  после најмногу 1j i  замени. Базата на индукцијата следува од фактот дека 

ih  не може да го замени местото со 1ih .  
За докажување на индуктивниот чекор да забележиме дека 1,i jh h  и jh  може 

да бидат распоредени или во тој редослед или во редослед ,i jh h  и 1jh . Бидејќи 

1jh  и jh  не може да ги заменат местата, единствен начин да се промени 

редоследот на овие три ученици е ih  да го замени местото или со 1jh  или со jh . 

Значи, секои две замени на ih  со jh  треба да бидат разделени со замени на ih  со 

1jh . Бидејќе имаме најмногу 2j i  замени од последниот вид, добиваме дека 
имаме најмногу 1j i  замени од првиот вид. Според тоа вкупниот број на 
замени е најмногу  

1 1 1 1 1 1
2 3 3 3

1 1 1 0 1 1
( 1) ( ) (( ) ( ) ( )

n n n n i n nn i n i n i n

i j i i j i i
j i j . 

 
16. Определи го најголемиот можен број на пермутации од n , 1n  елементи 

такви што секои два елементи се соседни најмногу во една пермутација.  
Решение. Нека S  е множество од n  елементи. Нека P  е множество од m  

пермутации на множеството S  такво што произволни два елемента на S  се 
соседни најмногу во една пермутација од P . Секоја пермутација на множеството 

S  содржи 1n  пар соседни елементи, а множеството S  има ( 1)
2

n n  дволементни 

подмножества. Затоа мора да важи ( 1)
2( 1) n nm n , од каде добиваме 2[ ]nm .  

Останува да се докаже дека постои множество P  со 2[ ]n  кое ги задоволува 
условите на задачата. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  

 
17. Потврди го или негирај го тврдењето: за секоја пермутација 1 2 2002, ,...,a a a  

на броевите 1,2,...,2002  постојат природни броеви m  и n  со еднаква парност, за 
кои 1 2002m n  и 

2
2 m nm na a a .  

Решение. Со индукција ќе докажеме дека тврдењето не е точно, т.е. дека за 
секој природен број 3k  постои пермутација 1 2, ,..., ka a a  на броевите 1,2,...,k  за 
која равенството 

2
2 m nm na a a  не е исполнето за ниту едни m  и n , 

1 m n k .  
За 3k  и 4k  тоа се пермутациите 1,3,2  и 1,3,2,4 , соодветно. Нека 

тврдењето е точно за сите броеви помали од k . Да ја направиме следната почетна 
пермутација: во првиот блок (позиции од 1 до 1

2[ ]k ) да се непарните броеви, 
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потоа во ториот блок се броевите кои се делат со 2, но не се делат со 4 итн. (на 
пример, за 12k  ги имаме следниве четири блока: 1,3,5,7,9,11; 2,6,10;1,12; 8 ).  

Ако ma  и na  се во различни блокови, да означиме 2 , 2s t
m na b a c , каде 

0t s  (за 0s  лесно се добива противречност). Тогаш 1
2 2 ( 2 )m na a s t sb c  

се наоѓа во s тиот блок, а 
2

m na  е меѓу ma  и na , т.е. во некој од блоковите 

1,..., 1s t . Според тоа, равенството 
2

2 m nm na a a  не е можно за броеви од 

различни блокови, независно од подредувањето на броевите во блоковите.  
Останува да покажеме како можеме да ги подредиме броевите во фиксиран 

блок така што равенството 
2

2 m nm na a a  да не е исполнето за ниту едни ma  и 

na  од тој блок. Да го разгледаме ( 1)r виот блок 2 ,3 2 ,..., (2 1)2r r rd , каде 
2 1d k . Согласно со индуктивната претпоставка постои пермутација 
1 2, ,..., db b b  на броевите 1,2,...,d  со саканото својство. Да ставиме 2 1i ic b , за 

1,2,...,i d  и да го подредиме разгледуваниот блок во видот 1 22 ,2 ,...,2r r r
dc c c . 

Тогаш  

2 22 1 1m n
m n m n

c c
m nb b b c , 

со што доказот е завршен.  
 

18. На колку различни начини 20 јаболки можат да се разделат помеѓу четири 
деца, земајќи ги предвид и поделбите во кои некое дете не мора да добие јаболко? 
Решение. Прв начин. Да ги означиме сите јаболки кај првото дете со 1, кај 

второто со 2, кај третото со 3 и кај четвртото дете со 4. Еве неколку можни 
поделби: 

1111111111 222222 333 4
11111 22222 33333 44444
222222222222222222 3 4
.........................................

 

Тоа всушност, се комбинации со повторување од елементите 1, 2, 3, 4, од класа 
20, а нив вкупно ги има 4 20 1 23 23

20 20 3( ) ( ) ( ) 1771 .  
Втор начин. Да ги подредиме јаболката во една низа и над секоја да запишеме 

1. Да допишеме до овие единици три нули, да ги разгледаме сите пермутации со 
повторување од така добиените 23 елементи. На секоја таква пермутација ќе 
одговара една поделба на јаболката меѓу четирите деца, и тоа на следниот начин: 
првото дете ќе добие онолку јаболки колку единици има до првата нула во низата, 
второто дете ќе има онолку јаболки, колку единици има меѓу првата и втората 
нула итн.  

На пример, во низата 
3 47 6

11101111111011110111111
4 64

1111111011110111111 децата добиваат по: 3, 7, 4 и 

6 јаболки, а во низата 
7 12

01011111110111111111111
7 12

11111110111111111111  децата добиваат по: 0, 1, 7  и 12 

јаболка.  
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Според тоа, бараниот број на поделби е еднаков на бројот на сите пермутации 
од 23 елементи, меѓу кои има 20 елементи од класа 1 и 3  елементи од класа 2, т.е.  

23!
23 20!3!(20,3) 1771P . 

 
19. На колку начини, од 20 засадени тополи по ред, можат да се исечат 15 

тополи, но така што меѓу неисечените да не останат две соседни тополи? 
Решение. Прв начин. Задачата е еквивалентна на следната: дадени се 15 бели 

топчиња подредени во редица. На колку начини 5 црни топчиња можеме да 
разместиме во оваа редица, така што секое од нив да биде помеѓу две црни или на 
некој од краевите на редицата. Бидејќи имаме вкупно 16 места на кои можеме да 
ги поставиме црните топчиња, бараниот број е 16

5( ) 4368 .  
Втор начин. Меѓу исечените тополи има 4 „зафатени“ места, т.е. местата на 

кои не може да има тополи. Да ги означиме тие места со знакот *, местата на кои 
останале тополи со 1, а останатите исечени тополи со знакот 0. На пример еден од 
можните начини е следниов: 

01*001*01*01*000100 . 
Според тоа, бараниот број е всушност бројот на сите пермутации со 

повторување од 16 елементи, од кои еден е од класа 5, а другиот е од класа 11, т.е.  
16!

16 11!5!(11,5) 4368P . 
Трет начин. Ќе го преформулираме условот на задачата: на колку начини од 

множеството {1, 2, 3,...,20}  можеме да избереме 5  броеви, така што секои два од 
нив се несоседни.  

Нека A  е множеството на сите подредени петорки 1 2 3 4 5( , , , , )a a a a a  од еле-
ментите на множеството 20 {1, 2, 3,...,20}N  за кои 1 1j ja a , 1,2,3,4j . 

Нека 5 16( )P N  е множеството на сите 5  елементни подмножества на множеството 

16 {1, 2, 3,...,16}N . Тогаш дефинираме пресликување  

5 16: ( )A P N  
на следниов начин: 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5: ( , , , , ) ( , 1, 2, 3, 4)a a a a a a a a a a . 
Јасно е дека вака дефинираното пресликување  е биекција, од каде што следува 
дека 5 16| | | ( ) |A P N . Од друга страна, бројот на елементите на множеството 

5 16( )P N  е еднаков на бројот на можностите за избор на 5  елементни 

подмножества од 16  елементно множество, т.е. 5
5 16 16| ( ) |P N C .  

Значи, бараниот број е 5
16 4368C . 

 
20. Да се најде бројот на сите различни решенија на равенката  

1 2 ... nx x x k  
( k  и n  се дадени броеви) во множеството .   
Решение. Јасно е дека треба да биде n k . За n k  равенката има 

единствено решение 1 2 3 ... 1nx x x x . Затоа, да препоставиме дека n k  
и да ставиме  
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1 1 1 ... 1
k

k1 1 1 ... 1
k

k1 1 ... 11 1 ... . 

На секој знак “+” да му придружиме еден симбол. Бидејќи имаме 1k  знаци “+”, 
на тој начин го добиваме множеството  

1 2 1{ , ,..., }kA a a a . 
На секое подмножество B  од A  со 1n  елемент му одговара едно решение на 

дадената равенка, т.е. ако избришеме 1n  знака “+” ќе избришеме едно решение. 
Следствено, бројот на сите решенија на равенката е еднаков со бројот на сите 
подмножества од A  со 1n  елемент, а тој број е 1

1( )k
n . 

На пример, да ја разгледаме равенката 1 2 3 5x x x . Имаме:  
1 1 1 1 1 5 . 

Бришејќи по два знака, добиваме  
1,1,1 1 1 ; 1,1 1,1 1; 1, 1 1 1,1 ; 1 1, 1,1 1; 1 1,1 1,1 ; 1 1 1,1,1, 

т.е. решенија на равенката се тројките  
(1,1,3),(1,2,2),(1,3,1),(2,1,2),(2,2,1), (3,1,1) . 

Нивниот број е 6  кој е еднаков со 4
2( ) . 

  
21. Претставувањето на природниот број n  како збир на природни броеви, при 

што редоследот на собирците е важен, го нарекуваме подредено разбивање на 
бројот n . На пример, имаме 8 подредени разбивања на бројот 4 и тоа:  

4 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 1 1 3 3 1 2 2 . 
Докажи, дека бројот на подредените разбивања на бројот n  е еднаков на 12n .  
Решение. Да разгледаме n  единици запишани во редица. Меѓу секои две со-

седни единици можеме да ставиме или да не ставиме преграда (вертикална црта). 
На секое поставување на прегради меѓу единиците соодветствува единствено 
подредено разбивање на бројот n  и обратно, на секое подредено разбивање 
соодветствува единствено поставување на прегради меѓу единиците (ги собираме 
единиците меѓу две прегради, со што се добива собирокот во претставувањето). 
Според тоа, бројот на подредените разбивања е еднаков на бројот на 
поставувањата на преградите меѓу единиците. Бидејќи прегради може да се 
постават или да не се постават на 1n  место, добиваме дека вкупниот број на по-
ставувања на прегради е еднаков на 12n , што значи дека бројот на подредените 
разбивања на бројот n  е еднаков на 12n .   

 
22. Колку има n цифрени броеви чиј збир на цифрите е еднаков на 11? 
Решение. Нека S  е множеството решенија на равенката 1 2 ... 11nx x x  во 

множеството . Нека ,A B  и C  множествата на оние решенија од S  за кои 
соодветно важат условите: 

1) 0i x  
)ii  еден од броевите 1 2, ,..., nx x x  е еднаков на 11  
)iii  еден од броевите 1 2, ,..., nx x x  е еднаков на 10 .  

соодветно. Тогаш 
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 10
11| | ( )nS , 9

11| | ( ),| | ,| | 1 , | | 1nA B n C n n A B n ,

| | 0, | | 1 2B C C A n n   
и бараниот број  е еднаков на  

9
10

| \ ( ) | | | | | | | | | | | | | | | | |

( ) 2 1.n

S A B C S A B C A B B C C A A B C

n
 

 
23. Нека ( , )A n k  е бројот на k торките 1 2( , ,..., )ka a a  од цели броеви, за кои 

важи  
1 2 1

1 2 1

...

...
1 , 1,2,..., .

k

k k

i

a a a n
a a a a n

a n i k
      (1) 

За кој k  вредноста на (12, )A k  е најголема?  
Решение. Прво ќе го пресметаме бројот на k торките 1 2( , ,..., )ka a a  од цели 

броеви 1 ia n  за кои 1 2 ... ka a a n . Очигледно збирот на левата страна 
може да прима вредности , 1,...,k k n , па затоа бројот на тие k торки е еднаков 
на  

1 1
1 11( ) ( ) ... ( ) ( )kk n n

k k kk . 
Според тоа, бројот на k торките за кои се исполнети условите (1) е еднаков на  

1 1( , ) ( ) ( ) ( )( 1)n n n nk
k kk n kA n k n . 

Останува да определиме за кој број k  бројот 12 12
12 1(12, ) ( )( 1)k

k kA k  е најголем. 
Бидејќи за 1 6k  и двата множители растат, заклучуваме дека максимумот се 

достигнува за 6 12k . Имаме 2
(12, 1) (13 )
(12, ) 1

A k k k
A k k

. Последниот количник е 

поголем од 1 за 6k , а помал од 1 за 7,8,9,10,11,12k . Според тоа, бараната 
најголема вредност се достигнува за 7k .  

 
24. Десет луѓе купувале книги. Притоа  
1) Секој купил три различни книги и  
2) Секои двајва купиле најмалку една иста книга.  
Да ја разгледаме книгата купена од најголем број пати. Определи ја најмалата 

вредност на овој број.  
Решение. Нека биле купени шест различни книги и да ги означиме книгите со 

1, 2, 3, 4, 5 и 6. Десетте луѓе можеле да ги купат следниве тројки книги:  
(1,2,3), (1,3,4), (1,4,5), (1,5,6), (1,6,2), (2,3,5), (3,4,6), (4,5,2), (5,6,3), (6,2,4) . 
Притоа секоја од книгите е купена точно од 5 луѓе.  
Нека се купени n  различни книги. Со im  да го означиме бројот на луѓето кои 

ја купиле i тата книга, 1 i n . Ќе пишуваме { , , }x y b  ако x  и y  ја купиле 
книгата b . Било кои двајца купувачи припаѓаат најмалку на една множество, а 
i тата книга припаѓа во точно 2( )im  множества. Затоа  
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1 2 10
22 2 2( ) ( ) ...( ) ( ) 45nmm m , 

каде 1 2 ... 30nm m m . Ако бараниот број е еднаков на 4, тогаш  
1 2 4 2

2 22 2 2( ) ( ) ...( ) 7 ( ) ( ) 43nmm m , 

што е противречност.  
Конечно, од добиената противречност следува дека бараната најмала вредност 

е 5.  
 
25. Нека 1n  е природен број а 0a  даден реален број. Најди го бројот на 

решенија 1 2( , ,..., )nx x x  на равенката 2 2 2

1
( ( ) )

n
i i

i
x a x na , такви што [0, ]ix a , 

за 1,2,...,i n .  
Решение. Дадената равенка ќе ја запишиме во облик 

2 2 2

1
(2 2 )

n
i i

i
x ax a na   

1
( ) 0

n
i i

i
x x a  

Бидејќи бараме решенија во интервалот [0, ]a , изразите 0ix a , па според тоа 
( ) 0i ix x a , 1,2,3,4,...,i n . Заради условот  

1
( ) 0

n
i i

i
x x a , 

добиваме  
( ) 0i ix x a  за 1,2,3,4,...,i n . 

Според тоа 0ix  или ix a , 1,2,3,4,...,i n . Значи, бројот на решенија е 2n .  
 

26. На колку начини можеме да ги разместиме заградите во изразот 
2 : 2 : 2 : 2 : 2? Колку различни резултати се добиваат при тоа и кои се тие? 
Решение. Во изразот 2 : 2 : 2  можни се два начини на разместување на 

заградите и при тоа се добиваат два резултати: 1
2(2 : 2) : 2  и 2 : (2 : 2) 2 .  

За изразот 2 : 2 : 2 : 2  ги имаме следните можности: 
1) 2 : (2 : 2 : 2)   - на два начина 
2) (2 : 2) : (2 : 2)   - на еден начин 
3) (2 : 2 : 2) : 2   - на два начина 

Значи, вкупно 5 начини, и при тоа се добиваат следните резултати 1
4 ,1 и 4.  

За изразот 2 : 2 : 2 : 2 : 2  имаме: 
1) 2 : (2 : 2 : 2 : 2)   - на 5  начини  
2) (2 : 2) : (2 : 2 : 2)   - на 2  начини  
3) (2 : 2 : 2) : (2 : 2)    - на 2  начини 
4) (2 : 2 : 2 : 2) : 2   - на 5  начини 
Следствено, во изразот 2 : 2 : 2 : 2 : 2  заградите можеме да ги разместиме на 14 

начини и при тоа се добиваат следните резултати: 1 1
8 2, ,2  и 8.  
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27. Во изразот  
1 2 3: : : ... : nx x x x , 3n  

запишуваме загради. Определи го бројот на начините на кои тоа може да се 
направи така што добените изрази се различни како функции од n променливи.  
Решение. Ако на некој начин запишеме загради, тогаш после средувањето на 

дбиениот израз истиот ќе го добие видот  
1 2

1 2

...
...

i i ik

j j jk

x x x
x x x , 

каде за индекасите важи 1 2 ... ki i i , 1 2 ... kj j j  и r si j  за секои r  и s . 
Забележуваме дека 1 1i  и 2j . Тврдиме дека преостанатите индекси можеме 
да ги разместиме по желба, што значи дека секој од останатите индекси може да 
биде и во броителот и во именителот. Бидејќи преостануваат 2n  броеви, 
добиваме дека бројот на различните изрази ќе биде еднаков на 22n .  

Доказот ќе го спроведеме со индукција по n .  
За 3n  можеме да ги добиеме изразите  

1

2 3
1 2 3( : ) : x

x xx x x  и 1 3

2
1 2 3: ( : ) x x

xx x x , 

што значи дека нивниот број е еднаков на 3 22 2 , т.е. тврдењето важи.  
Нека претпоставиме дека за 3n k  бројот на различните изрази е еднаков на 
32k . 
Да разгледаме израз со 1n k  членови. Нека со првите k  членови е добиен 

изразот A  во кој 1x  е во броителот и 2x  е во именителот. Ако во овој израз на 
местото на kx  ставиме 1:k kx x , тогаш kx  ќе биде на истото место како и во изра-
зот A , а 1kx  ќе биде во именителот ако kx  е во броителот и обратно. Ќе докаже-
ме дека 1kx  може да се појави на истото место заедно со kx . После поста-
вувањето на заградите во изразот A  можеме да најдеме комбинација од видот 

: kB x , каде B  е или членот 1kx  или посложен израз со еднаков број леви и 
десни загради. Овој израз го заменуваме со изразот 1 1(( : ) : : ( )k k k kB x x B x x . 
Забележуваме дека на овој начин ќе добиеме ист израз како и A , со тоа што 
наместо kx  ќе имаме 1k kx x . Според тоа, од секој израз со k  членови добиваме 
два изрази со 1k  членови, па затоа бројот на изразите со 1k  челнови е еднаков 
на 3 ( 1) 32 2 2k k , т.е. тврдењето важи за 1n k , па од принципот на 
математичка индукција следува дека важи за секој природен број 3n .   

 
28. На еден од три клина се наоѓаат n  дискови со различни дијаметри, нареде-

ни така што секој диск (освен најдолниот) е со помал дијаметар од дикот под него 
(види цртеж). Дисковите треба да се преместат на друг клин така што да бидат во 
истиот распоред како почетниот. Меѓутоа, во еден потез пренесувањето од клин 
на клин треба да се прави така што секогаш се пренесува само еден диск и не смее 
да се стави диск врз диск со помал дијаметар. Притоа може да се користи и тре-
тиот клин.  

Како треба да го резлизираме бараното преместување и кој е најмалиот број 
потези за истото да се реализира?  
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Решение. Со nx  да го означиме бара-
ниот минимален број потези потребен за 
пренесеување на n  дискови од првиот на 
вториот клин.  

Очигледно, 1 1x . За префрлање на k  
дискови се потребни kx  потези. За да 
префрлиме 1k  дискови ќе постапиме на следниов начин. За да од првиот клин 
го извадиме ( 1)k виот диск, мораме претходно да ги преместиме првите k  
дискови на вториот и третиот клин. Бидејќи ( 1)k виот диск не смее да се стави 
над диск со помал дијаметар мораме првите k  дискови да ги преместиме во ист 
распоред како почетниот на третиот клин. За тоа ни се потребни kx  потези. Сега 
со еден потез ( 1)k виот диск го ставаме на вториот клин и потоа со уште kx  
потези ги префрламе останатите k  дискови. Значи,  

1 12 1, 1k kx x x .     (1) 
Ќе докажеме за бројот nx  зададен со рекурентната формула (1) важи  

2 1n
nx .      (2) 

Навистина, за 1n  имаме 1
1 1 2 1x , т.е. точна е формулата (2). Нека 

претпоставиме дека формулата (2) важи за n k , т.е. дека 2 1k
kx . Тогаш за 

1n k  добиваме  
1

1 2 1 2(2 1) 1 2 1k k
k kx x , 

па од принципот на математичка индукција следува дека (2) важи за секој n .  
 

29. Дадени се 12  кутии, наредени во низа една до друга, и доволен број на 
црвени, сини и бели топчиња. Сакаме да ставиме по едно топче во секоја кутија, 
при што, за секое топче барем едно од соседните топчиња е со иста боја. На колку 
начини можеме ова да го направиме?  

Решение. Со na  да го означиме бројот на бараните распореди во n  кутии. 
Топчето во k тата кутија ќе го наречеме топче k . Ако има n  кутии, топќињата 

1n  и n  мора да бидат со иста боја. Можни се два случаја.  
1) Топчињата 2n  и 1n  се со иста боја. Тогаш распоредот на топчињата од 

1до 1n  ги задоволува условите, а бојата на тошчето n  е еднозначно 
определена. Вакви распореди има 1na .  

2) Топчето 2n  не е со иста боја како топчето 1n , но е со иста боја како 
топчето 3n . Тогаш распоредот на топчињата од 1 до 2n  ги задоволува 
условите на задачата, а бојата на топчињата 1n  и n  можеме да ја 
избереме на два начина (тие се со иста боја, која е различна од бојата на 
топчето 2n ). Затоа вакви распореди има 22 na . 

Од досега изнесеното следува дека 1 22n n na a a , за 3n . Притоа 

2 3 3a a . Оттука со непосредни пресметувања се добива 12 2049a . Може да 

се докаже дека 12 ( 1)n n
na .  
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30. Во еден град живеат вкупно 2k  луѓе, при што секои двајца се или прија-
тели или непријатели, и секој има најмногу t  непријатели. Ќе велиме дека една 
група жители е пријателска ако секои два члена на групата се пријатели. Познато 
е дека во градот нема пријателска група која содржи повеќе од k  жители, како и 
дека сите жители на градот може да се распределат во две пријателски групи од 
по k  луѓе во секоја група. Докажи, дека бројот на сите можни пријателски групи 
од по k  луѓе е помал или еднаков на 12 2k k t .  

Решение. Нека 1 2{ , ,..., }kA a a a  и 1 2{ , ,..., }kB b b b  се двете пријателски 
групи. За произволна подгрупа C  од A  со CS  да ја означиме групата од сите луѓе 
од B , секој од кои не познава барем еден човек од C . Ако | | | |CC S , тогаш 
групата ( \ )CC B S  е пријателска и таа има | | | | | | | |CC B S B k  членови, 
што е противречност.  

Тоа значи, дека множествата { }iaS  ги исполнуваат условите од теоремата на 

Хол за систем од различни претставници. Според тоа, можеме да сметаме дека ia  
и ib , за 1,2,...,i k  се непријатели. Тоа значи, дека секоја пријателска група од k  
луѓе содржи точно по еден човек од секој пар ( , )i ia b  за 1,2,...,i k .  

Без ограничување на општоста можеме да земеме дека непријатели на 1a  се 

1 2, ,..., tb b b . Секоја пријателска група, која го содржи 1a  не ги содржи 1 2, ,..., tb b b , 
па затоа ги содржи 1 2, ,..., ta a a . Од секој од останатите k t  парови ( , ),j ja b j t  

треба да избереме ja  или jb . Според тоа, такви групи се најмногу 2k t .  

Секоја пријателска група со k  членови која не го содржи 1a  го содржи 1b . Од 
секој од останатите 1k  парови ( , ), 1j ja b j  треба да избереме ja  или jb . 

Според тоа, такви групи се најмногу 12k .  
Конечно, од претходните разгледувања следува дека бројот на сите можни 

пријателски групи од по k  луѓе е помал или еднаков на 12 2k k t .  
 
31. Секој жител од градовите , ,A B C  познава најмногу еден од жителите на 

друг град. Ако  
1) бројот на жителите на градот A  е еднаков на 6000,  
2) бројот на жителите на градот B  кои имаат познаници во градот C  е помал 

или еднаков на 2000, и  
3) во градовите B  и C  повеќе од половината жители немаат познаници во 

градот A ,  
докажи дека вкупниот број жители во градовите ,A B  и C  кои немаат познаници 
во други градови е поголем од 1999.  

Решение. Нека r  е бројот на жителите во градовите , ,A B C  кои немаат 
познаници во други градови. Со , ,A B Ck k k  да ги означиме бројот на жители во 
градот , ,A B C , соодветно, со ABk  бројот на жителите од градот A  кои имаат 
познаници во градот B , BCk  и ACk  го имаат истото значење и ABCk  нека е 
бројот на жителите од градот A  кои имаат познаници во градовите B  и C . Тогаш  
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2 2 2 3
( 2 ) ( 2 ) ( 2 ).
A B C AB BC AC ABC

A BC B AB C AC

r k k k k k k k
k k k k k k

 

Од условот на задачата следува  
6000, 2000, 2 0, 2 0A BC B AB C ACk k k k k k , 

па затоа  
( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 6000 2 2000 1999A BC B AB C ACr k k k k k k . 

 
32. Нека 1N mn n , каде 3m  и 2n  се природни броеви. Докажи, дека 

ако во група од N  лица меѓу секои m  постојат две лица кои се познаваат, тогаш 
постои лице кое познава барем n  од останатите членови на групата. Дали 
тврдењето е точно за 1N mn n ?  

Решение. Од дадените N  лица да избереме подгрупа со максимален број лица 
така што во подгрупата не постојат две лица кои се познаваат. Јасно, ако во 
групата има l  лица, тогаш 1l m . Освен тоа, од максималноста на l  следува 
дека со додавање на било кој од останатите членови на групата, че имаме барем 
едно познанство. Според тоа, секое од останатите N l  лица познава барем едно 
од избраните l  лица. Тогаш некое од избраните l  лица ќе има барем N l

l  
познати. Бидејќи  

1
1 11 1 1 1N l N N

l l m mn n , 
постои лице со барем n  познати.  

Нека ( 1)N mn n m n  и да разгледаме 1m  група од по n  особи, такви 
што секои две лица од секоја група се познаваат и нема познати од различни 
групи. Тогаш меѓу секои m  лица има двајца кои припаѓаат на иста група, т.е. 
двајца кои се познаваат. Од друга стрна секој познава точно 1n  лице. Според 
тоа, тврдењето не е точно ако 1N mn n .  

 
33. Во група од n  лица постојат тројца познаници, секој од кои се познава со 

повеќе од половината членови на групата. Колку најмалку тројки познаници има 
во таа група?  

Решение. Тројцата познаници да ги означиме со ,A B  и C .  
Нека 2 1n k . Во тој случај секој од ,A B  и C  има барем 1k  познаник (
1k  од кои не се ,A B  или C ). Со T  да го означиме множеството од сите лица 

од групата без ,A B  и C  и нека , 0,1,2,3ia i  е бројот на лицата од T  кои имаат 
точно по i  познаници меѓу ,A B  и C . Тогаш 0 1 2 3a a a a  е бројот на сите 
членови на T , т.е. 0 1 2 3 2 2a a a a k . Од друга страна 1 2 32 3a a a  е 
бројот на познаниците на ,A B  и C , т.е. 1 2 32 3 3 3a a a k . Оттука следува  

1 2 3 0 1 2 3 2 3 2 33 3 2 3 ( ) 2 2 2 2k a a a a a a a a a k a a  
па затоа 2 32 1a a k . Бидејќи секој познаник со двајцата од ,A B  и C  формира 
тројка познаници, а секој познат со тројцата формира три тројки познаници, 
добиваме дека бројот на тројките познаници е најмалку  

2 3 2 32 1 3 1a a a a k , 
што значи дека бројот на тројките познаници не е помал од k . Останува да 
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дадеме пример во кој бројот на тројките познаници е точно k . Нека во T  не 
постојат две лица кои се познаваат. Ако A  познава точно 1k  лице од T , B  ги 
познава останатите 1k  лице од T , а C  познава било кои 1k  лица од T , 
тогаш само познаниците на C  влегуваат во тројки познаници и вкупниот број на 
тројки е k .  

Нека 2n k . Како и во случај кога n  е непарен број, добиваме дека бројот на 
тројките познаници е најмалку 1k . Ако A  и B  имаат само еден заеднички 
познаник во T  (тоа е можно бидејќи | | 2 3T k , а познаниците на A  и B  се по 

1k ), кој не е меѓу познаниците на C , тогаш имаме точно 1k  тројки позна-
ници.  

 
34. Определи го најмалиот број 5n  за кој постои група од n  лица, така што 

секои две лица кои се познаваат немаат заеднички познаник, а секои две лица кои 
не се познаваат имаат точно два заеднички познаници. (Ако A B  и A  го 
познава B , тогаш и B  го познава A  .)  

Решение. Нека A  е фиксиран член на групата и 1 2, ,..., rA A A  се познаниците 
на A . Тогаш од условот на задачата следува дека меѓу лицата 1 2, ,..., rA A A  не 
постојат двајца кои се познаваат и за секои две лица iA  и jA , 1 i j r  постои 

точно едно лице ijA A  кое се познава со двајцата. Освен тоа, не постојат две од 

лицата ijA  кои се познаваат меѓу себе, бидејќи во спротивно ќе има член на 
групата кој има барем три заеднички познаници со A .  

Множеството членови ijA , 1 i j r  всушност е множеството од оние лица 

кои не го познаваат A . Според тоа, 21 ( )rn r , од каде наоѓаме 8 7 1
2

nr . 
Добиениот израз за r  не зависи од изборот на A , што значи дека сите членови на 
групата имаат ист број познаници.  

Од условот 5n  следува 3r . Уште повеќе, бидејќи познаниците на 1,2A  се 

1A , 2A  и уште 2r  членови на множеството { | 3 }ijA i j r  треба да биде 

исполнето неравенството 2
22 ( )rr , па затоа 5r  и 16n .  

Ќе дадеме пример на група од 16 лица 1 2 5 1,2 1,3 4,5, , ,..., , , ,...,A A A A A A A  во која 
познанствата се меѓу следниве парови  

1) ( , ), 1,2,...,5iA A i   
2) ( , )i ijA A , ( , ),1 5j ijA A i j ,  

3) ( , ),1 5,1 5,{ , } { , }ij kmA A i j k m i j k m .  
Лесно се проверува дека оваа група ги има саканите својства, па затоа 

најмалиот број  е 16.  
 
35. Докажи дека во множество од 2( )n

n  луѓе, n , може да се најдат 1n  
лице кои меѓусебно сите се познават или 1n  лице кои меѓусебно сите не се 
познаваат.  
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Решение. Ќе докажеме поопшто тврдење: Во множество од ( )p q
q  луѓе, 

,p q , може да се најдат 1p  особи кои сите меѓусебно се познаваат или 1q  
особи кои сите меѓусебно не се познаваат. Тврдењето ќе го докажеме со 
индукција по p q .  

Ако 2 2p , тогаш 1p q , па тврдењето важи.  

Нека претпоставиме дека имаме ( )p q
q  луѓе. Да избереме произволна особа A . 

Можни се следниве случаи:  
1) Ако A  познава ( 1)

1( )p q
p  лица, тогаш од индуктивната претпоставка 

следува дека меѓу познаниците на A  може да се најдат p  кои сите 
меѓусебно се познаваат и кои заедно со A  се бараните 1p  лица кои сите 
меѓусебно се познаваат, или 1q  лица кои сите меѓусебно не се познаваат.  

2) Ако A  не познава барем ( 1)( )p q
p  луѓе, тогаш од индуктивната 

претпоставка следува дека меѓу лицата кои не го познават A  може да се 
најдат 1p  лица кои сите меѓусебно не се познаваат или q  лица кои сите 
меѓусебно не се познаваат, па овие лица заедно со A  се 1q  лица кои сите 
меѓусебно не се познаваат.  

3) Случајот кога A  познава најмногу ( 1)
1( ) 1p q

p  лица и не познава најмногу 

( 1)( ) 1p q
p  не е можен, бидејќи 

( 1) ( 1) ) )
1( ) 1 ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1p q p q p q p q

p p pp .  

 
36. Нека n  и k  се природни броеви такви што k n  и k n  е парен број. 

Дадени се 2n  ламби означени со броевите 1,2,...,2n , секоја од кои може да биде 
вклучена или исклучена. На почетокот сите ламби се исклучени. Ја разгледуваме 
низата од чекори: во секој чекор една од ламбите ја менува состојбата (од вклу-
чена во исклучена, или обратно). Нека N  е бројот на вакви низи кои се состојат 
од k  чекори такви што се добива состојба во која сите ламби означени со 
броевите од 1 до n  се вклучени, а ламбите од 1n  до 2n  се исклучени. Нека M  
е бројот на такви низи низи кои се состојат од k  чекори т.ш. се добива состојба во 
која сите ламби означени со броевите од 1 до n  се вклучени, а ламбите од 1n  
до 2n  се исклучени, но т.ш. ниедна од ламбите од 1n  до 2n , не била никогаш 
вклучена. Одреди го односот N

M . 

Решение. Нека NS , MS  се множествата од низи со соодветните дефиниции 
дадени во задачата.  

| |NS N , | |MS M . 

Ќе ја формираме кореспонденција 1 спрема 2k n  од MS  кон NS . 
Да разгледаме произволна низа од MS . Во неа се појавуваат само броевите од 

1 до n , и секој се појавува непарен број пати. За даден i , 1 i n , одбираме 
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парен број појавувања на i  во низата и ги заменуваме со n i . Ако i  се појавува 
вкупно 2 1im  пати тогаш претходното може да се направи на вкупно 

2 1 2 1 2 1 2
0 2 2( ) ( ) ... ( ) 2i i i i

i

m m m m
m  

начини. 
Бидејќи  

(2 1)
2 2
im n k n

im , 
тоа значи дека вкупно постојат 

2 22 2 2i im m k n  
начини од низа од MS  да се добие низа од NS . 

Ниту една низа во NS  не може да се добие од две различни низи од MS . На-
вистина, елементите на една низа при оваа кореспонденција се инваријантни по 
модул n . Па ако две низи од MS ја даваат истата низа од NS , тогаш тие се исти 
по модул n , па мора да се истата низа. 

Сите низи од NS  се добиваат со оваа кореспонденција. Навистина ако избере-
ме низа од NS , и ја формираме низата од нејзините елементи по модул n , ќе ја 
добиеме низата од MS , од која таа произлегла при кореспонденцијата.  

 
37. Нека 1 2 100, ,...,a a a  е пермутација на броевите 1, 2, ..., 100 и нека 1 1S a , 

2 1 2S a a , ..., 100 1 2 100...S a a a . Колку најмногу точни квадрати може да 
има меѓу броевите 1 2 100, ,...,S S S ?  

Решение. На низата 1 2 100, ,...,S S S  и додаваме почетен член 0 0S  и ги раз-

гледуваме членовите 
0 1

...n nS S  кои се точни квадрати, т.е. 2
kn kS m  (во 

случајот 0 0 0n m ). Бидејќи 2
100 5050 72S , заклучуваме дека броевите km  

се помали или еднакви на 71. Ако 1 1k km m , добиваме дека разликата 

1
2 1

k kn n kS S m  е непарна. Оттука следува дека барем еден од броевите 

11,...,
k kn na a  е непарен. Бидејќи непарните броеви, кои се помали од 100 се 

точно 50, меѓу разликите 1k km m  најмногу 50 се еднакви на 1. Ако допуштиме 
дека точните квадрати во почетната низа се најмалку 61, добиваме дека  

61 61 60 60 59 1 0( ) ( ) ... ( ) 50 11 2 72m m m m m m m , 
што не е можно. Пример на низа со 60 точни квадрати може да се конструирана 
следниов начин. Ако 2 1ia i  за 1 50i , можеме да ги искористиме сите 

непарни броеви и нека 2
iS i . Понатаму, нека 54 4 50 4 204 8i iS S i . Тогаш 

2
54 4 (52 2 )iS i . Последните 18 члена од низата се 30, 40, 64, 66, 68, 6, 8, 14, 16, 

32, 38, 46, 54, 62, 22, 24, 48 и 56. Сега 2 2
87 66 2 134 68S  и 2

96 70S .  
 
38. Пермутацијата  на броевите од 1 до n  ќе ја наречеме добра, ако множе-

ството { ( ) | 1,2,..., }k k k n  има два елементи. Докажи, дека бројот на добрите 
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пермутации е еднаков на ( ) ( )n n , каде ( )n  е збирот на позитивните дели-
тели на n , а ( )n  е нивниот број.  

Решение. Да разгледаме една добра пермутација . Бидејќи 
1
( ( ) ) 0

n

k
k k , 

заклучуваме дека еден од двата елементи на множеството { ( ) | 1,2,..., }k k k n  е 
позитивен, а другиот е негативен, на пример 0a  и 0b . Нека 

{ | ( ) }A k k k a  и { | ( ) }B k k k b .  
Прво да забележиме, дека ако i A  и i a b n , тогаш i a b A . 

Навистина, ако ( )i i a , тогаш бидејќи  е пермутација следува 
( ) ( )i a b i i a , т.е. ( ) ( )i a b i a b b , т.е. i a b B . 

Аналогно, ако i B  и 1 i a b , тогаш i a b B . Навистина, ако ( )i i b , 
тогаш бидејќи  е пермутација следува ( ) ( )i a b i i b , па затоа важи 

( ) ( )i a b i a b a , т.е. i a b A .  
Очигледно, i A  за 1 i b . Од претходните разгледувања следува дека ако 

остатокот на i  при делење со a b  е ненулти и е помал или еднаков на b , тогаш 
i A . Аналогно, ако остатокот на i  при делење со a b  е 0 или поголем од b , 
тогаш i B . Оттука лесно следува дека d a b  е делител на n .  

Обратно, горните разгледувања дозволуваат за секој делител d  на n  и секој 
1,2,..., 1a d  да конструираме добра пермутација така, што елементи на 

множеството { ( ) | 1,2,..., }k k k n  се a  и b a d . Според тоа, бројот на до-
брите пермутации е еднаков на  

| | |
( 1) 1 ( ) ( )

d n d n d n
d d n n . 

 
39. Нека n  е природен број кој е делив со 4 . Да се определи бројот на 

биекции f , :{1,2,..., } {1,2,..., }f n n  кои што го исполнуваат условот: 
1( ) ( ) 1f j f j n , 1,2,...,j n  

Решение. Ако  е биекција која што го исполнува условот од задачата тогаш  
( )j j . Навистина, ако ( )j j (значи j  е неподвижен елемент), тогаш  

1( )j j  па според тоа  1( ) ( ) 2j j j . Бидејќи 2 1j n  за било кој 
природен број j , 1,2,3,...,j n , добиваме контрадикција. Според тоа, било која 
пермутација која го задоволува условот  

1( ) ( ) 1j j n  
нема неподвижни елементи.  

Нека  е пермутација  која го задоволува равенството (1) и нека ( )a b . 
Значи, a b  и од равенството  

1( ) ( ) 1a a n , 

добиваме дека 1( ) 1a n b , односно ( 1 )n b a . Бидејќи 1( )b a ,од 
равенството  
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1( ) ( ) 1b b n , 

добиваме ( ) 1b n a , па според тоа 1( 1 )n a b  од каде имаме дека 
( ) 1b n a . Од равенствата  

1( 1 )n a b  и 1( 1 ) ( 1 ) 1n a n a n , 

добиваме дека ( 1 ) 1n a n b  и 1( 1 ) 1n b n a . Значи, ако 
, {1,2,3,..., }a b n , a b  и ( )a b , тогаш  имаме  

1 1a b n a n b a . 
Според тоа, ако 4n k , секоја пермутација  која го исполнува условот на 

задачата го разбива множеството елементи н {1,2,3,..., }n  на групи од, по четири 
елементи така што тие формираат циклус.  

Обратно, нека од множеството {1,2,3,..., }n , каде 4n k  формираме групи од 
по четири елементи од обликот { , , 1 , 1 }p q n p n q  каде a b .Бидејќи множе-
ството {1,2,3,..., }n  има 4n k  елементи, добиваме дека такво разбивање е можно 
и при тоа делбените множества се попарно дисјунктни.За секое такво 
четириелементно множество определуваме по едно пресликување  

1 1p q n p n q p . 
Треба да го определиме бројот различни такви разбивања.  
Заради дисјунктноста на множеството, и тоа што секое вакво пресликување е 

биекција добиваме дека на {1,2,3,..., }n  е определена биекција и не е тешко да се 
провери дека таа ги исполнува бараните својства.  

Според тоа, елементите на секое множество { , 1 }j n j  се членови на еден 
циклус на пермутацијата, и секој циклус со должина 4 кој е дел од пермутацијата 
се состои од елементите од две такви множества.Множеството { , 1 }j n j , 

1,2,3,...,2j k  ќе го означиме со jA . Ако i j , тогаш i jA A .  

Од множеството 1 2 2{ , ,..., }kA A A  два елементи можеме да избереме на 2
2( )k  

начини.  Од преостанатите елементи можеме да избереме на  2 2
2( )k -начини две 

множества. Продолжувајќи на тој начин добиваме дека низа со должина k  во која 
на секое место има запишано две множества(не е битен редоследот на запис на 
двете множества на даденото место) можеме да формираме на  

(2 )!2 2 2 4 2
2 2 2 2 2

( )( )...( )( ) k
kk k  

начини. За секоја низа од (2 )!2 2 2 4 2
2 2 2 2 2

( )( )...( )( ) k
kk k -те можни низи, секоја од кои се 

состои од k  парови множества p qA A , p q  (во еден запис има k  такви парови) 
за секој пар определени се две биекции  

1 1p q n p n q p  
1 1p n q n p q p  

Според тоа, со секоја низа со должина k  определени се 2k  различни пермута-
ции кои го задоволуваат условот на задачата. 
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Бројот на такви двоелементни подмножества е еднаков на 2k . Бројот на 
разбивања на множеството {1,2,3,..., }n  на такви четириелементни подмножества 
запишани во даден редослед е еднаков на  

(2 )!2 2 2 4 2
2 2 2 2 2

( )( )...( )( ) k
kk k . 

Бидејќи редоследот на запис на четириелементните множества од лево кон 
десно не е битен, можеме да ги сметгаме за еднакви, добиваме дека со еден запис 
исти такви има !k . Бидејќи нив ги сметаме за еднакви, добиваме дека бројот на 
такви пермутации е еднаков на  

 
40. Определи го бројот на 1 2( , ,..., )np p p  на елементите од множеството 

{1,2,3,..., }n , за кој изразот  

1 2| 1| | 2 | ... | |np p p n  
достигнува максимална вредност.  

Решение. Нека 1 2( , ,..., )np p p  е пермутација на броевите од множеството 
{1,2,3,..., }n . По ослободувањето од апсолутните вредности, во бројниот израз што 
се добива, се појавуваат броевите 

1,1,2,2,3,3,..., ,n n .     (1) 
Притоа, половина од нив се со знак плус, а половина од нив се со знак минус. Зби-
рот на така добиениот броен израз е максимален ако и само ако по ослободу-
вањето од апсолутните вредности првите n  членови од низата (1) се со знак 
минус, а преостанатите n  се со знак плус.  

Збирот во тој случај е еднаков на: 
а) ако n  е непарен број, т.е. 2 1n k , имаме 

2 24 4 1 1 1
2 2

1 ( 1) ( 2) ( 2) ... ( ) ( ) [ ( 1)] ( 1) ... (2 1) (2 1)

2 ( 1) k k n

k k k k k k

k k
 

б) Ако n  е парен, т.е. 2n k , имаме 

2 24
2 2

1 ( 1) ( 2) ( 2) ... ( ) ( ) ( 1) ( 1) ... 2 2 2

.k n

k k k k k k k k
 

Останува уште да го определиме вкупниот број на пермутации кои го испол-
нуваат погоре наведениот услов.  

Случај 1. 2n k . Максимум се достигнува ако и само ако 
1 2{ , ,..., } { 1, 2,...,2 }kp p p k k k , 1 2 2{ , ,..., } {1,2,..., }k k kp p p k . 

Бројот на вакви пермутации е еднаков на 2! ! ( !)k k k .  
Случај 2. 2 1n k . Максимумот се достигнува ако и само ако  

1 2 1{ , ,..., , } { 1, 2,...,2 ,2 1}k kp p p p k k k k  
или постои {1,2,..., }x k ,  

1 2{ , ,..., } { 2, 3,...,2 ,2 1}kp p p k k k k  

1 2 2 1{ , ,..., } {1,2,..., 1}\{ }k k kp p p k x . 
Бројот на пермутации во овој случај е  

2( !)( !) ( !)( 1)! ( !) (2 1)k k k k k k k . 
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41. Определи го бројот S  на сите пермутации  на множеството {1,2,3,..., }n  

такви што производот  
1 2( 1)( 2)...( )n n  

е непарен број.   
Решение. Производ на природни броеви е непарен број ако и само ако секој од 

множителите да е непарен број, т.е. 1 2( 1)( 2)...( )n n  е непарен број ако и 
само ако 1 21, 2,..., n n  се непарни броеви.  

Ќе разгледаме два случаи.  
Случај 1. n  е непарен број т.е. 2 1n k . Нека  е пермутација која го 

исполнува условот од задачата. Тогаш 1 21, 2,..., n n  се непарни броеви, 
па според тоа и нивниот збир е непарен број, т.е.  

1 2( 1) ( 2) ... ( ) 2 1n n s . 
Од друга страна 1 2{ , ,..., } {1,2,..., }n n , па затоа  

1 2 1 2( 1) ( 2) ... ( ) ( ... ) (1 2 ... )
(1 2 ... ) (1 2 ... ) 0,

n nn n
n n

 

што е противречност. Значи, кога n  е непарен број таква пермутација не постои.  
Случај 2. n  е парен број, т.е. 2n k . За да секој од множителите 

1 21, 2,..., n n  е непарен потребно и доволно е за секој i  бројот 2 1i  да е 
парен, а бројот 2i  да е непарен. Да ги разгледаме пермутациите  

:{2,4,...,2 } {2,4,...,2 }k k , :{1,3,...,2 1} {1,3,...,2 1}k k . (1) 
Со помош на овие пермутации ќе определиме пермутација на  

:{1,2,...,2 } {1,2,...,2 }k k  
на следниот начин: 

2 1 2i i , 2 2 1i i ,    (2) 
за 1,2,...,i k . Тогаш  е пермутација на {1,2,...,2 }k  таква што производот 

1 2( 1)( 2)...( )n n  е непарен број. Обратно, секоја пермутација  која го 
задоволува условот на задачата е определена со (2), каде  и  се пермутации од 
видовите (1). Бидејќи  

| | |{ | :{1,3,...,2 1} {1,3,...,2 1} е пермутација}|= !AS k k k  
| | |{ | :{2,4,...,2 } {2,4,...,2 } е пермутација}|= !BS k k k  

добиваме дека бројот на пермутациите кои го задоволуваат условот на задачата е  
2| | | | | | ( !)( !) ( !)A B A BS S S S k k k . 

 
42. Нека 1 2( , ,..., )na a a  е пермутација на броевите 1,2,...,n , 2n . Определи ја 

најголемата можна вредност на изразот  
1

1
1
| |

n
k k

n
a a . 

Решение. Да означиме  
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1
1 2 1 1

1
( , ,..., ) | | | |

n
n n k k

n
S a a a a a a a  

и на реалната оска да ги разгледаме точките 1 2, ,..., nA A A  со координати 

1 2, ,..., na a a , соодветно. Тогаш збирот 1 2( , ,..., )nS a a a  е еднаков на должината на 
затворената искршена линија 1 2 1... nA A A A . Ќе ја оцениме оваа должина ако го 
разгледаме покривањето на интервалите од видот [ , 1]k k , каде {1,2,..., 1}k n .  

Ако 2
nk , интервалот [ , 1]k k  е покриен најмногу 2k  пати, бидејќи на 

располагање имаме најмногу k  леви краеви на покривните отсечки, а секоја точка 
е крајна за две отсечки. Аналогно при 2

nk  интервалот [ , 1]k k  е покриен 

најмногу 2( )n k  пати. Според тоа, кога 2n m  имаме  
2

1 2( , ,..., ) 2[1 2 ... ( 1) ... 2 1] 2nS a a a m m m , 
а кога 2 1n m  имаме  

1 2( , ,..., ) 2[1 2 ... ( 1) ... 2 1] 2 ( 1)nS a a a m m m m m .  
Можеме да ги обединиме двете оценки со 1 2( , ,..., ) 2 ( )nS a a a m n m , каде 

2[ ]nm . Тогаш бараниот збир е помал или еднаков на 2 ( 1)m n m .  

Не е тешко да се провери дека пермутацијата зададена со 2ka k  и 

2 1ka n m k , за 1,2,...,k m , 1na m , ако n  е непарен број, дава збир 

2 ( ) 1m n m . Според тоа, бараната најголема вредност е 2 2[ ]( [ ] 1)n nn .  
 
43. Определи ги сите природни броеви n  за кои постои пермутација  на 

броевите 1,2,...,n  таква што (1) (2) ... ( )n  е рационален број.   

Решение. Да означиме ( ) ( 1) ... ( )ia i i n , за 1 i n  и 

1 0na . Ако 1a  е рационален, со повеќекратно квадрирање добиваме дека и 

2,..., na a  се рационални. Уште повеќе, na  мора да биде цел број, па затоа и 

1 1,...,na a  се цели броеви. Понатаму, од 1na n  следува дека 

1 1 1na n n n , а потоа дека 2 1na n  итн. па затоа 1ia n , за 

секој i . Нека 2 2( 1)k n k . За некој j  важи 2( ) 1j k . Бидејќи ja k  

имаме 2
11 1j ja k a k , т.е. 1 2ja k . Меѓутоа, 1 1ja n , па затоа 

22 ( 1) 1k k , од што следува 23 2 2k k , па затоа 1k , т.е. 4n .  
Ако 4n , тогаш (4) 1 или (4) 4 . Во првиот случај мора да биде 

(3) 3  и (2) 2 , па останува (4) 1, што не е решение. Во вториот случај се 
добива (3) (2) 2 , што не е можно. Слично и за 2n  немаме решение. За 1n  

и 3n  решенија се 1 1 и 2 3 1 2 . Значи, {1,3}n .  
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44. Определи множество S  со најмал број точки со кои се определени седум 
различни прави.  

Решение. Нека S  е множество точки кои определуваат 7 различни прави и 
нека | |S n . Ако во множеството S  не постојат три колинерани точки, тогаш тоа 

множество определува ( 1)
2

n n  различни прави. Ако ова множество определува 7 

прави, тогаш ( 1)
2 7n n , т.е. ( 1) 14n n , што не е можно, бидејќи бројот 14 не е 

производ на два последователни природни броја. Според тоа, ниту едно 
множество во кое нема барем една тројка колинеарни точки не определува 7 
различни прави.  

Значи, во множеството S  постои најмалку едно триелементно подмножество 
колинеарни точки. Ако имаме само едно триелементно подмножество колинеарни 

точки, тогаш со ова множество се определени ( 1)
2 2n n  различни прави. Имено, 

триелементното подмножество колинеарни точки определува само една права, а 
триелемнтното подмножество содржи три двоелементни подмножества, што 

значи дека една иста права сме ја броеле трипати. Затоа од ( 1)
2

n n  треба да 

одземеме 2. Така имаме ( 1)
2 2 7n n , т.е. ( 1) 18n n , што повторно не е можно.  

Ако имаме точно две триелементни подмножест-
ва колинеарни точки, тогаш со ова множество се оп-

ределени ( 1)
2 2 2n n  различни прави. Значи, треба 

да важи ( 1)
2 2 2 7n n , т.е. ( 1) 22n n , што пов-

торно не е можно.  
Ако имаме точно три триелементни подмноже-

ства колинеарни точки, тогаш со ова множество се 

определени ( 1)
2 3 2n n  различни прави. Значи, тре-

ба да важи ( 1)
2 3 2 7n n , т.е. ( 1) 26n n , што по-

вторно не е можно.  
Ако имаме точно четири триелементни подмно-

жества колинеарни точки, но немаме подмноижество 
од четири колинеарни точки (четири колинеарни точки определуваат четири три-
елементни подмножества колинеарни точки), тогаш со ова множество се 

определени ( 1)
2 3 2n n  различни прави. Значи, треба да важи ( 1)

2 4 2 7n n , 

т.е. ( 1) 30n n . Од последната равенка наоѓаме 6n . Според тоа, множество 
S  од 6 точки, во кое постојат точно четири триелементни подмножества коли-
неарни точки и не постојат четири колинеарни точки определува точно 7 прави. 
Нека { , , , , , }S A B C D E F , 1 { , , },S A B C  

2 3 4{ , , }, { , , }, { , , }S A D E S B D F S C E F . Ова множество ги определува 
правите , , , , , ,AB AE AF BF BE CD CE  (види цртеж). 
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45. Правоаголник со димензии m  и n , каде ,m n N  со прави паралелни со 
нeговите страни е поделен на единечни квадрати. Темињата на единечните делбе-
ни квадрати ги нарекуваме јазли. На секоја страна од правоаголникот е избран 
еден јазол, различен од неговите темиња. Четирите избрани јазли се темиња на 
конвексен четириаголник.  

Кој е најголемиот број на јазли кој може да се најде во внатрешноста на овој 
четириаголник? 

Решение. Јасно е дека во внатрешноста на из-
браниот конвексен четириаголник може да се нај-
дат само внатрешни јазли на правоаголникот. Нив-
ниот број е еднаков на ( 2)( 2)m n . Ако ги избе-
реме јазлите кои се темиња на конвексниот четири-
аголник, тогаш добиваме четириаголник кој ги 
содржи сите внатрешни јазли.  
  

46. Во рамнина, 2014 прави се распоредени во три групи заемно паралелни 
прави. Кој е најголемиот број на триаголници кои ги образуваат правите (секоја 
страна од триаголникот лежи на некоја од правите). 

Решение. Нека a b c  се броевите на прави во трите групи за кои се добива 
најголем број на триаголници. Тогаш 2014a b c , а најголемиот можен број 
на триаголници е abc  (кога никои три прави немаат заедничка точка). Ќе 
докажеме дека 1a c .  

Да го претпоставиме спротивното, т.е. 1a c . Тогаш  
( 1) ( 1)( 1)abc b ac a c b a c , 

што е противречно на изборот на a , b  и c . Не може a c , бидејќи во тој случај 
2014

3a b c  не е цел број. За a , b  и c  да бидат цели мора 672a  и 

671b c  и бројот на триаголници е 2672 671 . 
 

47. Дадени се 2n ( 1n ) точки кои лежат во една рамнина. Правата p  лежи во 
истата рамнина и не минува низ ниту една од дадените точки. Докажи дека  

правата сече не повеќе од 2n  отсечки чии краеви се во дадените точки.  
Решение. Нека дадените точки и правата p  лежат во рамнината .Правата p  

ја дели рамнината  на две полурамнини 1  и 2 . Ако во едната полурамнина 
лежат m  точки, тогаш во другата полурамнина лежат 2n m  точки. Отсечки на 
кои двете крајни точки им се во иста полурамнина правата не ги сече. Правата ги 
сече отсечките, со крајни точки во дадените, на кои едниот крај му е во полурам-
нината 1  а другиот крај им е во полурамнината 2 . Такви отсечки има 

(2 )m n m . Бидејќи  
2 2 2 2(2 ) 2 ( ) 0n m n m n nm m n m , 

добиваме дека 2 (2 )n m n m .  

Значи, правата не сече повеќе од 2n  отсечки. 
 

. . .    . . .

. . .    . . .

. . .    . . .

. . .    . . .

. . .    . . .

. . .

. . .
. . .

. . .
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48. На страните на квадратот  се земени  точки: сите четири темиња 
и уште по  точка на секоја страна на квадратот. Определи го бројот на сите 
недегенирани триаголници чии темиња се овие точки.  

Решение. Од дадените  точки можеме на 
 начини да избереме три точки. Меѓутоа, тие 

три точки ќе бидат темиња на триаголник само ако 
не лежат на иста страна. Да преброиме на колку на-
чини можеме да избереме три точки на една страна 
на квадратот. На секоја страна имаме  точка 
(вклучувајќи ги темињата), па затоа во случајот 
изборот може да се направи на  начини. Ова 
важи за сите четири страни на квадратот, па затоа 
бараниот број триаголници е еднаков на 

.   
 
49. Даден е правилен n аголник, 6n . Колку триаголници има со темиња во 

темињата на n аголникот, чии страни се дијагоналите на n аголникот?  
Решение. Нека 1 2... nA A A  е правилен n аголник. Да ги разгледаме бараите 

триаголници за кои едно теме е 1A . Ова теме може да се поврзе со било кое теме 
од n аголникотот, освен со темињата 2A  и nA . Такви две точки може да се 

изберат на 3
2( )n  начини. Од овој број треба да го одземеме бројот на 

триаголниците од видот 1 1k kA A A , 3,4,...,k  2n , кои ги има 4n  на број, па 

затоа 1A  е теме на 3
2( ) ( 4)n n  такви триаголници. Ако постапката ја повториме 

за останатите темиња, секој триаголник ќе го броиме триапти, па затоа бараниот 
број триаголници е еднаков на  

( 4)( 5)31
23 6[( ) ( 4)] n n nnn n . 

 
50. Во рамнината се дадени 4n  точки такви што меѓу нив нема три 

колинеарни. Докажи, дека постојат најмалку 3
2( )n  конвексни четириаголници 

чии темиња се во дадените точки.  
Решение. Прво ќе ја докажеме следнава лема.  
Лема. Секои 5 точки меѓу кои нема три колинеарни определуваат најмалку 

еден конвексен четириаголник.  
Доказ. Нека S  е конвексната обвивка на дадените точки. Ако S  е петаголник, 

тогаш ќе отстраниме било кој од петте точки и добиваме конвексен 
четириаголник. Всушност тогаш постојат 5 конвексни четириаголници (цртеж а)). 
Ако S  е четириаголник, тогаш петтата точка се наоѓа во внатрешноста, па нема 
што да докажуваме (цртеж b)). Ако S  е триаголник, тогаш две од останатите 
точки припаѓаат во неговата внатрешност (цртеж c)). Правата ни овие две точки 
сече две страни од триаголникот, па ако го отстраниме заедничкото теме на овие 
страни, тогаш останатите четири точки се темиња на конвексен четириаголник 

ABCD 4n
1n

4n
4
3( )n

1n

1
3( )n

4 1
3 3( ) 4( )n n
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(зошто?). ■ 
Да се вратиме на задачата. Ги разгледуваме сите комбинации од по 5  точки. 

Нив ги има 5( )n . Секоја комбинација содржи подмножество од четири точки кои 
се темиња на конвексен четириаголник. Секое теме на четириаголникот е вклу-
чено во 4n  комбинации. Значи, постојат барем 1

54 ( )n
n  конвексни четириагол-

ници, кои припаѓаат на даденото множество точки. Останува да докажеме дека 
31

5 24 ( ) ( )n n
n . Последното неравенство е еквивалентно со неравенството  

( 5)( 6)( 8) 0n n n . 
која е точна за секој 4n .  

Забелешка. За 5n  важи знак 
за равенство (цртеж c) кога постои 
само еден конвексен четириагол-
ник). Меѓутоа, за 5n  
вистинскиот број на конвексни 
четириаголници е поголем од оваа оценка. Имено, на авторот му е познато е дека 
тој поголем од 1

45 ( )n , но не му е познато дали постои подобра оценка.  
 
51. Во рамнина се дадени 100 точки, меѓу кои не постојат три колинеарни точ-

ки. Да ги разгледаме сите триаголници со темиња во дадените точки. Докажи дека 
најмногу 70%  од овие триаголници се остроаголни.  

Решение. Лема. Во рамнина дадени се пет точки, такви што било кои три се 
неколинеарни. Тогаш постојат три триаголници со темиња во тие точки кои не се 
остроаголни. 

Доказ. Ги разгледуваме трите 
можни случаи. 

( )a Конвексната обвивка на 
точките е триаголникот ABC . 
Меѓу аглите BDA , CDB  и 
ADC  барем два не се остри. 
Слично се гледа дека меѓу 
триаголниците BEA , CEB  и 
AEC  барем два не се остроаголни. Значи, во овој случај постојат барем четири 
триаголници кои не се остроаголни.  

( )b Конвексната обвивка на дадените точки е четириаголник ABCD . Јасно, 
барем еден триаголник со темиња во точките , , ,A B C D  не е остроаголен. Нека 
точката E  е во триаголникот BCD  (таа не може да припаѓа на дијагонала на 
четириаголникот ABCD , бидејќи било кои три точки се неколинеарни). Тогаш 
барем два од триаголниците BED , BCE  и CDE  не се остроаголни. Значи и во 
овој случај постојат барем три триаголници кои не се остроаголни.  

( )c Нека конвексната обвивка на дадените точки е конвексен петаголник. Ако 
четири агли од овој петаголник се остри, тогаш збирот на аглите би бил помал од 
4 90 180 540180 540180180 , што не е можно. Претпоставувме дека острите агли се наоѓаат 
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во темињата A , B  и C . Барем еден од аглите на конвексниот четириаголник 
ACDE  не е остар. Затоа постојат барем три темиња кај кои аглите не се остри. ■ 

Од 100  точки може да се изберат 100
53 ( )  триаголници кои не се остроаголни. 

Еден ист триаголник се појавува во 97
2( )  петорки темиња. Затоа бројот на 

триаголниците кои не се остроаголни е поголем или еднаков на 
100

5
97
2

3( )

( )
. Но, бројот 

на сите триаголници е 100
3( ) , па затоа бројот на остроаголните триаголници е 

помал или еднаков на  
100

5
97
2

3( )100
3 ( )

( ) . Конечно, односот на бројот на остроаголни 

триаголници и вкупниот број на триаголници не може да биде поголем од  
100

5
100 97

3 2

3( )

( )( )
1 0,7 , што значи дека веројатноста да биде избран остроаголен 

триаголник е помала или еднаква на 70% .  
 
52. Десет улици во еден град се паралелни една на друга, а другите десет ги 

сечат под прав агол. Колку најмалку кривини може да има затворена маршрута 
која минува низ сите раскрсници на дваесетте улици?  

Решение. Пример со 20 кривини е даден на цртежот 
десно. Ќе докажеме дека не е можно да има помалку од 20 
кривини. Да разгледаме 10 улици со ист правец. Ако 
маршрутата минува низ секоја, таа на секоја од нив има 
најмалку 2 кривини и тврдењето е докажано. Ако меѓу нив 
има улица по која маршрутата не минува, тогаш таа мора 
да минува низ сите 10 улици кои се нормални на неа. Овие 
10 улици се со ист правец, па значи маршрутата на секоја 
од нив има најмалку по 2 кривини.  

 
53. Еден град има мрежа од m  „хоризонтални“ и n  „вертикални“ улици, при 

што секои две соседни раскрсници се еднакво оддалечени. Определи ја најмалата 
должина која треба да се асфалтира така што од секоја раскрсница  до секоја 
раскрсница може да се стигне по асфалтен пат.  

Решение. Во градот има mn  раскрсници. Делот 
од улицата меѓу две соседни раскрсници ќе го 
наречеме сокак. Ако тргнеме од една раскрсница, 
за да поминеме низ секоја од останатите раскрсни-
ци, движејќи се по асфалтен дел од мрежата, мора 
да асфалтираме најмалку 1mn  сокак (до секоја 
следна раскрсница стигнуваме по нов сокак). На 
цртежот е прикажана мрежа на која се асфалтирани ( 1) 1 1m n m mn  со-
каци, при што секои две раскрсници се поврзани со асфалтен пат.  

 
54. Правоаголник со димензии m  и n  каде што m  и n  се природни броеви и 

n mk  е разделен на m n  единечни квадрати. Секој пат од точката A  до точката 
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C  по делбените отсечки (страните на малите квадрати) при што е дозволено 
движење надесно и движење на нагоре, има должина m n . Најди колку пати 
бројот на патишта од A  до C  што минуваат низ точката T  е поголем од бројот 
на патишта од A  до C  што минуваат низ точката S .  

Решение. Секој пат од A  до C  ќе го означиме со нули и единици, при што со 
единица го означуваме движењето нагоре за единица должина, а со нула го 
означуваме движењето надесно за единица должина. Според тоа, бројот на 
патишта низ точката T  е  

1 1
1 1( )n m n

m n nC , 
а бројот на патишта низ точката 
S  е 

1 1
1 1( )m m n

m n mC . 
Бидејќи 

11
11

1 1
1 1

( )

( )

m nm
mm n

n m n
m n n

C
C

k , 

следува дека бројот на патишта 
низ точката T  е за k пати пого-
лем од бројот на патишта низ точката S .  
 

55. Во темето A  на коцката 1 1 1 1ABCDA B C D  стои мравка. Мравката патува 
2015 минути, при што секоја минута поминува преку раб до соседно теме. Нека 
m  е бројот на патеките со кои мравката своето патување го завршува во темето 
B , а n  е бројот на патеките со кои таа своето патување го завршува во темето 1C . 
Пресметај ја вредноста на изразот m n .  

Решение. Нека km  е бројот на патеките при кои после k  минути мравката е во 
B . Поради симетрија овој број е еднаков на бројот на патеките и до D  и до 1A . 
Нека kn  е бројот на патеките при кои после k  минути мравката е во 1C . Нека kp  
е бројот на патеките при кои после k  минути мравката е во 1B . Поради симетрија 
тој број е еднаков на бројот на патеките и до C  и до 1D . Нека kq  е бројот на 
патеките при кои после k  минути мравката е во A . Имаме  

1 1 1 12 , 3 , 2 , 3k k k k k k k k k km q p n p p n m q m . 
Според тоа,  

1 1 2 3k k k k k k km n q p p q p  и 1 1 3 2k k k k k k kq p m n m m n , 
па затоа  

2015 2015 2014 2014 2013 2013

3 3 2 2 1 1 0 0

...
1.

m n m n q p m n
m n q p m n q p

 

 
56. Во една држава има повеќе од 7 градови. Докажи, дека не постои мрежа од 

едносмерни патишта со следниве својства:  
1) меѓу секои два града постои точно еден директен пат,  
2) за секои два града A  и B  постои точно еден град во кој директно може да 

се стигне и од A  и од B ,  

S

T(0,0)A ( ,0)B n

( , )C n m(0, )D m
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3) за секои два града A  и B  постои точно еден град од кој директно може да 
се стигне и во A  и во B .  

Решение. Нека претпоставиме дека меѓу градвите 1 2, ,..., , ( 7)nA A A n  постои 
мрежа еднонасочни патишта таква што се исполенти условите 1), 2) и 3). Да го 
означиме со i jA A  патот со почеток во iA  и крај во jA , а множеството од сите 

патиѓта со P . За секој {1,2,..., }k n  нека  
{ | }k i k iB A A A P  и { | }k j j kC A A A P . 

Ако за некој i  важи i kA B , тогаш од условот 3) следува дека постои точно еден 
град jA  таков што j iA A P  и j kA A P , па за jA  важи j kA C . Според тоа, 

| | | |k kB C .На сличен начи, користејќи го условот 2) се докажува дека | | | |k kB C . 
Според тоа, за секој {1,2,..., }k n  важи | | | |k kB C . Од условот 1) следува дека 

1 | | | | 1 2 | |k k kn B C B , т.е. n  е непарен број. Стваме 
2 1, | | | |k kn r B C r .  
Нека  

{( , ) | , , }k k i k jP i j i j A A P A A P . 

Од условот 3) следува дека за секој пар ( , ),i j i j  постои точно еден број 
{1,2,..., }k n  таков што важи ( , ) ki j P . Значи, множествата 1 2 2 1, ,..., rP P P  се 

дисјунктни по парови и според 1) важи  
1 2 2 1 1 2 2 1| | | ... | | | | | ... | |r rP P P P P P P . 

Бидејќи | |kB r , т.е. од градот kA  може директно да се стигне во r  други 

градови добиваме 2| | ( )r
kP . Но, 2 1

2| | ( )rP , па затоа  
2 1

2 1 2 2 1 2( ) | | | | | | ... | | (2 1)( )r r
rP P P P r , 

од каде наоѓаме 3r , т.е. 7n , што противречи на претпоставката.  
За држава со 7 градови може да се конструира мрежа која ги задоволува ус-

ловите на задачата. Деталите ги оставаме на читателот за вежба.  
 
57. Во една држава постојат n , 2n  градови. Некои од нив се поврзани со 

патишта. Познато е дека ако меѓу два града не постои директен пат, тогаш постои 
град со кој двата града се поврзани со директен пат. Определи го најмалиот можен 
број патишта во државата.  

Решение. Ќе докажеме дека во државата има најмалку 1n  пат.  
Нека A  е еден од градовите и нека од него поаѓаат k  патишта. Ако 1k n , 

тогаш нема што да се докажува. Нека 1k n  и нека A  е директно поврзан со 
градовите 1 2, ,..., kA A A , а не е поврзан со градовите 1 2 1, ,...,k k nA A A . Но, тогаш 
од секој од градовите 1 2 1, ,...,k k nA A A  постои барем еден пат до некој од градо-
вите 1 2, ,..., kA A A . Според тоа, во државата има најмалку ( 1 ) 1k n k n  пат.  

Понатаму, ако фиксен град се поврзе со директен пат со секој од останатите 
1n  градови, добиваме мрежа од 1n  пат која ги задоволува условите на 

задачата.  
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58. Во една држава има , 4n n  градови. Некои од нив се поврзани со патишта. 
Познато е дека ако меѓу два града не постои директен пат, тогаш постојат најмал-
ку два града кои со секој од двата неповрзани градови се поврзани со директен 
пат. Определи го најмалиот можен број патишта во државата.  

Решение. Ќе докажеме дека во државата има најмалку 2 4n  патишта.  
Нека X  е произволен град. Бројот на патиштата кои поаѓаат од градот X  го 

нарекуваме степен на градот X . Јасно степенот на секој град е поголем или 
еднаков на 2. Можни се следниве случаи:  

1) постои град со степен еднаков на 2,  
2) не постои град со степен еднаков на 2, но постои град со степен еднаков на 

3 и  
3) степенот на секој град е поголем или еднаков на 4.  
Одделно ќе го разгледаме секој од овие случаи.  
1) Нека градот A  е поврзан само со градовите B  и C . Според условот на 

задачата, бидејќи секој друг град не е поврзан со A , тој мора да е поврзан 
со B  и C . Значи, во земјата постојат најмалку 2( 3) 2 2 4n n  патишта.  

2) Нека градот A  е поврзан само со градовите , ,B C  и D . Ако , ,A B C  и D  се 
единствени градови во државата, тогаш бидејќи сите имаат степен 3, во 
државата има 4 3

2 6 4 2 4 4  патишта. Нека во државата постои град 
различен од градовите , ,A B C  и D . Според условот на задачата, бидејќи 
секој друг град не е поврзан со A  тој мора да е поврзан со два од градовите 

, ,B C  и . Според тоа, во земјата постојат најмалку  
патишта, при што се броени само патиштата од  кон  и , и од 
другите градови кон  и  се броени само по два пата. Но степенот 
на градот кој е различен од градовите  и  е 3, па затоа во 
државата постојат најмалку  патишта.  

3) Во овој случај вкупниот број на патишта е поголем или еднаков на 
.  

Останува уште да покажеме дека  патишта се доволни за бараниот вид 
поврзување. Ако фиксни два града  и  ги поврземе со секој друг град, тогаш 
ваквата мрежа од  патишта ги задоволува условите на задачата.  

 
59. Во една држава има  градови. Некои од нив се поврзани со па-

тишта. Познато е дека за секои два града постои град кој со секој од двата града е 
поврзан со директен пат. Определи го најмалиот можен број патишта во државата. 

Решение. Ќе докажеме дека  патишта се доволни за бараниот вид 
поврзување.  

Нека . Избираме град  и го поврзуваме со сите други градо-
ви. Останатите  градови ги делиме во  парови и ги поврзуваме градовите од 
секој пар. Ваквата патна мрежа има  патишта и ги задоволува 
условите на задачата.  

Нека . Избираме град  и го поврзуваме со сите други градови. 
Останатите  градови ги делиме во  парови и една тројка градови 

D 2( 4) 3 2 5n n
A , ,B C D

, ,B C D
, ,A B C D

2 5 1 2 4n n

4
2 2 2 4n n n

2 4n
A B

2( 2) 2 4n n

, 4n n

21 [ ]nn

2 1, 2n k k A
2k k

23 1 [ ]nk n

2 , 2n k k A
2 1k 2k
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Ги поврзуваме градовите од секој пар и го поврзуваме градот  со 
градовите  и . Ваквата патна мрежа има  и ги 
задоволува условите на задачата.  

Ќе докажеме дека се потребни најмалку  патишта. Јасно, секој пат 
има степен (број на патишта кои што поаѓаат од него) поголем или еднаков на 2. 
Ако степенот на секој град е најмалку 3, тогаш бројот на патиштата е поголем или 
еднаков на . Бидејќи , следува дека се потребни најмал-

ку  патишта.  
Нека постои град  со степен 2, кој е поврзан само со градовите  и . За 

градовите  и  постои град кој е поврзан и со двата града, па како  е повр-
зан само уште со , добиваме дека  и  се поврзани. Со  да го означиме 
множеството од преостанатите  градови. За градот  од  и градот  
постои град кој е поврзан и со  и со , што значи дека  е поврзан со еден 
од градовите  или . Значи, во државата има најмалку  патишта, 
при што се броеви само патиштата меѓу градовите  и од градовите од  
кон градовите  и . Но степенот на секој град е најмалку 2, па затоа од секој 
град на множеството  поаѓа најмалку уште по еден пат, што значи дека во 
државата има најмалку уште  патишта, што значи дека вкупниот број 

патишта е поголем или еднаков на .  
 
60. Секои два града во една држава се поврзани со еднонасочен пат така што 

не постои затворена маршрута. Дали е можно за поминувањето по секој пат да се 
наплатува патарина (за различните патишта патарините може да се различни) така 
што за секои два града A  и B  патарина која се плаќа за секоја маршрута, која 
почнува во A  и завршува во B , да биде една иста?  

Решение. Ако од секој град излегува барем еден пат, тогаш тргнувајќи од 
произволен град ќе формираме затворена маршрута (бидејќи влегувајќи воеден 
град секогаш можеме да излеземе по некој пат). Според тоа, има град од кој не 
излегува ниту еден пат. Разгледувајќи ги останатите градови, со индукција 
добиваме, дека градовите може да се наредат во низа 1 2, ,..., nA A A  при што патот 
меѓу секои два града е кон градот со поголем број. На патот i jA A , i j  да 

ставиме патарина j i . Тогаш секоја маршрута меѓу два града pA  и qA  за p q  
има цена q p , што значи дека одговорот на поставеното прашање е позитивен.  

 
61. Една држава има 2012 градови. Некои од градовите се директно поврзани 

со патишта, но така што од секој град да може да се стигне до секој друг град. 
Познато е дека ако два града се поврзани со пат, тогаш вкупниот број патишта кои 
излегуваат од тие градови е непарен број. Колкав е најголемиот број патишта?  

Решение. Градовите да ги поделиме во две групи P  и Q  на следниов начин. 
Во P  влегуваат сите градови од кои излегуваат парен број патишта, а во Q  
влегуваат сите градови од кои излегуваат непарен број патишта. Нека | |P p  и 

, ,B C D B
C D 22 1 2 2 1 [ ]nk k n

21 [ ]nn

3
2
n 3

2 2 21 [ ] 1n n nn n

21 [ ]nn
A B C

A B A
C B C M

3n X M A
X A X

B C 3 3n n
, ,A B C M

B C
M

2[ ] 1n

21 [ ]nn
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| |Q q , при што важи 2012p q . Според условот на задачата не постои пат кој 
поврзува два града од P  или два града од Q . Тоа значи дека секој пат поврзува 
град од P  со град од Q . Бидејќи од секој град од P  излегуваат парен број 
патишта, заклучуваме дека вкупниот број патишта е парен број. Оттука и од 
условот дека од секој град од Q излегуваат непарен број патишта следува дека q  
е парен број.  

Бидејќи 2012p q , заклучуваме дека p  исто така е парен број. Според тоа, 
од секој град од Q  излегуваат најмногу 1p  патишта. Значи, ако 02 ,p p  

02q q , тогаш имаме најмногу 0 02 (2 1)q p  патишта. Бидејќи  

0 02 (2 1) 2011q p , 
заклучуваме дека најголемата вредност на 0 02 (2 1)q p  се достигнува кога 02q  и 

02 1p  се скоро еднакви, т.е. кога 02 1006q  и 02 1 1005p . Тогаш имаме 
1005 1006 1011030  патишта.  

Ќе дадеме пример во кој патиштата се точно 1005 1006 . Нека 1 2 1006, ,...,A A A  и 

1 2 1006, ,...,B B B  се градовите во P  и Q , соодветно. Го поврзуваме секој од гра-
довите 1 2 1004, ,...,B B B  со секој од градовите 1 2 1005, ,...,A A A . Ги поврзуваме градо-
вите 1005B  и 1006B  со секој од градовите 2 3 1006, ,...,A A A . Јасно, бројот на патиш-
тата е 1005 1006  и од секој град може да се стигне до секој друг град.  

 
62. Во Недојдија има 60 градови и секои два се поврзани со едносмерен пат. 

Докажи дека четири од градовите може да се обојат во црвено, а други четири во 
зелено ака што патиштата меѓу црвените и зелени граови да се во насока од црвен 
кон зелен град.  

Решение. Ќе велиме дека градот A  го опслужува на градот B  ако патот меѓу 
A  и B  е во насока од A  кон B . Во овој случај ќе велиме и дека патот меѓу A  и 
B  излегува од A . Според тоа, градот A  ги опслужува градовите 1 2 3 4, , ,B B B B  
ако патиштата меѓу A  и iB  се во насока од A  кон iB , за 1,2,3,4i , т.е. 
патиштата A  и iB  излегуваат од A . Јасно, ако еден град опслужува k  градови, 

тој опслужува 4
kC  четворки градови. Нека броевите на патиштата кои излегуваат 

од сите 60 градови се 1 2 60, ,...,k k k . Тоа се сите можни патишта и нивниот број е 
2
60 59 30C . Понатаму, вкупниот број опслужувани четворки градови е 

1 2 60

4 4 4...k k kS C C C . Ќе докажеме дека најмалата вредност на овој збир при 

услов 1 2 60... 59 30k k k  е еднаква на 4 4
30 2930 30C C . Навистина, 

множеството подреден шеесетторки 1 2 60( , ,..., )k k k  од природни броеви чиј збир е 
59 30 е конечно и затоа една од овие шеесетторки го определува најмалиот збир 
S . Нека претпоставиме во 1 2 60( , ,..., )k k k  постојат два броја 4m  и n  такви што 

2m n . Ако ги замениме m  и n  со 1m  и 1n , тогаш збирот се намалува за  
4 4 4 4 3 3

1 1 1 0m n m n m nC C C C C C . 
Последното значи дека најмалата вредност на S  се достигнува за за шеесетторка 
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1 2 60( , ,..., )k k k  во која разликата на секои два броја е помала или еднаква на 1. 
Оваа шеесетторка е единствена и од 1 2 60... 59 30k k k  следува дека таа е 
составена од 30 броја еднакви на 30 и 30 броја еднакви на 29. Според тоа, сите 60 
градови се опслужени од најмалку 4 4

30 2930 30C C  четворки. Лесно се проверува 

дека овој број е поголем од 4
603C , т.е.од тројниот збир на сите четворки. Тоа 

значи дека постои четворка која опслужува најмалку 4 града, што и требаше да се 
докаже.  
 

63. Дадена е бесконечна табела, формирана според следниве правила:  
1) во горниот лев агол е запичан бројот 4,  
2) броевите во секој ред и секоја колона се 

запишани во растечки редослед при што 
разликата меѓу секои два броја во i тиот ред е 
2 1i , а разликата меѓу секои два соседни броја 
во j тата колона е 2 1j .  

На колку места во табелата се појавува бројот 
20132013 1
2N ?  

Решение. Забележуваме дека во пресекот на i тиот ред и j тата колона е 
запишан бројот 2ij i j . Според тоа, ако бројот M  се појавува во табелата важи 
2 1 (2 1)(2 1)M i j , за некои ,i j . Обратно, ако 2 1M ab  и 1, 1a b , 
тогаш a  и b  се непарни броеви и бројот M  се јавува во пресекот на редот 

1
2

ai  и колоната 1
2

bj . Според тоа, бројот на јавувањата на N  во табелата е 

еднаков на бројот на подредените парови ( , )a b  за кои 2 1N ab , 1, 1a b . 
Овој број е за 2 помал од бројот на делителите на бројот 2 1N . Така, за 

20132013 1
2N  имаме  

2013 2013 2013 20132 1 2013 3 11 61N , 
кој има 3 3(2013 1) 2014  делители, па затоа бараниот број на појавувања на 

бројот 
20132013 1
2N  е 32014 2 .  

 
64. Дадена е бесконечна шаховска табла, поста-

вена во првиот квадрант, чии полиња се обоени со 
бела и црна боја, а редовите и колоните се нумери-
рани со броевите 1, 2, 3, ... (цртеж десно). На поче-
токот на полето (1,1)  е поставен жетон. На секој 
чекор се избира еден од веќе поставените жетони и 
се заменува со два нови жетони според следново 
правило: ако на таблата има k  жетони и избраниот 
жетон е на полето ( , )i j , тогаш двата нови жетона се 
поставуваат на полињата ( , 1)i k  и ( 1, )k j .  

Определи го бројот на достижните конфигурации, кои се состојат од n  жетони 
распоредени само на црните полиња.  
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Решение. Нека на таблата се поставени n  жетони. Очигледно не постојат два 
жетони кои се во линија (Зошто?). На секоја конфигурација еднозначно можеме да 
и придружиме пермутација на броевите 1,2,3,...,n  на следниот начин: ако 
жетоните имаат позиции  

1 2(1, ),(2, ),..., ( , )na a n a  

1 2{ , ,..., } {1,2,..., }na a a n , тогаш придружената пермутација на оваа 
конфигурација е  

1 2 3

1 2 3 ...
...( )

n

n
a a a a . 

Со индукција по n  се покажува дека оваа пермутација е циклус  
1 2 3 1... ni i i i i , 

1 2{ , ,..., } {1,2,..., }ni i i n . Понатаму, полето ( , )i j  е црно ако и само ако i j  е 
непарен број. Според тоа, за горниот циклус важи  

1 2 2 3 1 1... 1(mod2)n n ni i i i i i i i . 
Останува да забележиме, дека кога n  е непарен број не постои циклус со 
даденото својство, а кога n  е парен број, тогаш бараниот број на конфигуирации е  

2
2 2( )!( )!n n . 

 
65. На кружница се обележени n  точки. Кој е најголемиот можен број на ос-

троаголни триаголници со темиња во тие точки?  
Решение. Ако постојат две точки кои се дијаметрално спротивни, тогаш една-

та од нив можеме да ја поместиме по кружницата на доволно мало растојание така 
што и двете точки да учествуваат само во остроаголни и тапоаголни триаголници, 
при што бројот на остроаголните триаголници не се намалува после преместува-
њето на едната од точките. Според тоа, можеме да сметаме дека имаме само 
тапоаголни и остроаголни триаголници.  

Да разгледмае произволна точка A  чиј центар е X . Тогаш точката A  уче-
ствува во формирање на тапоаголен триаголник и не е теме на тапиот агол ако и 
само ако останатите две темиња се наоѓаат во иста полурамнина во однос на 
правата AX . Во случајов бројот на тапоаголните триаголници е еднаков на 

2 2( ) ( )a b , каде a  и b  се броевите на точките во една и иста полурамнина во 
однос на правата AX , соодветно. Имаме 1a b n  и  

2 2 2 22 2 ( ) ( ) 2( ) ( 1) (2 ( 1)) 2( 1)
2 2 2 4 4

( 1)( 2)2
2

( ) ( )

( 1) .

a b a b a b n a n na b a b a b

n na n a
 

Ако 2 1n k , тогаш функцијата  
( 1)( 2)2 2

2( 1) 2 (2 1)n na n a a ka k k  

има минимум за 1
2

na k , па затоа 1
2

nb   и во случајот минималниот број 

тапоаголни триаголници е еднаков на ( 1)/2
22 ( )nn . Ако 2n k , тогаш најмалите 

целобројни вредности на функцијата  
( 1)( 2)2 2

2( 1) (2 1) (2 1)( 1)n na n a a k a k k  
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се достигнуваат за 2
na k  и 2

21 na k . Притоа, 2
2

nb  и 2
nb , соодветно 

и во случајов минималниот број тапоаголни триаголници е еднаков на 
( 2)/2 /2

222 (( ) ( )n nn . Останува од вкупниот број триаголници, кој е еднаков на 3( )n  

да ја одземеме најдената оценка.  
Пример за 2 1n k  е правилен n аголник, а за 2n k  доволно е да разгле-

даме правилен n аголник кај кој k  последователни точки се ротирани за 
еднаков доволно мал агол во однос на центарот на кружницата.  

 
66. Мравка се наоѓа во координатниот почеток O . Секоја секунда таа минува 

пат од 1cm  во некоја од насоките исток, запад, север или југ. После m  секунди 
мравката повторно се вратила во точката O . Ако бројот на можните маршрути на 
мравката е делив со 2015, определи ја најмалата можна вредност на m .  

Решение. Со буквите И, З, С и Ј ги кодираме насоките исток, запад, север и 
југ, соодветно. Јасно колку што имаме букви С треба да имаме и букви Ј и нека се 
по k , а колку што имаме букви И треба да имаме букви З и  нека се по n k , каде 

2m n . Бројот на овие кодови е еднаков на  
(2 )! 2

! !( )!( ) ( )( )( )n nn n
n k n kk k n k n k . 

Според тоа, вкупниот број на маршрути е еднаков на  
2 2 2

0
( ) ( )( ) ( )

n nn n n
n k nn k

k
. 

Во претходното равенство го искористивме равенството  
2

0
( )( ) ( )

n nn n
k nn k

k
, 

кое може да се докаже, на пример, на следниов начин: ако во група имаме n  
момчиња и n  девојчиња, тогаш левата страна на последното равенство го дава 
бројот на начините на избор на n  деца, а десната страна во секоја група од n  
деца да има k  момчиња и n k  девојчиња, 0,1,...,k n .  

Останува да го определиме најмалиот n  за кој (2 )!2
! !( ) nn

n n n  се дели со 

2015 5 12 31. Заради деливоста со 31 потребно е 16n . Вредностите 
16,17,18,19n  не се можни, бидејќи за овие вредности степените на 13 во 

броителот и именителот на (2 )!
! !
n

n n  се еднакви. За 20n  степените на 5, 13 и 31 во 

броителот на (2 )!
! !
n

n n  се поголеми од соодветните степени во именителот, па затоа 
најмалата можна вредност на m  е 2 40m n .  

 
67. На секој ѕид на една коцка дадени се по n  точки така што било кои три 

точки не се колинеарни и ниту една точка не лежи на рабовите на коцката.  
а) Колку прави што не лежат на ѕидовите на коцката се определени со 

дадените точки?  
б) Колку триаголници што не лежат на ѕидовите на коцката се определени со 

дадеите точки?  
в) Ако ѕидовите на коцката се обојат со различни бои, колку тетраедри со 
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темиња во дадените точки имаат:  
i) три истобојни темиња,  
ii) две по две истобојни темиња.  
Решение. а) Коцката има 6 ѕидови,што значи дека вкупно имаме 6n  точки. 

Бидејќи било кои три точки кои лежат на еден ѕид не се колинеарни и не постојат 
три колинеарни точки кои лежат на различни ѕидови, со овие 6n  точки се 

определени 6
2( )n  прави. Бројот на правите кои лежат на еден ѕид е 2( )n , па затоа 

бараниот број е  
6 2
2 2( ) 6( ) 15n n n . 

б) На сличен начин добиваме дека бројот на триаголниците определени со 
дадените 6n  точки, а кои не лежат на еден ѕид на коцката е  

6 2
3 3( ) 6( ) 5 (7 3)n n n n . 

в) За три темиња да бидат истобојни, тие мора да лежат на ист ѕид од коцката. 
Според тоа, бројот наосновите на тетраедрите е еднаков на 36( )n . Една од овие 
основи, заедно со било која од останатите 5n  точки формира тетраедар. Според 
бараниот број тетраедри е  

2
36( ) 5 5 ( 1)( 2)n n n n n . 

Аналогно како претходниот случај наоѓаме дека кога две по две темиња на 
тетраедарот се истобојни, тогаш бројот на тетраедрите е еднаков на  

6 2 215
2 2 2 4( )( )( ) ( 1)n n n n . 

 
68. Да ги разгледаме сите природни броеви чии записи во систем со основа 2 

имаат 2013 цифри и содржат повеќе нули отколку единици. Нека n  е бројот на 
тие броеви, а s  е нивниот збир. Докажи дека записот на бројот n s  во систем со 
основа 2 содржи повеќе нули отколку единици.  

Решение. Почетната цифра на секој од разгледуваните броеви е 1 и бидејќи 
бројот на нулите е поголем од бројот на единиците, следува дека бројот на нулите 
е природен број кој припаѓа на интервалот [1007,2012] . Според тоа,  

2012 2012
10062 ( )2012 2012 2012 2012

1007 1008 2011 2012 2
2011 2012 2011 20111

1006 10052

( ) ( ) ... ( ) ( )

2 ( ) 2 ( ).

n
 

За да го определиме s  ќе го разгледаме бројот на единици во фиксирано место. 
Почетната цифра на сите броеви е единица. Да разгледаме произволно место на 
останатите. Без почетната цифра и разгледуваната цифра, на останатите 2011 
места треба да имаме барем 1007 нули. Според тоа, тој број е еднаков на  

2011 2011 2011 2011 2010 2011 2010 2011
1007 1008 2010 2011 1006 1005( ) ( ) ... ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ).  

Според тоа,  
20122012 2010 2011 2012 2010 2011 2012

1005 1005
0

2 (2 ( )) 2 2 (2 ( ))(2 1),i

i
s n n  

па затоа  
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2011 2011 2012 2011 2011 2010 2011 2012
1005 1005 1005

4023 4022 2010 2013 2011
1005

2013 2010 2009 2011 2010
1005

2 ( ) 2 (2 ( )) (2 ( ))(2 1)

2 2 2 2 ( )

2 (2 2 ( )) 2 .

n s

 

Бидејќи 40242n s , бинарниот запис на n s  има најмногу 4024 цифри, а од  
2013 2010 2009 2011 2010

10052 (2 2 ( )) 2n s  
следува дека последните 2012 од 2013 цифри се нули. Ако допуштиме, дека во 
бинарниот запис на n s  има повеќе нули од единици, тогаш првите 2012 цифри 
треба да се единици. Број со такво својство е бројот  

2013 2010 20102 (1 2 ... 2 ) 2  
и ово број е поголем од n s , што е противречност.  
 

69. Даден е природен број n . Во рамнината се избрани точки 1 2 4, ,..., nP P P  
такви што никои три од нив не лежат на иста права. Познато е дека за секој 

1,2,...,4i n  сликата на зракот 1i iP P 1P P  при ротација со центар iP  и агол 90  во 

насока на движењето на стрелката на часовникот е зракот 1i iP P 1P P . Определи го 
максималниот можен број подредени парови ( , )i j , 1 4i j n , за кои отсечките 

1i iP P  и 1j jP P  се сечат во точка, различна од крајна точка на отсечка. (Земаме 

0 4 4 1 1,n nP P P P .) 
Решение. За 1,2,...,k n  да ставиме 4 3 4 2 4 1, ,k k k k k kA P B P C P  и 

4k kD P . Освен тоа, нека 1 1nA A  и 1 1nB B . Можеме да сметаме, дека 
насочените отсечки , ,i i i i i iA B B C C D  и 1i iD A  се соодветно во насока налево, 
надолу, надесно и нагоре. За секој 1,2,...,i n  ќе велиме дека конвексната линија 
е од тип налево-надолу и аналогно дефинираме надолу-надесно,надесно-нагоре и 
нагоре-налево конвексни линии.  

Ја разгледуваме пресечната точка на две отсечки, кои се насочени соодветно 
налево и надолу како пресечна точка на две конвексни линии од видот налево-
надолу. Задачата се сведува на наоѓање на максималниот број на пресечните точ-
ки на две налево-надолу конвексни линии, две надолу-надесно конвексни линии, 
две надесно-нагоре конвексни линии и две нагоре-налево конвексни линии.  

Ќе велиме дека парот ( , ),1i j i j n  е добар, ако конвексните линии во 
секој од следните четири парови i i iA B C  и j j jA B C , i i iB C D  и j j jB C D , 1i i iC D A  и 

1j j jC D A , 1i i iD A B  и 1j j jD A B  се сечат. Да забележиме дека, ако парот ( , )i j  е 

добар и iA  се наоѓа над jA , тогаш iB  лежи десно од jB , iC  лежи под jC , iD  се 

наоѓа лево од jD  и 1iA  е под 1jA .  
Лема.  Да го ознаиме комплементот на секое непразно вистинско 

подмножество X  на множеството {1,2,..., }n  со cY X . Тогаш постојат x X  и 
y Y , за кои парот ( , )x y  не е добар.  

Доказ. За секој {1,2,..., }x n  дефинираме  
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1, ако 1 1
1, ако 
x x n

x
x n

 ,  
1, ако 2

1, ако 1
x x n

x
x

 

Нека за секој избор на x X  и y Y  парот ( , )x y  е добар. Дефинираме 

( )f k i  и 1( )f i k , ако kA  е на i тата позиција одгоре надолу меѓу точките 

1 2, ,..., nA A A .  
Ќе докажеме, дека за секој ,1k k n  бројот на точките меѓу (1), (2),...,f f

( )f k  кои припаѓаат на X  е еднаков на бројот на точките меѓу 

(1) , (2) ,..., ( )f f f k  кои припаѓаат на X . Нека претпоставиме дека во првото 

множество има повеќе елементи. Тогаш постои x X , токов што 1( )f x k  и 
1( )f x k . Освен тоа, бидејќи бројот на точките од множеството 

{ ( 1), ( 2),..., ( )}f k f k f n  кои се од Y  е поголем од бројот на точките од 

множеството { ( 1) , ( 2) ,..., ( ) }f k f k f n  кои се од Y , постои y Y  таков што 
1( )f y k  и 1( )f y k . Тоа значи дека парот ( , )x y  не е добар, што е 

противречност. Аналогно се добива противречност ако претпоставиме, дека 
второто подмножество има повеќе елементи од првото.  

Ако го искористиме равенството на бројот на елементите на двете множества, 
за k l  и 1k l  добиваме дека ( )f l X  ако и само ако ( )f l X . Тоа значи 

дека за секој x  важи x X  ако и само ако x X . Последното противречи на 
претпоставката, дека X  е непразно подмножество на {1,2,..., }n , со што доказот на 
лемата е завршен. ■ 

Нека претпоставиме дека бројот на паровите ( , )x y  кои не се добри е најмногу 
2n . Тогаш бројот на елементите на множеството {1,2,..., }n , кои можат да бидат 

достигнати од 1 со низа на парови кои не се добри е најмногу 1n . Нека X  е 
множеството на оние елементи, кои можат да бидат достигнати од 1 на 
посочениот начин, а Y  е комплементот на X . Добиваме противречност со 
лемата. Според тоа, имаме најмногу 1n  парови од множеството {1,2,..., }n  кои 
не се добри. Значи, максималниот број парови ( , )i j , кои го задоволуваат условот 

е еднаков на 24( ) ( 1) (2 1)( 1)n n n n . 
Дади пример, во кој има точно (2 1)( 1)n n  пресечни точки.   
 
70. Во рамнината се дадени n  конвексни k аголници, такви што секои два од 

нив имаат заедничка внатрешна точка. Познато е дека секој од k аголниците 
може да се преслика во секој друг k аголник со хомотетија со позитивен 
коефициент. Докажи, дека во рамнината постои точка која припаѓа барем на 

1
21 n

k  од тие k аголници.  
Решение. Ќе ја користиме следнава лема.  
Лема. Ако два конвексни многуаголници со заедничка внатрешна точка се 

пресликуваат еден во друг при хомотетија со позитивен коефициент, тогаш некое 
од темињата на едниот многуаголник е внатрешна точка за другиот многуаголник.  
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Доказ. Нека двата многуаголници се P  и 'P . Ако едниот од нив лежи во 
другиот, тогаш нема што да се докажува. Во спротивно, постои страна AB  на P , 
која ја сече контурата на 'P . Ако 'P  содржи една од точките A  или B , тогаш 
тврдењето е докажано.  

Останува да го разгледаме случајот кога 'P  ја сече AB  по отсечка, која лежи 
во внатрешноста на AB . Јасно, 'P  има темиња и од двете страни на правата AB . 
Да ги разгледаме страната ' 'A B  на 'P  која при хомотетијата е соодветна на AB  
и произволно теме 'C  на 'P , такво што ' 'A B  и 'C  се во различни полурамнини 
во однос на AB . Нека C  е во P  соодветното теме на 'C . Тогаш 'C  лежи во 
внатрешноста на ABCABC , бидејќи се наоѓа во една иста полурамнина во однос на 

,AB BC  и AC  со тој триаголник. Во случајов 'C  припаѓа на P , со што доказот е 
завршен. ■  

Нека 1 2, ,..., nP P P  се дадените k аголници и да означиме ,1 ,...i i i kP A A , за 

1,2,...,i n . За секое теме ,i jA  со ,i ja  да го означиме бројот на многуаголниците 

,sP s i , за кои ,i jA  е внатрешна точка. Од лемата следува, дека секој пар k

аголници е броен барем еднаш при наоѓање на броевите ,i ja . Затоа  
( 1)

1,1 1, ,1 , ,1 , 2... ... ... ... ... n n
k i i k n n ka a a a a a . 

Оттука следува, дека барем еден од броевите ,i ja  не е помал од ( 1) 1
2 2

n n n
nk k . 

Бидејќи темето ,i jA  лежи во iP   и уште ,i ja  други k аголници, добиваме дека 

тоа припаѓа на 1
21 n

k  од k аголниците, т.е. го има саканото својство.  
 
 

 
3.  МНОЖЕСТВА  

 
1. Нека A  е множество природни броеви со следново својство: за секои 

, ,m n A m n  точно е неравенството 10 | | 50m n mn . Определи го најголе-
миот можен број елементи на A .  
Решение. Нека ,m n A  и без ограничување на општоста можеме да земеме 

дека m n . Тогаш даденото неравенство можеме да го запишеме во обликот 
10 10 50mn n m , т.е. во обликот ( 10)( 10) 50m n . Но, тоа значи дека не е 

можно 10n . Според тоа, A  има најмногу еден број поголем од 9. Псвен тоа, 
лесно се гледа, дека не е можно броевите 8 и 9 истовремено да се во A . Затоа, 
| | 9A .  

Множеството {1,2,3,4,5,6,7,8,15}A  го има саканото својство и тоа има 9 
елементи. Јасно е како се добиваат првите 8 елементи, а 15 е најмалиот број кој 
соодветствува на ѕсловот заедно со 8.  

 
2. Да се докаже дека  секое множество од шест различни едноцифрени броеви 

содржи две подмножества без заеднички елементи, такви што збирот на елементи-
те на првото подмножество е еднаков на збирот на елементите од второто подмно-
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жество.  
Решение. Бројот на непразни подмножества на множество од шест елементи е 

62 1 63  и ниедна од сумите на елементите вон ив не е поголема од 6 9 54 , 
што значи дека со 63 различни подмножества можеме да формираме најмногу 54 
различни збира. Според тоа, барем две подмножества ќе имаат еднаков збир на 
елементите. Ако тие подмножетва не се дисјунктни, тогаш од нив ќе ги извадиме 
заедничките елементи.  

 
3. Определи за кои природни броеви n  низата броеви 1,2,3,...,4n  може да се 

подели на n  групи по 4 броја така што во секоја група еден од броевите е арит-
метичка средина на останатите три. 
Решение. Да разгледаме група од 4 броја , ,a b c  и d  така што бројот d  е 

аритметичка средина на ,a b  и c . Имаме 3a b c d , односно 4a b c d d . 
Значи, сумата на броевите од групата е делива со 4. Оттука следува дека за да 
може да се подели дадената низа на n  групи со бараното својство, мора вкупната 
сума да е делива со 4. Имаме 1 2 ...,4 2 (4 1)n n n . Значи, n  мора да е парен 
број.  

Нека 2n k  е парен број. Тогаш дадената низа е 1,2,...,8k . Ги делиме 
дадените броеви на k  групи по 8 броеви: 

1,2,...,8;9,10,...,16;...;8( 1) 1,8( 1) 2,....,8 .k k k  
Избираме една од добиените групи и нека тоа е 8 1,8 2,....,8 8s s s , каде 
0 1s k . Ја делиме добиената група на две групи по 4  броја: 

8 1,8 3,8 4,8 8;8 2,8 5,8 6,8 7s s s s s s s s . 
Во првата група 8 4s  е аритметичка средина на преостанатите три броја, а во 
втората 8 5s  е аритметичка средина на преостанатите три броја. На овој начин ја 
делиме секоја од претходно дефинираните групи од 8 елементи на две групи од 4 
елементи кои ги задоволуваат бараните услови од задачата.  

 
4. Нека S  е n елементно множество и F  е фамилија од 12n  подмножества 

на S  такви што секои три множества од F  имаат непразен пресек.  
Докажи, дека пресекот на сите множества од F  е непразно множество. 
Решение. Нека X S  и нека \cX S X . Бидејќи cX X  заклучуваме 

дека најмногу едно од множествата X  и cX  може да е во F . Уште повеќе, 
бидејќи F  ги содржи точно половината подмножества на S , добиваме дека за 
секој X S  точно едно од множествата X  и cX  е во F .  

Нека ,A B F  и да претпоставиме дека ( )cA B F . Тогаш трите множества 

,A B  и ( )cA B  се во F , но нивниот пресек е празно множество, што е против-
речност. Според тоа, ако ,A B F , тогаш A B F . Значи, фамилијата F  е зат-
ворена во однос на пресекот, што значи дека пресекот на сите множества од F  не 
е празно множество.  
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5. Нека S  е множество од n  елементи. Определи го најголемиот природен 
број m  за кој постои фамилија 1 2{ , ,..., }mS S S  непразни подмножества на S  таква 
што пресекот на секои три множества од таа фамилија е празно множество.  
Решение. Нека 1 2{ , ,..., }mS S S  е фамилија непразни подмножества на множе-

ството {1,2,..., }S n  таква што пресекот на секои три множества од таа фамилија 
е празно множество. Тогаш секој елемент на множеството S  може да биде 
елемент на најмногу две од множествата 1 2, ,..., mS S S . Според тоа,  

1
| | 2

n
i

i
S n . 

Од друга страна, ако со k  го означиме бројот на едноелементните множества iS , 
кои се членови на дадената фамилија, тогаш  

1
| | 2( )

n
i

i
S k m k . 

Од поседните две неравенства следува дека 2 2m n k  и бидејќи k n  добиваме 
2 3m n , т.е. 3

2[ ]nm . На пример, фамилијата  

2 2{1},{2},...,{ },{1,2},{3,4},...,{2[ ] 1,2[ ]}n nn  

има точно 3
2[ ]n  и ги задоволува условите на задачата.  

 
6. Определи го бројот на подредените тројки множества ( , , )A B C  такви што  
1) {1,2,..., }A B C n ,  
2) A B C   
3) A B .  
Решение. Ако за подредената тројка множества ( , , )A B C  важат дадените 

услови, тогаш секој од елементите 1,2,...,n  припаѓа на едно од следниве по 
парови дисјунктни множества:  

, , ,

, ,

A B C A B C A B C

A B C A B C A B C
 

и барем еден од елементите се наоѓа во множеството A B C . Бројот на 
распоредувања на n  елементи во 6 дисјунктни множества е еднаков на 6n . Бројот 
на распоредувањата кај кои A B C  е еднаков на 5n . Значи, бараниот број 
подредени тројки е еднаков на 6 5n n .  
 

7. Нека n  е природен број и S  е множеството од сите точки ( , )x y , каде x  и 
y  се природни броеви и ,x n y n . Нека T  е множеството од сите квадрати со 
темиња од S . Со ka , 0k  да го означиме бројот на паровите точки од S , кои се 
темиња на точно k  квадрати од T . Докажи дека 0 2 32a a a . 

Решение. Бројот на паровите точки од S  е еднаков на 
2

0 1 2 3 2( )na a a a . 
Бројот на квадратите од T , чии страни се паралелни со координатните оски и 
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имаат должина k  е еднаков на 2( )n k . Секој од тие квадрати содржи 1k  квад-
рати чии темиња лежат на неговите страни и чии страни се паралелни со коор-
динатните оски. Според тоа, бројот на сите квадрати од T  е еднаков на  

2 2 2 21 1 1 ( 1)(2 1) ( 1) ( 1)2 2 3
6 4 12

1 1 1
( )

n n n n n n n n n n

j j j
n j j n j j n . 

Од друга страна, ако земеме предвид дека темињата на секој квадрат генерираат 6 
парови точки од S , добиваме дека бројот на сите квадрати од T  е еднаков на 

1 2 32 3
6

a a a . Според тоа,  
2 2 2( 1)

1 2 3 2 0 1 2 322 3 ( )n n na a a a a a a , 

од каде следува дека 0 2 32a a a .  
 

8. Определи го најголемиот природен број n  за кој постојат различни мно-
жества , 1,2,...,iS i n  такви што:  

1) | | 2004i jS S , за секои ,i j , такви што 1 i j n , и  

2) {1,2,...,2008}i j kS S S ,  за секои , ,i j k  такви што 1 i j k n .  

Решение. Секое множество iS  има најмногу 2003 елементи. Навистина, ако 
| | 2004iS , тогаш од условот 1) следува дека j iS S , за секој j , што противречи 
на условот 2). Да ги разгледаме множествата  

{ , } {1,2,...,2008}\ ( )i j i jG S S , за 1 i j n . 

Важи { , }| | 4i jG  и сите 2( )n  множества { , }i jG  се меѓусебно дисјунктни (во 

спротивно ако { , } { , }i j k lx G G , тогаш i j k lx S S S S , што не е можно би-

дејќи барем три од индексите , , ,i j k l  се различни). Според тоа, 24( ) 2008n , од 
каде добиваме 32n .  

Ќе конструираме 32 множества кои ги задоволуваат условите 1) и 2). Произ-
волно го разбиваме множеството {1,2,...,2008}  на 32

2( ) 496  дисјунктни мно-

жества { , }i jG , такви што { , }| | 4i jG  за 1 , 32i j  и дефираме  

{ , }{1,2,...,2008}\i i j
j i

S G , за 1,2,...,32i . 

Условот 1) е очигледно исполнет. Освен тоа, секој {1,2,...,2008}s  припаѓа нај-
многу на едно од множествата { , }p qG , што значи дека постојат најмногу две мно-

жества iS  кои не го содржат (тоа се pS  и qS ), па затоа и условот 2) е исполнет. 
Според тоа, бараниот најголем природен број е 32n .  

 
9. Нека A  е множеството од сите низи од 0 и 1 со должина 4. За две такви низи 

ќе велиме дека се соседни ако се совпаѓаат или ако се разликуваат во точно еден 
член. Нека M  е подмножество од A  со својството: За секои два елементи a  и b  
на A  постои елемент на M , кој е соседен со a , но не е соседен со b  или е 
соседен со b , но не е соседен со a . Определи го најмалиот можен број елементи 
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на M ?  
Решение. Да разгледаме табела, чии редови соодветствуваат на елементите на 

A, а колоните соодветствуваат на елементите на M. Во едно поле ставаме , ако 
елементот на A во соодветниот ред е соседен на елемента на M во соответната 
колона. Нека | |M k . Од условот следува, дека нема два еднакви реда, што значи 
дека M има барем 16 различни подмножества. Бидејќи множество со n елементи 
има 2n  подмножества, важи 4k .  

Бидејќи секој ред има пет соседни (тоа е самиот ред и оние кои се разликуваат 
од него во првиот, вториот, третиот или четвртиот член), добиваме дека во секоја 
колона има точно пет знаци , т.е. вкупниот број им е 5k . Минимален број знаци 

 по редови се добива кога имаме еден ред со нула знаци, k редови со по еден 
знак , 2( )k  елементи со два знака  итн.  

1) За 4k  сите подмножества на M се 16 и затоа секое подмножество на M 
треба да се среќава точно по еднаш како множество од соседни на некој 
елемент на A. Тогаш по редови имаме еден ред без , 4 реда со по еден 
знак , 6 реда со по два знака , 4 реда со по 3 знака  и еден ред со 
четири знака . Вкупниот број на знаците  ќе биде 32 20 4 4 , што е 
противречност.   

2) За 5k  имаме 25 знаци . По редови минималниот број се достигнува 
кога е еден ред со нула знаци , 5 реда со по еден знак  и 10 реда со по 
два знака . Бидејќи 5 1 10 2 25  распределбата треба да биде точно 
опишаната. Тоа значи, дека секои два елементи на M треба да бидат 
едновремено соседни на некој елемент на A. Лесно се гледа, дека ако два 
елементи на M се разликуваат во повеќе од две места (позиции), тогаш не 
постои елемент, на кој и двата се соседни. Според тоа секои два елементи 
на M се разликуваат во една или две позиции. Ако допуштиме дека има два 
елементи, кои се разликуваат во точно една позиција, тогаш без 
ограничување на општоста тоа се 0000 и 1000. Тогаш соседните на 

0000a  и 1000b  во M се 0000 и 1000 и низите на 0000a  и 1000b  
се совпаѓаат, противречност. Тоа покажува, дека секои два елементи на M 
се разликуваат во точно две позиции. Без ограничување на општоста 
0000 M . Тогаш останатите 4 елементи се меѓу 0011, 1100, 0101, 1010, 
1001 и 0110. Но од секој од паровите 0011,1100),  0101,( ( 1010)  и 
1001,( 0110)  може да се избере најмногу еден елемент, противречност.  

3) За 6k  множеството {0000,1111,0111,0100,1001,0101}M  ги разделува 
секои два елементи на A.  

Значи, бараниот најмал број е 6. 
 
10. Нека S  е множество од 100-цифрени броеви. За број кој припаѓа на мно-

жеството S  ќе велиме дека е лош, ако не е делив со збирот на кои било други два 
(не задолжително различни) броја од множеството S . Определи го најголемиот 
можен број на елементи на множеството S , ако е познато дека S  содржи 
најмногу 10 лоши броеви.   
Решение. Броевите од множеството S  кои не се лоши ќе ги наречеме добри. 

Да забележиме дека секој добар број може да се запише како збир на барем два и 
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најмногу девет (не задолжително различни) лоши броеви. Бидејќи имаме 
10

9( ), 2,3,...,9j j  збирови од по j  броеви, бројот на елементите на S  е помал 

или еднаков на  
9 10 19

109
1
( ) ( )j

j
, 

(собирокот за 1j  го додава десетте лоши броеви).  

Десетте лоши броеви се избрани од интервалот 
101100 10 1
9[10 , ] . Да забележиме 

дека во овој интервал има 
10010 1
9  броеви, од кои можеме да избираме. Освен тоа, 

јасно е дека збировите на барем два и најмногу девет (не задолжително различни) 
броја од овој интервал се 100-цифрени броеви од овој интервал се 100-цифрени 
броеви и можеме да ги разгледуваме за вклучување во S . Останува да го 
прецизираме изборот така што да не се добиваат еднакви збирови.  

Да претпоставиме дека веќе сме избрале j  лоши броеви и сите збирови од нај-
многу девет (не задолжително различни) од овие броеви се различни. Следниот 
лош број не треба да е делител на ниту еден од веќе избраните броеви и не треба 
да е еднаков на разликата на веќе избраните лоши броеви. Тоа ни дава не повеќе 
од  

10 1010 (10 1) 10 21
2 9 10 10  

(го искористивме неравенството 19 10
10( ) 10 ) можности и сега можеме да го 

направиме изборот на следниот ( 1)j ви лош број, 1 10j .  
 

11. Нека 2n  е природен број и нека S  е подмножество на множеството 
{1,2,..., }n  кое не содржи два заемно прости броја, ниту два броја од кои едниот е 
делител на другиот. Колку елементи може најмногу да има множеството S ?  

Решение. За секој x S  постои единствен 0xk 0  таков што 2 2 xkn x n . Да 

означиме ( ) 2 xkf x x . Пресликувањето f  е инјекција. Навистина, ако за ,x y S  
важи ( ) ( )f x f y , тогаш или |x y  или |y x , па според условот на задачата x y
. Според тоа, множеството ( ) { ( ) | }f S f x x S  има ист број елементи како и мно-
жеството S . Притоа ( )f S  не содржи два последователни броја (бидејќи тие се 

заемно прости), па затоа 2[ ] 1 2
2 4| ( ) | [ ] [ ]
nn nf S .  

Од друга страна, множеството 4 2{2 | }n nS i i  има точно 2
4[ ]n  елементи и 

ги задоволува условите на задачата. Според тоа, одговорот е 2
4[ ]n .  

 
12. Определи го бројот на подмножествата B  на множеството {1,2,...,2005}  со 

својство: збирот на елементите на B  при делење со 2048 дава остаток 2006.  
Решение. Да го разгледаме множеството 2 10{1,2,2 ,...,2 } . Бидејќи секој број од 

0 до 2047 на единствен начин се претставува како збир на степени на бројот 2 
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заклучуваме, дека за секој , 0 2047i i  постои единствено подмножество на 
2 10{1,2,2 ,...,2 }  чиј збир на елементи е еднаков на i  (земаме дека збирот на еле-

ментите на празното множество е еднаков на 0).  
Да разгледаме множество A  со својство: за секој i  бројот на подмножествата 

со збир на елементи кои при делење со 2048 даваат остаток i  не зависи од i . Лес-
но се гледа дека за секој a  истото својство важи и за множестото { }A a . Би-

дејќи 2 10{1,2,2 ,...,2 } {1,2,3,...,2005} добиваме дека бројот на подмножествата 
B  на множеството {1,2,...,2005}  со збир на елементи кои даваат остаток 

, 0 2047i i  при делење со 2048 е еднаков на 
2005 2005

11
19942 2

2048 2
2 . Според тоа, 

бараниот број е 19942 .  
 
13. Нека S  е множество од n  елементи и ,i iM S M , за 1,2,..., 1i n . 

Докажи, дека постојат два различни избори на броеви  
1 21 ... 1ri i i n  и 1 21 ... 1sj j j n   (1) 

такви што  

1 2 1 2
... ...

r si i i j j jM M M M M M .   (2) 

Решение. Различни унии 
1 2

...
ki i iM M M  составени од множествата 1,M

2 1,..., nM M  добиваме само за непразни подмножества 1 2{ , ,..., }ki i i  на множе-

ството {1,2,..., 1}n . Нивниот број е еднаков на 12 1n . Но, бројот на непразните 

подмножества на множеството S  е еднаков на 12 1 2 1n n , па затоа меѓу 
разгледуваните унии постојат две кои се еднакви на едно исто подмножество од 
S , што значи дека постојат два различни избори на броеви (1) за кои важи (2).  

 
14. Нека X  е множество такво што | |X n . Докажи, дека ако 1{ }r

i iS X  е 
фамилија различни подмножества од X  таква што i jX X  за секои 

, 1,2,...,i j r , тогаш 12nr .  

Решение. Нека \ , 1,2,..,i iY X X i r . Ако 12nr , тогаш постои i  таков што 
,i iX S Y S , па затоа i iX Y , што е противречност. Конечно, од добиената 

противречност следува 12nr .  
 
15. Нека X  е множество и ,X A  е фамилија подмножества од X . За 

фамилијата ,X A  ќе велиме дека е покривка на множеството X  ако 

A
X X . Со ( )A n  да го означиме бројот на покривните на множеството 

1 2{ , ,..., }nX x x x . Докажи, дека  

2 1

0
( ) ( 1) ( ) 2

n kn k n
k

k
A n .    (1) 
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Решение. Множеството X  има 2 1n  непразни подмножества, па затоа бројот 

на фамилиите непразни подмножества на X  е еднаков на 2 12
n

. Ако со iA  ја 
означиме фамилијата непразни подмножества на X  кои не го содржат ix , за 

1,2,...,i n , тогаш  
2 1

1( ) 2 | ... |
n

nA n A A .   (2) 
Понатаму, од принципот на вклучување и исклучување имаме  

1| ... | | | | | ...n i i j
i i j

A A A A A .  (3) 

Меѓутоа, ако | |K k , тогаш  
2 1| | 2

n k

i
i K

A  

и K  може да се избере на ( )n
k  начини. Конечно, од последното и од равенствата 

(2) и (3) следува равенството (1).  
 

16. Нека , 1,2...,iA i n  се конечни множества со еднаков број на елементи и 

1

n
i

i
S A . Ако за некој фиксиран {1,2,..., }k n  произволна унија на k  од даде-

ните множества е неразложлива покривка на S , т.е. таква покривка што ниту една 
нејзина вистинска подпокривка не е покривка на S , тогаш  

1| | ( )n
kS , 

при што знак за равенство се достигнува кога 1
1| | ( )n

i kA . Докажи!  
Решение. За секој x S  ставаме ( ) { | }iM x i x A . Нека T  е произволно 

подмножество на множеството {1,2,..., }n  такво што | | 1T n k . Тогаш постои 
x S  таков што ( ), i

i T
T M x x A  бидејќи тоа е унија на 1k  множество од 

дадените. Тогаш  
 
17. Нека  е множество со  елементи и нека  се 

подмножества од , . Ако за секои ,  постои множество  

такво што  и  или  и , докажи дека .  
Решение. Ја формираме следнава  табела: за секој  и секое 

множество  во пресекот на тиот реди тата колона ставаме 

1 ако  или 0 ако . Според условот на задачата, било кои два реда 
мора да се различни барем на едно место, што значи дека вкупниот број редови е 
помал или еднаков на бројот на различните низи од 0 и 1 со должина . Затоа, 

.  
 
18. Нека A  е множеството од сите низи со должина 2012, составени од 

броевите 0, 1 и 2. Нека T A  е подмножество со најмал  број елементи кои го 

S , 2n n 1 2, ,..., mA A A
S 2m ,x y S x y iA

ix A iy A ix A iy A 2m n
n m , 1,2,...,ix i n

, 1,2,...,jA j m i j

i ix A i ix A

m
2m n
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имаат следново својство: за секоја низа 1 2 2012, ,...,a a a  од A  постои низа 

1 2 2012, ,...,b b b  од T , за која i ja b , за секој 1,2,...,2012i . Докажи, дека. 
2011

2010
10063

2
| | 3T  

Решение. Да го разгледаме множеството  составено од сите низи  
1 1 2 2 3 3 1006 1006, , , , , ,..., ,x y x y x y x y , 

каде 00,11i ix y  или 22. Бидејќи имаме 1006 парови i ix y  и секој пар прима три 

вредности, добиваме дека бројот на овие низи е 10063 , односно 1006| | 3B . Од 
друга страна, бидејќи за секој пар , , {0,1,2}ab a b  постои 00,11i ix y  или 22 за 
кој ,a x b y , заклучуваме дека множеството B  го задоволува условот на 

задачата. Затоа 1006| | | | 3T B .  
Нека nA  е множеството од сите низи со должина n  составено од 0, 1 и 2, а nT  

е множество со најмал број елементи кое го задоволува условот на задачата. Ќе го 
докажеме неравенството 3

12| | | |n nT T . Со , 0,1,2it i  да го означиме бројот на 

низите од iT  чиј прв елемент е еднаков на i . Бидејќи низите од nA  со прв 
елемент 2 се “покриваат” од низите од nT  со први елементи 0 или 1, добиваме 

0 1 1| |nt t T . Аналогно, 1 2 1| |nt t T  и 0 2 1| |nt t T . Ако ги собереме 
последните  три неравенства добиваме  

3
0 1 2 12| | | |n nT t t t T . 

Од последното неравенство, ако искористиме дека 1| | 2T , добиваме  
2011

2010
20113 3 3

2012 2011 12 2 2
| | | | ... ( ) | |T T T . 

 
19. Нека  е фамилија подмножества на множество од n  елементи таква што 

ниту еден нејзин член не е подмножество на некој друг нејзин член. Докажи дека 

фамилијата  може да има најмногу 
2[ ]

( )n
n  членови.  

Решение. Нека  е фамилија со опишаното својство која има најголем можен 
број членови. Понатаму, нека k  е најмалиот број елементи што ги има некој член 
на фамилијата  и l  е бројот на членовите на фамилијата  кои имаат по k  
елементи. Ќе докажеме дека 1

2
nk .  

Нека претпоставиме дека 1
2

nk . Со 1  да ја означиме фамилијата под-
множества на даденото множество која ја добиваме кога од  ги исфрламе сите 
l  членови кои имаат по k  елементи, а потоа ги додаваме сите нивни 
надмножества кои имаат по 1k  елемент (ниту едно од нив не беше член на 
фамилијата , бидејќи во спротивно исфрленото множество од  ќе беше под-
множество на новото множество во 1 , што противречи на условот на задачата). 
Понатаму, бидејќи за секој исфрлен член има n k  опишани подмножества, а 

секој додаден член се повторува најмногу 1k  пати, добиваме најмалку ( )
1

l n k
k  

B
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нови членови. Но, 1
2

nk , па затоа ( ) 1
1 2( 1)

l n k n
k k l l , што значи дека 

фамилијата 1  има повеќе членови од фамилијата . Лесно се проверува дека и 
за фамилијата 1  важи дека ниту еден нејзин член не е подмножество на некој 
друг нејзин член. Последното противречи на претпоставката за максималноста на 
фамилијата , па затоа 1

2
nk .  

На сличен начин можеме да докажеме дека најголемиот број елементи на некој 
член на фамилијата  може да биде 1

2
n . Според тоа, фамилијата  може да 

содржи само подмножества кои имаат 1 1
2 2 2, ,n n n  елементи.  

Нека 2n m . Од досега изнесеното следува дека  има само членови со 2
n  

елементи. Од друга страна фамилијата од сите подмножества со m  елементи од 
множество со 2m  елементи ги задоволува условите на задачата, па во овој случај 

фамилијата има 
2[ ]

( )n
n  членови. 

Ако 2 1n m , на фамилијата  и припаѓаат само подмножества кои имаат 
m  елементи или само подмножества кои имаат 1m  елемент. И во двата случаја 

бројот на членовие на фамилијата  е еднаков на 
2[ ]

( )n
n .  

 
20. Дадени се реални броеви 1, 1,2,...,2ix i n . Докажи, дека интервалот 

[0,2]  содржи најмногу 2( )n
n  збирови од видот  

2

1

n
i i

i
a x , каде { 1,1}ia  за 1,2,...,2i n . 

Решение. На секој збир 
2

1

n
i i

i
a x  соодветствува разбивање S T  на 

множеството {1,2,...,2 }n  определено со  
1kk S a   и  1kk T a . 

Нека 
2

1
1

n
i i

i
a x  и 

2
2

1

n
i i

i
b x  се два збира од дадениот вид, , { 1,1}i ia b  и нека 

1 1S T  и 2 2S T  се соодветните разбивања на множеството {1,2,...,2 }n . Нека 
претпоставиме дека 1 2S S . Тогаш збировите 1  и 2  се разликуваат за 
удвоениот збир на неколку од броевите ix , што значи за повеќе од 2, па не е 
можно и двата да припаѓаат на интервалот [0,2] . Значи, ако 1 2, ,..., m  се сите 
збирови од дадениот вид кои припаѓаат на интервалот [0,2]  и 

1 1 2 2, ,..., m mS T S T S T  се соодветните разбивања на множеството {1,2,...,2 }n , 
тогаш множествата 1 2, ,..., mS S S  се неспоредливи во однос на инклузијата, т.е. 
ниту едно од нив не се содржи во друго како подмножество. Конечно од 
претходната задача следува 2( )n

nm .  
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21. Нека S  е множество со 2n  елементи и 1 2, ,..., ( 2)mA A A m  се подмно-
жества од S  со следново својство: за секои два различни елементи x  и y  од S  
постои подмножество iA  кое содржи точно еден од овие два елементи. Докажи, 

дека 2m n . 
Решение. Нека 1 2{ , ,..., }nS x x x  и 

1 2 ( )
, ,...,

k ii i i ix A A A . Од условот следува 

дека ако i j , тогаш 
1 2 ( ) 1 2 ( )

{ , ,..., } { , ,..., }
k i k ji i i i i jA A A A A A . Бројот на сите 

подмножества на множеството 1 2{ , ,..., }mA A A  е еднаков на 2m  и овој број не е 
помал од бројот на елементите на S .  

 
22. За секој природен број 3n  определи го најмалиот природен број ( )f n  со 

следново својство: за секој избор на множество {1,2,..., }A n  со ( )f n  елементи 
постојат , ,x y z A  кои се по парови заемно прости.  
Решение. Ќе ја докажеме следнава лема.  
Лема. Нека m  е природен број и { , 1,..., 5}M m m m . Тогаш секое 

петелементно подмножество на M  содржи три броја кои се по парови заемно 
прости.  

Доказ. Лесно се гледа дека постои непарен број a  таков што { , 2,A a a
4}a M . Барем еден од броевите 1a  и 3a  не е делив со 3. Тој број да го 

означиме со b  и да го разгледаме множеството { , 2, 4, }B a a a b M . Тогаш 
елементите на B  се по парови заемно прости, а секое петелементно подмно-
жество на M  содржи три елементи од B . Со тоа доказот на лемата е завршен. ■ 

 Да го разгледаме множеството {1,2,3,..., }X n  кое се состои од броевите 
деливи со 2 или со 3. Тогаш X  го нема саканото својство, бидејќи во секое 
триелементно подмножество на X  ќе има два броја со заеднички делител 2 или 3. 
Според тоа, секое множество со саканото својство има најмалку | | 1X  елемент, 

па затоа 2 3 6( ) [ ] [ ] [ ] 1n n nf n .  

Со индукција ќе докажеме дека за секој избор на множество {1,2,..., }A n  со 

2 3 6( ) [ ] [ ] [ ] 1n n ng n  елементи постојат , ,x y z A  кои се по парови заемно 

прости. За забележиме дека ( 6) ( ) 4g n g n .  
Случаите 3,4,5n  се тривијални, а за 6n  тврдењето следува од лемата. За 
7n  ја применуваме лемата кога 1,7 A , а во спротивен случај тројката {1,7, }x , 

каде 1,7x  е произволен елемент од A  е бараната тројка од условот на задачата. 
На сличен начин се разгледува и случајот 8n .  

Нека 9n  и ( ) ( )f k g k  за секој {3,4,..., 1}k n . Ако пресекот { 5,A n
4,..., }n n  содржи барем 5 елементи, тогаш тврдењето следува од лемата. Ако  

| { 5, 4,..., }| 4A n n n , тогаш во A  се содржат најмалку ( ) 4 ( 6)g n g n  
елементи од {1,2,..., 6}n  и меѓу нив согласно индуктивната претпоставка 
постојат , ,x y z A  кои се по парови заемно прости.  
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23. Нека 2n  е природен број и конечните непразни множества 1 2, ,..., nA A A  
се такви, што | | | |i jA A i j  за секои , {1,2,..., }i j n . Определи ја максималната 

можна вредност на 1 2| | | | ... | |nA A A . (Симетричната разлика на множества A  
и B  се дефинира со ( ) \ ( )A B A B A B ).  
Решение. Да го означиме бараниот минимум со nS . Ќе докажеме, дека 

2
2 2kS k  и 2

2 1 2kS k k .  
Прво да забележиме дека се точни следниве две едноставни тврдења.  
Тврдење 1. За секои две конечни множества A  и B  важи | | | | | |A B A B .  
Тврдење 2. За секои две непразни конечни множества A  и B  од | | 1A B  сле-

дува | | | | 3A B .  
За 2n k  од тврдењето 1 следува, дека  

2 1 2 1| | | | | | 2 1 2i k i i k iA A A A k i , за 1,2,..., 1i k . 
Освен тоа 1| | 1k kA A  и од тврдењето 2 следува 1| | | | 3k kA A . Значи,  

1 1 2
2 1 2 1

1 1
| | | | (| | | |) 3 (2 1 2 ) 2

k k
k k k i k i

i i
S A A A A k i k . 

Аналогно, за 2 1n k  имаме   
2 2 2 2| | | | | | 2 2 2i k i i k iA A A A k i , за 1,2,..., 1i k , 

и 1 2| | | | | | 3 1 4k k kA A A . Значи,  
1

2 1 1 2 2 2
1

1 2

1

| | | | | | (| | | |)

4 (2 2 2 ) 2.

k
k k k k i k i

i
k

i

S A A A A A

k i k k
. 

Сега лесно се докажува, дека множествата  
1{ , 1,..., }, 1,2,..., , { , 1}

{ 1, 2,..., 1}, 2,3,..., 1,
i k

k j

A i i k i k A k k
A k k k j j k

 

се такви, што | | | |i jA A i j  за секои , {1,2,..., }i j n , при што важи  
2

2

(2 )2
1 2 2 4

(2 1)2
1 2 2 1 4

| | | | ... | | 2 [ ] 2,

| | | | ... | | 2 [ ] 2.

k
k

k
k

A A A k

A A A k k
 

Значи, минималната можна вредност на nS  е 
2

2[ ] 2n .  
 
24. Нека n  и nA  е множеството од сите пермутации 1 2( , ,..., )na a a  на мно-

жеството {1,2,..., }n  такви што важи 1 2| 2( ... )kk a a a , за секој {1,2,..., }k n . 
Определи го бројот на елементите на множеството nA  .  
Решение. Со nF  да го означиме бројот на елементите на множеството nA . 

Имаме 1 21, 2F F  и 3 6F . За 3n , да разгледаме произволна пермутација 



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 310 

1 2( , ,..., )na a a  во nA . Бидејќи 1n  е делител на 1 2 12( ... )na a a  

( 1) 2 2 2 (mod 1)n nn n a a n , следува дека na  е еднаков на 1
21, n  или n .  

Нека 1
2

n
na . Тогаш 2n  е делител на 2

1 2 2 12( ... ) 1 2n na a a n a   

13 2 (mod 2)na n . Затоа, мора да биде 12 3 2na n , т.е. 1
1 2

n
n na a , што 

е шротивречност.  
Ако na n , тогаш пресликувањето 1 2 1 2 1( , ,..., ) ( , ,..., )n na a a a a a  е биекција 

во множеството 1nA , па вакви пермутации има 1nF .  
Ако 1na , тогаш 1 2 1( 1, 1,..., 1)na a a  е пермутација на {1,2,..., 1}n , која 

припаѓа на множеството 1nA , бидејќи  

1 2 1 22(( 1) ( 1) ... ( 1)) 2( ... ) 2k ka a a a a a k  
делив со k  за 1,2,..., 1k n . Како и во претходниот случај вакви пермутации 
има 1nF .  

Според тоа, за 3n  важи 12n nF F  и како 3 6F , добиваме дека 
23 2n

nF , за 3n .  
 
25. Нека n  и k  се природни броеви и {1,2,..., }S n .  
а) Определи го бројот на сите подредени k торки 1 2( , ,..., )kA A A  каде  ,iA

1,2,...,i k  се по парови дисјунктни подмножества од S  такви што 
1

k
i

i
A S .  

б) Определи го бројот на сите подредени k торки 1 2( , ,..., )kA A A  каде ,iA  
1,2,...,i k  се подмножества (не задолжително дисјунктни) од S  такви што 

1

k
i

i
A S . 

Решение. а) Секој елемент од множеството S  се наоѓа во едно и само едно од 
множествата , 1,2,...,iA i k . Понатаму, подмножеството во кое некој елемент ќе 
се најде можеме да го избереме на k  начини. Бидејќи множеството S  има n  еле-

менти, заклучуваме дека бараниот број е еднаков на nk .  
б) На секое множество iA  му придружуваме низа со должина n  од нули и 

единици, која на местото m  има 1 ако im A , односно 0 ако im A . Формираме 
матрица k n  чии редици се бинарните низи придружени на множествата 

1 2, ,..., kA A A . Заради условот 
1

k
i

i
A S  во секоја колона на оваа матрица се наоѓа 

барем една единициа. Обратно, секоја k n  матрица од нули и единици која во 
секоја колона содржи барем една единица определува една k торка подмно-
жества кои го задоволуваат условот на задачата. Бидејќи секоја колона можеме да 
ја избереме на 2 1k  начини (сите низи освен низата 0, 0, ..., 0), добиваме дека 
бројот на овие матрици е еднаков на (2 1)k n  и тоа е бараниот број.  
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26. Нека Q  е фамилијата од сите конечни множества, составени од последова-
телни природни броеви. За секое подмножество  

1 2 1 2{ , ,..., } {1,2,..., }, ...k kA a a a n a a a , 
дефинираме  

1
, 1 1

( ) max | |, ( ) max i i
B A B Q i k

g A B f A a a . 

Уште дефинираме  
( ) ( ), ( ) ( )

A A
G n g A F n f A . 

Докажи, дека постои природен број m  таков, што за секој природен број n m  е 
исполнето неравенството ( ) ( )F n G n .  
Решение. За секое множество A  со sA  да го означиме множеството со истиот 

минимален и максимален елемент, но сите елементи меѓу нив да се од 
комплементот на A  во множеството {1,2,..., }n . Ако | | 1A , тогаш sA A . Јасно 
е дека ( )s sA A , т.е. оваа операција е инверзибилна.  

За {1,2,..., }A n  нека B Q  е максимално. Мнжеството B  соодветствува на 
најголемата разлика 1i ia a  во sA , како 1 | | 1, | |i ia a B B  или | | 1B  во за-
висност од тоа дали | {min ,max }| 0,1k B A A  или 2. Тогаш  

( ) ( ) 1sf A g A k  
Нека nS  е множеството од сите подмножества на {1,2,..., }n , кои ги содржат 1 

и n . Да означиме  
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

n n

n s
A S A S

s f A g A f A g A . 

Не е тешко да се пресмета, дека  
0 1 2 3 4 50, 1s s s s s s . 

Од друга страна, за 6n  имаме 62 1n
ns . Навистина, да ги разгледаме мно-

жествата nA S  за кои 3,4 A , но 2, 1n A . Имаме 62n  вакви множества и за 
секое од нив важи ( ) ( ) 1sf A g A . Единстваеното множество од nS  за кое 

( ) ( ) 1sf A g A  е самото множество {1,2,..., }n . Затоа 62 1n
ns .  

Сега да разгледаме ( ) ( )F n G n . Ако ,i jT  е множеството од сите подмножества 

со минимален елемент i  и максимален елемент j , тогаш збирот на ( ) ( )f A g A  по 
множествата од ,i jT  е еднаков на j is . Во случајов тој збир зависи само од 

разликата j i . Фиксна разликата j i  може да биде избрана на 1 ( )n j i  
начини. Затоа  

1 2 2 1( ) ( ) ( 1) ( 2) ... 2 n nF n G n ns m s n s s s . 
Оттука и од горните оценки следува  

6( ) ( ) 2 5 11nF n G n n . 

Лесно се докажува дека 62 5 11 0n n , за 13n .  
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27. Даден е природен број 2015n  кој не е делив со 5. Определи го бројот на 
различните n елементни подмножества на множеството {1,2,...,2015}  такви што 
збирот на нивните елементи е делив со 5.  
Решение. За секој {0,1,2,3,4}i  со iX  да го означиме множеството од 

подмножества на {1,2,...,2015}A  со збир на елементи кој при делење со 5 дава 
остаток i . Нека | |i iX x . Ќе докажеме дека 0 1 2 3 4x x x x x .  

Нека : A A  е циклична пермутација на елементите од A , т.е. ( ) 1i i , 
за секој 1,2,...,2014i  и (2015) 1 . На 1 2{ , ,..., }n iX a a a X  му го придру-
жуваме множеството 1 2' ( ) { ( ), ( ),..., ( )}nX X a a a . Од дефиницијата на  
следува дека збирот на елементите на 'X  е конгруентите со i n  по модул 5. Би-
дејќи n  не е делив со 5, имаме (mod5)i n j , {0,1,2,3,4}j , каде j i . Освен 
тоа, бројот j  е ист за различните iX X , па затоа ( ) jX X . Понатаму, сликите 
на различните множества се различни, па затоа ова пресликување е инјекција, што 
значи дека i jx x .  

Со истото размислување за : j kX X  добиваме дека j kx x , ,k j k i  
итн. при што циклусот се затвора во петтиот чекор. Според тоа, 

0 1 2 3 4x x x x x .  

Бидејќи 2015
0 1 2 3 4 ( )nx x x x x , заклучуваме дека 20151

0 55 ( )x .  
 
28. За две подмножества X  и Y  на множеството {1,2,...,2 }A n , n  ќе 

велиме дека се соседни ако | | 1X Y  и X Y A . Докажи, дека може да се 

изберат најмногу 2 1 21
22 ( ) 1n n

n   подмножества на A  меѓу кои нема соседни 
множества.  
Решение. Да заблежиме дека ако X  и Y  се соседни и | | , 1,2,...,X k k n , 

тогаш | | 2 1Y n k . Ќе докажеме, дека за секој 1,2,...,k n  од сите множества 

множества со k  и 2 1n k  елементи може да бидат избрани најмногу 2( )n
k  

множества меѓу кои нема соседни.  
Нека p  и q  е бројот на мноествата со k  и 2 1n k  елементи, соодветно. 

Бидејќи секое множество со k  елементи има точно k  сосоедни множества со 
2 1n k  елементи и секое множество со 2 1n k  елементи има точно 2 1n k  
сосоедни множества со k  елементи, добиваме дека  

2
2 12 1[ ] ( )kp n

n kn k q . 
Аналогно  

(2 1 ) 2[ ] ( )n k q n
kk p . 

Ако допуштиме дека 2( )n
k p q , после собирањето на последните три неравен-

ства добиваме  
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(2 1 ) 2
2 12 1 ( )kp n k q n

n kn k k . 

Ако земеме предвид дека 2 1n k k  и 2( )n
k p q  добиваме  

(2 1 )2 2 1
2 1 2 1 2 1 2 1

22
2 12 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ),

kp n k qn k n k k
n k n k k n k k n k

nn k
k n kn k

p q q
 

што е противречност.  

Според тоа, 2( )n
kp q . Ако за 1,2,...,k n  ги собереме добиените неравен-

ства добиваме дека имаме најмногу  
2 2 2 2 1 21
1 2 2( ) ( ) ... ( ) 2 ( ) 1n n n n n

n n  
подмножества на A  меѓу кои нема соседни множества.  

 
29. Дадено е множеството од првите триста природни броеви  {1,2,...,299,300} . 

Определи го бројот на троелементите подмножества, такви што збирот на елемен-
тите на секое од тие троелементни множества е делив со 3. 
Решение. Ќе ги разгледаме множествата jA , 0,1,2j  такви што во 

множеството jA   се наоѓаат елементи кои при делење со 3  даваат остаток j . 

Секако дека во секое од овие три множества има по сто елементи, т.е. | | 100jA . 

Ако од множеството jA  ги избереме било кои три елементи, тогаш нивниот збир 

е број кој е делив со 3 . Од множеството jA  можеме да избереме по три елементи 

на 100
3( )  начини. 

Ако од множеството AA  избереме елемент a , од множеството 1A  избереме 
елемент b  и од множеството 2A избереме елемент c , тогаш a b c  е број кој е 

делив со 3. Од множеството AA  еден елемент можеме да избереме на 100
1( ) 100 -

начини, и аналогно од множеството 1A можеме да избереме еден елемент на 
100

1( ) 100 -начини, од множеството 100
2 1( ) 100A -начини.  

Други можности на избор на три елементи чиј збир е делив со 3 нема.  
Во првиот случај, бројот на троелементни множества чиј збир на елементи е 

делив со 3  е 100
33( )  а во вториот случај број на троелементни подмножества чиј 

збир на елементи е делив со 3 е 100 100 100 3
1 1 1( )( )( ) 100 .  

Значи, вкупниот број на триелементни подмножества чиј збир на елементи е 
делив со 3 е 100 3

33( ) 100 .  
 
30. Определи го бројот на триелементите подмножества од множеството 

{1,2,3,4,...,20} , такви што во секое од нив производот на елементите е број кој е 
делив со 4. 
Решение. Ќе го определиме бројот на подмножества со три елементи, такви 

што производот на елементите во секое од нив да не е делив со 4. Производот на 
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три природни броја не е делив со 4 ако сите три множители се непарни, или два од 
нив се непарни а еден е парен број кој не е делив со 4. Непарни броеви се 
{1,3,5,7,9,11,13,15,17,19} , и нивниот број е 10. Бројот на троелементни 

подмножества од последното множество е 10
3( ) . Во секое такво подмножество 

производот на елементите не е делив со 4. Од множеството на парни броеви 
{2,4,6,8,10,12,14,16,18,20} , броевите од подмножеството {2,6,10,14,18}  не се 
деливи со 4. За секој избор на еден елемент од множеството {2,6,10,14,18}  и за 
избор на два елементи од множеството {1,3,5,7,9,11,13,15,17,19} , формираме 
множество од три елементи такво што производот на неговите елементи не е 
делив со 4 . Според тоа, бројот на такви множества е 5 10 10

1 2 2( )( ) 5( ) .  
Други такви подмножества нема. Според тоа бројот на троелементни 

подмножества во кои производот на елементите не е делив со 4  е 10 10
3 2( ) 5( ) .  

Вкупниот број на троелементни подмножества од почетното множество е 20
3( ) . 

Според тоа, бараниот број на множества е:  20 10 10
3 3 2( ) ( ) 5( ) .  

 
31. Нека 1 s k m n . Најди го бројот на сите k елементни подмножества 

од {1,2,..., }n  кои содржат точно s  елементи од множеството {1,2,..., }m . 
Решение. Прво од множеството {1,2,..., }m  треба да избереме s  елементи. 

Бројот на  s елементните подмножества од {1,2,..., }m  изнесува ( )m
s . При фиксен 

избор на едно такво подмножество, за да се „дополни“ до k -елементно под-
множество од {1,2, . . . , }n кое ќе содржи точно s  елементи од {1,2,..., }m , мора 
останатите k s  елементи да ги избереме од  множеството {1,2,..., }\{1,2,..., }n m . 

Последново множество има ( )n m
k s  подмножества со k s  елементи. Можеме да 

направиме ( )m
s  такви фиксирања, па бараниот број изнесува ( ) ( )m n m

s k s . 
 

 
 

4.  ПРИНЦИП НА ДИРИХЛЕ   
 

1. На некој прием е присутен определен број луѓе кои меѓусебно или се позна-
ваат или не се познаваат (постои барем едно познанство). За секои двајца кои 
познаваат еднаков број луѓе важи дека немаат заеднички познаници. Докажи дека 
на приемот постои човек кој познава само еден друг човек. (Познанството е 
симетрична релација.) 
Решение. Да го разгледаме лицето A со најголем број познаници k. Според 

условот на задачата, секои две лица меѓу познаниците 1 2, ,..., kB B B  на лицето A 
имаат различен број познаници не поголем од k и не помал од 1. Затоа, барем еден 
од овие броеви е еднаков на 1. 

 
2. Во рамнината е даден правоаголен координатен систем и пет точки , , ,A B C  
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,D E  со целобројни координати. Докажи, дека меѓу триаголниците (дегенерирани 
или недегенерирани) со темиња во дадените точки има најмалку три со цело-
бројна плоштина.  
Решение. Ќе ја докажеме следнава лема.  
Лема. Ако темињата на  имаат целобројни координати, тогаш неговата 

плоштина се менува за цел број ако координатите на темињата  ги 
промениме за парен број.  

Доказ. Нека  и . Ако  
  и , 

тогаш  

 

каде . ■ 
Да се вратиме на задачата. Координатите на точките  се цели брое-

ви, па затоа со парни промени на нивните координати истите можеме да ги пре-
сликаме во точките  

.     (1) 
Според принципот на Дирихле најмалку две од дадените точки ќе се пресликаат 
во една од точките (1). Но, тоа значи дека најмалку три од новодобиените триагол-
ници се дегенирани триаголници со плоштина еднаква на 0. Сега, од лемата сле-
дува дека најмалку три триаголниците со темиња во дадените точки има целоброј-
на плоштина. 
 

3. Во просторот е даден правоаголен координатен систем Докажи, дека меѓу 19 
точки со целобројни координати секогаш има 4 кои се темиња на тетраедар со 
целоброен волумен.  
Решение. Аналогно како во претходната задача се докажува дека ако теми-

њата на тетраедарот  имаат целобројни координати, тогаш неговиот волу-
мен се менува за цел број ако координатите на темињата  ги промени-
ме за цел број делив со 6. Според тоа, после соодветни транслации можеме да 
сметаме дека координатите на точките се еднакви на 0, 1, 2, 3, 4 и 5. Да ја 
разгледаме првата координата на точките добиени со транслација на дадените 
точки. Од принципот на Дирихле следува дека најмалку 4 од добиените точки 
имаат иста прва координата, што значи дека овие точки лежат во иста рамнина. 
Но, тоа значи најмалку еден од добиените тетраедри е дегенериран тетраедар со 
волумен еднаков на 0, т.е. дека меѓу дадените 19 точки постојат 4 кои се темиња 

MNPMNP
, ,M N P

( , ), (, , )M a b N c d ( , )P e f

1( 2 , 2 ),M a k b l 1( 2 , 2 )N c m d n 1( 2 , 2 )P e p f q

1 1 1
1 1 1
2 2 2

1 1
2 2

2 2 1 2 1 2 1
2 2 1 2 1 2 2 1
2 2 1 2 1 2 1

1 1 2 1
1 2 1 2 1
1 1 2 1

1 2 1
1 2 1 ,
1 2 1

M N P

MNP MNP

a k b l a b l k b l
P c m d n c d n m d n

e k f q e f q k f q

a b a l k b l
c d c n m d n
e f e q k f q

a l k b l
P c n m d n P D

e q k f q

1 1 1M N P1 1 11
P M N P

,MNP MNPP 1 2 12P MNP 1 2 12P c n 1 2 12 12 1MNP 1 2 1

D
, , , ,A B C D E

(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)

MNPQ
, , ,M N P Q



Р. Малчески , А. Малчески, С. Брсаковска, З. Мисајлески, Т. Димовски 
 

 316 

на тетраедар со целоброен волумен.  
 
4. Нека се дадени реалните броеви . Докажи, дека постојат 

,  такви што  

. 

Решение. Нека  се такви што .  

Интервалот  го делиме на шест интервали со еднаква должина . Од 
принципот на Дирихле следува дека во еден од овие интервали ќе припаѓаат два 
броја , т.е. постојат  такви што  

. 

Функцијата  е монотоно растечка на интервалот , па затоа после-
дователно важи  

 

што и требаше да се докаже.  
 

5. Одреди го најголемиот број на остри агли што може да ги има 12-аголник. 
Решение. На цртежот десно се гледа дека е можно еден 12-аголник да има 9 

остри агли. 
Ќе покажеме дека 12-аголникот не може да има повеќе од 9 остри агли.  
Да претпоставиме дека 12-аголникот има 10 остри агли. 

Тогаш сумата на сите агли во 12-аголникот е помала од 
10 90 2 360 1620  степени (Зошто?). Но, сумата на 
аглите во 12-аголникот изнесува (12 2) 180 18001800 . До-
бивме контрадикција, што значи дека претпоставката не ни 
е точна, односно во 12-аголник не може да има повеќе од 9 
остри агли.  

 
6. Дадени се шест подредени тројки реални броеви. Докажи, дека постојат 

барем две тројки  и  такви што  
.    (1) 

Решение. Ако меѓу шесте подредени тројки се наоѓа тројката , тогаш 
тврдењето е тривијално. Во спротивно, секоја тројка  определува ненулти 
вектор во однос на произволно избран Декартов правоаголен координатен систем, 
а бројот  е скаларниот производ на векторите  и . Спо-
ред тоа, условот (1) е еквивалентен со условот аголот меѓу векторите  и 

 да е помал или еднаков на . Ќе докажеме дека аголот меѓу некои два 

, 1,2,...,7ia i
,k ma a k m

3
1 30 k m

k m

a a
a a

2 2( , ), 1,2,...,7i i tg , 1,2,...,7i ia i

2 2( , ) 6

,k m , , ( )k m k m

60 k m

tg 2 2( , )

3
6 3

tg tg 3
1 tg tg 3

3
1 3

0 tg( ) tg

0

0 ,

k m

k m

k m

k m

k m

a a
a a

( , , )a b c ( , , )x y z
0ax by cz

(0,0,0)
( , , )p q r

ax by cz ( , , )a b c ( , , )x y z
( , , )a b c

( , , )x y z 90
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од шесте вектори е помал или еднаков на .  
Избираме произволен вектор меѓу шесте вектори. Да претпоставиме дека тој 

гради тапи агли со останатите пет вектори. Тогаш овие вектори лежат во еден 
полупростор. Овој полупростор го делиме на четири правоаголни октанти. Според 
принципот на Дирихле два од петте вектори припаѓаат на ист октант. Јасно, овие 
два вектори зафаќаат агол кој е помал или еднаков на .  

 
7. Докажи, дека меѓу првите  членови на низата на Фибоначи  

, за  

постои барем еден кој е делив со .  
Решение. Нека претпоставиме дека  за . Да ја разгледаме 

низата остатоци  од делењето на  со . Имаме  

 и . 

Бидејќи , добиваме дека  прима најмногу  вредност, а за сите 

последователни парови  постојат најмногу 

 можности. Според тоа, постојат броеви  такви 

што  и . Затоа  

 

Конечно, , т.е. .   
 

8. Даден е правилен шестаголник со страна 1. Во внатрешноста на шест-
аголникот земени се m  точки такви што никои три точки меѓу темињата и овие m  
точки не се колинеарни. Шестаголникот е разделен на триаголници, при што секоја 
од дадените m  точки и секое од темињата на шестаголникот е теме на делбен три-
аголник. Два делбени триаголници немаат заедничка внатрешна точка. Докажи дека 

постои делбен триаголник чија плоштина не е поголема од 3 3
4( 2)m . 

Решение. Ќе го определиме вкупниот број на делбени триаголници на кои е 
поделен дадениот шестаголник. Нека A  е произволна точка од внатрешните m  

точки. Збирот од сите агли во точката A  е 360   (збир од сите агли во A  на сите 
триаголници кои таа точка ја имаат за свое теме). Од друга страна, збирот од сите 
агли во теме на шестаголникот е 120 . Бидејќи збирот на аглите во секој 

триаголник е 180 , бројот на делбени триаголници е:  

90

90
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0 1 2 10, 1, n n nf f f f f 0n
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410 | nf

810n

, 1,2,...ir i , 1,2,...if i 410
4
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360 6120
180

2 4m m6120 266 26 0 . 

Нека претпоставиме дека плоштината на секој од дадените делбени триаголни-

ци е поголема од 3 3
4( 2)m . Тогаш збирот на плоштините на сите делбени триагол-

ници е поголем од 3 3 3 3
4( 2) 2(2 4) mm ,  што не е можно бидејќи плоштината на 

дадениот шестаголникот е 3 3
2 . Конечно, од добиената противречност следува 

дека постои делбен триаголник чија плоштина не е поголема од 3 3
4( 2)m .  

 
9. Даден е круг со радиус 1 на кој се избрани 8 точки. Докажи дека од овие 

точки можат да се изберат две со меѓусебно растојание помало од 1. Дали 
тврдењето важи за 7 точки? 
Решение. Да го разгледаме кружниот исечок со агол од 60 . Должината 1 се 

достигнува за најоддалечените точки на лакот и за центарот на исечокот и 
произволна точка од лакот. Кругот може да се покрие целосно со 6 вакви исечоци. 
Најмногу една точка лежи во центарот на кругот, па од преостанатите 7, барем две 
лежат во ист исечок, а да не се најоддалечените точки на лакот. Нивното 
растојание е помало од 1. Од до сега изнесеното се гледа дека тврдењето не мора 
да важи за 7 точки, ако една се стави во центарот на кригот, а останатите во 
темињата на правилниот шестаголник впишан во таа кружнца.  

 
10. Во рамнината се дадени две заемно нормални прави, три правоаголници 

чии страни се паралелни со дадените прави и еден триаголник. Унијата на 
правоаголниците го покрива работ на триаголникот, т.е. секоја точка од страните 
на триагоLникот лежи во внатрешноста на еден правоаголник. Докажи, дека 
целиот триаголник лежи во внатрешноста на унијата на правоаголниците.  
Решение. Нека T  е произволна точка во внатрешноста на триаголникот. Низ 

T  повлекуваме прави паралелни со дадените прави. Во пресекот на овие прави со 
страните на триаголникот добиваме четири точки, од кои најмалку две лежат во 
еден од трите четириаголници. Во овој правоаголник лежи и точката T  (зошто?). 
Сега тврдењето на задачата следува од произволноста на точката T .  

 
11. Во табела со димензии 2 2n n  се запишани природни броеви кои се пома-

ли или еднакви на 10, при што броевите кои се запишани во квадрати со заеднич-

ки теме се заемно прости. Докажи, дека постои број кој се појавува барем 
22

3
n  па-

ти.  
Решение. Да ја поделиме табелата на 2n  квадрати со димензија 2 2 . Бидејќи 

секој од овие квадрати може да содржи најмногу 2 од броевите 2, 3, 4, 6, 8, 9 и 10, 
заклучуваме дека секој од овие квадрати содржи барем два од броевите 1, 5 и 7. 
Но, вакви квадрати има 2n , па затоа броевите 1, 5 и 7 во табелата ќе се појават 

22n . Конечно, од принципот на Дирихле следува дека некој од броевите 1, 5 и 7 

ќе се појави најмалку 
22

3
n  пати.  
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12. Множеството A  има 6 елементи. Дадени се 11 различни негови подмно-

жества 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11, , , , , , , , , ,A A A A A A A A A A A . Докажи дека од нив може да се из-
берат три множества , ,i j kA A A  кои се подмножества од четириелементно подмно-
жество од A .  
Решение. Да забележиме дека постојат вкупно 6

3( ) 20  троелементни под-
мнжества. За секое троелементно множество B  ќе го формираме парот од тро-
елементни множества ( , \ )B A B . Јасно е дека B  и \A B  се дисјунктни и триеле-
ментни подмножества. Според принципот на Дирихле, постојат два елементи од  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11, , , , , , , , , ,A A A A A A A A A A A  кои формираат пар. Без ограничување на 
општоста можеме да претпоставиме дека тоа се 1A  и 2A . Значи, 1 2A A  и 

1 2A A A . Секое од множествата 3 4 5 6 7 8, , , , , ,A A A A A A  9 10 11, ,A A A , со едно од 
множествата 1A  и 2A  има едноелементен пресек, а со другото од нив има двоеле-
ментен пресек. Според принципот на Дирихле, едното од нив со пет од деветте 
множества има едноелементен пресек. Повторно, без ограничување на општоста, 
можеме да претпоставиме дека тоа е множеството 1A .  

Сега, бидејќи 2A  е триелементно множество, две од петте множества имаат 
ист пресек со него. Нека тоа се iA  и kA . Конечно, од претходните разгледувања 
следува 1| | 4i kA A A . 

Значи, бараните множества се 1, ,i kA A A .  
 
13. Определи го најмалиот природен број n  таков што за произволни природ-

ни броеви , 1,2,...,ia i n  постојат { 1,0,1}i  кои не се сите еднакви на нула и 

важи 
1

2017 |
n

i i
i

a .  

Решение. Нека 11n . Ако избереме броеви {0,1}i , тогаш постојат 112 1  
начини (исклучена е можноста сите i  да се нули) на кои можеме да собереме 

некои од тие броеви, земајќе го секој од нив по еднаш. Од 112 2017  следува 
дека меѓу добиените збирови постојат два кои при делење со 2017 даваат ист 
остаток. Нивната разлика е делива со 2017 и таа е од саканиот облик.  

Бројот 11n  е најмалиот број со ова својство. Навистина за 10n  и броевите 
12 , 1,2,3,...,10i

ia i  не постојат такви i  бидејќи сите претходно опишани 
збирови се различни и помали од 2017.  

 
14. Множеството A  има 6  елементи. Докажи дека во секоја фамилија од 

различни триелементни подмножества  
1 2 11{ , ,..., }A A A  ( | | 3jA , i jA A , i j , , 1,2,...,11i j ) 

постојат три различни множества , ,i j kA A A  кои се подмножества од исто четири-
елементно множество.  
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Решение. Бројот на триелементни подмножества од шестелементното 
множество A  е еднаков на 

6 6!
3 3!3!( ) 20 . 

За секое од множествата 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11, , , , , , , , , ,A A A A A A A A A A A  можеме да 
формираме парови од множества, т.е. двоелементни множества { , \ }i iA A A , 

1,2,...,11i . Јасно, множествата iA  и \ iA A  се дисјунктни подмножества од A  и 
двете се троелементни. Бројот на можни вакви парови { , \ }B A B  е десет. Бидејќи 
во фамилијата { , \ }i iA A A , 1,2,...,11i  имаме единаесет елементи, од принципот 
на Дирихле следува дека постои пар на индекси , {1,2,...,11}i j  таков што i j  и 
{ , \ } { , \ }i i j jA A A A A A . Бидејќи i jA A , добиваме дека \i jA A A .  

Нека тоа не се множествата 1A  и 2A . Останатите девет множества 

3 4 5 6 7 8 9 10 11, , , , , , , ,A A A A A A A A A  со множествата 1A  и 2A  имаат пресек кој има 
еден или два елементи. Бидејќи имаме девет множества, од принципот на Дирихле 
следува дека пет од нив со едно од множествата 1A  и 2A  ќе имаат едноелементен 
пресек. Без ограничување на општоста можеме да претпоставиме дека тоа е мно-
жеството 2A . Уште повеќе, според принципот на Дирихле, две од овие множе-
ства, на пример kA  и lA , имаат ист пресек со 2A . Ако на пример 2 { }kA A a  и 

2 { }lA A a , тогаш 1| | 2kA A  и  1| | 2lA A .  
Нека претпоставиме дека 2 { , , }A a b c  и 1 { , , }A d e f . Јасно,  1k lA A A  е 

едно елементно множество, бидејќи во спротивно ќе биде k lA A , што противре-
чи на претпоставката.  

Од условот 1k lA A A  да е едноелементо множество, добиваме дека k lA A  
е двоелементно множество. Во спротивно, ако k lA A  е едноелементно множест-
во, тогаш тоа е елементот кој припаѓа и во 1A  и во 2A  што не е можно.  
Сега,  од принципот на вклучување и исклучување, добиваме дека  

1 1 1 1

1

| | | | | | | | | | | | | |
| |

3 3 3 2 2 2 1 4.

k l k l k l k l

k l

A A A A A A A A A A A A
A A A  

 
15. Нека M  е множество природни броеви, секој од кои има 2013 цифри и не 

ја содржи нулата во декадниот запис. За два броја од M  велиме дека се соседни, 
ако цифрите им се совпаѓаат барем во една класа. Определи го најголемиот можен 
број елементи на M , ако меѓу секои 9 броеви од M  можеме да избереме 3 броја 
кои се соседни по парови.  
Решение. Нека A  е множеството од сите природни броеви со 2013 цифри, 

такви што на првите 2012 места може да стои секоја од цифрите 1, 2, 3, ..., 9, а на 
последното место може да стојат само цифрите 1, 2 ,3 и 4. Тогаш 2012| | 4 9A . Од 
принципот на Дирихле следува, дека меѓу произволни 9 броеви од A   најмалку 
три имаат иста последна цифра, што значи дека тие се соседни по парови. Според 
тоа, 2012| | | | 4 9M A .  
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Ќе докажеме, дека ако B  е множество броеви секој од кои има 2013 цифри и 
во декадниот запис не ја содржи нулата и ако 2012| | 4 9B , тогаш можеме да 
избереме 9 броеви, меѓу кои нема три кои се по парови соседни. Нека N  е множе-
ството од сите броеви со 2013 ненулти цифри. Тогаш 2013| | 9N . Да ги подреди-
ме цифрите 1, 2, ...,9 на кружница во насока на движењето на стрелката на ча-
совникот. Ќе велиме дека 2 е после 1, 3 е после 2, ..., 1 е после 9. За два 2013-
цифрени броја a  и b  ќе велиме дека a  е после b , ако секоја од цифрите на a  е 
после соодветната цифра на b . Множеството N  може да се разбие на 20129  
подмножества 20121 2 9, ,...,N N N  од по 9 елементи, такви што во секое подмно-
жество деветте броеви се еден по друг.  

Бидејќи 2012| | 4 9B , од ринципот на Дирихле следува дека можеме да избе-
реме 5 елементи од едно од множествата iN . Од останатите елементи на B  
можеме да избереме 4 елементи од едно исто подменожество jN . Повторно од 
принципот на Дирихле следува дека од секои три од овие елементи два се содржат 
во едно од множествата iN  или jN . Последното значи, дека овие два елементи не 

се соседни. Според тоа, 2012| | 4 9M .  

Конечно, од претходните разгледувања следува дека 2012| | 4 9M .  
 

16. Дадена е кружница со центар во координатниот почеток и радиус 2016. На 
кружницата и во нејзината внатрешност се избрани 540 точки со целобројни коор-
динати такви што меѓу нив нема три колинеарни точки. Докажи, дека постојат два 
триаголника чии темиња се во дадените точки и кои имаат еднакви плоштини.  
Решение. Нека претпоставиме дека сите триаголници имаат различна 

плоштина. Имаме вкупно 540 540 539 538
3 1 2 3( ) 26098380  триаголници. Плоштината 

на секој од овие триаголници ABC  се пресметува со формулата  
1
2 | ( ) ( ) ( ) |x y y x y y x y yP A B C B C A C A B , 

па затоа плоштината на секој од разгледуваните триаголници е природен број 
поделен со 2. Според тоа, бидејќи имаме 26098380  триаголници најголемата 
плоштина ќе биде поголема од 26098380

2 13049190 . Меѓутоа, плоштината на 
кругот е  

2 22016 2016 3,2 13005619,2 13049190 , 
што значи дека триаголникот со најголема плоштина нема да може да биде 
впишан во кругот. Конечно, од добиената противречност следува дека има 
најмалку два триаголника кои имаат еднакви плоштини.  

 
17. Во кружницата k со радиус R се наоѓаат кружни дамки. Површината на 

секоја дамка е најмногу 1. Секој радиус на кружницата k, како и секоја нејзина 
концетрична кружница, сече најмногу една дамка. Докажи дека плоштината на 
сите дамки е помала од 1

2 .R R R  
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Решение. Ќе го докажеме тврдењето за радиуси на дамките помали од еден 
тогаш во секој случај е опфатен случајот кога плоштината е помала од еден. Треба 
да разгледаме два случаи ако има само една дамка или повеќе дамки. Разликата е 
во тоа што ако има повеќе дамки тогаш центарот не смее да биде во ниту една 
дамка во спротивно сите радиуси би ја сечеле. Ако има само една дамка:  

2 1
2

1
2

1 ;

1 .

R P R R R R R

R P R R R
 

Ако има повеќе од една дамка да забележиме дека ако има две дамки со радиуси 
1r  и 2r  такви што  

1 2
2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2
2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 2
2

1 2 1 2
2

1 2

1,

( ) ( )
1,

( ) (1 ( 2 2 2 1) 2 2 2 2 )

(1 ( 1) 2(1 )(1 ))

(1 ( 1) )

r r

P P r r r r
r r

P P r r r r r r r r r r r r

r r r r

r r

 

Од ова може да се забележи дека површината на дамките секако не е поголема од 
случајот во кој сите освен една дамка се со радиус 1 и збирот на нивните 
дијаметри е еднаков на R. Во овој случај се добива површина:  

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2( 2([ ] [ ]) ) ( )R R R RR R RR R R

R R
RP  

 
18. Определи го најголемиот број правоаголници со димензии  кој мо-

же да се добие од правоаголник со димензии , ако е дозволено сечење по 
прави паралелни на страните на дадениот правоаголник.  
Решение. Нека темињата на правоагол-

никот се  
 и .  

Да ги повлечеме правите , 

каде   и да ги разгледуваме 

отсечките кои правоаголникот  ги 
отсекува од нив. Лесно се пресметува дека 
вкупната должина на овие отсечки еднаква 
на . Меѓутоа, секој правоаголник со димензии  и страни 
паралелни на координатните оски покрива делови од овие отсечки со должина 

. Според тоа, не може да бидат пресечени повеќе од  од 

бараните правоаголници.  
Ако дадениот правоаголник го поделиме на правоаголници со димензии 

 и , тогаш првиот правоаголник може да подели на 300 

правоаголници , додека од вториот може да се отсечат уште  

1 10 2
50 90

(0,0), (90,0), (90,50)A B C (0,50)D

10 2x y n
1,2,...n 90 50

10 2
[ ] 9

ABCD

570 2 360 1 10 2

2 570 2 360
2

[ ] 315

50 60 2 50 (90 60) 2
1 10 2 3 5 15
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правоаголници, бидејќи  и . Според тоа, од дадениот 

правоаголник може да се добијат 315 правоаголници со димензии .  
 
19. Во правилен шестаголник ABCDEF  со должина на страна еднаква на 1 

избрани се различни точки 1 2 2556, ,...,P P P . Ако никои три точки од множеството 

1 2 2556{ , , , , , , , ,..., }S A B C D E F P P P  не лежат на една права, докажи дека постои 

триаголник со темиња од S  чија плоштина е помала од 1
1700 .  

Решение. Да разгледаме триангулација на правилниот шестаголник и дадените 
точки. Збирот на сите агли од таа триангулација е еднаков на  

2556 360 6 120 2556 2 180 4 1806 120 2556 2 180 4 1806 120 2556 2 180 4 , 
па затоа вкупниот број на триаголници е еднаков на 2556 2 4 5116 . Ако секој 
од овие триаголници има плоштина поголема од 1

1700 , тогаш плоштината на 

шестаголникот ќе биде 3 31
1700 25116 3 ABCDEFP , што е противречност.  

 
 

50
10 2

[ ] 3 [(90 60) 2] 5

1 10 2
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